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Introduction

Soit G le groupe multiplicatif G, défini sur K = Q ou une variété abélienne A/K
définie sur un corps de nombres K. Si GG est une variété abélienne, on la considere donnée

avec un fibré en droites ample et symétrique L. On peut construire sur les points de G(Q)

une hauteur particulierement agréable : la hauteur de Néron-Tate hy. Si P € G(Q) et r
un entier, cette hauteur vérifie

ho(rP) = r2h,(P) si G est une variété abélienne,
t rhp(P) siG=Gl.

Dans le cas ou G = G, il s’agit de la hauteur de Weil (logarithmique absolue) usuelle h. De
maniere générale cette hauteur est toujours positive et s’annule précisément sur les points
de torsion de G(Q). On peut facilement voir que le minorant de la hauteur des points qui ne
sont pas de torsion doit dépendre du degré D du corps de définition du point dont on minore
la hauteur. On va donc avoir une minoration de la forme hy(P) > 1‘;((%)) ouD = [K(P): K]
et ¢ est une fonction croissante. Si I'on ne considere que des points P € G(K) (autrement
dit en considérant (D) comme une constante) et que 'on s’intéresse a la variation de G
dans cette minoration, les conjectures de Lang et Silverman nous indiquent que 1’on peut
prendre ¢(G) de la forme ¢;(dim G) max{hp.;(G/K), 1} ol hgy est la hauteur de Faltings
de la variété. Le probleme de Lehmer quant a lui consiste a fixer G/K (autrement dit
a considérer ¢(G) comme une constante) et a trouver la fonction ¢ optimale. C’est a ce
dernier probleme que 'on s’intéresse dans toute la suite. On peut également s’intéresser
a une généralisation naturelle de ce probleme qui consiste a minorer non pas la hauteur
d’un point, mais la hauteur d’une sous-variété (non de torsion) de G, en fonction cette
fois-ci du degré géométrique de la variété considérée. Un autre type d’extension consiste
& obtenir une minoration de la hauteur des points en fonction de [K**(P) : K], on K2
est la cloture abélienne de K, c’est-a-dire ne dépendant que de la partie non-abélienne du
degré [K(P) : K]. Enfin on pourrait, cela reste a faire, englober tous ces résultats dans une
généralisation globale ot ’on minorerait la hauteur des sous-variétés par un invariant du
type degré géométrique, généralisant dans le cas des points le degré [K2(P) : K2P].

Ces problemes de Lehmer ont au moins deux types d’applications : le probleme classique

peut servir, en conjonction avec une bonne compréhension des points de torsion de G(Q),

a déterminer si des points Py, ..., P, de G(Q) sont ou non linéairement indépendants. On
trouvera une discussion de ce sujet dans l'article [34] de Masser. L’autre application possible
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est une utilisation du résultat concernant le probleme de Lehmer en dimension supérieure
et avec le degré non-abélien (au moins dans le cas des variété abéliennes). Il s’agit des
problemes ou l'on cherche a montrer que le cardinal de l'intersection d’une courbe avec
I’ensemble des sous-groupes algébriques de codimension donnée de GG est fini ou au moins
de hauteur bornée. Les preuves des résultats de ce type nécessitent de bonnes minorations
de la hauteur sur G. Nous renvoyons a 'article [14] de Bombieri, Masser et Zannier dans
le cas ou G = G, et a l'article [45] de Rémond dans le cas ou G est une variété abélienne.

L’ensemble de cette these concerne le probleme de Lehmer et ses différents avatars. Nous
nous proposons d’améliorer et d’étendre un certain nombre de résultats que nous allons
maintenant rappeler.

Soient x un nombre algébrique et h(z) sa hauteur logarithmique absolue. Le probleme
classique de Lehmer est le suivant :

Conjecture 1 (Probleme de Lehmer) [l eziste une constante ¢ > 0 telle que pour tout
nombre algébrique qui n’est pas une racine de l'unité, on a

O TR

En fait dans son article [32] de 1933, Lehmer ne formule pas une conjecture mais pose juste
une question. Il pose méme plus exactement la question inverse et il ajoute “whether this
is true or not, I do not know”.

La conjecture est trivialement vraie si on se restreint au sous-ensemble des nombres algébri-
ques qui ne sont pas des entiers algébriques. Dans ce cas on peut méme prendre ¢ = log 2.
En 1971 Smyth [52] montre que la conjecture formulée précédemment est vraie pour le sous-
ensemble de Q constitué des nombres non-réciproques'. C’est & ce moment-la qu’apparait
la version indiquée de la conjecture de Lehmer. En 1979 Dobrowolski [23] obtient, au choix
de la constante c¢ pres, le meilleur résultat général en direction de la conjecture connu a ce
jour. Si z est un nombre algébrique, on note D = deg(z) = [Q(x) : Q].

Théoréme 1 (Dobrowolski) Il ezxiste une constante ¢ > 0 telle que pour tout nombre
algébrique qui n’est pas une racine de ['unité, on a

h(z) > ¢ (loglog3D 3
=D\ log2D )

Dans son article, Dobrowolski montre méme que I'on peut prendre ¢ = ﬁ.

[58] a montré que dans I’énoncé précédent, le choix ¢ = }L convient déja.

Depuis, Voutier

!les nombres réciproques étant les nombres racines d’un polynéme P vérifiant P(X) = X¢ P P(<).
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La preuve de Dobrowolski est une preuve typique de transcendance. On suppose par 1’ab-
surde le résultat faux, ce qui nous donne un = de grand degré D et de petite hauteur.
On construit alors, en utilisant un lemme de Siegel, un polynome P a coefficients entiers
qui s’annule avec un grand ordre en x. L’idée nouvelle de Dobrowolski consiste a faire
une extrapolation aux places ultramétriques : en utilisant le petit théoréeme de Fermat, on
montre que le polynéome P s’annule modulo p premier en xP. Utilisant I’hypothese de petite
hauteur sur z et I'inégalité de Liouville (ou la formule du produit) on montre alors que P
s’annule en un grand nombre de zP (tout ceci étant convenablement quantifié en fonction
de D). Un lemme de zéros (trivial dans ce cas : il suffit de compter les zéros du polynome
et de comparer a son degré) permet alors de conclure.

Depuis, 'énoncé et la preuve de Dobrowolski ont fait I'objet d’extensions diverses : cas
des courbes elliptiques, probleme en dimension supérieure et raffinement du probleme en
utilisant la partie non-abélienne de D. Nous allons maintenant faire un tour d’horizon de
ces diverses extensions.

Cas des courbes elliptiques

En 1981, Laurent [31] étend la conjecture de Lehmer aux courbes elliptiques et étend la
preuve ainsi que le résultat de Dobrowolski au cas des courbes elliptiques a multiplication

complexe. On note h(-) la hauteur de Néron-Tate sur la courbe elliptique E(K).

Conjecture 2 (Probléme de Lehmer elliptique) Soit E/K une courbe elliptique sur
un corps de nombres K. Il existe une constante strictement positive c¢(E/K) telle que pour
tout point P € E(K)\FEios, 0n a

Théoréme 2 (Laurent) Soit E/K une courbe elliptique a multiplication complexe sur
un corps de nombres K. Il existe une constante strictement positive c¢(E/K) telle que pour
tout point P € E(K)\Eios de degré D = [K(P) : K], on a

E(P)> ¢(E/K) (loglog3D\®
- D log 2D '

Généralisation en dimension supérieure

En 1999-2000, David et Hindry [19] puis Amoroso et David [2] généralisent ces résultats
en dimension supérieure : sur les variétés abéliennes pour David et Hindry et sur GJ;, pour
Amoroso et David. Sur G”, on choisit une compactification, par exemple P" ou (P!)", et on
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se donne un fibré en droites ample L sur cette compactification. Sur une variété abélienne
A/K on se donne un fibré en droites ample et symétrique L. Ceci permet de définir un
degré deg; . On renvoie au chapitre 1 pour une définition précise de ce degré. Dans la suite
quand on utilisera le degré sur G}, il sera toujours sous-entendu qu’on prend celui-ci dans
une compactification donnée et pour un fibré ample fixé, par exemple O(1) sur P". Les
auteurs de [19] et [2] utilisent en fait un invariant plus naturel pour le probleme de Lehmer
en dimension supérieure que le degré : I'indice d’obstruction

dr(z) = min {deg |V esdimy / Vsous-variété sur K, K-irréductible de G et x € V(F)}

ot G est la variété abélienne A/K ou le tore G, selon le cas.

Remarque 1 En prenant V = m I'adhérence schématique de x dans G (i.e., en considé-
rant toute 'orbite de x sous 'action du groupe de Galois Gal(K/K)), on voit que

1

1 <op(x) <[K(x): K]ama,

Conjecture 3 (Probléme de Lehmer en dimension supérieure) Il existe une cons-
tante c(n) > 0 telle que pour tout point P € GI'(Q) a coordonnées multiplicativement

mdépendantes, on a
> c(n)

hp(P) >

Théoréme 3 (Amoroso-David) [l existe une constante c(n) > 0 telle que pour tout
point P € G (Q) a coordonnées multiplicativement indépendantes, on a

7 c(n)

hi(P) > 5.(P)

(log 25,(P)) ™",
ot k(n) = (n+1)((n+1)H)" —n.

Dans le cas abélien, en notant h (+) la hauteur de Néron-Tate associée a un fibré en droites
symétrique ample L, on a

Conjecture 4 (Probleme de Lehmer abélien) Soient A/K une variété abélienne de
dimension g sur un corps de nombres et L un fibré en droites ample et symétrique suril.

Il eziste une constante ¢(A/K, L) strictement positive telle que pour tout point P € A(K)
d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne stricte de A, on a

~ ¢(A/K, L)
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De plus, en terme du degré D = [K(P) : K|, on a pour tout point P € A(K) qui n’est pas

de torsion (A/K.L)
o~ C s
hp(P) > DT, (2)

ot go est la dimension du plus petit sous-groupe algébrique contenant le point P.
Dans la direction de cette conjecture, David et Hindry obtiennent le

Théoréme 4 (David-Hindry) Soient A/K une variété abélienne de dimension g, de
type C.M. sur un corps de nombres et L un fibré en droites ample et symétrique. Il existe
une constante c(A/K,L) > 0 telle que pour tout point P € A(K) d’ordre infini modulo
toute sous-variété abélienne, on a

~ c¢(A/K, L)

hi(P) > (log2D) ™9

1
g

ot D = [K(P) : K] et k(g) = (29(g + 1))

En fait ils remarquent que leur preuve donne méme le théoreme ou I’on remplace Ds par
d1(P) et log 2D par log 20.,(P), résultat plus proche de la partie (1) de leur conjecture.

Probleme de Lehmer pour les sous-variétés

Une généralisation naturelle des énoncés précédents est la suivante : minorer la hauteur
des sous-variétés non de torsion de G (G = A ou G = G},). Dans les cas multiplicatif et
abélien, David et Philippon ont formulé les conjectures généralisant au cas des sous-variétés
les énoncés du type Lehmer. Nous donnons ici des énoncés faisant intervenir le degré plutot
que l'indice d’obstruction. Ces énoncés sont probablement plus intuitifs, par contre ils ne
généralisent que la partie (2) des énoncés précédents. On pourrait également formuler des
conjectures généralisant la partie des énoncés précédents utilisant 1'indice d’obstruction
d’une sous-variété.

Conjecture 5 (David-Philippon) Soit n un entier non nul. Il existe une constante
c(n) > 0 telle que pour toute sous-variété V stricte de GI',, Q-irréductible et telle que
Vg nlest pas réunion de sous-variétés de torsion, on a l'inégalité

h(V .
T > o)y V),

ot s est la dimension du plus petit sous-groupe algébrique contenant V.
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Conjecture 6 (David-Philippon) Soient A/K une variété abélienne sur un corps de
nombres K et L un fibré en droites ample et symétrique. Il existe une constante strictement
positive ¢(A/K, L) telle que pour toute sous-variété V stricte de A sur K, K-irréductible
et telle que Vi n’est pas réunion de sous-variétés de torsion, on a l'inégalité

hi(V)
degL(V>

ou s est la dimension du plus petit sous-groupe algébrique contenant V.

> ¢(A/K, L) deg, (V) #amv,

Dans le cas multiplicatif, Amoroso et David montrent (sans toutefois I’écrire explicitement)
dans [4] que la conjecture 3 entraine la conjecture 5 et, en utilisant leur résultat de Lehmer
en dimension supérieure, il obtiennent en direction de la conjecture 5 le résultat suivant :

Théoréme 5 (Amoroso-David) Soit n un entier non nul. Il existe une constante stric-
tement positive c(n) telle que pour toute sous-variété V stricte de G, Q-irréductible et
telle que Vg n'est pas réunion de sous-variétés de torsion, on a l'inégalité

ho(V S —+ln
d(j;L x)/ > c(n)(deg,, V)77 (log 2 deg, V)",

ot k(n) = (n+1)((n+ 1" —n et s est la dimension du plus petit sous-groupe algébrique
contenant V.

Raffinement en dimension 1

Dans les articles [5] et [6], Amoroso et Dvornicich puis Amoroso et Zannier étendent le
probleme de Lehmer sur G,, au cas des extensions abéliennes relatives. Précisément, en
notant K la cloture abélienne d'un corps de nombres K, ils énoncent la conjecture et
démontrent le théoreme suivant :

Conjecture 7 (Amoroso-Zannier) Soit K un corps de nombres. Il existe une constante
strictement positive c(K), telle que

V2 € Gum(K)\tto,  h(2) >

ot D = [K*(z) : K],

Théoréme 6 (Amoroso-Zannier) Soit K un corps de nombres. Il existe une constante
c(K) strictement positive, telle que

V2 € G (K)\ioo, () >

¢(K) (loglog5D\ "’
D log2D ’

ot D = [K®(z) : K],
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La conjecture 7 est bien évidemment une généralisation du probleme de Lehmer initial :
on travaille avec un corps de nombres K au lieu de travailler avec Q et surtout on utilise le
degré [K®"(x) : K] qui est la partie non-abélienne du degré usuel [K (x) : K]. Le théoréme
6 étend le résultat de Amoroso et Dvornicich qui traitait le cas ou x appartenait a une
extension abélienne de K, i.e., le cas D = 1. C’est précisément ce théoreme, dans le cas
D =1, qui a été étendu aux courbes elliptiques a multiplication complexe ou ayant un
Jj-invariant non-entier par Baker dans [8], puis par Silverman [50] dans le cas des courbes
elliptiques sans multiplication complexe. Ainsi pour les courbes elliptiques, on a

Théoréme 7 (Baker-Silverman) Soit E/K une courbe elliptique. Il existe une constante
strictement positive c(E/K) telle que

VP € E(K™)\Ey, h(P)> c(E/K).

Ce dernier résultat a été récemment étendu par Baker et Silverman (cf. [9]) au cas des
variétés abéliennes.

Théoréme 8 (Baker-Silverman) Soient A/K wune variété abélienne sur un corps de

nombres K et L un fibré en droites ample et symétrique. Il existe une constante strictement
positive c(A/K, L) telle

VP € A(K™\Aios, hir(P) > c(A/K,L).

Contenu de la these

Le premier chapitre est un chapitre de rappels. Nos résultats originaux sont présentés dans
les chapitres 2 a 6 qui sont rédigés sous la forme d’articles logiquement indépendants les
uns des autres. Le chapitre 2 correspond a un article a paraitre au Journal of Number
Theory et le chapitre 3 a un article a paraitre dans la revue Acta Arithmetica.

La premieére partie de la these est consacrée au probleme de Lehmer sur les sous-variétés
des variétés abéliennes.

Dans le chapitre 1, nous faisons un certain nombre de rappels concernant les degrés
géométrique, arithmétique et la notion de hauteur de points et de variétés. Nous donnons,
notamment, une construction complete, par récurrence, de la hauteur sur les variétés en
suivant [17]. Nous profitons également de cette partie introductive pour donner les preuves
des propriétés simples vérifiées par le degré arithmétique, ces démonstrations n’étant pas
toujours tres détaillées dans la littérature.

Dans le chapitre 2, nous montrons I'analogue, dans le cadre des variétés abéliennes, des
résultats de [4]. Précisément, en prouvant un résultat de densité de petits points (cf. le
théoreme 27 du chapitre 2), nous montrons en corollaire que :
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Théoréme 9 Soient A/K wune variété abélienne de type C.M. sur K et L un fibré en
droites ample et symétrique sur A. Il existe une constante strictement positive ¢(A/K, L)
telle que si V' est une sous-variété algébrique stricte de A sur K, K-irréductible et telle
que Vi n'est pas réunion de sous-variétés de torsion, on a l'inégalité

hi(V)

m > c(A/K,L)deg; (V) s=am¥ (log(3 degL(V)))’”(s) |

ou s est la dimension du plus petit sous-groupe algébrique contenant V.

Il suit de la preuve de ce théoreme que toute avancée en direction de la conjecture 4 entraine
une avancée similaire en direction de la conjecture 6. Autrement dit, une bonne minoration
de la hauteur des points (non de torsion) entraine une bonne minoration de la hauteur de
toutes les sous-variétés (non de torsion) de A. En particulier nous prouvons également le
résultat suivant :

Théoreme 10 La conjecture 4 de David-Hindry implique la conjecture 6 de David-
Philippon.

La preuve du résultat principal de ce chapitre, a savoir le théoreme 27, se fait essentielle-
ment en utilisant des arguments de géométrie sur les variétés abéliennes. Il n’y a pas de
transcendance dans ce chapitre, si ce n’est a travers ’application du théoréeme principal de
[19] qui, lui, repose effectivement sur une preuve de transcendance.

Dans le chapitre 3, nous améliorons le théoreme 9 précédent dans le cas particulier des
hypersurfaces de variétés abéliennes de type C.M., étendant ainsi au cadre des variétés
abéliennes le résultat analogue sur G?, de Amoroso et David [3]. Dans ce cadre restreint
aux hypersurfaces, nous montrons un résultat sensiblement plus fin en direction de la
conjecture 6 : on peut prendre pour x une valeur absolue, indépendante de g. En notant
d;; le symbole de Kronecker (valant 1 si ¢ = j et 0 sinon), nous démontrons le résultat
suivant :

Théoréme 11 Soient A/K une variété abélienne de type C.M. et L un fibré en droites
ample et symétrique sur A. Il existe une constante c(A/K, L) strictement positive telle
que si V' est une hypersurface irréductible de A sur K telle que Vi n’est pas réunion de
sous-variétés de torsion, on a linégalité

(loglog 3 deg;, V)HQ%*S’1
(log 2 deg, \/)2+59‘3’1

hi(V) > e(A/K, L)

ot s est la dimension du stabilisateur de V.
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La preuve de ce résultat se fait cette fois-ci en utilisant la machinerie classique de trans-
cendance. Au lieu d’appliquer brutalement le résultat principal de [19], nous reprenons leur
démonstration (dont le schéma est calqué sur celui de Dobrowolski) et nous 'adaptons au
cadre qui nous intéresse.

En supposant que A/K est une courbe elliptique, L le fibré en droites associé au diviseur
3(0) et V = {P} l'image schématique d’un point d’ordre infini P € A(K) défini sur une
extension finie de degré D = [K(P) : K], nous retrouvons exactement le théoreme 2 de
Laurent sur le probleme de Lehmer elliptique. Dans le cas d’une “vraie” hypersurface, i.e.,

quand d,_s1 = 0, nous obtenons une minoration un peu meilleure.

Dans la seconde partie de la these nous nous intéressons au probleme de Lehmer et a ses
différentes variantes en dimension 1.

Dans le chapitre 4, nous retrouvons le théoreme 1 de Dobrowolski, essentiellement en
transcrivant sa preuve dans le formalisme des pentes que J.-B. Bost a introduit dans [15]. 11
ne s’agit ici en fait que d’une premiere étape d’un travail qui reste a faire : I’'objectif était ici
de voir dans quelle mesure les preuves de transcendance “classiques” concernant le probleme
de Lehmer peuvent se traduire en utilisant l'inégalité des pentes. Il serait maintenant
intéressant d’essayer d’adapter la preuve du théoreme 2 de Laurent dans ce langage. L’idée
est que I'inégalité des pentes permet de mieux exploiter la géométrie des objets avec lesquels
on travaille. Si ceci n’est pas flagrant dans le cas de G,,, cela le serait certainement plus
dans le cas d'une courbe elliptique E, ot le formalisme des pentes permettrait d’incorporer
directement l'inégalité sur la hauteur de Néron-Tate, sans avoir a passer par l'artifice
consistant a plonger E dans E X E et a considérer un “gros” multiple du point considéré
en vue de minimiser la différence entre hauteur de Néron-Tate et hauteur de Weil. On
pourrait peut-étre obtenir ainsi un parallélisme complet pour le probleme de Lehmer sur
le groupe multiplicatif et sur les courbes elliptiques a multiplication complexe.

Dans le chapitre 5, nous nous intéressons, dans le cadre des courbes elliptiques, au raffi-

nement utilisant la partie non-abélienne du degré. Nous obtenons :

Théoréme 12 Soit E/K wune courbe elliptique a multiplication complexe. I existe une
constante ¢(E/K) strictement positive, telle que

_ N E/K) (loglog5D\ "
VP € B(K)\Eioms, h(P)zc(lé )<Og o8 ) ,

log2D
ou D = [K*(P) : K?].
Ce résultat rend naturel de généraliser la conjecture 7 aux courbes elliptiques :

Conjecture 8 Soit E/K une courbe elliptique. Il existe une constante strictement positive
c(E/K), telle que

VP € E(K)\Eio, h(P)> @,
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ot D = [K*(P) : K*).

L’exposant 13 apparaissant en exposant des facteurs log et loglog dans le théoreme 12
peut étre amélioré au prix d’une hypothese supplémentaire.

Théoréme 13 Soit ¢y > 0. Il existe une constante strictement positive ¢(E/K, cy), telle

que : pour toute extension abélienne L/K et pour tout point P € E(K)\Eiws vérifiant
D = [L(P) : L], si le nombre de nombres premiers qui se ramifient dans L est borné par

log 2D 5o L
Co <1Oglog5D> , alors on a l'inégalité

E(P) S «(E/K,c) (loglog5D\®
- D log 2D

On voit qu’en imposant une contrainte sur 1’étendue de la ramification dans I’extension
abélienne (théoreme 13), nous obtenons une généralisation du théoreme 2 de Laurent.
Dans le cas général (théoreme 12), sans imposer aucune condition, nous obtenons une
minoration optimale aux puissances de log pres, avec un exposant légerement dégradé
par rapport au cas classique : on a comme puissance de log un exposant 13 au lieu d’un
exposant 3; toutefois cet exposant 13 est le méme que dans le cas multiplicatif du a
Amoroso et Zannier (cf. théoreme 6). Ce théoreme 12, dans le cas des courbes elliptiques

a multiplication complexe, généralise au cas D quelconque un précédent résultat de Baker
8] (cf. théoreme 7).

Le théoreme 12 est une premiere étape en direction d'un résultat plus général : une géné-
ralisation naturelle de ce chapitre serait ’extension au cas des variétés abéliennes de type
C.M. L’idée serait pour cela de reprendre I'article [19] en incorporant les nouvelles idées
que l'on trouve dans [6] et dans ce chapitre. Cette extension aurait d’autant plus d’intéret
qu’elle permettrait de rendre d’autant plus performant le théoreme 1.4 de l'article [45] de
Rémond déja mentionné en début d’introduction. Notons que notre théoreme 12 permet
déja de simplifier la preuve du theorem 2. de Viada [57]. Avant de donner 1’énoncé de ce
théoreme, on introduit une définition : on dit qu'une courbe sur une variété abélienne A
est transverse si elle n’est contenue dans aucune translatée de sous-variété abélienne de A

différente de A.

Théoreme 14 (Viada) Soient E/K une courbe elliptique a multiplication complexe, n
un entier non nul et C'/K une courbe transverse dans E™. Pour r > 0 on consideére les
ensembles
S(C):= |J &nCE)
codim G>r

ot l'union porte sur les sous-groupes algébriques G de E™ de codimension au moins r.

Alors lensemble S3(C) est fini.

18



La preuve de Viada est calquée sur celle de Bombieri, Masser et Zannier [14] dans le cas de
G?.. Elle utilise le fait que la hauteur des points de S;(C) est bornée. Il s’agit du Theorem 1.
du méme article de Viada qui résulte simplement des propriétés fonctorielles des hauteurs
et du théoreme du cube pour les variétés abéliennes. Ceci étant acquis on constate, en
appliquant le théoreme de Northcott, qu’il suffit alors de montrer que le degré des points
de S5(C') est borné. C’est la partie difficile de la preuve. Viada montre ceci en deux étapes :
la premiere consiste a montrer la finitude de I'ensemble S3(C'). La seconde étape consiste a
montrer la finitude de S3(C') en utilisant un subtil argument cohomologique. Nous montrons
au chapitre 5 comment éviter cet argument cohomologique en appliquant notre théoreme
12. En fait I'utilisation de ce théoreme 12 permet de ramener la seconde étape a la premiere.

Dans le chapitre 6, nous faisons deux remarques concernant la conjecture de Lehmer
abélienne sur les points : nous montrons que la partie (1) de la conjecture 4 entraine en
fait la partie (2) de cette méme conjecture et nous montrons de méme que le théoreme 4
entraine le

Corollaire 1 Soient A/K wune variété abélienne de dimension g, de type C.M. sur un
corps de nombres et L un fibré en droites ample et symétrique sur A. Il existe une constante
c¢(A/K, L) > 0 telle que pour tout point P € A(K) d’ordre infini, on a

hi(P) foes (log 2D) ™),
90

ou D = [K(P): K|, go est la dimension du plus petit sous-groupe algébrique contenant P
et K(g0) = (2g0(g0 + 1))™ .

Ce résultat améliore le meilleur résultat précédemment connu pour les variétés abéliennes

de type C.M., du a Masser [33] qui obtient, pour tout point P d’ordre infini de A(K) :

~ c¢(A/K, L)
> — =
hu(P) = 7 log 2D

Par ailleurs, nous remarquons également dans ce chapitre que la conjecture 4 entraine la
version multihomogene de cette conjecture telle que formulée dans [19] :

Conjecture 9 (David-Hindry) Soient A/K une variété abélienne de dimension g sur
un corps de nombres et L un fibré en droites symétrique ample sur A. Pour tout entier
n € N il existe une constante c(A/K, L,n) > 0 telle que pour tout n-uplet (P,...,P,) de
points d’ordre infini dans A(K), End(A)-linéairement indépendants, on a :

[[he(p) > S5 L)
i=1 Ds

Y
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Nous précisons dans cet énoncé ’hypothese “linéairement indépendants” en End(A)-linéai-
rement indépendants, le méme énoncé avec pour seule hypothese Z-linéairement indépen-
dants étant faux comme nous ’expliquons dans ce dernier chapitre.
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Premiere partie

Probleme de Lehmer sur les variétés
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Chapitre 1

Degré géométrique, degré
arithmétique et hauteur

Dans ce chapitre, on fait des rappels sur les notions de degré géométrique, degré arith-
métique, hauteur sur les points et hauteur sur les variétés. Nous aurons besoin de ces
notions dans les autres chapitres : la hauteur (tant sur les points que sur les variétés) étant
I'objet fondamental sur lequel s’appuie toute cette these. Nous rappelons les définitions
ainsi que les propriétés usuelles dont nous nous servirons ensuite. Dans le cas du degré
arithmétique sur Spec Ok, nous donnons la preuve des quelques propriétés simples que
nous rappelons, ces démonstrations n’étant pas toujours tres détaillées dans la littérature.

Soit K un corps. Si F//K est une extension de corps et X un Spec K-schéma, alors,
la notation Xp dénote le produit fibré X xgpec k Spec F' et X (F), appelé 'ensemble des
points F-rationnels de X, dénote 1’ensemble Morg (Spec F, X). On fera fréquemment 1’abus
consistant a écrire F' au lieu de Spec F' quand F' est un corps ou méme un anneau. On
dit que V' est une variété algébrique sur K si V est un K-schéma de type fini, irréductible
et géométriquement réduit. Par sous-variété on entendra toujours sous-variété qui est un
sous-schéma fermé. On appelle courbe toute variété de dimension 1 et on note P" ou P}
I’espace projectif sur K de dimension n.

1.1 Degré géométrique

Dans ce paragraphe on définit le degré géométrique de deux facons : la premiere dans
le cas projectif, en utilisant le polynome de Hilbert; la seconde en utilisant la théorie
de l'intersection. On commence par définir le degré géométrique dans le cas des variétés
projectives. Pour cela, on se ramene au cas des sous-variétés de P” : soient V' une variété
projective sur K et L un fibré en droites tres ample. Il existe un plongement ¢ : V — P
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correspondant a L tel que si O(1) dénote le fibré standard sur P™ (dont les sections globales
sont les polynomes homogenes en n+ 1 variables de degré 1), alors L = ¢*O(1). Supposons
un instant connue la notion de degré projectif d’une sous-variété de P".

Définition 1 En notant degy(.) le degré projectif, on définit et on note deg; V', le degré
de V relativement au fibré en droites tres ample L, par

deg; V = degy(p(V)).

I1 suffit donc de définir le degré d’une sous-variété de P". C’est ce que 'on fait dans ce qui
suit.

Soit V' une sous-variété de P". Elle est déterminée par la donnée d'un idéal saturé I = I(V')
de Klzg,...,2,). On pose A = K|z, ...,x,]/I(V) et on note A4, la composante homogene
de degré v de A.

Définition 2 Un objet fondamental associé a V' est sa fonction de Hilbert
HWV,):N—N.
Elle est définie par la formule
VveN, H(V,v)=dimgA,.
Le résultat principal concernant cette fonction est qu’elle est asymptotiquement polyno-

miale. Autrement dit, on a le

Théoréme 15 (Hilbert) Il existe un unique polynome, P(V,-) de degré d = dim V| tel
que

Yv >0, P(V,v)=HV,v).

On appelle ce polynome le polynome de Hilbert de V. Son terme dominant est de la forme
m. a4

d!l/.

Définition 3 Avec les notations précédentes, on définit le degré projectif de V' comme
étant le nombre m. On le note deg (V).

Revenons au cas général d’une variété projective V' munie d’un fibré en droites (tres) ample
L. On peut en fait définir le polynome de Hilbert de maniere completement explicite et
pas uniquement pour des valeurs asymptotiques :

Théoréme 16 (Riemann-Roch) Six(V,L®) =Y (—1)'dimxgH* (V, L®") désigne la ca-
ractéristique d’Fuler-Poincaré de V', alors,

YweN, PV,v)=x(V,L®).
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Exemple 1 Dans le cas d'une courbe V géométriquement irréductible, lisse sur un corps
K algébriquement clos, on rappelle que par définition le genre g(V') est la dimension du K-
espace vectoriel T'(V, O3, /xc)- Par dualité de Serre (valable sur une variété projective lisse sur
un corps algébriquement clos), on peut également voir le genre comme étant la dimension du
K-espace vectoriel H'(V, Oy). Le théoréme 16 précédent nous donne P(V,0) = x(V, Oy ).
Or un théoreme classique d’annulation de la cohomologie de Grothendieck nous assure
qu’ici,

X(‘/, Ov) = dlmKF<V, Ov) — dlIIlKHI(‘/, Ov) =1- g(V)

En effet, pour une variété X/K propre, lisse et géométriquement connexe, toute fonction
réguliere est constante. Sur un corps algébriquement clos, on peut donc, non seulement lire
le degré, mais aussi lire le genre d’une courbe projective sur son polynome de Hilbert. De
plus, en réappliquant maintenant le méme argument avec v = 1 et en utilisant les notations
classiques en géométrie, on obtient le théoreme de Riemann-Roch usuel,

(L) —I(Ky — L) =deg, V+1—g(V).

Il se trouve que le degré projectif est un nombre entier. Sur C on peut montrer qu’il s’agit du
cardinal du schéma de dimension zéro X N H, pour tout plan général H de P de dimension
n — d. Le probleme de cette assertion est qu’il faut définir la notion de “général”. Ici, dire
que le plan est général signifie qu’il est tel qu'une déformation infinitésimale ne change
pas le résultat. Autrement dit, quand on “bouge un peu” le plan, le nombre considéré ne
change pas. Il s’agit donc bien d’une définition géométrique.

Exemple 2 Sur C le degré d’un point fermé est 1. De méme, étant données une courbe
ou une hypersurface dans P¢ on peut lire le degré sur un dessin : il suffit de couper la
courbe par un hyperplan général et I’hypersurface par une droite générale, puis de compter
le cardinal obtenu.

On peut donner une construction rigoureuse de cette approche du degré d’une variété
relativement a un diviseur, en utilisant le produit d’intersection. C’est la méthode la plus
intrinseque. En fait, elle ne nécessite pas de supposer la variété projective; il suffit de la
supposer propre. Comment fait-on ? On se donne une variété X sur un corps K, un fibré en
droites (faisceau inversible, diviseur de Cartier) L sur X et une sous-variété V' de dimension
k de X. L’objectif est de définir un entier appelé degré de V relativement a L associé a
ces données et qui coincide avec celui précédemment défini dans le cas projectif. En vue de
définir ce degré, on construit un produit d’intersection, noté - , sur les diviseurs en suivant
le livre de Fulton [25] :

1.1.1 Théorie de l’'intersection

Dans tout ce paragraphe, K est un corps et X/K une variété propre sur K de dimension
n.
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Cycles et équivalence rationnelle

Définition 4 Si R est un anneau local de dimension zéro, on définit la longueur de R que
'on note lg(R), comme étant la longueur n d’une chaine

Rom=1I1>...01,={0}

d’idéaux tels que I/Ir+1 ~ R/m comme R-modules. (Comme R est local de dimension
zéro, la longueur est finie et par le théoreme de Jordan-Holder, cette longueur est bien
définie, c’est-a-~dire, indépendante du choix d’une chaine ayant ces propriétés.)

Soit V' une sous-variété de X de codimension 1. L’anneau local Oy x est par définition
I'anneau local au point générique de V. Il est de dimension 1. Soit s € K*(X), on veut
définir ’ordre d’annulation de s selon V, que l'on note ordy(s), de sorte que ce soit un
homomorphisme, i.e., tel que :

Vs, t € K*(X) ordy(st) =ordy(s)+ ordy(t).

Tout s € K*(X) peut s’écrire sous la forme s = ¢, avec a,b € Oy x. On a donc nécessai-

rement, ordy (s) = ordy(a) — ordy (b). Ainsi, il suffit de définir ordy pour les éléments de
Oy.x. On pose alors :

Vs € OV,X OI‘dv(S) = 1gOV,X (Ov7x/(8)) .

Pour s € K*(X) fixé, il existe seulement un nombre fini de sous-variétés V de codimension
1 de X telle que ordy (s) # 0.

Sur la variété X on peut maintenant construire un morphisme naturel ¢ du groupe des
diviseurs de Cartier, noté CaDiv X, dans le groupe des n — 1-cycles Z,,_1(X) : soit D =
(Us, fi)ser € CaDiv X et soit V' une sous-variété de codimension 1 de X. On pose

ordy D = ordy f;, ou i est tel que U; NV # 0,

ceci ayant un sens car, si j est tel que U; NV # (), alors —j}’, est inversible sur U; N Uj, donc
J
ordy f; = ordy f;.

Partant d’'un diviseur de Cartier D, on définit ainsi un diviseur de Weil

[D] =) ordyD [V].

L’application ¢ qui & D associe [D] est un morphisme de groupes.

Définition 5 On appelle groupe des k-cycles sur X et on note Z;(X), le groupe abélien
libre engendré par les sous-variétés V de dimension k de X. Un élément de Z(X) est appelé
un k-cycle et si V est une sous-variété k-dimensionnelle de X, on note [V] (ou abusivement
V') I'élément correspondant de Zx(X).
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Définition 6 Si o = ) ny[V] est un cycle, on définit le support de o comme étant
%

supp a = |a| = U V.
ny #0

Si D est un diviseur de Cartier, on appelle support de D et on note | D |, le support du
diviseur de Weil associé.

Définition 7 Un k-cycle « est rationnellement équivalent a 0, a ~ 0, 8’il existe un nombre
fini de sous-variétés W; de dimension k+1 de X et des s; € K*(W;) tels que av = ) div(s;).
Comme div(s™!) = —div(s), les cycles rationnellement équivalents a zéro forment un sous-
groupe Raty(X) de Z;(X). Le groupe des classes de k-cycles modulo équivalence rationnelle
sur X est le groupe noté :

On définit alors

dim(X) dim(X)
Z.(X)= @ Zi(X) et de méme, A.(X)= P Au(X).
k=0 k=0

Produit d’intersection sur les diviseurs : soit V' une sous-variété de X sur K de
dimension k. On note D le diviseur de Cartier associé au faisceau inversible L et on définit
D -V, noté également D - [V], dans Ax_; (| D | NV') comme suit :

Notons j : V — X l'inclusion naturelle. Deux cas se présentent :

e SiV ¢| D |, alors D se restreint en un diviseur de Cartier, j*D sur V et on pose
D-[V]=1[j"D].
e Si V C| D |, on prend l'image réciproque faisceautique de D, i.e., 7*Ox (D). On
obtient ainsi un faisceau inversible sur V. A ce faisceau correspond un diviseur de

Cartier, C tel que Oy (C) = j*Ox (D). On note [C] sa classe de diviseur de Weil dans
Ay_1(V) et on pose

Par linéarité, on en déduit un produit d’intersection entre les diviseurs de Cartier et les
cycles de dimension quelconque de X.

1.1.2 Degré d’un cycle
On note toujours X /K une variété propre de dimension n.

Définition 8 Soit & = > np[P] un 0-cycle sur X. En identifiant Z et Ao(Spec K), on
définit le degré du 0-cycle o comme étant :

deg a = an[K(P) (K] =7 (a),
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ou 7 est le morphisme structural de X vers Spec K. On peut maintenant définir le degré
relativement a L d’une sous-variété V' de X : en appliquant k fois I'opération “prendre le
produit d’intersection avec D”, on obtient un cycle de dimension zéro, > np[P]. On pose
alors

deg, V =m, (L¥ - [V]) = np[K(P): K],

ol 7 est le morphisme structural de X vers Spec K. On peut montrer que dans le cas
projectif, on retombe sur le degré projectif défini précédemment.

Exemple 3 Si z € X(K) est un point K-rationnel de X, en notant V := {z} la variété
définie en prenant l'image schématique de x € X% dans X, on a :

deg (V) = [K(z) : K].

1.2 Degré arithmétique sur Spec Oy

Dans cette section, on donne la définition du degré arithmétique sur Spec O le spectre de
I’anneau des entiers d'un corps de nombres K et on donne une application de cette notion :
I'inégalité des pentes. Cette derniere, introduite pour la premiere fois par J.-B.Bost dans
son article [15], a connu récemment quelques belles applications en géométrie diophantienne
(voir par exemple [15], [16] et [26]). En utilisant ce langage et surtout l'inégalité des pentes,
on donne au chapitre 4 une démonstration du théoreme de Dobrowolski [23] concernant le
probleme de Lehmer sur G,,.

1.2.1 Degré arithmétique : définition

Désormais K est un corps de nombres. On note S = Spec Ok le spectre de I'anneau des
entiers de K. Alors que dans le cas des corps de fonctions, S représente I’ensemble de toutes
les places de K, dans le cas des corps de nombres, S = Spec Ok ne représente (en oubliant
le point générique) que les places finies. Pour pouvoir étendre I’analogie entre corps de
nombres et corps de fonctions, il faut aussi prendre en compte les places a l'infini : c¢’est
l'idée de la théorie initiée par Arakelov [7].

Dans la suite, on note S° 'ensemble des points fermés de S (i.e., les places finies de O ),
Ss I'ensemble des places archimédiennes et Mz = Sa, := S° II S, I'ensemble de toutes
les places de K. Pour v € S° au dessus d'un nombre premier p, on normalise la valeur
absolue v-adique par | p [,=p~! et on pose || - |[,=] - |% ol d, est le degré local [K, : Q).
De méme si v est une place archimédienne, on prend pour valeur absolue la valeur absolue
usuelle et on pose d, =1si K, =R et d, =2si K, =C.

Définition 9 Un fibré vectoriel métrisé de rang r sur S = Spec Ok est un Og-module F
projectif (i.e., sans torsion puisque O est de Dedekind) de rang r, muni d’une collection
{1 [lo}pes. > telle que || - ||, est une norme hermitienne sur le K,-espace vectoriel Ey, =
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E ®o, K,, vérifiant
|| z |lo=|| Z ||z, pour tout plongement o : K — C.

On note un tel fibré métrisé £ = (E, || - ||,).

Exemples de métriques

Dans ce paragraphe, les variétés X et Y sont des variétés différentielles analytiques com-
plexes. On appliquera ensuite ceci au cas ou, partant d’une variété algébrique lisse sur un
corps de nombres K, on associe a un plongement ¢ : K — C la C-variété algébrique lisse
X, = X X, C, puis 'ensemble de ses points complexes X,(C) qui est naturellement muni
d’une structure de variété analytique complexe. Si L est un fibré vectoriel sur une variété
analytique X, on dit qu’il hermitien s’il est muni d’'une métrique hermitienne C'*° stable
par conjugaison complexe.

La métrique image réciproque : soient f : X — Y un morphisme de variétés analy-
tiques et L un fibré en droites sur Y muni d’'une métrique hermitienne. On munit le fibré
en droites f*L d’une structure hermitienne en posant, pour tout x € X,

| f*s |]e:=]] s 0 f ||

La métrique produit tensoriel : soient E et F deux fibrés hermitiens sur la variété X.
On munit £ ® F d’une structure hermitienne en posant,

(6 ® fi,e; @ fj), = (ei€5), - {fis [i)n

La métrique somme directe : soient £ et F deux fibrés hermitiens sur la variété X.
On munit £ @ I d’une structure hermitienne en posant,

(ei ® fire; @ fi), = (ei€i), + {fis fidy

La métrique produit exterieur : soient £ un fibré hermitien de rang r sur la variété
X et k <r. On munit /\f:1 E d’une structure hermitienne en posant,

I /\ez [12:=Idet ({ei, €)2)]

oil (-,-) est le produit hermitien définissant la métrique sur E.

La métrique duale : soit E un fibré hermitien sur X. On muni le fibré dual EY =
Hom(F,C) d’une structure hermitienne en posant,

p 1LF0) [l

er sl

S Hlei=

ot on a muni C de sa métrique naturelle || 1 ||,= 1.
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Degré arithmétique

Le degré d’Arakelov (ou degré arithmétique) d’un fibré en droites métrisé sur Spec Ok
= (L,|| - ||v) est défini en prenant un élément non nul s € L et en posant

deg, (I) :ﬁ (bg# (L/sOx) = 3 log|s Ho>,

0:K—C

le n en indice signifiant que ’on a normalisé par [K : Q].

Proposition 1 Le degré d’Arakelov d’un fibré en droites ne dépend pas du choiz de la
section s.

Démonstration : Soient s et ¢ deux sections globales non nulles du fibré en droites L. 11
existe un k € K* tel que t = ks, donc

= > loglltlly== ) logl| ks,

’UGSAr 'UGSAr
== logl[s|lo— > log |l k|
’UGSAr UGSAI-

= — Z log || s ||, par la formule du produit.

’UGSAr

Il reste pour conclure a voir que

log # (L/sOk) = — Y log || s ||, .

veSo
Or on sait par [18] que, si L est un Og-module projectif de rang 1,
(L/s0k) =[] (L/s0k), =[] (Lp/50x,) -
p p
De plus, Ly est isomorphe isométriquement a Of,. On a donc
(L/s0k) ~ [ [ (Ox,/50k,) ~ [ O /o
p p

Ainsi, en passant aux cardinaux,

#(L/sOx) = [] e®®@ =TT IIs [l

peso peso

Ceci permet de conclure. O
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Remarque 2 Notons au passage que si s € L est non nulle, on a montré la formule

deg, (D)= g 2 el s o

VESAr

Définition 10 On définit le degré arithmétique d’un fibré vectoriel F' métrisé de rang fini
d en posant :

d
deg, (F) =deg, [ A\F
k=1

1.2.2 Degré arithmétique : propriétés

Dans tout ce pararaphe, on travaille avec des fibrés vectoriels sur Spec Ok.

Propriétés classiques

Proposition 2 Soit Ok le fibré trivial muni de sa métrique triviale || 1 ||,= 1. On a
deg, O = 0.

Démonstration : Par la remarque 1, si s est une section non nulle de O,
— -1
deg, O = —= log || s || -
g

En appliquant ceci avec s = 1 on constate que le membre de droite est nul. O

Proposition 3 Soient E et F deux fibrés vectoriels hermitiens de rang respectif m et n
et L un fibré en droites hermitien de rang 1. On a

1. deg, (E® F) = mdeg,, E + ndeg,, F.

2. deg, (E® F) = deg, E + deg, F.

3. deg, LV = —deg, L.
Démonstration : On commence par montrer 1. dans le cas ot m =n = 1. Soient s € F,
t € F deux sections telles que s ® t # 0. Pour tout v € Sp,, on a || s®@t [|,=|| s ||| t ||o-

En effet, si v € S, c’est la définition et si v € S°, E, ® F, est isomorphe a O, par
I'isomorphisme qui envoie s ® t sur jZ(s)jX(¢). Ainsi

s @t 1=l 75 ()7y (@) [le=I1 3" () ol 75 @) [lo=11 s [lull £ ]l -

En appliquant la remarque p. 31, on conclut dans ce cas. Dans le cas général, on utilise
I'isomorphisme isométrique

nm n ®m m Rmn
/\E@F:(/\E) ®</\F> .
=1 =1 =1
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Le premier cas permet alors de conclure.
2. On applique le 1. en utilisant I'isomorphisme isométrique

TZ{:E N?‘T?n(/_\E@M/W\”) /n\E®/m\F

3. Par définition du faisceau inverse (ou fibré dual) on a L ® LY ~ O. En munissant Ok
de sa métrique triviale et LY de la métrique duale, cet isomorphisme est isométrique. Ainsi,
on a degn (L & LV) = 0 par la proposition 2. En appliquant le point 1. on conclut. U

Inégalité des pentes

Définition 11 Soit £ un Ok-fibré vectoriel, on définit la pente de E par

_— deg, E
E) = —on
1(E) roF

Définition 12 Avec les mémes notations, on définit la pente mazrimale de E par
finex(E) = max i(F), ot

le max porte sur les sous-Og-fibrés de E de rang supérieur a 1 et munis des métriques
déduites de celle de E par restriction.

Définition 13 Si ¢ est un morphisme entre deux Og-fibrés hermitiens E et F, on note
h(p) et on appelle hauteur de ¢ le nombre

Z g || ¢ [0, o,
UGS

|| ¢ ] est la norme d’opérateur de ¢k, et || ¢ ||, la norme de l'opérateur ¢c .

Lemme 1 Soit ¢ : E — F un morphisme entre Ok -fibrés hermitiens de rang r. On a,

Yo e San Il A ll<llell;

Démonstration : Soit v € S,,. En choisissant des bases orthonormées pour les espaces
hermitiens F, et Fk,, on identifie ¢ & une matrice de M,.(C). Par définition de la puissance
extérieure, || A;_; ¢ ||lv=]|| det ¢ ||,. Or le déterminant est le produit des valeurs propres,
alors que || ¢ ||, est la norme de la plus grande valeur propre. D’ou I'inégalité. Dans le cas
ou v € Sy, cela résulte de I'inégalité ultramétrique. O

Avec les notations précédentes, on a le théoreme suivant, dua a J.-B. Bost,
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Théoréme 17 (Inégalités des pentes 1) Si le morphisme ¢ : Ex — Fx est injectif,
alors,
deg, B < 1g(E) (fimax(F) + h(¢)).

Démonstration : Le morphisme g étant injectif on a un isomorphisme
¢: Ex — ¢(Ek).

On note F’ un sous-Og-module de F' tel que Fy = ¢k (Ek). L’application
/\ YK /\ Ex — /\ Fie
I=1 1=1 =1

est bijective donc non nulle. En particulier elle définit un élément non-nul %u K-espace
vectoriel de dimension 1 associé au fibré en droites hermitien L := ( Ni—; E) Q@ N, I
En utilisant la proposition 3, on obtient

deg, E — deg, ' = —deg, L

- g 2 el Al

’UESAr
r
< log || ¢ |]o par le lemme 1
g X el
v Ar
= rh(p).
Par ailleurs, la définition de Jin., implique que Ee\gn ' < rliax (F). O

En fait, dans la pratique c’est plutot une version filtrée de cette inégalité qui est utile. On
va donc filtrer : soit Fx un K-espace vectoriel de dimension finie muni d’une filtration

{0y =Ft'CcFY c...C F}=Fxg
par des K-espaces vectoriels. On suppose de plus que les sous-quotients successifs

Gl = Fi /P

. . N . , . .. —l
sont les K-espaces vectoriels sous-jacents a certains fibrés vectoriels hermitiens G' sur
Spec Ok. Soient par ailleurs E un fibré vectoriel hermitien et ¢ : EFx — Fk une applica-
tion K-linéaire injective. On pose pour tout [ € [0, N + 1]

B = o (FL), et B' = ENEL.
Ainsi les sous-O-modules E' de E forment une filtration

{0y =E"*"'cENcCc...cE'=F.
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De plus, munie des métriques de restriction sur FE, cette filtration est une filtration de
Ox-modules hermitiens. Enfin, pour tout [ € [0, N] on considere les applications

gle : Eé( — GlK et ngK : E%/Eézrl — GZK

définies par composition de ¢ et de la projection sur G%. On peut maintenant énoncer
la version filtrée du théoreme précédent.

Théoréme 18 (Inégalités des pentes 2) Avec les notations précédentes, on a,

N

ae\gn Z El/El+1 (ﬁmaX(al) + h(gol))'

=0

Démonstration : Il suffit d’appliquer la preuve précédente a chaque cran de la filtration
et de sommer le tout ensuite. C’est I'inégalité (4.14) de la Proposition 4.6. de [16]. O

On donne également une variante que nous utiliserons au chapitre 4.

Théoreme 19 Awvec les notations précédentes, on a

dog, F < YN (B/E) (fu(@ + X log|l & 1y )

p premiers

N mazr ~
+ 20 log [ A" & [lc -

Démonstration : On reprend la preuve précédente et on ne remplace pas les termes
1| A" || par || ¢ ||” aux places archimédiennes. O

1.3 Hauteur sur les points

1.3.1 Hauteur sur P"(Q)

Soient K un corps de nombres de degré d et My I'ensemble des valeurs absolues (deux
4 deux non équivalentes) sur K, normalisées comme précédemment par |p|, = p~! pour
toute place finie v au dessus du nombre premier p. On note d, = [K, : Q,] le degré local
et on définit la hauteur (logarithmique absolue) sur P*(Q) par

1
Mg :...:x,) = pi Z d, logorgag; |-

vEM g

On voit sur la définition que la hauteur d'un point est toujours positive ou nulle. Dans
cette définition, la renormalisation par é sert juste a faire en sorte que le réel h(zx) soit
indépendant du choix du corps K contenant x. De plus par la formule du produit, la
hauteur est aussi indépendante du choix d'un systeme de coordonnées projectives.
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Proposition 4 Soient r € Z, o € Gal(Q/Q) et v € P*(Q). On a
h(z") =|r [ h(z), et, h(o(z)) = h(z).

Cette hauteur vérifie les théorémes de Northcott et de Kronecker :

Théoréme 20 (Northcott) Soient A et B deux réels. L’ensemble
{reP"(@Q /[Q@):Q <A h(z)<B}
est fini.

Théoréme 21 (Kronecker) Soient x = (29 : ... : 2,) € P*(Q) non nul et i tel que
x; 0. On a 'équivalence

hz) =0 <= Vje[ln] %euwu{O}.

1.3.2 Hauteur de Néron-Tate sur les variétés abéliennes

Définition 14 Soient X/K une variété projective et L un fibré trés ample sur X. En
notant ¢y le plongement de X dans un espace projectif P" associé a L (c’est-a-dire tel
que L = ¢5O(1)), on définit la hauteur hy : X(K) — RT par hy(P) := h(oL(P)), on
h(xo: ...:x,) est la hauteur logarithmique absolue sur P"(K) définie précédemment.

Dans le cas ou X = A est une variété abélienne et ou L est de plus symétrique, cette hauteur
vérifie un certain nombre de propriétés agréables. Nous indiquons les plus essentielles, qui
nous serviront dans la suite. On renvoie par exemple au livre [30] Part B pour tout ce qui
concerne les hauteurs.

Proposition 5 Sur une variété abélienne A/K munie d’un fibré en droites L trés ample
et symétrique, la hauteur hy, vérifie :

1. VPe A(K) hr([m]P) = m?hi(P) + O(1).

2. VP,QeAK) hi(P+Q)+hi(P—Q)=2h(P)+2h(Q)+ O(1).

8. Vh>0 Vd>0/lensemble {P € A(K)/ hp(P) < h, deg(P) < d} est fini.

Dans les affirmations précédentes, la constante O(1) dépend de A, L et m, mais pas des
points P et Q).

Toujours dans le cas des variétés abéliennes, on peut a partir de cette hauteur en construire
une plus jolie : la hauteur de Néron-Tate, notée hy. La définition est la suivante :

~ hr (2™ P

Les propriétés classiques de cette hauteur sont résumées dans le théoreme suivant.
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Théoréeme 22 (Néron-Tate) Soient A/K une variété abélienne et L un fibré ample et
symétrique sur A. La hauteur canonique est une forme quadratique positive semi-définie

sur A(K), telle que

1. VP € A(K) hyp(P)=hy(P)+0(1)

2. hy(P)=0 < P € Ay

1.4 Hauteur sur les variétés

Il y a essentiellement deux approches de la notion de hauteur d’une variété, toutes deux
consistant en une généralisation de la notion de hauteur d’un point. On a d’une part
'approche de Philippon (cf. [38], [39], [40]), consistant comme ce que l'on a fait au début
du premier paragraphe, a se ramener au cas d'une sous-varié¢té d’un P", puis dans ce cas, a
donner une définition élémentaire. D’autre part, il y a ’approche de Bost-Gillet-Soulé [17]
fondée sur les travaux de Gillet-Soulé [27] [28], consistant & travailler en parfaite analogie
avec le degré en construisant un produit d’intersection arithmétique, puis en voyant la
hauteur comme un degré arithmétique (ou degré d’Arakelov). Un théoreme de Soulé (th.3
p.366 de [53]) indique que ces deux notions de hauteurs coincident, & condition de prendre
les bonnes conventions pour les places a l'infini dans la définition de Philippon, i.e., en
prenant la définition de hauteur qu’il donne dans [40] paragraphe 2.

1.4.1 Définition a la Bost-Gillet-Soulé

Contrairement au cas géométrique ou la construction du produit d’intersection sur les
diviseurs n’est pas dure, dans le cas arithmétique c’est difficile. On ne va donc pas définir
le produit d’intersection arithmétique (méme sur les diviseurs). Par contre, on peut donner
une définition auto-contenue, suivant [17] proposition 3.2.1., de la hauteur en utilisant une
construction par récurrence. C’est ce que 1'on fait dans ce qui suit.

Le corps K est toujours un corps de nombres, d’anneau d’entiers Og. On note S = Spec Ok
le schéma affine associé. Si X /.S est un S-schéma de fibre générique une K-variété, on notera
X(C) la variété analytique complexe réunion disjointes des variétés X, (C) ou X,(C) est
la variété (analytique complexe) des points complexes de la variété (algébrique complexe)
X, déduite de X par extension des scalaires de Ok a K, puis de K a C selon le morphisme
o, les o décrivant ’ensemble des plongements de K dans C.

Définition 15 On dit que X est une variété arithmétique sur S si c’est un S-schéma plat
quasi-projectif, tel que sa fibre générique X soit une K-variété lisse.

Exemple 4 Un schéma abélien, le modele de Néron d'une variété abélienne, le modele
de Weierstrass d’une courbe elliptique, son modele minimal sont des exemples de variétés
arithmétiques.
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Définition 16 On dit que L = (L, h) est un fibré en droites hermitien si L est un fibré
en droites sur X et h une métrique hermitienne C* stable par conjugaison complexe sur
le fibré en droites holomorphe Lc canoniquement associé a L sur X (C).

On vérifie immédiatement que ceci généralise la notion de fibré en droites hermitien sur
Spec Ok introduite au paragraphe 1.2.

Définition 17 Soient X une variété arithmétique sur S, L un fibré en droites hermitien sur
X et Y un sous-schéma fermé, propre sur S. On va définir par récurrence sur la dimension
de Y, un nombre réel hy(Y') appelé hauteur de Y relativement a L :

e si Y est vertical, i.e., s’il est contenu dans une fibre spéciale de X au dessus d’un
idéal premier p, alors on pose
1 K
hp(Y) = K:.Q degy, (Y)log (Ngp).
ou degLFp dénote le degré géométrique usuel au dessus de [F, défini au début de ce

chapitre.
e si s est une section rationnelle de L dans Y de diviseur div(s) = ) n,Z,, on pose

1
= Nohv (Zy) — —— / lo slle dle(C)
b2 i e Il )

I reste & définir ¢;(L) quand L est un fibré en droites hermitien holomorphe sur une
variété analytique complexe X. On note 0 et 0 les opérateurs différentiels usuels (0
envoie les (p, q)-formes différentielles sur les (p + 1, ¢)-formes et 0 envoie les (p, q)-
formes sur les (p, g + 1)-formes). Soit maintenant s une section rationnelle de L dans
X, on définit ¢;(L) par

1
ci(L) = 5—0d0log || 5 1*.

Proposition 6 Dans le cas ou Y = X = S, on a hi(S) = Ee\gnz, ot ge%n est le degré
arithmétique normalisé.

Démonstration : On applique la définition par récurrence de hz(.S) : soit s une section
rationnelle de L dans S, i.e., un élément non nul du Og-module (des section globales, que

I'on note encore L) associé au fibré en droites L. On a div(s) = >, ordy(s)[Spec Fp]. Par
ailleurs, S(C) est de dimension zéro : c’est ’ensemble des plongements o : K — C. Ainsi,

on a
log || 5 || e1(Le) ™™ log || s {5 -
/Y(C)lisse Z

o K—C
Enfin, la variété SpecFp est visiblement un Fp-schéma de degré 1 (relativement a L), donc,
la définition par récurrence nous donne

hz(S) = (Zordp )logp™ — Y logIISHa),

0:K—C
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ol p est le nombre premier au-dessous de p et ol dp est le degré de I'extension Fy/F,. Sous
cette forme, on reconnait le degré normalisé de L. 0

Dans ce qui suit, on suppose (pour ne pas avoir a écrire partout ’hypothese Y/S propre)
que X/S est projective.

Définition 18 Soient L un fibré en droites hermitien sur la variété arithmétique X et V/K
une sous-variété de la fibre générique X de X. On définit la hauteur de V' relativement a
L, comme étant la hauteur de I'image schématique! V de V dans X.

Il nous reste maintenant a définir la hauteur d’une variété projective, sans supposer connu
aucun modele : on suppose donc donnée V une K-variété projective sur un corps de
nombres. Par définition il existe un fibré en droites tres ample L sur V définissant un
plongement ¢ : V' — P} dans un espace projectif. L’espace projectif P} a un modele na-
turel sur S, P%, qui est une variété arithmétique naturellement munie d’un fibré en droites
hermitien, le fibré O(1) muni de la métrique de Fubini-Study définie comme suit : pour
toute section s € H° (P2, O(1)) (assimilable & 'espace des polynomes homogenes de degré
len Xp,...,X,), ona

1 oo
sl (zg:...:xp) == )
sl (o) = 52 e
Ceci nous permet de définir la hauteur de V' :

Définition 19 Avec les notations précédentes, on appelle hauteur de V' relativement a L
et on note hy (V) le réel

he(V) = o (#0V)

ou (V) est 'image schématique dans P¢ de ¢(V).

Remarque 3 Si V' est une sous-variété de P%, alors V' admet un modele Yp défini sur un
corps de nombres F'. On peut donc étendre la notion de hauteur aux sous-variétés de PZ%.
La normalisation par le degré d’un corps de définition, assure comme dans le cas des points
que cette définition a bien un sens : si Y//F’ est un autre modele défini sur un autre corps
de nombres, on a hr(Yr) = hp(Y5).

Exemple 5 Si z € P*(Q), en notant V = {z} l'image schématique de x dans P" et en
posant L = O(1), on a
hi(V)
deg, V'

= hg(.T),

oil hy la hauteur sur les points de P"(Q) définie en utilisant la norme L? aux places
archimédiennes plutét que la norme L* comme au paragraphe 1.3.1.

e plus petit sous-schéma fermé de X contenant p(V'). Son espace topologique sous-jacent coincide avec
Padhérence topologique de p(V).
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1.4.2 Hauteur de Faltings d’une variété abélienne

On explique ici ce qu’on appelle dans la littérature la hauteur de Faltings (stable) d’une
variété abélienne A/K sur un corps de nombres K. Le probleme consiste a associer un réel
hrait(A) qui est défini de maniere intrinseque a partir de A. Notamment on ne veut pas que
cette définition dépende d’un quelconque plongement de A dans un espace projectif, mais
on veut par contre que cette hauteur vérifie les propriétés usuelles d'une “bonne” hauteur,
a savoir on voudrait que

e Pour tout g € N, il existe C (g9) € R tel que pour toute variété abélienne de dimension
g, définie sur Q on ait

hpa(A) > C(g).

e A isomorphisme pres, il n’y a qu'un nombre fini de variétés abéliennes de dimension
g, de hauteur de Faltings bornée et définies sur un corps de nombres de degré borné.

Un tel objet existe et s’appelle la hauteur de Faltings (stable) de A. Il a été introduit pour
la premiere fois par Faltings [24] dans sa preuve de la conjecture de Mordell sur la finitude
du nombre de points rationnels d'une courbe de genre g > 2.

Construction : soit A une variété abélienne de dimension g > 1 sur Q. Il existe un corps
de nombres K sur lequel A est définie et a réduction semi-stable. Soient alors 7 : A — S
son modele de Néron, € : S — A sa section neutre et Qi\ /8 le faisceau localement libre de
rang 1 des g-formes différentielles. On pose wyys = QY /s - C’est un fibré en droites et
comme A/S est un schéma en groupes lisse, on a 'isomorphisme w45 ~ W*Qi /s S’agissant
d’un fibré de rang 1 sur Spec Ok, on peut l'identifier au module de ses sections globales. Or
'isomorphisme précédent (et la définition de I'image directe ) nous indique que ce module
n’est autre que H° (.A, Qi\/s>- En notant pour tout plongement o : K — C, wy/5 ®; C le
fibré en droites holomorphe associé, on le munit d’une métrique hermitienne par :

.2

29 N
Va € wa/s g C) || o ||3: (27-[—)51 /A © a Q.

On a ainsi fabriqué un fibré en droites hermitien @ 4,¢ sur S, ne dépendant que de A/S.
On pose maintenant

hFalt(A) = ae\gn (w.A/S) = th/s (5)7

la derniere hauteur étant la hauteur de Bost-Gillet-Soulé. Du fait de la normalisation, ceci
est indépendant du choix de K (tel que A/K est semi-stable) et on peut montrer que cette
hauteur vérifie bien les propriétés voulues. Ceci illustre la souplesse de la notion de hauteur
sur les variétés : la hauteur de Faltings n’est rien d’autre que la hauteur de Spec O pour
un fibré en droites hermitien astucieux.
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1.4.3 Hauteur de Néron-Tate

Partant d’une variété abélienne sur un corps de nombres K et d’un fibré en droites ample
symétrique L, on peut fabriquer une hauteur sur les sous-variétés de A/K et méme par
la remarque 2 fabriquer une hauteur sur les sous-variétés de Az/K. De méme que pour
les points, on peut en dimension supérieure, fabriquer a partir de ces données une hauteur
plus belle : la hauteur normalisée, ou hauteur canonique (encore appelée hauteur de Néron-
Tate). Dans le cas ou la variété abélienne A a partout bonne réduction, Moret-Bailly [37] a
montré comment faire en utilisant les méthodes précédentes. Par contre le cas général d'une
variété abélienne a réduction quelconque ne peut se traiter de la méme facon : dans ce cas,
on ne peut pas construire la hauteur canonique comme une hauteur a la Bost-Gillet-Soulé.
Dans ses travaux sur la conjecture de Bogomolov [60], Zhang a montré comment fabriquer
cette hauteur en utilisant un procédé de limite dans 'esprit de celui utilisé par Tate pour
fabriquer la hauteur canonique des points. On peut ainsi voir cette hauteur canonique
comme une limite de hauteurs arakeloviennes.

La métrique du cube sur une variété abélienne : Soient A/K une variété abélienne
de modele de Néron A/Of et L un fibré en droites symétrique sur A. Pour tout ensemble
I C {1,2,3} non vide, on note pr : A*> — A le morphisme défini sur les points géométriques
par
pr(w1, 2, 73) = sz
iel

On définit alors le fibré en droites D3(L) sur A* par

Ds(L) = K piLoH"

Ic{1,2,3}
140

Par le théoreme du cube, ce fibré est trivial. On choisit une trivialisation et on munit
D;(L) de la structure hermitienne induite par cette trivialisation. Si £ est muni d'une
structure hermitienne induisant une telle métrique triviale sur D3(L), i.e., induisant un
isomorphisme isométrique avec le fibré en droites trivial O 43, on dit que £ est muni d'une
métrique cubiste.

Cas de bonne réduction : On suppose que A/Ok est un schéma abélien. On fixe un
isomorphisme ¢ entre O 43 et D3(L). On munit pour tout plongement o le fibré en droites
L, de la métrique cubiste (qui existe et est unique par un théoreme de Moret-Bailly [37])
|| - |l associée & ¢,. Notons quun autre choix d’isomorphisme ¢ aurait multiplié les
métriques || - ||, par | [ |, ot [ est une unité de Of. Ainsi par la formule du produit, la
hauteur associée & £ ne dépend pas du choix de . On peut enfin voir que la classe de £ ne
dépend que de la classe de L € Pic(A). On appelle la hauteur ainsi construite, la hauteur
canonique relativement au fibré en droites L et on la note A (4.

Par symétrie de £ on peut trouver un isomorphisme 1 : [—1]*£ — £ qui est une isométrie
pour tout o. Ainsi, en utilisant la propriété cubiste, on vérifie facilement que la hauteur
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normalisée est quadratique : pour tout cycle V € Z,(A), on a

hi([n] V) = n®h (V).

Cas général : On se donne une variété abélienne A/K, une sous-variété V' de A et un
fibré en droites symétrique ample L sur A. On se donne alors un modele A/S propre et
plat, 'image schématique V de V' dans A, un faisceau inversible ample £ sur A étendant
L et pour chaque place o, une métrique hermitienne (a courbure positive) sur L,. On a
alors le théoreme suivant :

Théoréme 23 (Zhang [60]) la suite 5=hc ([2"].V) converge uniformément vers une li-

mite finie appelée hauteur normalisée de V et notée hp (V). Cette limite ne dépend pas
des choix de A, L ni des métriques choisies. Elle coincide avec la hauteur de Néron-Tate
usuelle sur les points de A(K).

Exemple 6 Si z € A(K) et V = {x} est 'image schématique de z dans A, on a

hi(V)
deg; V

= h’L(x )7
ot h () est la hauteur de Néron-Tate usuelle sur les points K-rationnels de A.

1.4.4 Définition a la Philippon

Soit V/K une variété projective sur un corps de nombres K. On se donne un plongement,
¢V — P" dans un espace projectif, associé a un fibré en droites ample et symétrique L.
On va définir une hauteur sur les sous-variétés de P" et on en déduira une hauteur pour
V en posant hy (V) := h(p(V)).

L’idée de Philippon est la suivante : si X est une hypersurface de P" de degré d, alors X
est définie par une équation homogene

Fx(z) = Z a;zt = 0.

i0+...+in=d

De plus, cette équation F'y est déterminée de maniere unique, a multiplication par une
constante non-nulle prés, par X. On peut alors poser hoo(X) := h(Fx) = h(a) ou la
derniere hauteur est la hauteur projective usuelle du point a. Ceci étant on peut étendre
cette construction d’une hypersurface au cas général d’une sous-variété quelconque de P" en
utilisant les formes de Cayley-Chow : si X est une sous-variété de degré d et de dimension
r de P™ on peut lui associer une forme multihomogene Fy de multidegré (d,--- ,d) qui est
déterminée par
Fx(apo, .-y ano, o1y - -y Qpyr) =0
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si et seulement si l'intersection de X avec les r 4+ 1 hyperplans Y ;_,a Xy = 0 pour
0 <i < r est non-vide. La forme F s’appelle la forme de Chow (ou forme éliminante) de
X. On pose alors hoo(X) := h(Fx).

Cette hauteur, si elle est naturelle et comparable a la hauteur de Bost-Gillet-Soulé, ne
coincide toutefois pas exactement avec cette derniere. Pour cela, Philippon donne dans son
article [40] paragraphe 2, la modification adéquate pour définir une hauteur h coincidant
avec celle définie de maniere arakelovienne : on conserve la construction précédente, mais
on modifie aux places a I'infini la définition de la hauteur projective standard : au lieu de
prendre la norme infinie, on prend la norme L? et on rajoute de plus le terme constant

s(r+1)deg (X) 320 5.

A partir de la, Philippon définit une hauteur canonique sur les variétés abéliennes. On
se donne donc A/K une variété abélienne et L un fibré en droites ample et symétrique
(la construction de Philippon se fait en fait sur le fibré projectivement normal L®* mais
on peut oublier ce détail). On veut définir une hauteur canonique associée a ces données.
Pour cela I'idée est d’utiliser le procédé limite a la Tate existant pour fabriquer la hauteur
canonique des points. On note Gx le stabilisateur de X dans A et on pose

Pp(X) = Tim KOG [,y

nooo  p2(dimX+1)

La encore, on peut montrer que cette définition a un sens (i.e., la limite existe) et coincide
bien avec celle donnée de fagon arakelovienne.

1.5 Résultats et conjecture sur la hauteur canonique

Soient K un corps de nombres, A/K une variété abélienne de dimension g et L un fibré
en droites tres ample symétrique définissant un plongement de A dans un espace projectif
P,

1.5.1 Résultats de base

Ces résultats sont montrés dans les propositions et lemmes aboutissant a la proposition 9.
de [38].

Proposition 7 Avec les notations précédentes, on a :

1. 1l existe une constante c(A, L) telle que pour toute sous-K -variété X de Az on a
| h(X) = hi(X) |< ¢(A, L) deg, (X).

2. hpem(X) = mimX+1h, (X)),
3. Siée A(K),, ., alors on a, hi(X 4 €) = hy(X).
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4. Sia € End(A) est tel que oL ~ L®1®) | qalors

(Q)dimXJrl

hi(a(X)) = — h(X), et, hi(a (X)) = g(a)™X1h,(X).

| ker anNGy |

Démonstration : Le point 2. est un résultat vrai pour la hauteur Ay, donc on conclut
en passant a la limite. Le point 3. découle facilement de la définition : tout d’abord on a
Gx = G(x4¢ et dimX = dim(X + £). Ainsi, en notant & I'ordre de &, on a, en prenant la
sous-suite (kn) de (n),

~ .| ker[n]NGx |

h(X +€) = lim SO D ()X + )

i RO G ey 2R 0.

oo (Jn)2(dmX+1)

Les points 1. et 4. nécessitent une véritable preuve. le point 1. est démontré dans [38] et le
point 4. dans [38] pour o = [n] et dans [19] proposition 2.3. dans le cas général. O

1.5.2 Résultats principaux et conjecture

Soient K un corps de nombres, A/ K une variété abélienne et L un fibré en droites symétri-
que ample sur A. Comme le cas de dimension 0, on peut se demander comment caractériser
les sous-variétés de A de hauteur normalisée nulle. On sait depuis les travaux de Zhang
[61] et indépendamment David-Philippon [20], caractériser ces variétés :

Théoréme 24 (Zhang) Soit X une sous-variété irréductible de Az. On a l’équivalence

~

hi(X) =0 <= 3¢ € A(K)iors, 3B sous-variété abélienne de Az tels que X = B + €.

Définition 20 Une variété telle que dans le théoreme précédent est dite sous-variété de
torsion de Az. Si X est une sous-variété irréductible de A/K telle que X est une réunion
de sous-variété de torsion, on dit que X est une sous-variété de torsion de A.

Par ailleurs, si X est une sous-variété de A, on notera

X(e) = {x e X(K) | hi(z) < g} .

Le théoreme 24 est en fait directement lié a une conjecture de Bogomolov. On peut montrer
que les énoncés correspondants aux théoremes 24 et 25 sont équivalents.

Théoréme 25 (Conjecture de Bogomolov) Soit X une sous-variété irréductible de
Ax qui nest pas de torsion. Il existe une constante € > 0 telle que l’ensemble X () ne soit
pas Zariski-dense dans X .
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En fait, la conjecture originelle de Bogomolov se limite au cas ou X est une courbe. Sous
cette forme, elle a été démontrée par Ullmo [56]. La généralisation en dimension supérieure
a alors immédiatement été démontrée par Zhang [61] en adaptant les idées d’Ullmo. La
preuve de ce résultat s’appuie de maniere cruciale sur un précédent travail de Szpiro-Ullmo-
Zhang [54]. Une référence concernant ceci est I'exposé d’Abbes [1] au séminaire Bourbaki.
On tire trivialement de ce théoreme le résultat suivant, né conjecture de Manin-Mumford
et démontré en premier par Raynaud [44] :

Corollaire 2 (Conjecture de Manin-Mumford) Soit C' une courbe irréductible de Az
qui n’est pas de torsion. Alors, [’ensemble C' N Agors (K) des points de C'(K) de torsion dans
A est fini.

Un résultat crucial dans la preuve de la conjecture de Bogomolov est le théoreme 26 suivant,
dit des minimas successifs, du a Zhang [60] dans une version bien plus précise.

Définition 21 Soient X une sous-variété de A sur K et 6 un nombre réel positif. On pose
X(,L) = {x € X(K) / h(z) < 0}. On définit alors le minimum essentiel de X et on
note [15(X) le réel

;ﬁ%X):nﬁ{9>0/XWIEL=X}

ou X (0, L) est 'adhérence de Zariski de X (6, L) dans A.

Théoréme 26 (Zhang) Si X est une sous-variété de A/K, alors,

(dimX +1)deg, X = "* = deg; X'

Au vu du théoreme 24, qui est 'analogue pour les variétés abéliennes et en dimension
supérieure du théoreme 21 de Kronecker, on peut se demander ce qu’il en est des variétés
qui ne sont pas des variétés de torsion : existe-t-il un énoncé, méme conjectural, donnant
une minoration de la hauteur de telles variétés et généralisant en dimension supérieure le
probleme de Lehmer abélien? Comme annoncé dans l'introduction, une telle conjecture
existe effectivement :

Conjecture 10 (David-Philippon) Soient A/K une variété abélienne munie d’un fibré
en droites ample et symétrique L. Si X est une sous-variété stricte de A sur K, K-irréduc-
tible et qui n’est pas de torsion, alors on a l'inégalité
hi(X)
deg (X)

ou s est la dimension du plus petit sous-groupe algébrique contenant X.

> ¢(A, L) deg, (X))~ sdmx

Les chapitres 2 et 3 de cette these sont consacrés a ’obtention de résultats en direction de
cette conjecture dans le cas des variétés abéliennes de type C.M.
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Chapitre 2

Densité de points et minoration de
hauteur

Il s’agit, a quelque modifications de notations pres, de l'article [42] paru au Journal of
number theory.

2.1 Introduction

On sait depuis les travaux de Philippon [38] [39] [40], puis Bost, Gillet et Soulé [17] dans le
cadre de l'intersection arithmétique, comment définir la hauteur des variétés projectives;
I'idée étant de considérer un point comme une variété de dimension zéro et de généraliser
ceci en dimension supérieure. De méme que dans le cas des points, on sait pour les variétés
abéliennes munies d’'un fibré en droites ample et symétrique définir une hauteur particulie-
rement agréable : la hauteur canonique hy, ou hauteur normalisée. En dimension zéro, il
existe un théoreme caractérisant les points de hauteur normalisée nulle; c’est un résultat
de Kronecker dans le cas de G,,. Philippon [40] (dans le cas d’un produit de courbes ellip-
tiques) puis Zhang [60] et David-Philippon [20] dans le cas général ont montré comment
généraliser ce résultat pour caractériser les sous-variétés de hauteur normalisée nulle : ce
sont les translatées d’un sous-groupe algébrique par un point de torsion. On dit qu’une
telle sous-variété est une sous-variété de torsion. La réponse a cette question résoud une
conjecture de Bogomolov qui, dans sa formulation initiale a été démontrée en premier par
Ullmo [56]. Ceci étant, on peut se demander comment minorer la hauteur normalisée d'une
sous-variété de hauteur non-nulle d’une variété abélienne. Dans leur article [20], David et
Philippon ont formulé un probleme général (le probleme 1.7) contenant cette question. On
peut notamment faire ressortir de la discussion suivant la formulation de leur probleme
I’énoncé suivant :

Conjecture 11 (David-Philippon) Soit A une variété abélienne définie sur un corps
de nombres k, munie d’un fibré ample et symétrique L. Soit V' une sous-variété stricte de
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A sur k, k-irréductible et telle que Vi n’est pas réunion de sous-variétés de torsion, alors,
on a l'inégalité
h(V)

> (A, L) deg (V) samv
degL(V) ( ) L( )

ot s est la dimension du plus petit sous-groupe algébrique contenant V', et ot c(A, L) est
une constante ne dépendant que de A et de L.

Dans ce qui suit, on reprend le résultat principal (ainsi que le schéma de démonstration)
de Amoroso-David [4] concernant le groupe multiplicatif G, pour obtenir un résultat
analogue dans le cadre des variétés abéliennes. En utilisant les résultats de David-Hindry
[19] concernant le probleme de Lehmer abélien, on obtient en corollaire un résultat en
direction de la conjecture 11. Ce dernier ne concerne que les variétés abéliennes de type
C.M., par contre il est essentiellement optimal (& un facteur log pres) en le degré de V.

Remerciements Je tiens a remercier M. Hindry pour sa patiente relecture, et je le remercie
également, ainsi que S. David, pour m’avoir encouragé a écrire cet article. Par ailleurs je
souhaite aussi remercier chaleureusement E. Gaudron et G. Rémond pour m’avoir indiqué
une erreur dans la preuve du lemme 4 dans une version préliminaire de cet article.

2.1.1 Degré et hauteur

Soit k£ un corps de nombres. On dira que V est une variété algébrique sur k si V est un
k-schéma de type fini géométriquement réduit. On dira que G est un groupe algébrique sur
k si c’est une variété en groupes sur k. On dira que A est une variété abélienne définie sur
k si c’est un groupe algébrique connexe propre et lisse sur k. Par sous-variété on entendra
toujours sous-variété fermée.

Soient Oy 'anneau des entiers de k, n un entier, et X une variété projective munie d'un
plongement ¢, : X — P} défini par un fibré L tres ample sur X. Si O(1) dénote le fibré
standard sur P, , on a ¢} O(1), =~ L. On note O(1) le fibré standard muni de la métrique
de Fubini-Study. Si V' est une sous-variété de X, on note V; 'adhérence schématique de

¢ (V) dans P, .

Définition 22 On définit le degré de la variété V relativement a L, et on note deg; V
Pentier degy, (¢;(O(1),)™ - (V) ol degy, est le degré projectif usuel sur Py.

Définition 23 On appelle hauteur de la variété V associée a L, et on note hy (V') la hauteur
de Vp, au sens de Bost-Gillet-Soulé [17] p. 945 définition 3.1.1., associée au fibré hermitien
O(1). Notons que 'on ne normalise pas cette hauteur par le degré deg; (V).

Remarque 4 Par le théoreme 3 p. 366 de [53], hy (V) coincide avec la hauteur h(fy ) de
Philippon, telle que définie au paragraphe 2. de [40], ou fy,;, est une forme éliminante de
l'idéal de définition de (V) dans k[Xy, ..., X,]. (Le terme d’erreur de [53] disparait du
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fait du changement de normalisation pour la hauteur de Philippon entre les articles [38] et
[40]).

Définition 24 Dans le cas ou X = A est une variété abélienne, et ou L est en plus
symétrique, Philippon [40] (dans le cas o L définit un plongement projectivement normal)
puis Zhang [60], avec des méthodes arakeloviennes, ont montré en utilisant un procédé de
limite a la Néron-Tate, comment définir une hauteur canonique, notée h (.), sur 'ensemble
des sous-variétés de A. Cette hauteur vérifie notamment : si V' est une sous-variété de A,
de stabilisateur Gy, et si n est un entier, alors,

n2(dim\/+1)

e (V) = T G

(V).

Définition 25 Soient A/k une variété abélienne et V' une variété sur k géométriquement
irréductible. On dit qu’une sous variété V' de A/k est une sous-variété de torsion de A si
Vi = a+ B avec a € Aios €t B une sous-variété abélienne de Az. On dit que c’est une
sous-vari€té de torsion stricte de A si V7 est une sous-variété de torsion a + B avec B une
sous-variété abélienne stricte de Aj.

D’apres les résultats de Philippon [40], David-Philippon [20] et Zhang [60], on a, si V" est
une sous-variété de Az /k géométriquement irréductible,

-~

hr(V) = 0 si et seulement si V' est une sous-variété de torsion.

Définition 26 Soient V' une sous-variété de A sur k, et § un nombre réel positif. On pose
V(d,L) = {x e V(k) //f;L(x) < 0}. On définit alors le minimum essentiel de V', et on
note u5*(V) le réel

P (V) =it {6> 0/ VO.L) =V }.

ou V(60, L) est 'adhérence de Zariski de V'(, L) dans A.

2.1.2 Résultats

Soient k£ un corps de nombres, A/k une variété abélienne de dimension g, et L un fibré en
droites tres ample sur A. On démontre le théoreme suivant :

Théoréeme 27 Soient K/k une extension finie, et V une sous-variété algébrique de Ag
sur K, K-irréductible telle que Vi n’est contenue dans aucune réunion de sous-variétés de
torsion strictes de Ay. Alors, pour tout réel ¢ > 0, ’ensemble des points v € V(K) d’ordre
infini modulo toute sous-variété abélienne stricte de Ak, et dont la hauteur de Néron-Tate

relativement a L vérifie

hL<JZ> < +e

~ deg, V
est Zariski dense dans V.



On peut donner deux corollaires a ce théoreme. Pour cela, on a besoin d'une définition.

Définition 27 Soient A une variété abélienne définie sur un corps de nombres k, L un fibré

en droites ample symétrique, et x € A(k). Suivant [19] définition 1.2., on appelle indice
d’obstruction de x, et on note iz (z) la quantité

§1(2) = min {degL Xeanx | ze X(E)} ,

ou le minimum est pris sur I'ensemble des sous-variétés strictes, X, de A sur k, k-irréduc-
tibles.

On peut voir le point x € A(k) comme une sous-variété de A, définie sur k, k-irréductible,
de dimension 0 et de degré [k(x) : k|. Avec cette interprétation, la définition précédente
admet la généralisation suivante : si V' est une sous-variété stricte de A sur k, k-irréductible,
on appelle indice d’obstruction de V', et on note (V') la quantité

§,(V) = min {degLXimdinx / Ve X} ,
ou le minimum est pris sur I'’ensemble des sous-variétés strictes, X, de A sur k, k-irréduc-

tibles.

Remarque 5 On a par définition, 1 < §,(V) < deg, (V)@amv. Dans le cas ot V est de
dimension 0, on retrouve ainsi le lemme 1.3. de [19].

En utilisant le résultat de [19] concernant le probleme de Lehmer pour les variétés abélien-
nes de type C.M., on peut alors montrer le résultat suivant :

Corollaire 3 Supposons de plus que A est de type C.M. Soit V une sous-variété algébrique
stricte de A sur k, k-irréductible et telle que Vi n'est contenue dans aucune réunion de
sous-vari€tés de torsion strictes de Ag. Alors, l’ensemble

(A, L) (loglog(38,(V))\"
< or(V) ( log(26.,(V)) ) }

{x eVk) / hi(z)

n'est pas Zariski dense dans V. Ici ¢(A, L) est une constante ne dépendant que de A et de
L, et k(g) est une constante effectivement calculable ne dépendant que de g (par exemple
k(g) = (29(g + 1)N92 convient).

Remarque 6 Ce corollaire est une conséquence formelle du théoreme 27 et du théoreme
principal de [19]. En particulier, toute amélioration dans la direction de la conjecture de
Lehmer abélienne, améliore d’autant le corollaire. Le meilleur résultat possible correspon-
drait au cas ou A/k est une variété abélienne quelconque, et ot 'on peut prendre x(g) = 0,
i.e., a la conjecture de Lehmer abélienne telle que énoncée dans [19].
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Dans ce qui suit, si A est une variété abélienne, on suppose donné avec A une isogénie avec
un produit de variétés abéliennes simples [ A;". On suppose de plus que la variété produit
est munie du fibré associé au plongement

n n
. . Segre
a=TLa ey = e
=1 =1

les A; étant plongées dans P,,, par des fibrés L; amples et symétriques. Si L est un fibré en
droites symétrique ample sur A, on notera par ¢(A, L) une constante ne faisant intervenir
que ces données.

Corollaire 4 Si A est de type C.M., L un fibré en droites ample et symétrique de A, et
si V est une sous-variété algébrique stricte de A sur k, k-irréductible et telle que V3 n’est
pas réunion de sous-variétés de torsion, alors, on a l'inégalité

h(V) N e
dog, (V] 2 M (V) 2 oA, L) dogy (V)7 (log(2deg; (V) .

ou s est la dimension du plus petit sous-groupe algébrique contenant V.

Remarque 7 Soit P € A(k). En notant V' la sous-variété de A sur k obtenue a partir
de P en rajoutant tous ses conjugués (plus exactement en prenant I'image schématique de
P dans A), on constate que le résultat obtenu est bien une généralisation d’un énoncé du
type Lehmer : il s’agit d’un énoncé de nature arithmétique faisant intervenir le degré d’un
corps de définition de V.

Remarque 8 En fait, il suit des preuves des corollaires 3 et 4 le résultat suivant :

soient A/k une variété abélienne de dimension g, L un fibré en droites symétri-
que ample sur A. On appelle Lehmer(A/k, L, ) la propriété suivante : il existe
des constantes c(A, L) ne dépendant que de A et de L, et v(g) ne dépendant

que de g, telles que pour tout point z € A(k) qui est d’ordre infini modulo
toute sous-variété abélienne stricte de A, on a

hr(z) > (A, L)s(z) "),

On note ensuite Minorant(A/k, L, V,~) I'énoncé : il existe des constantes stric-
tement positives ¢(A, L) ne dépendant que de A et de L, et y(g) ne dépendant
que de g, telles que si V' est une sous-variété algébrique stricte de A sur k, k-
irréductible et telle que V4 n’est pas réunion de sous-variétés de torsion, alors,
on a l'inégalité R
hi(V) , _ o)
degL(V) Z ¢ (A7 L) degL<V) smdimV,
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ou s est la dimension du plus petit sous-groupe algébrique contenant V.

Avec ces notations, on a

Lehmer(A/k, L,~v) = Minorant(A/k, L,V,~).

De plus, et avec les notations de la remarque précédente 8, on trouve dans [19] la conjecture
suivante concernant le probleme de Lehmer abélien :

Conjecture 12 (David-Hindry) L assertion Lehmer(A/k, L, 1) est vraie pour toute va-
riété abélienne A/k.

En utilisant la remarque, on en déduit qu’une bonne minoration de la hauteur sur les points
entraine une bonne minoration de la hauteur sur toutes les sous-variétés. Plus précisément,
on a:

Corollaire 5 La conjecture 12 implique la conjecture 11.

La suite est consacrée a une démonstration du théoreme 27 et de ces corollaires.

2.2 La proposition clé

Proposition 8 (Amoroso-David) Soient n un entier et X une sous-variété de P™ sur
k, k-irréductible. Pour tout ¢ > 0, il existe 69 = do(e,X) > 0 vérifiant les propriétés
suivantes :

soient 0 un entier supérieur a dg, et Y une sous-variété de P™ sur k ne contenant

pas X. Si
oe

4dim X’

log deg, (V) <
alors il existe v € (X \ Y)(k) tel que

< howy(X)

S deg, (X) +e et [k(z):k] < (deg,(X))sm¥,

hoay(x)

Démonstration : C’est la proposition 2.1. de [4] : cette derniere est simplement énoncée

avec Y une hypersurface, mais la preuve dans le cas général reste mot pour mot la méme.
O

En utilisant un procédé de limite, on en déduit :

50



Corollaire 6 Soit V une sous-variété de A sur k, k-irréductible. Pour tout ¢; > 0, 1l
existe 01 = 01(e1, V, A, L) > 0 vérifiant les propriétés suivantes :

soient 0 un entier supérieur a 01, et W une sous-variété de A sur k ne contenant
pas V. Si

<
logdeg, W' v

alors il existe v € (V \ W) (k) tel que

~ h :
hi(z) < heV) +e1 et [k(z): k] <coler, A, L)(deg, V)§H™Y,
deg, V

ot co(e1, A, L) est une constante strictement positive ne dépendant que de &1,

Démonstration : Quitte a remplacer L par L®*, on suppose que le plongement ¢ : A < P
associé au fibré en droites tres ample symétrique L, est projectivement normal. Soit p un
nombre premier et N un entier strictement positif. On considere le plongement projectif
Y =1, de A, composé des plongements suivants

A AV — (P)V POV
Segre

x = ([, ")

Il s’agit du plongement enroulé défini dans [40] paragraphe 3. En notant h, la hauteur

associée a ce plongement, la proposition 7. de [40] nous dit que

p2N_1 dimV’ . pQN_l dimVA
dog )= (1) a0 o = (S50) ),

Ainsi, en appliquant la proposition 9. de [40], on en déduit qu'il existe un réel ¢, > 0
indépendant de N, tel que

’(W—l) h(V)  how(®(V))
p*—1 ) deg, (V)  deg,(¥(V))

Soit maintenant £; > 0. On fixe p = 3 par exemple, et on choisit N = N(e1, A, L) le plus
petit entier tel que

‘ < 8¢, N. (2.1)

16¢c, N +1
(=)
p?—-1
On va appliquer la proposition précédente 8 avec ¢ = 1, X = p(V) et Y = @(W). On
choisit § > 6,(e1,V, A, L) = max {8(dimV)?N logp, dy(1, X)}, et on suppose que

£1.

J

< .
log deg, (W) < 131~
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Avec ces choix, on a

2N

1
log deg, Y = dimV log (p ] ) + logdeg;, W
p

< 2NdimV log p + log deg, W
4]
<
4dimV — 2dimV

< 2NdimV logp + par choix de d;.

La proposition 8 nous dit qu’il existe y € (o(V) \ ¢(W)) (k) tel que :

how(X) PN —1 hy(V)
h < ————=+1<8,N 1
o) = o () =SNG e, 07
et tel que
. 2N 1 dimV
b(0) 8] < o) < (P20 ) T ey (V)oY
Par définition, il existe z € V' \ W tel que
p2N — 1~
y = (z), et tel que [ how)(y) — 21 hi(z) |< 8epN.

On en déduit

-~ h(V)  16¢,N +1 PV -\ L
h < tlk(x) Kkl < |—— " d :
L(x) = degL Vv + (pQNfl) » € [ ("L‘) ] - p2 1 0 egr V.

p?-1

Le choix de N permet de conclure. ]

2.3 Un lemme de majoration

Dans ce qui suit, A/k est une variété abélienne définie sur un corps de nombres k, et L
est un fibré en droites symétrique tres ample sur A. On suppose k plongé dans C. On
commence par rappeler un résultat classique concernant le corps de définition d’une sous-
variété abélienne de Aj.

Lemme 2 [] eziste une extension F/k finie, ne dépendant que de A, et notamment de degré
majoré par une constante ne dépendant que de A, telle que toute sous-variété abélienne
B de Ay soit définie sur F', i.e., il existe une sous-variété abélienne By de Ap telle que
By xp k ~ B.

Démonstration : Le groupe End;(Az) est un Z-module de type fini. Il existe donc une
extension finie F'/k ne dépendant que de A telle que End;(Ay) = Endp(Ap). Soit mainte-
nant B une sous-variété abélienne de Az. Par le théoreme d’irréductibilité de Poincaré, il
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existe une sous-variété abélienne C' de Az et une isogénie ¢ : Az — B x C. En notant pr; la
projection de B x C sur B, et i I'inclusion de B dans A, ona: f =iopriop € Endp(Ap).
Or B = fi(Az) = fol Ap xp k) =~ f(Ap) xr k, donc en prenant By = f(Ar), on voit que
B est définie sur F'. U

Remarque 9 En fait on peut prendre F/k de degré inférieur a 3'64m4* (¢f. [36] lemma
2.2.).

Au vu de ce lemme, on supposera dans toute la suite que toutes les sous-variétés abéliennes
de Az/k sont définies sur k.

Lemme 3 Soient d un entier, et x € A un point rationnel sur une extension de degré
inférieur a d. St x est un point de torsion modulo une sous-variété abélienne stricte B de
A, alors on peut écrire v = y+ & avecy € B et £ € A(F)ors 00 F est une extension de
degré inférieur a c1(A)d, c1(A) étant une constante ne dépendant que de A.

Démonstration : On note 7 : A — A/B = (. On sait (cf. [11]) que 'on peut construire
une sous-variété abélienne C” de A telle que A = B+C’, et telle que Card (BN C") < ¢1(A)
pour une constante c¢1(A) ne dépendant que de A. Notons 7" = v I'isogénie de C” vers C,
et posons K = k(z). On peut écrire x = b+ avecb € Bet ¢ € C'. On a w(z) = 7'(d) €
C(K )tors- L’application 7’ étant une isogénie, le point ¢’ est de torsion, et il est rationnel
sur une extension de K de degré majoré par ¢;(A). O

Lemme 4 Soient d un entier, et x € A un point rationnel sur une extension de degré
inférieur a d. St x est de torsion modulo une sous-variété abélienne stricte B de A, alors,
il existe une sous-variété abélienne B, stricte de A et un point de torsion & défini sur une
extension de degré au plus c1(A)d de k, tels que x € (B, + &), et tels que

deg; B, < ca(A, L)d®™ max{1, hy(z)}*W, o
co ne dépend que de A de L, et ou c3, ¢y sont des constantes ne dépendant que de A.

Démonstration : On note G, le plus petit sous-groupe algébrique contenant x, et on
note B, = GY sa composante neutre. Par hypothese sur z, la sous-variété abélienne B,
est strictement incluse dans A, et = est de torsion modulo B,. Ainsi, le lemme 3 entraine
que x € (B, + &) avec £ point de torsion défini sur une extension de degré au plus ¢;(A)d
de k. Il reste a voir que le degré de B, est majoré comme on veut. On va pour cela
utiliser 'article [10] de Bertrand. En suivant les notations de cet article, on note H(A)
I’ensemble des classes d’isomorphismes de sous-variétés abéliennes de A. La proposition
1.(ii) de [10] nous assure que cet ensemble est fini. De plus, si K/k est une extension de
degré d telle que le point = est K-rationnel, en utilisant le theorem p. 154 de [35], on
note que le cardinal de A(K )iors est majoré par cg(A)d™™ 4. 11 en va donc de méme du
cardinal de Y (K )iors pour toute sous-variété abélienne Y de A. Par le lemme 2, pour toute
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sous-variété abélienne Y de A, le cardinal du sous-groupe de torsion de (A/Y)(K) divise
une quantité majorée par cj(A)d<0). Avec les notations de [10] poroposition 1. (i), on
peut donc prendre v(A/K) < ch(A)d“0™. En appliquant maintenant le Corollary p.239
et la remark 2. (i) p.231 de [10], et avec ses notations, on obtient la majoration

deg; B, < ¢(A, K) (A, L)d™ max{1, hy ()}’

Il nous suffit maintenant de montrer que c(A, K)> ¢/, (A, L)d=%o). L’ensemble H(A, K)=
H(A, k) de classes de K-isomorphismes de sous-variétés abéliennes de A est fini (et ne
dépend que de A et k par le lemme 2) :

H(A, k) = {Bi,..., By}

On note b; le degré de la polarisation sur B; déduite de (A, L). On pose ¢j5(A, L) = min b; >
0. La remarque suivant le corollary p.239 de [10] nous indique alors (en mettant dans une
méme constante cy(A, L) la dépendance en hg,(A) et en ¢f5(A, L)) que

c(A, K) > (A, L)d~b.
O

Remarque 10 La preuve de ce lemme nous permet méme de spécifier B, : on peut prendre
pour B, la composante neutre du plus petit sous-groupe algébrique contenant le point x.

Remarque 11 Dans son article [45], Rémond obtient une version plus fine de ce lemme 4.
Soit D un entier. On définit une sous-variété de A sur k, notée Y (D, d), par :
Y(D,d) = (U (B +5>) ,
B 3

ou B décrit 'ensemble £, (D) des sous-variétés abéliennes strictes de A de degré (relative-
ment & L) inférieur a D, et £ décrit 'ensemble des points de torsion de A définis sur une
extension de degré au plus ¢;(A)d de k.

Lemme 5 1[I existe une constante c5(A, L) telle que
Card £,(D) < ¢5(A, L)DdmA?,

Démonstration : Le fibré L est tres ample, donc il définit une forme de Riemann Hjp,
sur t4(c), telle que la forme symplectique £ = ImH7, est a valeurs enticres sur le réseau
des périodes Q4c). En utilisant essentiellement le théoreme de Riemann-Roch pour les
variétés abéliennes, la proposition 3 p.269 de [12] nous indique que, si B est une sous-
variété abélienne de A, alors

degL B= (dlmB)'VOlELQB(C),

o4



ou le volume est relatif a la norme || - || induite par la forme bilinéaire symétrique définie
positive e;, donnée par ey (z,y) = Fp(iz,y). En notant c5(A, L) le volume de la boule unitée
de R24mA pour cette norme, le théoréme des minimas successifs de Minkowski nous permet
d’en déduire qu’il existe une base de {lp) formée d’éléments (notés {wi,...,wadimB})
appartenant a {24 ¢y, tels que

2dimB

IT llwilI< c6(A, L) deg,, B.

i=1

On pose cmin(A, L) = min {1, || N || / A\ € Qac) — {0}}, et on note wpax le w; de plus
grande norme. On a

2dimB
|| Wimnax || Cmin(A4, L)*7F < H | wi [|< (A, L)D.

i=1
Ainsi, on tire || wmax ||< & (A, L)D, ce qui entraine
Card E,(D) < ¢5(A, L)DdmA?,
O

Lemme 6 Le degré relativement a L de Y (D, d) est majoré par une expression de la forme
ce(A, L)Der(A)ges(A),

Démonstration : On sait par le theorem p. 154 de [35] que tout point de torsion de A(k)
défini sur une extension de degré inférieur a c;(A)d est d’ordre majoré par c(A)d™@m™A),
On en déduit donc que ’ensemble des points de torsion définis sur une extension de degré
inférieur a ¢;(A)d est de cardinal majoré par

Cé(A)d(7dim(A))(2dim(A)+1). (2‘2)

Par ailleurs, on sait majorer le cardinal de £ (D) par le lemme précédent, donc 1'additivité
du degré nous donne

degL Y(D, d) S D - <C5(A, L)D(2dimA)2) . (Cé<A>d(7dim(A))(2dim(A)+l)) ] (23)

L’inégalité (2.3) est bien de la forme voulue. O

2.4 Preuve du théoreme 27

Quitte & remplacer V par la réunion des o(V) avec o € Gal(k/k), précisément, quitte &
prendre I'image schématique de V' C Agx dans A, on peut supposer que V est définie sur k
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et k-irréductible. Soit € > 0 un réel. On suppose par ’absurde qu’il existe une hypersurface
Z de A sur k, ne contenant pas V' mais contenant tous les points de V' d’ordre infini modulo
toute sous-variété abélienne stricte de A, et tels que la hauteur vérifie h L(z) < i;% +e.
Soit alors, o un entier non nul. On considere la sous-variété Ys de A sur k de codimension
supérieure a 1, définie par

Ys =Y(D,d),

ou Y (D,d) est définie comme au paragraphe précédent, et ou

hr(V)

ca(A)
I A dimV\ ¢3(A)
deg, (V) + 5) (co(e) degy (V)a™") ;

D= CQ(A, L) (
et,
d = co(e) deg, (V)64

Par hypothese, V' n’est contenue dans aucune réunion de sous-variétés de torsion strictes de
A, donc V € V5. Il existe d1(e, V, A, L) tel que pour tout & > &;(¢,V, A, L), on a I'inégalité

1 YsuZ) < .
OgdegL( 5U )— 4dimV

En effet, par le lemme 6, on sait que
deg; Y5 < cg(A, L)D7 qesA),

En remplagant D et d par leurs valeurs, et par additivité du degré, on en déduit l'inégalité
pour tout § > §;(¢,V, A, L) assez grand. On se fixe désormais un tel 4, et on applique le
corollaire 6 & Y5 U Z. On obtient ainsi un z € V' \ (Y5 U Z) tel que

> hi(V) di

hi(z) < ——L2 +¢ et [k(z): k] < cole)(deg, V)odmY.

) < G F(x) ] < co(e)(deg, V)

Si x est un point de torsion modulo une sous-variété abélienne stricte de A, alors, le lemme
4 et le choix de D dans Yjs entraine que x € Yjs. Ceci est impossible, donc par définition de
Z, x appartient a Z. Mais ceci est également impossible. Ceci conclut par I'absurde. [

2.5 Preuve du corollaire 3

On commence par rappeler le théoreme de Zhang sur les minimas successifs (cf. [59] theorem
5.2, et [60] theorem 1.10). Plus exactement, on en donne une version affaiblie qui nous
suffira, ne faisant intervenir que le minimum essentiel.

Théoréme 28 (Zhang) Si V est une sous-variété de A sur K, alors

h(V) hr(V)

< ess V < .
(dim V + 1) deg, V < up(V) < deg, V
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On peut maintenant passer a la preuve du corollaire 3 : soit ¢ > 0, le théoreme 27 nous

indique que l'ensemble des x € V(k) d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne

stricte de A et qui sont de hauteur /};L(x) < % + ¢ est Zariski dense dans V. En
utilisant le théoreme 28 de Zhang, on en déduit que les points x € V(k) d’ordre infini
modulo toute sous-variété abélienne, et de hauteur hy(z) < (dim V + 1)u$S(V) + € est
Zariski dense dans V. En particulier cet ensemble est non-vide. On choisit un élément z

dedans. En appliquant le théoréeme 1.5. de [19] ainsi que la remarque qui suit ce théoreme,

on en déduit "
~ rg
Polz) > c(A, L) (log log(36L(x))) |
or(r) \ log(20.(x))
ou ¢(A, L) est une constante ne dépendant que de A et de L, et k(g) est une constante effec-

tivement calculable ne dépendant que de g (par exemple x(g) = (29(g + 1)!)9"2 convient).
Or dp(z) < 0r(V) car une sous-variété de A contenant V' contient z. On en déduit

7 c(A, L) (log log(3(5L(V))>F~(g)

1) 2 50y \ Tos26,(v)

Notamment on en conclut

- ess (A, L) (loglog(30,(V))\"¥
(dim V + 1) uf>(V) + € = 5,(7) ( g (20, (V) ) :

Ceci termine la preuve en faisant tendre € vers 0. U

2.6 Preuve du corollaire 4

On commence par prouver le corollaire dans un cas particulier, auquel on se ramenera
ensuite.

Corollaire 7 5i A = [[_, A", ot les A; sont simples, est de type C.M., et si V est
une sous-variété algébrique stricte de A sur k, k-irréductible et qui n’est pas réunion de
sous-variétés de torsion, alors, on a l'inégalité

ﬁM(‘/) ess —ﬁ —k(s
deg, (V) = pSE(V) = e(A, M) degy, (V)™ =amv (log(2deg,, (V)"

ot s est la dimension du plus petit sous-groupe algébrique contenant V', et ou M est le fibré
en droites ample associé au plongement

u ) L Segr
A= HA:L SN HPZZZ ge IP)Ny
i=1 i=1
les A; étant plongées dans P, par des fibrés L; trés amples et symétriques.
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Démonstration : On note G le plus petit sous-groupe algébrique contenant V. On note
G° la composante connexe de l'identité de G. C’est une sous-variété abélienne de A, et
elle est donc isogene & B = [[i_; A7 ou 0 < s; < r;. On note alors 7 : A — B une
projection naturelle obtenue par oubli de certaines coordonnées, de sorte que g est une
isogénie. Montrons maintenant que 'on est dans les conditions d’application du corollaire
3 en prenant comme variété abélienne B, et comme sous-variété algébrique 7(V).

Si w(V') est inclus dans une réunion de sous-variétés de torsion |J (C; +¢;) ou dim C; <
dimB, en notant H le plus petit sous-groupe algébrique contenant w(V'), on a toujours
dimH < dimB. Ainsi Gy = GNa (H) est un sous-groupe algébrique strict de G (car 1
est une isogénie), contenant V. Ceci est absurde.

Si (V) = B, alors V est de torsion. Ceci est absurde.

Finalement, 7w(V') est une k-sous-variété stricte de B, irréductible, et n’est pas incluse dans
une réunion de sous-variétés de torsion strictes. On peut donc appliquer le corollaire 3. Par
ailleurs, la hauteur et le degré sont définis relativement aux plongements

n n n n
) _ Segre ) _ Segre
A=]J4r < []Pi = PY, et B=]] A7 < [[By = PV
=1 i=1 i=1 i=1

De plus l'application 7 : []1, Pri — I, P%i est la projection linéaire définie par oubli de
coordonnées. Dans ce cas et pour ces plongements on a,

s, (1(V)) S HSE(V), et degyy, w(V) < degyy (V).
Ceci nous donne

par (V) = “34%3(77(‘/))7 d’ou par le corollaire 3 et la remarque 5,
> C(B, MB) (degMB W(V))fm (log 2 degMB W(V)) —k(s)
> C(B, MB) (degM V)_m (10g 2 degM(V))—n(s) .
> ¢/(A, M) (deg,, V)" =7 (log 2 deg,, (V) ™",

ol on a pris pour ¢’(A, M) le minimum des ¢(B, Mp) quand s; varie dans [0, r;]. On conclut
en appliquant le théoreme 28 de Zhang. 0

On donne maintenant la preuve du corollaire 4 : la variété abélienne A est donnée avec une
isogénie p vers B =[]\, A7*. Soit V' la sous-variété de A comme dans les hypothéses. On
vérifie que W = p(V') est une sous-variété de B vérifiant les mémes hypotheses. I résulte
facilement de la preuve de la proposition 14. de [40] qu’il existe ¢/(A, L) tel que

hi(V) > d(A, LYha (W).
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Ainsi, en appliquant le résultat précédent, on en déduit presque l'inégalité voulue : il faut
encore remplacer le degré deg,, (W) par deg; (V). Or

degy (W) = (deg p) deg . (V).
D’autre part p*M et L sont amples, donc on a des inégalités
ca(A, L)deg,. (V) > deg, V > c3(A, L) deg . p (V).

En injectant ceci dans I'inégalité donnée par le corollaire 7 précédent, on peut conclure.
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Chapitre 3

Probleme de Lehmer pour les
hypersurfaces de variétés abéliennes

de type C.M.

Il s’agit, a quelques modifications de notations pres, de l'article [43] paru dans la revue
Acta Arithmetica.

3.1 Introduction

On sait depuis les travaux de Philippon [38] [39] [40], puis Bost, Gillet, Soulé [17] dans le
cadre de l'intersection arithmétique, comment définir la hauteur des variétés projectives;
I'idée étant de considérer un point comme une variété de dimension zéro et de généraliser
ceci en dimension supérieure. De méme que dans le cas des points, on sait pour les variétés
abéliennes munies d'un fibré en droites ample et symétrique définir une hauteur parti-
culierement agréable : la hauteur canonique Ay, ou hauteur normalisée. En dimension zéro,
il existe un théoreme caractérisant les points de hauteur normalisée nulle ; ¢’est un résultat
de Kronecker dans le cas de G,,. Philippon [40] (dans le cas d’un produit de courbes ellip-
tiques) puis Zhang [61] et David-Philippon [20] dans le cas général ont montré comment
généraliser ce résultat pour caractériser les sous-variétés de hauteur normalisée nulle : ce
sont les translatées d’une sous-variété abélienne par un point de torsion. On dit qu’une
telle sous-variété est une sous-variété de torsion. La réponse a cette question résoud une
conjecture de Bogomolov qui, dans sa formulation initiale a été démontrée en premier par
Ullmo [56]. Ceci étant, on peut se demander comment minorer la hauteur normalisée d’une
sous-variété de hauteur non-nulle d’'une variété abélienne. Dans leur article [20], David et
Philippon ont formulé un probléeme général (le probleme 1.7) contenant cette question. En
terme du degré défini ci-dessous, on peut notamment faire ressortir de la discussion suivant
la formulation de leur probleme I’énoncé suivant :

Conjecture 13 (David-Philippon) Soit A une variété abélienne définie sur un corps
de nombres k, munie d’un fibré ample et symétrique L. Soit V une sous-variété stricte de
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A sur k, k-irréductible et telle que Vi n’est pas réunion de sous-variétés de torsion, alors,
on a l'inégalité
he(V)

———— > c(A/k, L) deg V_m’
doge(v) = WA/ ) deaeV)

ot s est la dimension du plus petit sous-groupe algébrique contenant V', et ot c(A/k, L) est
une constante ne dépendant que de A/k et de L.

3.1.1 Degré et hauteur

Soient k un corps de nombres supposé plongé dans C, et O, son anneau d’entiers. On dira
que V' est une variété algébrique sur k si V' est un k-schéma de type fini géométriquement
réduit. On dira que G est un groupe algébrique sur k si c’est une variété en groupes sur k.
On dira que A est une variété abélienne définie sur k si c’est un groupe algébrique connexe
propre et lisse sur k. Par sous-variété on entendra toujours sous-variété fermée.

Définition 28 On dit qu'une variété abélienne simple A/k sur un corps de nombres est de
type C.M. si son anneau d’endomorphismes tensorisé par QQ contient (apres éventuellement
extension du corps de base) un corps commutatif F' de dimension 2dimA sur Q. Une
variété abélienne A/k est dite de type C.M. si son anneau d’endomorphismes tensorisé par
Q contient un produit de corps de nombres Kj x --- x K, tels que Y [K; : Q] = 2dimA.

Soit X une variété projective munie d'un plongement ¢, : X <— P} défini par un fibré £
tres ample sur X. Si O(1) dénote le fibré standard sur P§, , on a ¢7O(1), ~ L. On note
O(1) le fibré standard muni de la métrique de Fubini-Study. Si V est une sous-variété de
X, on note V; I'adhérence schématique de ¢, (V) dans Pp, .

Définition 29 Si £ est un fibré ample sur une variété abélienne A, et V' une sous-variété
de A, on définit le degré de la variété V relativement a L, et on note deg,V lentier
deg (c1(L£) ™V - V) ou deg est le degré projectif usuel d’un O-cycle.

Définition 30 On appelle hauteur de la variété V associée a L, et on note h, (V) le réel
ham(Ve) ot hgay(.) est la hauteur, au sens de Bost-Gillet-Soulé [17], associée au fibré

hermitien O(1).

Remarque 12 Par le théoreme 3 p. 366 de [53], he(V') coincide avec la hauteur h(fy ) de
Philippon, telle que définie au paragraphe 2. de [40], ou fy est une forme éliminante de
l'idéal de définition de ¢(V) dans k[Xy, ..., X,]. (Le terme d’erreur de [53] disparait du
fait du changement de normalisation pour la hauteur de Philippon entre les articles [38] et
[40]).

Définition 31 Dans le cas ou X = A est une variété abélienne, et ou L est de plus
symétrique, Philippon [40], puis Zhang [60] avec des méthodes arakeloviennes, ont montré
en utilisant un procédé de limite a la Néron-Tate, comment définir une hauteur canonique,
notée h(.), sur 'ensemble des sous-variétés de A. Cette hauteur vérifie notamment : si V'
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est une sous-variété de A, de stabilisateur G, et si n est un entier, alors,

p2(dimV+1)

" | ker [n]mGV\hﬁ

he ([n](V)) (V).

Définition 32 Soit A/k une variété abélienne. On dit qu'une sous-variété V de A/k est une
sous-variété de torsion de A si Vi = a+ B avec a € Ayos €t B une sous-variété abélienne
de AE

D’apres les résultats de Philippon [40], David-Philippon [20] et Zhang [60], on a, si V' est
une sous-variété de Az /k, géométriquement irréductible

o~

he(V) = 0 si et seulement si V' est une sous-variété de torsion.

Définition 33 Soient V' une sous-variété de A sur k, et  un nombre réel positif. On pose
V(b,L) = {$ c V(k) //ﬂg(a:) < 9}. On définit alors le minimum essentiel de V', et on
note 55(V) le réel

A (V) = inf{e >0/V(0,L)=V }

ou V (0, L) est 'adhérence de Zariski de V' (6, L) dans A.

3.1.2 Résultats

Dans la direction de la conjecture 13, on a le résultat suivant (cf. corollaire 2 de [42]) :

Théoreme 29 Soient A une variété abélienne de type C.M., L un fibré en droites ample
et symétrique de A et V une sous-variété algébrique stricte de A sur k, k-irréductible et
telle que Vi n'est pas réunion de sous-variétés de torsion. On a linégalité

% > 4S5V > e(Afk, £) deg (V) m=amv (log(2deg,(V))) "™,

ot n est la dimension du plus petit sous-groupe algébrique contenant V', et ot k(n) est
une constante effectivement calculable ne dépendant que de n (par exemple la fonction
k(n) = (2n(n + 1)) convient).

On se restreint dans cet article au cas particulier des hypersurfaces V' d’une variété abélien-
ne de type C.M. Dans ce cas et sous les hypotheses du théoreme précédent, on a nécessai-
rement n = g. En effet, par définition n appartient a {g — 1, g}. De plus, si n était égal &
g — 1, alors V serait une réunion de sous-variétés de torsion, ce qui contredit I’hypothese
faite sur V. Ainsi, dans le cas des hypersurfaces, la conjecture est la suivante :
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Conjecture 14 Sous les hypothéses précédentes, et en supposant de plus que V' est hyper-
surface de A, on a l'inégalité R
he(V) 2 c(A/k, L),

ot c(A/k, L) est une constante ne dépendant que de A/k et de L.
De méme, le théoreme 29 se spécialise en

Théoreme 30 Sous les hypothéses précédentes, et en supposant que V' est une hypersur-
face de A, on a l'inégalité

~

he(V) 2 dego (V)R (V) 2 e(A/k, £) (log(2degs (V) ™,

ot g est la dimension de A, et ou k(g) est une constante effectivement calculable ne
dépendant que de g (par exemple k(g) = (29(g + 1)1)9™2 convient).

Dans ce cadre restreint aux hypersurfaces, on montre un résultat sensiblement plus fin en
direction de la conjecture 14 : on peut prendre pour x une valeur absolue, indépendante
de g. En notant ¢, ; le symbole de Kronecker (valant 1 si ¢ = j et 0 sinon), on démontre ici
le résultat suivant :

Théoreme 31 Si A est une variété abélienne de type C.M., L un fibré en droites ample
et symétrique de A et si V' est une hypersurface irréductible de A sur k telle que Vi n’est
pas réunion de sous-variétés de torsion, alors, on a l'inégalité

(loglog3deg, V) 120921
(log 2 deg, V)*0s-=1

he(V) 2 deg (V)AZ (V) > c(A/k, £)

9

ot s est la dimension du stabilisateur de V.

Notons que d,_ 1 = 0 sauf si A/k est le produit £ x B d'une courbe elliptique £/k et d'une
variété abélienne B/k, et si V est de la forme m x B, olt P est un point k-rationnel de
E qui n’est pas de torsion. Dans ce cas, en supposant que A/k est une courbe elliptique,
L le fibré associé au diviseur 3(0), et ot V= {P} est I'ensemble des conjugués d’'un point
non de torsion P € A(K) dans une extension finie D = [K : k], on retrouve exactement le
résultat de Laurent [31] sur le probleme de Lehmer elliptique, a savoir

p) > <A <1og10g3D)3‘

D log2D

Dans le cas d’'une “vraie” hypersurface, (i.e., quand d,_,1 = 0), on obtient une minoration
un peu meilleure.

La démonstration suit fondamentalement les idées (et reprend une grande partie des
preuves) de l'article de David-Hindry [19] concernant le probleme de Lehmer pour les
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points d’une variété abélienne. Il s’agit en fait d'une extension d’un travail de Amoroso-
David [3] concernant le cas des tores, au cas des variétés abéliennes de type C.M. On fait un
raisonnement par I’absurde, et on se fixe une hypersurface V' contredisant la conclusion du
théoreme. La preuve consiste essentiellement en une preuve de transcendance classique. On
commence tout d’abord par construire une fonction auxiliaire, nulle avec un grand ordre
sur V. Pour cela on met en oeuvre une astuce die a Amoroso-David (qu’ils introduisent
dans [3]) permettant de se ramener a un systeme d’équations fini et de hauteur controlée.
Ceci nous permet d’appliquer un lemme de Siegel pour construire la fonction auxiliaire
F. La deuxieme partie de la preuve, 'extrapolation, consiste a montrer que F' continue a
s’annuler avec un ordre relativement grand sur les transformées «, (V') de V' par certaines
isogénies a,, ou v décrit un ensemble de places finies convenables du corps de définition k
(les v, sont des relevées sur A/k des morphismes de Frobenius en caractéristique finie p,.
C’est pour assurer l'existence de ces isogénies que 'on se restreint au cas C.M.). Il s’agit
d’une extrapolation aux places v-adiques. L’idée pour montrer ceci est d’appliquer une
généralisation du petit théoreme de Fermat : c’est la méthode employée pour la premiere
fois par Dobrowolski [23] dans le cas du probleme de Lehmer sur G,,. Cette idée a ensuite
été reprise par Laurent [31] dans le cas des courbes elliptiques a multiplication complexes
puis étendue au cas des variétés abéliennes de type C.M. par David-Hindry [19]. C’est cette
derniere généralisation que nous allons reprendre. Ceci étant fait, il suffit pour conclure
d’appliquer le théoreme de Bézout géométrique pour aboutir a une contradiction (pour peu
que les différents parametres intervenant dans I'étape de transcendance aient étés conve-
nablement choisis). Pour cette derniere étape, on a besoin d’avoir une bonne minoration
du degré de 'union des a, (V). Ceci se fait en suivant les calculs de [19].

Remerciements : Je tiens a remercier Sinnou David pour m’avoir suggérer ’écriture de
cet article, et je tiens également a remercier Marc Hindry pour les nombreuses discussions
que nous avons eu sur le sujet.

3.2 Frobenius, isogénies admissibles et dérivations

3.2.1 Morphismes de Frobenius

On commence par introduire quelques notations :

Si k est un corps de nombres, on note O son anneau d’entiers, v une place finie de k, et
k, le corps résiduel associé a v.

Si A/k est une variété abélienne, on note A/Oy son modele de Néron, et A,/k, la fibre
spéciale correspondant a la place finie v. Rappelons la propriété universelle du modele de
Néron : si X' /Oy est lisse, de fibre générique X/k, tout k-morphisme X — A se releve de
maniere unique en un Og-morphisme X — A.

Sur la variété A, /k,, on dispose d’'un endomorphisme particulier : le morphisme de Frobe-
nius Frob,, correspondant en coordonnées projectives a 1’élévation a la puissance ¢ = N(v),
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ot N(v) est la norme K/Q de v.

La propriété universelle du produit fibré A, = A X, k, permet d’associer naturellement
a tout Og-endomorphisme de A un k,-endomorphisme de A,. En utilisant la propriété
universelle du modele de Néron, on en déduit une fleche naturelle

U : Endg(A) — Endyg, (A,).

Cette fleche n’est en général pas surjective, mais on peut par contre montrer qu’elle est in-
jective aux places de bonne réduction. Dans le cas C.M., un théoreme de Shimura-Taniyama
permet d’affirmer que le morphisme Frob, se releve en presque toutes places :

Proposition 9 (Shimura-Taniyama) Soit A/k une variété abélienne de type C.M. No-
tons [[;_, K; le produit de corps de nombres inclus dans End,(A) @ Q et tel que Y, [K; :
Q] = 2dimA. On suppose que le corps de nombres k contient tous les K;, et que [[;_; Ok,
est inclus dans Endy(A). Alors, pour presque toutes places, l’endomorphisme Frob, se
releve en un k-endomorphisme a,, de A. On appelera morphisme de Frobenius sur A un tel
endomorphisme.

Démonstration C’est le Theorem 1 paragraphe II1.13 de [49]. O

Ce sont ces morphismes de Frobenius sur A/k qui vont nous permettre d’écrire 'étape
d’extrapolation.

Remarque 13 En fait on pourrait spécifier les places qu’il faut exclure dans la proposition,
mais nous n’en aurons pas besoin. Par ailleurs, pour pouvoir appliquer le théoreme, il faut
vérifier deux conditions : la premiere est toujours satisfaite quitte a faire une extension de
degré borné de k. La seconde n’est pas toujours satisfaite, mais on peut toujours trouver
une variété abélienne isogene qui la vérifie.

Quitte a faire une extension de degré borné de k, et quitte a prendre une variété abélienne
isogene a la variété de départ, on supposera désormais toujours que les hypotheses de la
proposition 9 sont satisfaites.

3.2.2 Isogénies admissibles
On rappelle la notion d’isogénie admissible telle qu’introduite dans [19].

Définition 34 Soient A une variété abélienne et £ un fibré ample sur A. Une isogénie «
de A est dite admissible par rapport a L si

1. a est dans le centre de End(A).
2. il existe un entier q(«) appelé poids de o tel que a*L ~ L2,

Remarque 14 En fait la condition (1) ne sert qu’a simplifier '’énoncé du lemme 9. C’est
la condition (2) qui importe vraiment. Les seules isogénies qui nous intéresseront sont les
relevées a,, des morphismes de Frobenius qui sont admissibles (cf. la Proposition 10).
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Lemme 7 Soient A une variété abélienne de dimension g munie d’un fibré en droites
trés ample L, et a une isogénie admissible relativement a L, de poids ¢ = q(«). Dans le
plongement projectif de A, associé a L, A — P,, on a :

1. card (ker(a)) = ¢9,

2. pour toute sous-variété V de A de stabilisateur Gy, on a

qdim(V)

deg, (a(V)) = |Gy Nker(a)]

degﬁ(V)

Démonstration Le point (1) est facile : par définition, o*£ ~ £%?. On a donc,
¢! deg,(A) = degeq(A) = deg,. o (A) = [ker(a)| deg,(A).

L’amplitude de £ nous assure que le dernier degré est strictement positif. On simplifie pour
conclure. Pour le point (2), il s’agit du point (ii) du lemme 6. de [29]. O

Lemme 8 Soient G un sous-groupe algébrique de la variété abélienne A/k, L un fibré trés
ample sur A, et o une isogénie admissible relativement a L de poids q(«) de A. On a

q(a)™¢ < card (ker(a) N G) < [G : G°] q(a)t™C,
Démonstration On note que
[G : G°] card (ker(o) N G°) > card (ker(a) N G) > card (ker(a) N GY) .

La restriction de o & la sous-variété abélienne G est encore une isogénie admissible de
poids q(«) pour (G, Ligo) (cf. Lemme 2.4. point (ii) de [19]). Par le point (1) du lemme 7
précédent, on en déduit que le cardinal du noyau de cette isogénie o est q(a)dim ¢ O

Soit V' une sous-k-variété stricte de A, k-irréductible. Le lemme suivant (dont l'origine
remonte a Dobrowolski [23]) montre que les images par une isogénie admissible des compo-
santes géométriquement irréductibles de V% sont essentiellement distinctes. On commence
pour cela par donner une définition :

Définition 35 Soient A une variété abélienne et £ un fibré en droites ample sur A. Deux
isogénies admissibles de A par rapport a L sont dites premieres entre elles si leurs poids
sont premiers entre eux.

Lemme 9 Soient A une variété abélienne sur k de dimension g > 1, L un fibré en droites
trés ample sur A, V une sous-k-variété stricte de A, irréductible sur k. Si Vi n’est pas une
réunton de sous-variétés de torsion de Az, on a :

1. Pour tout couple (o, B) d’isogénies admissibles pour L, de poids distincts, pour tout
o € Gal(k/k), et pour toute composante géométriquement irréductible W de Vi, les
sous-variétés a(W) et B (a(W)) sont distinctes.
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2. Soit P un ensemble disogénies admissibles pour L, deuz a deux premieres entre elles.
Notons Vi, ...,V les composantes géométriquement irréductibles de Vi, et notons
Q le sous-ensemble de P défini par

Q={aeP /3ij 1<i<j<M, al)=a)}.

log M
log2 *

Le cardinal de Q est majoré par

Démonstration Dans ce contexte il s’agit de la proposition 2.7. de [19] g

On conclut ce paragraphe en “rappelant” que les morphismes de Frobenius sur A/k sont
des isogénies admissibles :

Définition 36 Soient A une variété abélienne et £ un fibré en droites ample sur A. Suivant
Mumford , on dit que L est totalement symétrique si L est le carré d’un fibré symétrique.

Le théoreme de Lefschetz (cf. par exemple le Theorem A.5.3.6 de [30]) nous indique que si
L est un fibré ample, alors £%3 est trés ample.

Proposition 10 Soient A/k une variété abélienne de type C.M. vérifiant les hypothéses
de la proposition 9, et L un fibré trés ample et totalement symétrique sur A. Soit o, un
morphisme de Frobenius sur A pour la place finie v. Alors, «, est une isogénie admissible
pour L de poids ().

Démonstration C’est la proposition 3.3. de [19]. O

3.3 Données

3.3.1 Situation

Définition 37 On dit qu’une sous-variété X de P, est projectivement normale si son
anneau de coordonnées S(X) est un anneau normal (i.e., intégralement clos).

On peut montrer (cf. par exemple Birkenhake-Lange [13] p. 190-193) que X C P, est
projectivement normale si et seulement si elle est normale, et pour tout d > 0 la fleche
naturelle

H°(P,, Op,(d)) — H°(X, Ox(d))
est surjective.

Concernant les variétés abéliennes plongées de maniere projectivement normale, on a le
résultat suivant que 'on trouve dans [13] theorem 3.1 p. 190.

Proposition 11 Soient A/k une variété abélienne, et L un fibré ample sur A. Pour tout
n > 3, le fibré L définit un plongement projectivement normal de A dans un espace
projectif P,,.
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Soient A/k une variété abélienne sur un corps de nombres, munie d’un fibré symétrique
ample £. Quitte & travailler avec £%* plutot qu’avec £, on peut supposer que £ est tres
ample, totalement symétrique et définit un plongement projectivement normal de A dans
un projectif P,,. On note M = LIXL le fibré sur Ax A associé a L. Soit V une k-hypersurface
irréductible de A. On note Iy 'idéal de définition de V dans IP,,. Si N est un entier, on a

VcAS AxA o PoxP, < Puips

Segre
r = (x,[Nlz)

Soient L et T deux entiers. On note {so, ..., s} une base de H'(A x A, M). On peut, par
projective normalité, choisir une base {Q1, ..., @,,} du k-vectoriel H° (A x A, M®L) telle
que tous les @); sont homogenes de degré L en les s;. De plus, on peut aussi voir les s;
comme des (1, 1)-formes homogenes de k[X, Y] ou X = (Xo,..., X,), et Y = (Yp,....Y,).
Enfin on note Tz I'espace tangent a l'origine de la sous-variété abélienne B = i(A) de Ax A
définie par y = [N]x.

3.3.2 Choix des parametres

Soit Cy un réel positif, on note s la dimension du stabilisateur de V', et 9, ; le symbole de
Kronecker (valant 1 si i = j et 0 sinon). On pose

Ny = [Cg+2 (log 2 deg, V)1+6g—s,1 (log log 3 deg v)1—26978’1i| 7

g+l 1 1
log ((JO > (deg, V)? (log 2deg, V)? (loglog 3 deg, V)_1>
m= , N =2mt!
log 2

T = [C§" deg, V1og2deg, V (loglog3deg, V)™"],
1
L= [C’g+2 deg, Vlog2deg,V (loglog3deg, V)_Q] :
et,
Ty = [Cf deg, V (loglog 3 deg, V)_Q] :
Ces parametres sont choisis de sorte que :
1. le nombre N est une puissance de 2 et vérifie 'encadrement

N g+1 1 1
5} < Cy? (deg,V)? (log2deg, V)2 (loglog3deg, V)" < N.

2. N* > L + 1, afin quune forme F bihomogene de bi-degré (L, L) qui est non-
identiquement nulle sur A x A, ne soit pas identiquement nulle sur la sous-variété

abélienne B.
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3. le minimum essentiel des variétés intervenant est borné, autrement dit,
NQNLELGSS(V) S c,

4. T'> L, ou T va étre 'ordre d’annulation dans le lemme de Siegel, et L le degré du
polynome construit.

5. T > Ti, puisqu’'on ne peut pas, par extrapolation espérer un ordre d’annulation
meilleur que celui dont on est parti (7} étant 'ordre d’annulation sur les sous-variétés
sur lesquelles on extrapole).

On fixe un premier py (ne dépendant que de A) tel que pour tout premier p > py et pour
toute place v divisant p, le morphisme de Frobenius a, sur A existe. On fixe alors pour
chaque premier p > py une place v au dessus de p. On note Pj, I’ensemble des places ainsi
obtenues.

Dans toute la suite, les inégalités que 1’on écrira seront vraies pour tout deg, V' et Cj assez
grands (i.e., plus grands qu’'une constante ne dépendant que du couple (4, £)).

3.4 Lemme de Siegel

But : fabriquer un polynéme, F' =" b;Q;, a coefficients entiers relatifs, en les fonctions
abéliennes de A x A, tel que F est de “petite” hauteur, et tel que F' s’annule & un ordre
supérieur a 7" sur ¢(V'), le long de T’s.

En notant © 'application théta définie sur Tc) par la composition

€Xpa(c)

Tacy —= A(C) *“~ P,

associée a L, ceci correspond a trouver une solution de petite hauteur au systeme d’incon-
nues les b;

O"F (O(u+2),0(N(u+z))
oz~

pour tout | k [< T et u € Ty(c) tels que O(u) € V (k).

=0, (3.1)

Lemme 10 Soit 0 > (V). Il existe un entier dy tel que si F' est une solution du systéme

O"F (O(u+ 2),0(N(u+ 2))

T — 0, (3.2)

pour tout | k |< T et u € Ty tels que O(u) appartient a l'ensemble fini
Sar(0) = {x € V(R) / he(w) <0, [k(x) : k] < do},
alors, F' est une solution du systéeme (3.1).
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Démonstration Soit d > 0 un entier. On peut noter que ’ensemble S;(6) est stable sous
I'action de Gal(k/k) car V est une k-variété. Par ailleurs, on a clairement Sg(#) C Sz41(6)
pour tout d > 0. Notons k[X], le k-espace vectoriel des polynomes homogenes de degré
L, et Aq(0) le sous-k-espace vectoriel associé a Sy4(6). La suite (Ag(6)) oy st une suite
décroissante d’espaces vectoriels de dimension finie, elle est donc stationnaire. Notons d
I'indice a partir duquel cette suite est stationnaire. Par ailleurs, tous ces espaces contiennent
le k-vectoriel [‘(,T)| ot IM) est la puissance symbolique T-ieme de I. Par définition de dy,
si P est un polynéme homogene de degré L nul sur Sy, il appartient a Ay, (6), et donc
il s’annule sur |J,.,54(0). De plus, par définition du minimum essentiel, | J,~, Sa(6) est
Zariski-dense dans V, donc le polynome P s’annule sur V. Ainsi, dans le systeme (3.1),
on peut se restreindre aux u € Ty(c) tels que O(u) appartient a Sg,(¢). Par un théoreme
classique de Northcott, cet ensemble est fini. U

On appelle systeme (3.2) le nouveau systéme ainsi obtenu. On passe maintenant a une
estimation du rang.

Lemme 11 [l existe une constante c; telle que le rang du systéme (3.1) est magjoré par
aiT(LN?)9 tdeg, V.

Démonstration Il s’agit du lemme (ou plutdt de la preuve du lemme) 5.1 de [19]. En
effet, dans ce lemme, les auteurs de [19] cherchent & obtenir une majoration du rang du
syteme
0"F (O(u+2),0(N(u+1z))
O0z"

=0, (3.3)

z=0

ol u est le logarithme d’un point () fixé. L’idée est d’appliquer “l'astuce de Philippon-
Waldschmidt” (voir [41] paragraphe 6, lemme 6.7). Pour majorer le rang de ce systeme, ils
se donnent une variété V' de dimension d contenant le point @), et il majorent le systeme

O"F (O(u+2),0(N(u+z))
0z~

=0, (3.4)

z=0

pour tout | £ [< T et u € Ty tels que ©(u) € V(k). Il obtiennent comme majorant
du rang de ce systéme le nombre ¢;79-¢(LN?)?deg, V. (on remplace dans leurs notations

Ty par T). En appliquant ceci a I'hypersurface V' considérée, on obtient donc le résultat
cherché. 0

On peut maintenant énoncer le lemme de Siegel qui nous intéresse. Si [’ = > a; X! est un
polynéome coefficients dans k, on définit classiquement sa hauteur h(F') comme étant la
hauteur logarithmique absolue du point projectif défini par 1 et tous les coefficients a; de
F.

Aess(V) > c(A/k,L)

L’objectif de 'article consiste a montrer que, deg, (V)% Tog2 deg o (V)7 - On peut donc

7 €88

toujours supposer que 175(V) est strictement inférieur a 1.
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Proposition 12 Il existe une solution F' = >"" b;Q;, b; € Z du systéme (3.1) de degré
L et de hauteur

WF) < 02" deg (V) log 2 deg (V) (log log 3 deg, V) 2.

Démonstration Soit 1 > 0 > 95(V). Par le lemme 10 il suffit, pour trouver une solution
du systeme (3.1), de trouver une solution du systeme (2). Ceci remarqué, on est ramené a
une preuve classique. On suit pour cela la preuve du lemme 5.4. de [19].

On commence par évaluer la hauteur de systéme (2). Le systeme (18) ainsi que l'inégalité
qui suit p. 42 de [19] nous indique que la hauteur de chaque coefficient du systeme est
majorée par

,LN?0 + T (log(T + L) +log N) . (3.5)

Par ailleurs, le nombre d’inconnues I est dim H° (A X A, M®L). Le théoreme de Riemann-
Roch pour les variétés abéliennes nous assure que I vérifie I’encadrement

cs 1?9 < I < cgl%. (3.6)

Notons M la matrice du systeme (2). Elle est définie sur k, donc si B dénote le noyau
de M, il est muni d'une k-structure. Si b est la dimension de B, on a b = I —rg(M). Le
lemme de Siegel classique (cf. par exemple Schmidt [48] Lemma IVB, p.10) nous indique
alors qu’il existe une solution non-triviale comme recherchée, de hauteur

(3.7)

ou h (B) représente la hauteur du point 8 défini dans la grassmannienne correspondante.
De plus, le Lemma IV p.10 de [48] nous indique que h (B) = h (%L) . L’espace B+ étant
I’espace vectoriel engendré par les colonnes de M, sa hauteur est par définition majorée
par celle d’'un mineur maximal A, de M. Cette derniere hauteur est majorée par

M Amax) < csrg(M) (log(rgM) + ¢,LN?6 + T (log(T + L) + log N))
< coT(LN?) deg, V (log(2deg, V) + 2T log T),

la premiere inégalité découlant de (3.5), et la seconde du lemme 11 en utilisant également
le fait que T'> L et T'> N. En remplacant T et N par leur valeur, on obtient

h(Apax) < c10L9—1059+1)2 (deg, V'log2deg, V)g+2(log log 3deg, V)—2(9+2), (3.8)

De plus, par I'inégalité (3.6), et par le choix de L, on a
b>ci L9 (L9 — i T(N?)9 " deg, V) > e LWV LY,
En remplacant L9*! par sa valeur, on obtient la minoration

1
b > clgCég+1)(g+2)Lg_1(deg£ Vlog2deg, V)9 (loglog 3deg, V) 2+D), (3.9)
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On reprend maintenant 'inégalité (3.7) en remplagant les parameétres par leurs valeurs. On
obtient ainsi l'inégalité

h(F) < 02" deg (V) log 2 deg (V) (log log 3 deg, V) 2.0

Remarque 15 La fonction auxiliaire F' ainsi construite est une forme bihomogene de bi-
degré (L, L) non identiquement nulle sur A x A. Elle n’est donc pas identiquement nulle
sur B car N? > L+ 1.

3.5 Extrapolation

On veut montrer dans ce paragraphe que F' s’annule sur i (o, (1)), pour v € Py, appartenant
a un ensemble convenable. Pour cela, on utilise un argument remontant a Dobrowolski [23]
dans son célebre article sur la conjecture de Lehmer sur les points pour G,,. Cet argument
a été réécrit et adapté dans le cadre des variétés abéliennes de type C.M. dans l'article [19]
suivant des idées de Laurent [31]. Ce que l'on fait ici repose sur le paragraphe 6 de [19].

Proposition 13 La fonction auziliaire F' est nulle sur i(a,(V)) a un ordre supérieur a
Ty le long de Ty pour toute place v € Py, de norme comprise entre %Nl et Ny.

Démonstration Soit 1 > 6 > a3(V). 1l s’agit de reprendre la proposition 6.5. de [19].
On conserve donc leurs notations. Soient v une place comme dans ’énoncé, R un point de
V (k) défini sur une extension &’ de k de hauteur normalisée inférieure & 6, et w une place
de k" au dessus de v. Notons R = (Ry, ..., R,) un systéme de coordonnées projectives de
R dans O,, telles que || R ||,= 1. Soit 9" un opérateur différentiel d’ordre | x |< 77 le long
de T'g(c). L’application du petit théoreme de Fermat dans le cadre des varié¢tés abéliennes
nous donne

|0°F (Fo,(R),FNM o Fo (R))|, < |l ™, (3.10)

ott F,, et F) sont des formes homogenes de O[X] de degré respectifs N(v) et 4m+1
représentant respectivement I’endomorphisme de Frobenius sur A associé a v, et la multi-
plication par N = 2™t 1l s’agit de I'inégalité (20) p.47 de [19].

On veut maintenant sommer sur toutes les places w au-dessus de v. Malheureusement, le
choix du systeme de coordonnées projectives pour R dépend de w. On est donc obliger
d’alourdir les notations pour pallier ce probeme. Soient S, Sy, Sa,; SN.q, des coordonnées
projectives non nulles de R, F™(R), F,,(R), F™ o F,, (R) respectivement. On note
de plus Sy N, Sw.ays SwiNa, des coordonnées des ces points de valeur absolue w-adique
maximale.

Soit maintenant 9" un opérateur différentiel de longueur minimale pour lequel
O°F (Fa,(R),F™ o F,, (R))
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est non nul. Si |k| est supérieur a 77, on a gagné. Sinon on applique la formule de Leibniz
en utilisant que F' est bihomogene de bidegré (L, L). On a donc

v (Fa(R) Y (F,, (R) _ 0°F (Fo,(R), FY (Fo, (R)))
0 F( Sav 7 SN,av ) a Sévsz%/

,Qy

Or ceci est égal a

a/{F (Fau(R) F(N) (Fav (R))> . (Sw,CXvSW7Naav)L
(SOC’USNuav)L .

On réécrit alors 'inégalité (3.10) en passant au log, en sommant sur toutes les places w
au-dessus de v et en notant n,, les degrés locaux :

Z Ny log ( OF (F%(R) FY (F,, (R))>

)
w/v Socu SN,ocU

’
Sw,av Sw,N,av

) (3.11)

|Sw,avSw,N,av w
< (T — |x|) wz/vnw log(|my|w) + L ; Ny log < Sl ) (3.12)
Or
an log(|m|w) = [k : k] log(|my|s) < —[K" : k] log (N(v)) (3.13)
w/v
De plus, on peut voir que
’Sw,avsw,N,av ’w /.
> malog ( EmEEN ) < (< K (he(0u(R)) + he(Now(R)) (3.14)

w/v

< W+ (N@he(R) - NN@Re(B)+ews) . (315)

C’est I'inégalité (21) p. 49 de [19]. En tenant compte du fait que le point R est supposé
de hauteur (de Néron-Tate) inférieure a 6, et en injectant ceci dans (3.12), on obtient, en
remplacant les parametres par leur valeur, l'inégalité

1 F.,(R) F™ (F,, (R)) 1
Y v v > - . .
A wz/vnw log ( O"F ( S, S, )= 2Tlog N, (3.16)

Il reste a majorer le membre de gauche de cette derniere inégalité. Notons A ce membre
de gauche. Par définition de la hauteur (absolue logarithmique) projective, on a

A<h ((aﬁF (FTS*CER : F(N)éiz(m)))l)

< (o ().
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ceci ayant un sens grace a I’hypothese de non nullité de 9" F(---). Il ne reste maintenant
plus qu’a majorer cette derniere hauteur. Il s’agit d'un calcul classique (cf. par exemple
[19] p. 50). On obtient

A < e5 (Ty1log(Ty + L) + LN°N(v)8 + h(F)). (3.17)
Finalement, en mettant ensemble les inégalités (3.16) et (3.17), on obtient
Tlog Ny < ci6T1 log(T) + L) + ci6 LN? N0 + ci6h(F). (3.18)

On remplace les différents parametres par leurs valeurs, et on obtient pour le membre de
gauche de I'inégalité,

Cit deg, (V) log 2 deg, (V) (loglog 3deg, (V) 2,
et pour le membre de droite,
c17C3 deg, (V) log 2deg,(V)(loglog 3deg,(V)) 2.

Des que Cy est assez grand, on aboutit a une contradiction. O

3.6 Conclusion

On commence par minorer le degré de I'union des variétés transformées de V.

Proposition 14 Soient A une variété abélienne sur k de dimension g > 1, L un fibré en
droites ample sur A, et V une sous-k-variété stricte de A, irréductible sur k. On suppose
que Vi n’est pas une réunion de sous-variétés de torsion de A, et que le nombre M de com-
posantes géométriques de Vi est majoré par csdeg,(V)?. On considére enfin un ensemble
d’isogénies (3, admissibles deuz o deux premiéres entre elles, avec v € P} =P N [[%, M].

On a:
degL(V) N 1g —dmey

deg U Bo(V) | > ca g NV,

vEP,i

Démonstration Soit W une composante géométriquement irréductible de V. Pour v €
P}, on a, 3, étant définie sur k,

card (ker(8,) N Gow)) = card (ker(3,) N Gw) .
Par ailleurs, comme W n’est pas une sous-variété de torsion de A (sinon V4 serait réunion de

telles sous-variétés), le point (2) du lemme 9 nous indique que ’égalité 3,(W) = 3, (a(W))
(et W # o(W)) n’est possible que pour au plus logZM < ¢17log2deg, V éléments v de
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P}. Notons P;* le sous-ensemble de P} obtenu en enlevant ces éléments. Le théoréme de
Chebotarev nous indique que

Ny

card (Py) > cis log N, (3.19)
En remplacant N; par sa valeur, on constate que
1
card (P)*) > §card (Py) (3.20)
En utilisant 'additivité du degré et les lemmes précédents, on a
deg | |J B.(V) | = deg, U Bu(a(W))
veP} vePé*,aEGaI(E/k)
Par le lemme 9, ceci est supérieur a
dodegs | | Bulo()
vePL* ocCGal(k/k)
Enfin, le lemme 7 nous donne l'inégalité
q(B,)4mV
d (V) | > Mdeg, W :
egﬁ U 6 ( ) - egﬁ Z | GW ﬂker(ﬁv) ‘
veP] vePL*
Le lemme 2.1. (ii) de [19] nous indique que
deg, Gw = [Gw : G| deg,(GYy) < deg(V)?
En particulier on en déduit que
[Gw : GYy] < deg (V) .
De plus, les (3, étant premiers entre eux, on a
IT Iker(8)nGw |=|ker | T] 8. | nGw/|. (3.21)
vEPL* veEPL
En appliquant le lemme 8, on en déduit
ker [ T] 8o | nGw| < [Gw:GW] | ] aB) | - (3.22)

veP,i* 1)67)]1*
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En appliquant 'inégalité arithmético-géométrique, on obtient

card (PF*) N{ ™!

deg | |J Bu(V) | = cadeg, (V) . (3.23)
car 1x
ver} (Ioepy- | Kex(B) N G 1) CF)
En appliquant I'inégalité (3.22) et la minoration du cardinal de Pl*, on obtient
d V) NY
deg | |J B.(V) | = cu (V) Ny (3.24)

log N1 L*
veP} log Ny [GW : va] c56V1 Hve’Pé* q(ﬁvy’é

Enfin par définition de P}, on a la majoration q(3,) < N;. En appliquant ceci et la
majoration de l'indice de GY, dans Gy, on a

degﬁ(V) Niq_dim v

deg U Bu(V) | > ca g NV,

vePé

0 (3.25)

Remarque 16 C’est uniquement pour assurer l'inégalité (3.20) que 'on est conduit &
choisir I’exposant du terme log log dans NV tel qu’indiqué, plutot que 'exposant —m
qui serait plus proche des choix de [3]. Cette amélioration dans [3] est rendue possible par
la résolution de deux complications techniques : passage a une hypersurface secondaire

explicitement construite, et raffinement galoisien.
Ceci étant, on peut maintenant démontrer le théoreme recherché.

Démonstration : on suppose par 'absurde que I'inégalité du théoreme a prouver n’est
pas vérifiée pour Cy = ¢(A/k, E)fgfis assez grand (i.e. ¢(A/k, £) suffisamment petit). Dans
cette preuve, on considere, pour alléger les notations, la variété abélienne A, comme étant
plongée dans P,,. Notons Z I’hypersurface sur k de P,, associée a la forme F o ¢ de degré
(N2 +1)L. Par choix de N (& savoir (N?+ 1) > L), la variété Z N A est une hypersurface
de A. De plus, par la proposition 13, on sait que cette hypersurface contient les variétés
irréductibles a, (V) avec une multiplicité supérieure a T, pour toute place v de norme
comprise entre %Nl et Ny. Donc le théoreme de Bézout géométrique nous donne :

T deg,(V)+ T deg, U a,(V) | < (deg, A)L(N?+1).
ML<N(v)<M
Cette inégalité implique en particulier que le nombre M de composantes géométriquement
irréductibles de V' est majoré par une expression de la forme csdeg,(V)?. On peut donc

appliquer la proposition 14 avec 3, = «,. Celle-ci et 1'inégalité obtenue par le théoreme de
Bézout nous fournissent 'inégalité

deg (V) Ny~ mC
log Ny

T < c1o(A)L(N? +1), (3.26)
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On remplace maintenant les parametres par leurs valeurs pour conclure. Si Cj est assez
grand, l'inégalité est contredite : si s = g — 1, les deux membres sont du méme ordre de

2942
grandeur, or, dans le membre de gauche, on a un terme constant de la forme C’Og+ , alors
3

que dans le membre de droite, le terme constant est de la forme C§g+2 ; sinon 'ordre de
grandeur du membre de gauche est supérieur a celui du terme de droite. (En fait, 7} est
construit exactement pour contredire cette inégalité). O
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Deuxieme partie

Probleme de Lehmer sur les points
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Chapitre 4

Probleme de Lehmer sur G,, et
méthode des pentes

4.1 Introduction

Soit « un nombre algébrique. On note h(z) sa hauteur de Weil logarithmique absolue. Cette
hauteur est un nombre positif et un théoreme de Kronecker affirme alors que h(z) = 0 si
et seulement si x est une racine de 'unité. Le probleme de Lehmer consiste a trouver la
minoration optimale, en fonction du degré de Q(z), de la hauteur h(z) quand z n’est pas
une racine de 'unité. On a la conjecture

Coniecture 15 (Probléme de Lehmer) I eziste un réel ¢ > 0 tel que pour tout point
x € Q, de degré D sur Q, qui n’est pas une racine de l'unité, on a

C

h(xz) > o

Dans cette direction, on doit a E. Dobrowolski le meilleur résultat inconditionnel (au choix
de la constante ¢ pres) dans article [23] :

Théoréme 32 (Dobrowolski) 1l eziste un réel ¢ > 0 tel que pour tout nombre x € Q,
de degré D sur Q, qui n’est pas une racine de l'unité, on a

¢ (loglog(3D)\"
h(x)25< log(2D) ) '

Dans ce qui suit, on retrouve ce résultat, essentiellement en transcrivant la preuve de E.
Dobrowolski dans le formalisme des pentes que J.-B. Bost a introduit dans [15]. L’objectif
était ici de voir dans quelle mesure les preuves de transcendance “classiques” concernant le
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probleme de Lehmer peuvent se traduire en utilisant I'inégalité des pentes. Il serait main-
tenant intéressant d’essayer d’adapter la preuve du théoreme 2 de Laurent dans ce langage.
L’idée est que I'inégalité des pentes permet de mieux exploiter la géométrie des objets avec
lesquels on travaille. Si ceci n’est pas flagrant dans le cas de G,,, cela le serait certainement
plus dans le cas d'une courbe elliptique E, ou le formalisme des pentes permettrait d’incor-
porer directement 1'inégalité sur la hauteur de Néron-Tate, sans avoir a passer par l'artifice
consistant a plonger £ dans E' X F et a considérer un “gros” multiple du point considéré
en vue de minimiser la différence entre hauteur de Néron-Tate et hauteur de Weil. On
pourrait peut-étre obtenir ainsi un parallélisme complet pour le probleme de Lehmer sur
le groupe multiplicatif et sur les courbes elliptiques a multiplication complexe.

On peut mentionner dans la direction de la conjecture 1.1. I'article de C.J. Smyth [52] qui
démontre cette conjecture dans le cas des nombres algébriques non-réciproques, 1’article
de A. Schinzel [47] qui démontre la conjecture dans le cas des nombres totalement réels,
ainsi que le papier de F. Amoroso et S. David [2] qui généralise en dimension supérieure
la conjecture de Lehmer et le résultat de Dobrowolski. En corollaire de leur résultat, les
auteurs de [2] prouvent la conjecture de Lehmer classique dans le cas ot Q(z)/Q est une
extension galoisienne.

4.2 Notations et préliminaires

Avant de commencer la preuve, rappelons que 'on peut toujours se placer dans le cas ou
x est un entier algébrique.

. ra)y — s log 2
Lemme 12 Six € Q —Z est de degré D, alors h(x) > =5=.

Désormais on fera toujours I’hypothese que x est un entier algébrique qui n’est pas une
racine de I'unité.

4.2.1 Notations

Soient A un anneau et n un entier. Dans toute la suite, on notera A"[X] le A-module
des polynomes, en une indéterminée, de degré inférieur a n. Par exemple, Z; [X] dénote le
module des polynomes de degré au plus n sur 'anneau des entiers p-adiques Z,,.

Soit ¢ un morphisme entre deux Z-fibrés hermitiens E et F. Si K est un corps, on note
E le fibré E® K et pk le morphisme déduit de ¢ par extension des scalaires a K. Enfin,
on note || ¢ ||, la norme d’opérateur de ¢q, et || ¢ ||c la norme de I'opérateur ¢c.

Convention Sur Q on définit la valeur absolue p-adique | - |, par la convention |p|, = p~'.
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Définition 38 Soient E est un Z-fibré hermitien de rang 1 et s une section globale non
nulle de E. On définit le degré arithmétique et on note

dgE=— Y logllsl,—log | slc.

p premiers

La formule du produit assure que cette définition est indépendante du choix de s.
Si E est un Z-fibré hermitien de rang supérieur r, on pose

1 de la métrique déterminant

ou on a muni A

V(g Ao oAz in Ao ANy (e Ao Ax), (i A A Y)) i=det <($i,yj>19,jgr> )
Définition 39 Soit £ un Z-fibré hermitien, on définit sa pente et on note
_— degE
A(E) = rg

Ceci permet de définir la pente mazimale d'un Z-fibré hermitien E,

max (B) = max i (F),

ol on a muni les sous—fibrés F' C E de la métrique induite par restriction de E a F'.

4.2.2 Un morphisme pour I’inégalité des pentes

On se donne un entier algébrique x € Z de degré D, de polynéme minimal A_; unitaire
a coefficients entiers. Si p; est un nombre premier avec k£ > 0, on note A, (ou Ay ou A,
s'il n’y a aucune confusion possible) le polynéme minimal (qui est unitaire a coefficients
entiers) de l'entier algébrique zP*. Quitte a faire un petit raisonnement par récurrence, on
peut supposer que tous les 2P que 'on considere sont de méme degré que x :

Lemme 13 Soit f une fonction de N dans R, strictement positive et décroissante. Si on
a h(z) > @ sous Uhypothése [Vp premier Q(zP) = Q(x)]. Alors, la méme inégalité est
vrate sans cette hypothese.

Démonstration : On raisonne par récurrence sur D = [Q(z) : Q]. Si Q(2?) & Q(x),
alors, = est racine de X? — 2P € Q(z”). On a alors, deux possibilités : soit ce polynome est
irréductible (cas (i)), soit il ne l'est pas (cas (ii)).

Dans le cas (i), on a [Q(x) : Q(aP)] = p et 'hypothese de récurrence donne

"' 2 ey g

33

F(Q(") = Q).



Ainsi, on a

1 1

hx) = ~h(a?) > Q") - Q) = 5 /(1Q(") : Q)),

p ~ p[Q(x?) : Q]
et on conclut par décroissance de f.
Dans le cas (ii), alors, on sait que 2P € [Q(z?)]P. Ainsi, il existe y € Q(z?) tel que y? = .
Dong, il existe ¢ une racine p-ieme de 1'unité, telle que y = (x. Finalement, on en déduit

1 ol > L 06
) = ) 2 e (067 : Q) = HA(Q) : @),
et on conclut la encore par décroissance de f. U

Notons que ce lemme permet de faire I’économie du lemme combinatoire de Dobrowolski.
On suppose désormais que [Q(z) : Q(2P)] = 1. Par ailleurs, comme z n’est pas une racine de
I'unité, on a h(z) # h(z?) donc, pour tous plongements o, ¢’ : K — C, on a o(z) # o' (aP).

Soient L, T' et N des parametres entiers a fixer ultérieurement.

Si A est un polynome de AX[X], on note (A) le sous-A-module de AL[X] “engendré” par
A. Plus précisément, on pose

(A)={Pe A'X]/ 3Q € A*[X] P=AQ }.

Par ailleurs, on note Py = {p € [[%, NJ / p premier } , qui est non vide par le Postulat
de Bertrand, et on définit deux Z-fibrés :

E=7'X]~ 7, e, F= (E/(ATl)) < I (E/(Ap)).

PEPN

Remarque 17 Dans F, on veut quotienter par un module (A”) non trivial afin de pouvoir
extrapoler dans le corollaire 9. Pour cela, il faut nécessairement que l'inégalité DT < L
soit vérifiée. On suppose désormais cette inégalité vérifiée.

Remarque 18 Comme A_; et A, sont des polynomes unitaires dans Z[X], on peut
effectuer la division euclidienne par A_; et A,. Ceci permet d’identifier F' et le fibré trivial

P
ZDT+ PEPN deg Ap‘

On définit maintenant le morphisme entre Z-fibrés pour lequel on veut appliquer I'inégalité
des pentes.

p: E—F

P <R_1 , (Rp)p%>

olt R_; est le reste de la division euclidienne par AT, et ot pour tout p, R, est le reste de
la division euclidienne par A,,.
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4.3 “Lemme de zéros”
Pour appliquer I'inégalité des pentes, il faut que le morphisme ¢ soit injectif. On note n le

cardinal de I’ensemble Py = {p1, -+ ,pn}.

Lemme 14 Si L < D(T + n), alors, le morphisme ¢ est injectif.

Démonstration : En effet, dans le cas contraire, un polynéme non nul dans le noyau
aurait strictement plus de zéros comptés avec multplicité que son degré. O

Or pour tout N assez grand, le théoreme des nombres premiers nous donne

N
n= Lz

PEPN

On suppose désormais que L vérifie I’encadrement DT < L < D (T + ﬁ)

4.4 Inégalité des pentes

4.4.1 La filtration
On définit la filtration de F

FnZ{O}CFn_lC"'CF()CF_l:F, ou,

Fy = {(Pb (Pp)pery) / P = 0} et,

Vk e [1,n], Fr= {(Pl,(Pp)pepN) / P =0, P, =0,---, P, = 0}.

On pose alors pour tout entier k£ entre 0 et n — 1,
G, = F,l/F0 ~ gldes b o gPT @ = Fk/FkH ~ 7988k ~ 7P et

E_ =E, E,=¢ '(F}).

On munit le fibré £ ~ ZL+_1 de la métrique du fibré trivial et les sous-fibrés E des métriques
de restriction de celle de E. De méme, on munit les fibrés GG;, des métriques triviales.

Pour k compris entre —1 et n — 1, on note ¢y : By — Gy et @ : Ey/Epy1 — Gy les
morphismes déduits de ¢, ou Ej/Ej;1 est muni de la métrique quotient.
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Remarque 19 On a, Ey = {P ek /P est nul a un ordre > T en x} et pour tout entier
ke [1,n],

E, = {PEE/Pnuléunordre >Tenx, nul en 2P, .- | nulen:cpk}.
Une autre maniere de dire, consiste a dire que Ey = (AL)), et Vk > 0, B, = (AT, Ay ... Ay).

4.4.2 L’inégalité des pentes

Avec nos notations, en notant Ee\g le degré arithmétique et [y la pente maximale, on
peut énoncer une version de I'inégalité des pentes de J.-B. Bost sous la forme :

deg, E < 357" 1g (By/By) (ﬁmax(G_k> + 22 premiers 108 || @5 [l )

n—1 max ——
2 i1 log [ AT ek [le -

(4.1)

C’est le théoreme 19 du chapitre 1. Il s’agit essentiellement de 'inégalité (4.14) de la
Proposition 4.6. de [16] dans laquelle on n’a pas remplacé les termes || A" ¢" || par || ¢* ||"
aux places archimédiennes.

Il nous reste maintenant a calculer les différents termes intervenant dans cette inégalité.

4.4.3 Evaluation de rg(E},)

Par construction, on sait que Ej/FEj.; — Gy. Par ailleurs, on calcule facilement le rang
de Ek-/EkJrl .

Si k= —1, I‘g(Ek/Ek+1) = DT.

Soit ko = [% — T] . Pour k < ko, on a
rgEy =L+1—D(T+k),
et pour k > kg, on a
rgl, = 0.

4.4.4 Calcul des degrés et des pentes

Le fibré hermitien E ainsi que les fibrés hermitiens G sont isomorphes (comme fibrés
hermitiens) a des fibrés triviaux, donc, pour tout entier k entre —1 et n — 1,

deg (E) =0, et, fimax(Gr) = 0.
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4.4.5 Calcul des || ¢ ||, : Pextrapolation

Dans ce paragraphe, on se donne p un nombre premier et k£ un entier compris entre —1 et
n — 1. On veut obtenir une majoration de || ¢ ||,.

Calcul des || ¢k ||;, | premier quelconque

Soient k > 0 et P € ZF[X] (Z;-module des polynomes de degré inférieur & L) de norme 1,
i.e., tel que
si P = ZaiXi, alors, max | a; |;= 1.

Dans ce cas, en écrivant la division euclidienne de P par Ay, P = AyQ,, + R,,, on a
|| ox(P) |li=|| Ry, [iI< 1, car R, est a coefficients [-entiers.
Le méme résultat vaut pour || ¢_1(P) ||;. Ainsi, on a

Raffinement pour [ = p,

On considere comme précédemment k compris entre 0 et n—1 et on prend cette fois [ = py.
On va donner une majoration plus fine de || ¢y, ||, en utilisant le fait que ¢y, est défini sur
les polynomes nuls en x a un ordre supérieur a 7. On va pour cela énoncer un lemme du
type “petit théoreme de Fermat”.

Lemme 15 Soient p un nombre premier, A_y le polynome minimal de x et A, le polynome
minimal (supposé unitaire mais de degré éventuellement inférieur a celui de A_y) de xP.
Alors, il existe un polynome A € Z[X] et un polynome R € Z32»~1[X], tel que

A_i = AN, + pR,

autrement dit, le reste de la division euclidienne de A_y par A, est divisible par p.

Démonstration : On commence par démontrer le lemme dans le cas ot A, est de méme
degré que A_;. Dans ce cas,

AX)= [ Ko@), e AX)= [[ X-o@p.

0:Q(x)—C 0:Q(z)—C

On sait (par division euclidienne dans Z[X] pour des polynémes unitaires) qu’il existe
S € Z[X] de degré inférieur a D — 1 tel que A_; = A, + 5. On va calculer S et montrer
qu'il est en fait de la forme pR avec R € Z[X]. En notant z; pour i € [1, D] les images
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de x par tous les Q(x)-plongements dans C et en notant s;(Xy, ..., Xp) la i-ieme fonction
symétrique élémentaire, on a (dans Z[X])

D—
Ay(X)=A(X) + (sp—i(zh, ..., 2%) — sp_i(z1,...,2p)) X
0

[asy

1=

Ainsi, pour conclure, il reste a voir que

Vie [0,D—1], sp-i(al,...,a) — sp_i(x1,...,xp) € pZ.

Or A_; est a coefficients entiers, donc sp_;(z1,...,zp) est dans Z et est donc congru
a A= (sp_i(x1,...,xp))? modulo p par le petit théoreme de Fermat. Ainsi, il suffit de
voir que sp_;(zY,...,2%) est congru & A modulo p. En développant A avec la formule du

multinome, on obtient

A=sp_i(of,....a%) +pf(z1,...,2p),

ou f(Xi,...,Xp) est un polyndéme symétrique a coefficients entiers. Ainsi, il s’exprime
comme un polynome a coefficients entiers en les fonctions symétriques élémentaires et
donc (comme sp_; (2}, ..., 2%) € Z), on en déduit que le nombre f(z1,...,2zp) appartient
a Z, ce qui conclut la preuve dans le cas ot deg A, = deg A_;.

Dans le cas général, notons P = [], op)c(X — o(z)P). Il existe A; € Z[X] tel que
A1A, = P. Par le premier cas, on sait que A_; = P+ pRp, donc A_; = A1A, + pRp et
on conclut en effectuant la division euclidienne de Rp par A,,. U

Corollaire 8 Soient k # —1 et P € Z[X] tel que P = AT,Q avec Q € Z|X]. En notant
P, le reste de la division euclidienne de P par Ay, on a
JRc Z[X] tel que P, =p"R.
Démonstration : Par le lemme il existe un polynéme B € Z[X] tel que
P=A",Q=(AA,+pR)" Q = BA, +p'RTQ.
On effectue maintenant la division euclidienne de RT(Q par A pour conclure. OJ

Corollaire 9 Soient k # —1 tel que Ey # {0} et P € E @ Zy tel que P = AT,Q avec
Q € Z,|X]. En notant P, le reste de la division euclidienne par Ay, on a

k = max s(P = max P < p. L
o lle= s 1| ou(P) = max | Bl < 7

Démonstration : On applique le corollaire précédent. Il

En injectant les estimations précédentes, on peut réécrire l'inégalité des pentes sous la
forme
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Proposition 15 Awvec les notations précédentes, on a pour tout entier N assez grand et
dés que D(T +n) > L > 2DT,

max

LT n—1
—log NV < > log |l A\ @ lle -

k=—1

Démonstration : En effet, si £ # 0, on a ) log || ¢x [[,< —Tlogpy < —Tlog N et si
k= —1,log || ¢r ||,< 0. De plus, un processus téléscopique donne

i
L

T T
- 1g(Ey/Eyq) §logN < —rg E()ElogN
0

B
Il

T LT

Ainsi, en sommant sur £ > —1, on obtient

n—1 LT
S vg (/) (@) + S logll o llp ) < —— log V.
k=—1 p premiers
En appliquant I'inégalité des pentes (4.1) on obtient le résultat. O

4.5 Calcul d’un bon majorant de || A" ©r ||c

On va maintenant s’attacher a donner une “bonne” majoration pour les normes complexes

max ——

des opérateurs A" . Il faudrait a priori distinguer deux cas : k = —1 et k # —1. En

fait on peut les traiter ensembles, le cas k = —1 étant essentiellement une généralisation
du cas k # —1. Dans la suite, on pose Ty, = T si k = —1 et T, = 1 sinon. De méme, on
notera Ny = 1si k= —1 et Ny = N sinon. Par ailleurs, k étant fixé et en posant p_; =1,

s, . T .
on notera {a;}1<;<p les différentes racines de A;*. Avec ces notations, on va montrer la
majoration

Proposition 16 En notant C = DT, log2D + DT log(L + Ty) + 5 DTy log(L + 1) +
%DTk log T}, pour tout k > —1, on a

max

log || /\ @& llc< C + 2LT  DNyh(x).

La suite de cette partie est consacrée a la preuve de cette proposition.
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4.5.1 Une petite réduction

Soit k > —1. Dans toute la suite, on cherche une majoration de la norme de

On a le carré commutatif

B, L > CEX]

Ey/Eryy —= CH[X]/(A]F)

ol les deux fleches verticales sont co-isométriques et la fleche horizontale du haut est iso-
métrique. Donc la fleche horizontale du bas 'est aussi. Dans la suite de cette partie, on
notera donc (abusivement) . le morphisme de C*[X]/(A[*) dans Gj.

4.5.2 Preuve de la proposition 16

Le polynome Afk est un polynome scindé sur C, toutes ses racines ayant multiplicité Tj.
On peut ainsi écrire A7 (X) = []2,(X — a;)"™ ol les a; sont des complexes deux & deux
distincts. On note

W:CL[X]—»CL[X]/(A?“), et m:ClX] - CMX]/(X — )™,

pour tout entier ¢ compris entre 1 et D, les projections canoniques. On définit maintenant
I'opérateur “restes Chinois”

Chp : CHX]/(AFF) = T CHXT/(X — ap)™

i=1

par la formule, Chp(n(P)) = (71(P),...,7mp(P)) pour tout P € CL[X]. On définit égale-

ment 'opérateur d’évaluation en les (;)1<i<p,
D D
Eval : HCL[X]/(X — ;)" — H(CT’“
i=1 =1

Pl(Tk -1)

. (ci))1<i<p- Enfin, on définit I'isomorphis-

QU.i envoie (Wi(Pi))lgiSD sur ((PZ(OQ), c.
me “de Lagrange”,

D
Lagp : [ C™ — €™+’ [X],
=1

qui & un DTj-uplet (21, ..., 27, T 41, - - -, Zpr,) associe 'unique polynome R de degré in-
férieur & DT}, — 1 et tel que R*~V(q;) = T, (i—1)+k Pour tout i € [1, D] et tout k € [1,T}].
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On a alors le diagramme commutatif

CHX]/(AF) &
Cth \

Hz 1EQUOt Eval Hz ICTk CTkD I[X]

Lagp

ol B = C[X]/(X — ;)™ est muni de la métrique quotient de celle sur C¥[X] et ott
C est muni de la métrique hermitienne naturelle. Par ailleurs on met sur le produit, la
métrique somme directe

D

Y(x1,...,xp,y1,---yp)  {(z1,...,2p), (Y1,-..,yp)) = Z(xz,ym

i=1

Enfin on met sur les puissances extérieures maximales (D-iemes) de tous ces fibrés la
métrique déterminant déja définie.

Majorant de || A Chp ||

On se contente ici d’'une majoration grossiere.

Lemme 16 log || A Chp ||< 3dT} log D.

Démonstration : On utilise I'inégalité || A\ Chp ||<|| Chp [|PT. Par définition Chp n’est
autre que 'application définie par Chp(7(P)) = (71(P), ..., 7p(P)) pour tout P € C[X].

En notant || - ||; la norme sur I'espace E™* et || - || celle sur C*[X], on a
D
VP e CHX] || Cho(n(P)) |I* = Z!m V=2 inf I P+QIE
i=1""
D

<Z mf ||P+Q||2<D||7T( )P

=1

En passant a la racine carré puis au log, on en déduit la majoration voulue. Il

Majorant || A Lagp, ||
Lemme 17 log || A Lagp, ||< 0.

Démonstration : L’opérateur /\ Lag,, est une application linéaire entre C-espaces vec-
toriels de dimension 1. En particulier, si gp est l'isomorphisme réciproque de Lag, et si
(AELR) Ao A(AE Ry (p-1y4:) est non nul dans A™” CT*P~1[X], on a

AFRYNA AN Ry (1)
I ALagp Il Ago 7= @A ARG Mo o) [
TR Ao A (g (R0
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On prend par exemple pour tout ¢ entier dans [1, DT}], R; = X*~'. On obtient ainsi une
base orthonormée de C*+P~1[X] donc

I A\ Lagp I=11 (A9 (R)) Ao A (A1 9p(Rap-ny+)) 117

En notant [ - | la partie entiére on constate que
det (aﬁ._l i )
i—1 +1
Tk 1<i,j<DT;

) est une expression polynomiale symétrique en les a; a co-

| (A219p(Ri) Ao A (N1 gD (Briyp-1y4)) 1=

1
T '/ 1<ij<DTy

efficients entiers. Donc on peut 1’écrire comme une expression polynmiale a coefficients
entiers, en les fonctions symétriques émentaires en les a;. Or les «; sont les racines d’un
polynome unitaire a coefficients entiers. Par conséquent en prenant le carré du module on
obtient un nombre entier positif, non nul car on est parti d’'une base. On conclut en passant
au log. 0

Or det (aﬁjl i

Majorant de || A Eval ||

Notons Eval; : B — C™ I'application définie par
Evali(m;(P)) = (P*™(a))1<h<r.

Comme le morphisme Eval est le morphisme diagonal

Ty Ty
diag(/\ Evaly,..., /\ Evalp),

on a le résultat suivant :

Lemme 18 On a l’égalité de normes

D Tk
| /\Eval [[=]] Il /\ Eval; || .
=1

Démonstration : On rappelle que la métrique sur le produit tensoriel ¥ ® F' de deux
fibrés hermitiens est définie par

<.Z'®y,2®t> = <va>E : <y>t>F
Avec cette définition, on a l'isomorphisme isométrique

DTy,

A@e)-@(As)
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valable pour tout espace hermitien E; de rang Tj. O
T

Désormais on écrira /\ pour A. Il reste a calculer la norme de A Eval; pour tout i € [1, D].

Soit donc un tel ¢ > 1. L’application /\ Eval; est un morphisme entre espaces vectoriels de

dimension 1, donc

|| Eval;(g1) A ... A Eval;(g7,) ||

Vou A Agr, € \EM = {0 Eval; ||=
g1 ary, /\ i {}’ H/\ va H ||gl/\/\ngH

Par ailleurs, la norme quotient sur F; est, par définition, la norme qui rend isométrique

I'isomorphisme entre E; et 'orthogonal ((X — ai)Tk)z, pour la norme hermitienne stan-
dard, de (X — ;)" dans CF[X].

Lemme 19 La famille de polynomes

{gz = io (U:l> m”X“}

constitue une base de ((X — ai)Tk)i.

0<I<T),—1

Démonstration : Il y a deux choses a voir : tout d’abord que les g; sont effectivement
dans lorthogonal de (X — «;)™* et ensuite que ces T}, éléments forment une famille libre.

Soit I € [0, Tx—1]. Dire que g, € ((X — ai)Tk)i équivaut a dire que pour tout u € [0, L—Tk]
g L(X — o)k Xx™ condition ().

Ceci étant dit, un simple calcul permet de conclure :

[
ul - Z Tka+U+) (v)av—ﬁ—uETk v

(v+u)!
T (v+u+l)' Tk
—u+T) Ti—v : _
= w3t (V) =
v=0

— i(Tk>(—1)Tk”(U+u+Z)x...x (v+u+1)=0.

v
v=0

Soit fo(x) = z* 3Tk (Tvk) (—1)Te—vgv = x““(:n —1)Tk. Alors 1 est racine de f,; d’ordre

T}, et la condition (x,;) équivaut a dire que fu,l (1) = 0. Donc (*,,) est vraie ce qui prouve
que les g; sont dans 1’orthogonal.

Il reste a voir que la famille {g;}o<;<r,—1 est une famille libre. Pour cela, on écrit dans la
base canonique la matrice M dont le [-ieme vecteur colonne est formé par g;. Il suffit de
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montrer que M admet une matrice carrée de taille T}, x T}, dont le déterminant est non

nul. Or M = ((”+l) ; )0<0l§<v7§L1 . Montrons que la matrice A = ((”:l) o )0<v,l<Tk71 est
<SUISTy— SUS

inversible. En factorisant la v-ieme ligne par a;* pour tout v dans [0, Ty — 1], on en conclut

que A est inversible si et seulement si B = ((”:l))o <ol<Tp—1 I’est. Or c’est un exercice de

voir que det B = 1 # 0. (on remplace la ligne L, par L,,; — L, en commencant par la
derniere ligne et en utilisant la formule

v+ 141 v\ (vt
l L) \u-1)"
On effectue alors un développement selon la premiere colonne et on se ramene au détermi-
nant de C' = ((U+l))1<v I<T 1" On itere ceci jusqu’a aboutir au déterminant de la matrice
UL~

-1
( k ) lk <’U,l<Tk

qui vaut 1). Ceci conclut. O
Lemme 20 On a la majoration
| /\ Eval; [P<[| go A ... A gr—1 ||qo (L + 1) T, (L + 1) max{1, |ay[ 457,

Démonstration : On veut majorer |det A;|, ou

T, —1
A= (Z 9.7 (i) g Z)) .
0<u,v<Tr—1

Comme A; = (ay,) est une matrice hermitienne définie positive, on a

T.—1

|det A;| < H G-

u=0
En remplacant ceci par les valeurs explicites de a,,, on obtient

Ty—1Tj—1

det A;| < T D o8 (en)g Z)

u=0 s=0
Tp—1Tp—1

< I X 1)

u=0 s=0

|91(LS)(041‘)|2 < (Z (T_I—U)():ﬂ‘_.s)'( +1)| 2r— s|) ) (42)

94




Finalement, il reste a majorer convenablement le produit de factorielles. Pour cela on
distingue deux cas :
si r > Ty, alors

(r4+u)x...x (u+1)

(r—s)!

(r+Tg) x...x Ty +1)
(r—Tk)!

(r+Ty) x...x (T +1)

(r—="T) x - x(Tp+1)

r+Ty) x...x (r+1-="T)

IN

si s <r <1Tj, alors

Dans tous les cas, on a la majoration

(r+u)x...x (u+1)
(r—s)!

En injectant ceci dans la majoration (4.2), on en déduit

< (L A+ Ty) ™.

r=0
(L + Tk)ZT’“(L + 1) max{1, ]ozi]}4L_25

(L + Tk)QT’“(L + 1) max{1, |ai]}4L

I 2
987 (@) ? < (L + Ti)*" (Z |Oé?r_5|>

<
<

Ainsi, si on reprend la majoration de | det A;| on obtient
et A;| < ((L 4 T,) " Tho(L + 1)) maxc{1, || }*£ 7. (4.3)
On divise par || go A ... A gr—1 ||3u0 POUr conclure. O

On en déduit alors la proposition 16 : en regroupant les lemmes 16 17 et 20, on obtient la
majoration

D
1
log || /\Eval ||< 2LT logHmax{l, ||} + §DTk log D
i=1
D

i=1

1 1 1
+DT}* log(L + Ty) + §DTk log(L +1) + §DTk log T}, — 3 log
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ou

L
s+ u S+
o \ S 5 0<up<Ti—1

Or D'expression qui est dans le dernier produit du membre de droite de cette majoration
est une expression polynomiale symétrique en les o, a coefficients entiers. On sait de plus
que det B; # 0. Tout comme dans la preuve du lemme 17, on en déduit donc la minoration

D

i=1

> 1.

Pour conclure, il suffit de remarquer que log Hf)zl max{1, |o;|} = Dh(zP*) < DNih(z).

4.6 Conclusion

Finalement avec les notations précédentes, on obtient

Théoreme 33 Pour tout D, T et N assez grand, ainsi que pour tout L vérifiant ['inégalité
D(T+n)>L>2DT, ona

LT
ALnNDh(z) > e log N — gnD log(L +1) — ;DT2 log(L +1T).

Démonstration : Il suffit de mettre bout a bout I'inégalité des pentes (proposition 15)

ainsi que la proposition 16 appliquée pour tous les k € [—1,n — 1]. O
On choisit pour conclure les valeurs des parameétres. En notant [ - | la partie entiére, on
pose

. 2
0= 18 L:D{ N ]7 T:{alogﬂ)} N:[” a(logZD)}

4log N loglog 3D loglog 3D

Avec ce choix de parametres le théoreme précédent nous donne bien le résultat, a savoir le
théoreme 32. En effet,

173 - a3(log 2D)"
ALNnDh(x) < D - Dh
nDh{) < ( (loglog 3D)® ) @)

(log2D)8
(loglog3D)>

<173 D?

h(z).
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Par ailleurs,

LT
ALNnDh(z) > e log N — gnD log(L+1) — gDT2 log(L +T)
(log2D)? 042-17_5-(34-17_12-@2
—  (loglog3D)? 4 4 4
D (log2D)3

~ 4 (loglog3D)?

On conclut en mettant ensemble les deux inégalités précédentes.

Remarque 20 On peut se demander ce qu’aurait donnée une preuve du méme type obte-
nue en rajoutant des multiplicitées. En fait, a partir des calculs effectués ici on peut faci-
lement écrire une telle preuve, malheureusement ceci ne permet pas d’obtenir un meilleur
résultat.
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Chapitre 5

Théoreme de Dobrowolski-Laurent
pour les extensions abéliennes sur
une courbe elliptique a multiplication
complexe

5.1 Introduction

Soit K un corps de nombres. En notant 1 1a hauteur de Néron-Tate sur une courbe elliptique
E/K et en notant K2 la cloture abélienne de K, on montre dans cet article les deux
résultats suivants :

Théoreme 34 Si E/K est une courbe elliptique a multiplication complexe, il existe une
constante ¢(E/K) strictement positive, telle que

— ~ ¢«(E/K) (loglog5D\ "’
P € E(K)\Eins, h(P)> ;
VP € ( )\ to ( ) D ( 10g2D

ot D = [K*(P) : K*).

Théoréme 35 Soient ¢ > 0 et E/K une courbe elliptique a multiplication complexe.
Il existe une constante strictement positive c¢(E /K, cy), telle que : pour toute extension

abélienne F/ K et pour tout point P € E(K)\ Eiors vérifiant D = [F(P) : F|, si le nombre de

log 2D
loglog 5D

nombres premiers qui se ramifient dans F' est borné par cgy ( ) , alors on a l'inégalité

ﬁ(P)> ¢(E/K,cy) (loglog5D\°®
. D log 2D '
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On voit qu’en imposant une contrainte sur 1’étendue de la ramification dans I’extension
abélienne (théoreme 35), on obtient une généralisation d’un précédent résultat de Laurent
[31] (cf. le théoréme 37 plus loin). Dans le cas général (théoreme 34), sans imposer aucune
condition, on obtient une minoration optimale aux puissances de log pres, avec un expo-
sant légerement dégradé par rapport au cas classique : on a comme puissance de log un
exposant 13 au lieu d'un exposant 3 ; toutefois cet exposant 13 est le méme que dans le cas
multiplicatif dt a Amoroso-Zannier [6] (cf. théoreme 38 plus loin). Ce théoreme 34, dans
le cas des courbes elliptiques a multiplication complexe, généralise au cas D quelconque
un précédent résultat de Baker [8] (cf. théoreme 39 plus loin). Nous donnons a la fin de
I'introduction une application de notre théoreme 34.

Ce type de probléeme remonte aux travaux de Lehmer dans les années 1930 : soit = €
Gn(Q)\too un nombre algébrique qui n’est pas une racine de l'unité. On sait par un
théoreme de Kronecker que sa hauteur logarithmique absolue h(z) est strictement positive.
En 1933 Lehmer énonce la célebre conjecture

Conjecture 16 (Probleme de Lehmer) [l existe une constante ¢ > 0 telle que

C

V2 € Gp(Q)\ oo, h(x) > ok

o D = [Q(z) - QJ.

Plus exactement, Lehmer se pose plutot la question inverse : est-il possible de contredire
cet énoncé ?

C’est en 1979 , avec le théoréeme de Dobrowolski [23], qu’est obtenu un résultat optimal a
des puissances de log pres, en direction de cette conjecture :

Théoréme 36 (Dobrowolski) Il existe une constante ¢ > 0 telle que

. ¢ (loglog3D\*
s € (oglog s
Ve € Gn(Q)\tio,  h(z) = D ( log 2D ) ’

ou D =[Q(x) : Q.
Peu de temps apres, Laurent a étendu, dans son article [31], la conjecture de Lehmer
aux courbes elliptiques sur un corps de nombres, en remplacant la hauteur sur G,, par

la hauteur de Néron-Tate et il a étendu le résultat de Dobrowolski au cas des courbes
elliptiques F//K a multiplication complexe.
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Théoréme 37 (Laurent) Soit E/K wune courbe elliptique a multiplication compleze. 1l
existe une constante strictement positive ¢(FE/K) telle que

«(E/K) (log log 3D)3,

Pec E(K)\E hpP) >
VP € E(K)\Brors,  h(P) = =5 log 2D

ot D = [K(P) : K].

Dans les articles [5] et [6], Amoroso-Dvornicich et Amoroso-Zannier ont étendu le probleme
de Lehmer sur G,, au cas des extensions abéliennes relatives. Précisément, ils énoncent la
conjecture et démontrent le théoreme suivant :

Conjecture 17 (Amoroso-Zannier) Soit K un corps de nombres. Il existe une cons-
tante strictement positive c(K), telle que

Va € G(B)\pims  h() >

ot D = [K®(z) : K],

Théoréme 38 (Amoroso-Zannier) Soit K un corps de nombres. Il existe une constante
c(K) strictement positive, telle que

Ve € Gp(K)\ptoo,  h(z) > o(K) (

loglog 5D s
D )

log2D
ou D = [K*(z) : K].

Ce théoreme étend le résultat de Amoroso-Dvornicich qui traitait le cas ou x appartenait
a une extension abélienne de K, i.e., le cas D = 1. C’est précisément ce théoreme, dans le
cas D = 1, qui a été étendu aux courbes elliptiques a multiplication complexe, ou ayant un
Jj-invariant non-entier, par Baker dans [8], puis par Silverman [50] dans le cas des courbes
elliptiques sans multiplication complexe. Ainsi pour les courbes elliptiques, on a

Théoréeme 39 (Baker-Silverman) Soit E/K une courbe elliptique. Il existe une cons-
tante strictement positive c(FE/K) telle que

VP € E(K®)\Eiors, h(P) > c(E/K).
L’objectif du présent article est d’étendre le résultat d’Amoroso-Zannier au cas des courbes
elliptiques a multiplication complexe, généralisant ainsi le résultat de Baker au cas D

quelconque. Notons que le théoreme 34 répond a une conjecture de David dans le cas des
courbes elliptiques a multiplication complexe :
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Conjecture 18 (David) Soient A/K une variété abélienne sur un corps de nombres et L
un fibré en droites ample et symétrique sur A. Pour tout e > 0, 4l existe une constante stric-

tement positive c(A/ K, L) telle que pour tout point P € A(K) qui n’est pas de End(A(K))-
torsion, on a

- A/K, L
hE(P) 2 C< /1+E )’
Dtgors

ou Dtors = [K(Ator57 P) : K(Ators>]-

En effet, le théoréme 34 étant vrai pour D = [K*P(P) : K?"], il 'est en particulier pour
D = [F(P) : F] pour toute extension abélienne F'/K. De plus, quitte a remplacer K par
une extension de degré borné en fonction de E, le résultat reste toujours vrai (on ne change
que la constante ¢(E/K)). L’extension H(Ey,s)/H est abélienne pour H = K (j) corps de
classes de Hilbert de E, ce qui conclut.

Le théoreme 34 rend naturel de généraliser la conjecture 17 aux courbes elliptiques :

Conjecture 19 Soit E/K une courbe elliptique. Il existe une constante strictement posi-
tive ¢(E/K), telle que

VP € E(K)\Eiw, h(P)> @,

ot D = [K*(P) : K™).

Le théoreme 34 est une premiere étape en direction de cette conjecture 18, au moins
dans le cas de multiplication complexe. On peut indiquer brievement un des intérets d’un
tel résultat. Pour expliquer cela, on introduit quelques notations : on dit qu’une courbe
(integre) sur une variété abélienne A est transverse si elle n’est contenue dans aucun trans-
laté de sous-variété abélienne de A différente de A. Si X est un sous-schéma fermé integre
de A et r un entier, alors ZXS C X(K) est I'ensemble des points pour lesquels il existe un
sous-schéma en groupes G de A avec

dimpX NG > max {1,r — codim G} .

On dit qu'une variété abélienne simple A est de type (g,0), si elle est de dimension g et si
le rang de End(A) = 2¢/6. Enfin, on note

A=) G(E®),

codim G>r

ou G est un sous-schéma en groupe de codimension indiquée. Dans son article [45], Rémond
prouve :
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Théoréme 40 (Rémond) Soit A une variété abélienne sur K. Nous choisissons une
isogénie entre A et un produit AT* x --- x A'™ ot m est un entier naturel et pour chaque
indice i avec 1 < i < 'm la variété abélienne A; est simple de type (g;,0;) et n; € N*. Soient
X un sous-schéma fermé integre de A et r,r’ deux entiers tels que 0 < r <1’ < dim A.
Nous supposons que ['une des conditions suivantes est vérifiée.
(Cy) La conjecture (18) est vraie.
(Cy) La variété abélienne A est a multiplication complexe et v’ > (1+ Y"1 g;)(r — 1).
(C3) On a l'inégalité

= r—1

T’/ > Zgz(nz—l—éz) . .

i=1

Alors, pour toute hauteur h associée a un fibré ample L sur A et tout réel H, [’ensemble
{P € (X(E)\Z%) NAr / h(P) < H}

est fini. Si de plus X est une courbe transverse et r > 2, alors X (K) N A"l est fini.

Notons que notre théoreme 34 permet déja de simplifier la preuve du theorem 2. de Viada
[57] suivant :

Théoréme 41 (Viada) Soient E/K une courbe elliptique a multiplication complexe, n
un entier non nul et C'/K une courbe transverse dans E™. Pour r > 0 on consideére les
ensembles

S ()= |J GneE)

codim G>r

ot l'union porte sur les sous-groupes algébriques G de E™ de codimension au moins r.
Alors lensemble S3(C) est fini.

La preuve de Viada est calquée sur celle de Bombieri, Masser et Zannier [14] dans le cas de
G?,. Elle utilise le fait que la hauteur des points de S1(C) est bornée. Il s’agit du Theorem 1.
du méme article de Viada qui résulte simplement des propriétés fonctorielles des hauteurs
et du théoreme du cube pour les variétés abéliennes. Ceci étant acquis on constate, en
appliquant le théoreme de Northcott, qu’il suffit alors de montrer que le degré des points
de S5(C) est borné. C’est la partie difficile de la preuve. Viada montre ceci en deux étapes :
la premiere consiste a montrer la finitude de I'ensemble S3(C'). La seconde étape consiste a
montrer la finitude de S3(C') en utilisant un subtil argument cohomologique. Nous montrons
au chapitre 5 comment éviter cet argument cohomologique en appliquant notre théoreme
34. En fait 'utilisation de ce théoreme 34 permet de ramener la seconde étape a la premiere.
Nous expliquons ceci dans la derniere partie de cet article.

Dans la suite (derniere partie exceptée) on s’attache a prouver le théoreme 34. On explique
a la fin comment le théoreme 35 s’obtient de la méme fagon. La preuve est une preuve
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classique de transcendance a deux exceptions pres : on utilise un lemme de Siegel absolu
et il y a en fait deux extrapolations selon que l'on est dans une situation avec beaucoup
de ramification ou non. Ceci étant dit, dans le cas non-ramifié, la preuve suit le schéma
initié par Dobrowolski, a savoir une extrapolation sur les transformés par le morphisme de
Frobenius. Dans le cas ramifié, on suit la preuve du cas multiplicatif de [6] en utilisant encore
des transformés par Frobenius. On utilise l’astuce de Laurent [31] consistant a dédoubler les
variables pour permettre une plus grande liberté dans le choix des parametres auxiliaires.
La partie 5.2 consiste en des rappels sur la hauteur de Néron-Tate et sur les propriétés
dont nous aurons besoin concernant les courbes elliptiques a multiplication complexe. La
partie 5.3 consiste en une série de réductions en vue de prouver les théoremes 34 et 35. La
preuve proprement dite se trouve dans les parties 5.5, 5.6 et 5.7.

Dans la preuve on se ramene a travailler avec une extension abélienne F//K finie et avec
D = [F(P) : F]. Notons que I'hypotheése “F'/K est abélienne” sert de maniere cruciale dans
les deux étapes d’extrapolation : dans I'étape ou il y a peu de premiers ayant un grand
indice de ramification dans F', i.e. 'étape “quasi-classique”, I'extrapolation se fait grace
au lemme 30 qui utilise de maniere fondamentale ’hypothese d’abélianité. Dans 'autre
extrapolation, i.e. le cas compémentaire ot beaucoup de premiers ont un grand indice de
ramification dans F', I'hypothese sert a fabriquer le groupe H, du lemme 29 : on utilise
pour cela le théoreme de Kronecker-Weber.

5.2 Hauteur et multiplication complexe

5.2.1 Hauteur

Soient K un corps de nombres de degré d, My l’ensemble des valeurs absolues (deux a
deux non équivalentes) sur K, MY les valeurs absolues ultramétriques de My normalisées
par |p|, = p~! pour toute place finie v au-dessus du nombre premier p et M° les valeurs
absolues archimédiennes de Mg. On note d, = [K, : Q] le degré local et on définit la

hauteur (logarithmique absolue) sur P™*(Q) par

1
h(zg:...:x,) = 7 Z d, logorgaé |-

vEMK

Dans cette définition, la renormalisation par é sert juste a faire en sorte que h(z) soit
indépendante du choix du corps K contenant x. De plus par la formule du produit, la
hauteur est aussi indépendante du choix d'un systéeme de coordonnées projectives.

En plongeant G, dans P" par (z1,...,2,) — (1 : x1,... : x,) ceci défini également la
hauteur sur Gj,,.
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Dans la suite on utilisera également la hauteur hy définie sur G?,(Q) par

1
ha(z1, ... @) = d Z dy log max |z;[, + Z dy log Z |4
veMY tsi=n veEMF 1<i<n

Soit N un entier. On définit comme le fait Schmidt (voir [48]) la hauteur hy d’un sous-Q-

espace vectoriel S algébrique de dimension d de @NH par :

hQ(S) = h2(x1 FANRAN Xd),

ou X1, ...,Xy est une base de S sur un corps de nombres quelconque sur lequel S est défini.

5.2.2 Hauteur de Néron-Tate

Définition 40 Si £/ K est une courbe elliptique donnée par une équation de Weierstrass,
on définit la hauteur h : E(K) — R* par h(P) := h(z(P) : 1), out h(z : y) est la hauteur
logarithmique absolue sur P*(K) définie précédemment.

Cette hauteur vérifie un certain nombre de propriétés. Nous indiquons les plus essentielles,
qui nous serviront dans la suite. On renvoie par exemple au livre [30] Part B pour tout ce
qui concerne les hauteurs.

Proposition 17 Sur une courbe elliptique E/K, la hauteur h vérifie :

(i) VP e EK) h([m]P) = m*h(P) + O(1).
(ii)) VP,Q€ E(K) h(P+Q)+h(P—Q)=2h(P)+2h(Q)+ O(1).
(ii) Yh >0 I'ensemble {P € E(K)/ h(P) < h} est fini.

Dans les affirmations précédentes, la constante O(1) dépend de E et m, mais pas des points
P et Q.

A partir de cette hauteur, on peut en construire une plus jolie : la hauteur de Néron-Tate,
notée h. La définition est la suivante :

h(P) = lim h(2'1P)

n—-4o0o 4n

Les propriétés classiques de cette hauteur sont résumées dans le théoreme suivant.

Théoreme 42 La hauteur canonique est une forme quadratique positive semi-définie sur

E(K), telle que

d’une part VP € E(K) h(P) = h(P) + O(1), et d’autre part, h(P) =0 < P € Eys.
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5.2.3 Multiplication complexe

Soient K un corps de nombres et E/K une courbe elliptique a multiplication complexe
par l'ordre d’un corps quadratique imaginaire k. On note Ok 'anneau d’entiers de K et
pour toute place finie v de K on note k, le corps résiduel associé a v. Quitte a faire une
extension de corps ne dépendant que de F/K et quitte a prendre une courbe elliptique
isogene a la courbe de départ, on peut supposer que K contient k£ et que I'anneau des
endomorphismes de E/K est exactement Oy, I'anneau des entiers de k. De plus, la courbe
est a multiplication complexe, donc elle a bonne réduction potentielle. Ainsi, quitte a
remplacer K par une extension de degré borné (en fonction de F/K), on peut également
supposer que F/K a bonne réduction en toute place de K. On fait toutes ces hypotheses
dans la suite.

On fixe un point P € E(K)\Eis et on note D = [K**(P) : K. On choisit alors une
extension F'/K abélienne finie, telle que D = [F(P) : F], ceci étant possible car K" est le
compositum des extensions abéliennes sur K.

Dans la suite, on fixe un modele de Weierstrass de E de la forme
Y? = X? + ay X + ag,

ou a4 et ag sont des éléments de K. Si p est la fonction de Weierstrass associée, la courbe
complexe F(C) est paramétrée par X = p(z) et Y = ©/(z). On rappelle que les points
complexes d'une courbe elliptique sont paramétrés par l'isomorphisme de groupes de Lie
complexes

C/A— E(C) : y’ =2’ +ar+as, 2z (p(2),¢(2)),

ou p(z) est la fonction de Weierstrass définie par la formule

Vz e C, p(Z)Zé—FZ(ﬁ—%).

weA*

Soient p un nombre premier et v une place de K au-dessus de p. On rappelle le théoreme
fondamental, du a Deuring [22], concernant la multiplication complexe que 'on va utiliser
ici. On renvoie par exemple a [51] Chapter II pour les démonstrations.

Proposition 18 Soit E/C une courbe elliptique a multiplication compleze par O, anneau
d’entiers d’un corps de nombres quadratique imaginaire. Il existe un unique isomorphisme

[] : O — End(E)
tel que pour toute différentielle invariante de E, w € Qg et pour tout a« € O, on a
[a]'w = aw.

De plus le degré de [a] est égal a N§(cv).
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Théoréeme 43 (Deuring) Soit E/K wune courbe définie sur le corps de nombres K, a
multiplication complexe par le corps quadratique imaginaire k. Soient p un nombre premier
et v une place de K au-dessus de p telle que E a bonne réduction en v. Alors il existe un

unique o, € Oy tel que [a,] = Frobg, ot E, est la réduction de E sur F,.

De plus au cours de la preuve de ce théoreme on montre que q := Né{ (v) = Ng ().
Dans les deux lemmes qui suivent, conséquences du théoreme précédent, on note 7 une
uniformisante dans k£ de I'idéal maximal 91 correspondant a la place v.

Lemme 21 Pour tout élément o € Oy, il existe deux polynomes R, et S, premiers entre
eux, a coefficients dans Oy tels que

Ces deux polynomes sont définis a multiplication par une méme unité de Oy pres. Notam-
ment quand o = ,, on a

R (X)) =uX4+ 7V (X), et So(X)=u+7W(X),

ot u est une unité v-adique de O et V et W sont deux polynomes a coefficients dans O.

Lemme 22 Pour tout a € O, les polynomes ﬁ; et §; sont premiers entre eux.

Démonstration : On trouvera par exemple une preuve de ces deux lemmes dans [31]
lemmes 3.1 et 3.2 respectivement. Il

Nous aurons également besoin d’un lemme sur les endomorphismes du groupe formel associé
a la courbe elliptique E. Si P est un point de la courbe de coordonnées affines (X,Y’), on
note t = —% et on note [a,] 'opérateur du groupe formel associé a ’endomorphisme «,,.

Lemme 23 I existe une série entiere v, a coefficients dans Ok, telle que
[, (t) =t + mu0(t).
Démonstration : C’est le lemme 3.3 de [31]. O
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5.3 Reéductions

On fait maintenant les mémes réductions que dans le cas multiplicatif di a Amoroso-
Zannier. On note P ’ensemble des nombres premiers qui se décomposent totalement dans
K. Pour chacune des places v de K au-dessus d’un tel premier p, la complétion v-adique
de K est K, = Q,. Pour p € P, on notera donc K, cette complétion dans la suite. Soient
p € P et F/K une extension abélienne finie, on note e,(F') 'indice de ramification de p
dans F' et F), la complétion v-adique de F' en v. On a K, = Q,, donc F;, est une extension
abélienne de Q,. Par le théoreme de Kronecker-Weber local, elle est donc contenue dans
une extension cyclotomique de @, que l'on notera Q,((;,). On pose m = m,(F) le plus
petit entier ayant cette propriété et on définit f,(F) le conducteur local de F' en p comme
étant la plus grande puissance de p divisant m (il s’agit bien du conducteur local au sens
de la théorie du corps de classes local). On pose

i(F) = [T,

peEP

le conducteur de F' et on note que si F' C F alors f(F') < f(F).

Soit maintenant P un point de F (F)lEtors contredisant le théoreme 34, de degré minimal,
i.e., tel que pour tout point P’ € E(K)\Eis de degré D' < D sur K2 on a

E(P')> ¢«(E/K) (loglog5D'\ "
- D log 2D’ '

Lemme 24 Pour démontrer le théoréeme 34, on peut supposer que pour tout point de
torsion T € Fig on a [K**(P+T): K*] > D.

Démonstration : La hauteur de Néron-Tate est invariante par translation par un point
de torsion. Le résultat découle donc immédiatement de la définition du point P et de la

13
décroissance pour ¢t > 1 de la fonction ¢ — C(Et/ K) <l°ﬁ)g)§t5t> : O

Soit A I’ensemble des extensions abéliennes finies F'/ K telles qu'il existe un point de torsion
T € Eios tel que [F(P+T) : F] < D, i.e., tel que [F(P+T) : F] = D par le lemme
précédent. Cet ensemble est non vide, puisque par définition de K?P, on sait qu’il existe
une extension abélienne finie F'//K telle que [F(P) : F] = [K*(P) : K*] = D. L’extension
F et le point T = 0 montrent donc que A est non vide. On définit alors I’entier

f = min f(F).

FeA
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Lemme 25 Awvec les notations précédentes, pour démontrer le théoréme 34, on peut sup-
poser que

D = [F(P): F] ou F/K est une extension appartenant a A, contenue dans K(P). (5.1)

On peut également supposer que
f(F) =1 (5.2)

Enfin, on peut aussi supposer que
VT € Eios tel que K(P+T) C K(P), ona K(P+1T) = K(P). (5.3)

Démonstration : Par définition de K?P il existe une extension abélienne finie F//K telle
que D = [F(P) : F], donc appartenant a .A. On prend dans A une extension F'/K réalisant
le min des f(F), i.e., réalisant f. Montrons qu’on peut supposer (5.3). Soit T € Ejqs tel
que K(P +T) C K(P), alors, le point T est défini sur le corps de nombres K(P) car
P+T — P =T.Sipour tous ces T, on a I'égalité K(P+ T) = K(P), il n’y a alors rien a
montrer. Sinon, on note 7 'ensemble fini des points de torsion tels que K (P+1T) C K(P).
Soient T' € T et P, = P+ T. L’extension K (P;) est une sous-extension stricte de K(P).
On note 7; 'ensemble fini des points de torsion tels que K(P,+T) C K(P;). Si 7; est non
vide, on choisit 7} € 77 et on pose P, = P; +T;. L’extension K (P,) est une sous-extension
stricte de K (P;). On construit ainsi une chaine

K(P,) C...C K(P) < K(P).

Donc pour n assez grand, on sait que K(P,11) = K(FP,), autrement dit que I'ensemble
7,1 correspondant est vide, c’est-a-~dire que

VT € Eios tel que K(P,+T) C K(P,), ona K(P,+T)= K(FP,).

Or par construction, on a P, = P+ T}, ou T,, est un point de torsion de F, donc le lemme
24 précédent assure que [F'(P,) : F] > D, > D. De plus on a

D, = [K™(P,): K*] < [F(P,): F]<[F(P): F]=D

car K(P,) C K(P), donc D,, = D. La hauteur de Néron-Tate étant invariante par trans-
lation par un point de torsion, on a également ﬁ(Pn) = ﬁ(P) Enfin, quitte a remplacer
F par F} = FNK(P,), on voit que l'on peut aussi supposer ’hypothese (5.1) vraie. La
fonction f(-) étant croissante, ’hypothese (5.2) est elle aussi vérifiée, ce qui conclut. [

Dans toute la suite on supposera désormais vraies les hypotheses (5.1), (5.2) et (5.3).
Remarque 21 On note que, comme K C F' C K(P), on a aussi, F'(P) = K(P).

On peut maintenant énoncer les deux lemmes de réduction qui nous serviront dans la suite.
Le premier est inspiré du Lemma 2.1. (ii) de [6], le second est plus classique dans le cadre
du probeme de Lehmer.
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Lemme 26 Soient p € P et v une place de K au-dessus de p, alors, pour démontrer le
théoreme 34, on peut supposer que

soit K(a,(P)) = K(P), soit [K(P): K(a,(P))] = p.

Démonstration : On considere le diagramme

K (P, E[ov))
/ Y&
K(P)\ K (ay(P), Elay])
K(a(P))

L’extension K (P, E[a,])/K (o, (P), Ela,]) est galoisienne d’ordre 1 ou p. En effet on a une
injection naturelle Gal(K /K (a,(P), E|a,])) = Ela,] : les conjugués de P par I'action de
Gal(K /K (a,(P), E[a])) sont parmi les P+T, ot T' € E[a,] et o, est une isogénie cyclique
d’ordre p.

Si le groupe de Galois correspondant G est d’ordre p, alors 'extension K (P)/K (a,(P))
est également d’ordre p.

Si G est d’ordre 1, on va montrer qu’il existe T € E|a,] tel que K(P+T) C K (o, (P)).
On regarde I'action de Gal(K /K (o, (P)) sur I'ensemble {P +T / T € ker[a,]}. Soit il y a
une seule orbite, auquel cas [K(«,(P)) : K(P)] = p; soit l'orbite wp, contenant P est de
cardinal m strictement inférieur a p, donc premier a p. Dans ce cas, il existe 7" € Ela,],
tel que

Y (P+T)=mP+T

Tewp

est stable sous I'action de Gal(K /K (a,(P)). Par le théoreme de Bézout, il existe deux
entiers, A et u tels que Am + pp = 1. Par ailleurs, en notant o, 'isogénie duale de «,,, on a

K ([lP) = K (a(au(P))) € K(au(P)).
Ainsi, on a les inclusions
K (N([m]P +T') + [up]P)) = K (P + NT') € K(a,(P)).
On a donc linclusion K (P + [A|T”) C K(P). Par 'hypothese (5.3) ceci entraine que
K(P) = K(P+ [NT') C K(ay(P)).
On en déduit que K(P) = K (a,(P)). O

Lemme 27 Pour tout p € P sauf pour au plus %logD d’entre eux et pour toute place v

de K au-dessus de p, on a
F(P) = F(ay(P)).
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Démonstration : C’est le lemme combinatoire classique de Dobrowolski [23] (di & Laurent
[31] lemme 4.2 dans le cas des courbes elliptiques). O

Notons que 'on pourrait éviter de recourir a ce lemme combinatoire, en faisant un rai-
sonnement du méme type que dans le lemme précédent, comme il est fait dans l'article
d’Amoroso-Zannier [6]. Dans la suite on notera P* le sous-ensemble de P formé des pre-
miers vérifiant le lemme 27 précédent.

5.4 Lemmes d’extrapolation

Dans la partie 5.6 on va faire deux extrapolations différentes, selon qu’il y a beaucoup de
places de F' au-dessus de P* ayant un gros indice de ramification, ou non, tout ceci étant
bien évidemment quantifié. On commence par les lemmes qui nous permettront d’extrapoler
dans le cas ou il y a beaucoup de ramification.

5.4.1 Lemme ramifié

Lemme 28 Soient E/K une courbe elliptique a multiplication complexe, v une place de
bonne réduction ordinaire et I, le groupe d’inertie de Gal(K,/K,). Alors, pour tout entier
n > 1, on a l'isomorphisme de I,-module E[a}] 2 fiyn.

Démonstration : C’est le lemme 3.2 de [8]. O

Le lemme suivant est inspiré du lemme 3.2. de [6].

Lemme 29 Soient p € P* et e, son indice de ramification dans F'. Il existe un sous-groupe
H, de Gal(F/K) d’ordre
| H, |> min{e,, p},

tel que

1
| 2P — oa? |, < =,

pour tout x € O, tout o € H, et toute place w de F au-dessus de p. De plus, pour toute
place v de K au-dessus de p et pour toute extension T € Gal(K/K) de o € H, — {Id}, on
a

T(w(P)) # ay(P).

Démonstration : La fabrication de H, et ’estimation de son cardinal se fait comme dans
larticle de Amoroso-Zannier : soient v une place de F' étendant p et F, le complété v-adique
de F. On pose m := m,(F') le plus petit entier m tel que F, C Q,((y). On décompose m
sous la forme m = f, - n ol n est premier a p et f, est le conducteur local de F' en p.

Si p ne se ramifie pas dans F, alors e, = 1 et H, = {Id} convient. On peut donc
supposer que p se ramifie dans F', donc a fortiori dans Q((,,). Ainsi p divise le conducteur
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local f,. On pose X, le groupe de Galois de 'extension Q,((y)/Qp(Gmyp). Cest un groupe
cyclique d’ordre p ou p — 1 selon que p? divise f, ou non. Par la propriété de minimalité
de m, ¥, ne fixe pas F,, donc induit par restriction un sous-groupe non-trivial H} de
Gal(F,/K,). On note que si p* ne divise pas f,, alors l'ordre de H} est au moins e, car
Iextension Q,(Gn/p)/Q, est non-ramifiée ; alors que si p* divise f,, nécessairement H; est
d’ordre p. On définit H, comme étant I'image isomorphe de H; dans Gal(F/K). On peut
voir que H ne dépend pas de v, mais seulement de p. Il en est de méme de H, que l'on
note désormais H,. On a déja obtenu l'estimation de son cardinal.
Montrons la propriété de congruence : soit O 'anneau des entiers de Q,((,). On a

Vee O, Voe X, 2 =02” mod pO, (5.4)

(cf. par exemple [6] p. 717). Ainsi pour tout € Op et pour tout o € H,,, l'entier 27 —oa? €
F est d’ordre supérieur a e, en v.

Montrons maintenant la derniére propriété. Soient o € H, — {Id} et 7 € Gal(K/K)
une extension de o. Supposons par 'absurde que 7(a,(P)) = a,(P). Soit E le sous-corps
de F fixe par 0. On a [E(a,(P)) : E] = [F(ay(P)) : F). De plus, par le lemme 27, le point
P est défini sur la méme extension de F' que «,(P). Donc,

[E(ay(P)) - E] = [F(ay(P)) : F] = [F(P): F] = D. (5.5)

On va maintenant montrer que | £, |= p : tout d’abord, comme E est strictement inclus
dans F, on a [F(P): E] > [F(P) : F] et donc, d’apres (5.5),

(F(P) : B(ao(P))] = [E[(Z (](3 ;)Z)“?]E] - [[583 ;E;]] o1 (5.6)

Par ailleurs, d’apres la remarque 5.3, on a K(P) = F(P) et K C E(a,(P)) C F(P).
Ainsi, [F(P) : E(,(P))] divise [K(P) : K(a,(P))]. Si K(P) = K(a,(P)), alors 7 fixe
K(P) = F(P) donc fixe F' ce qui contredit le choix de ¢ # Id. Ainsi, par le lemme 26,
I'extension K (P)/K(a,(P)) est de degré p. On en déduit que 'extension F'(P)/E(a,(P))
qui est non triviale par (5.6), est de degré p. On a ainsi

[F(ao(P)) : E(ew(P))] = [[I;Eg ;E((Z((?)))]]

= [F(P) : E(a,(P))] = p par le lemme 27.

L’extension F/E étant galoisienne, on en déduit que | H, |= [F' : E|] = p, donc par
construction de H,, on obtient | 3, |= p.

On sait que sur une courbe elliptique a multiplication complexe, on a bonne réduction
ordinaire en toutes les places v au-dessus d'un premier p € P. On peut donc appliquer
le lemme 28 dans notre situation. Par ce lemme on sait que les points de a*-torsion sont
définis sur Q,(¢r) C Qu(¢m). Ainsi F,(E[ak]) € Q(¢n), donc le groupe de Galois ¥, induit
par restriction un sous-groupe non-trivial de Gal(F(E[a*])/K) qui est cyclique d’ordre p
par le paragraphe précédent. Soit donc F C F(E[aF]) son sous-corps fixe. Soient x € E
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et p € Gy = Gal(F(E[a*])/F) — {Id}. Puisque [F : E] = p, le morphisme o engendre le
groupe Gal(F/E), donc il existe un entier u tel que pp = ¢*. Notamment, on en déduit
que p(z) = x, c’est-a-dire que

E CF. (5.7)

On va maintenant montrer qu’il existe un point de a*-torsion T tel qu’on ait I'inclusion
F(P+T) C F(a(P)). Si F(P) C F(ay(P)), il n’y a rien & montrer. Sinon, on a a fortiori
I'inclusion stricte

F(a, F (Blag), P).

Les extensions étant galoisiennes, [F ( [ ] ay(P)) : F(a(P))] divise [F(E[aF]) : F] = p.
De plus, par le lemme 27, F(E[a¥], P) = F(E[a¥], a,(P)), donc on a 1'égalité

v

[F (E[af], P) : F (a(P))] = p

v

Ainsi, le morphisme de restriction

es : Gal (F(E[af], P)/F(a,(P))) — Gal (F(E[a}])/F),

entre groupes de méme cardinaux est un isomorphisme. Soit p un générateur du groupe
cyclique Gal (F(E[o%], P)/F(a,(P))). Il existe un point de a,-torsion T} tel que

5(P)=P+T.

De plus, par le lemme 28, on a I'isomorphisme de I,-modules, E[af] ~ fpk, donc si T est
un point de E[a*]\E[af~1], alors le point T3 = p(T) — T est d’ordre p. Finalement, il
existe un entier v tel que

T, = vT3.

On pose T'= —rT,. On a alors
p(P+T)=P+T, —vp(Ty) = P+ vl —vly —vly =P +T.
Ceci nous donne bien I'inclusion F(P + 1) C F(a,(P)).
En utilisant (5.5) et (5.7), on obtient
[F(P+T):F] <[F(an(P) : F] < [E(ay,(P) : E] = D.

Or par construction, F, C Q,(Cnyp) et F C F(E[ak]), donc

k
f,(F) < % < §,(F), et, sil # p, fi(F) < fi(F).

On en conclut, que
[F(P+T):F] <D et, f(F) < §(F) =,

ce qui contredit la définition de f. Ceci conclut la preuve par ’absurde. 0
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5.4.2 Lemme non-ramifié

On passe maintenant au lemme qui va nous permettre de faire 'extrapolation dans le
cas ou il n’y a pas beaucoup de ramification. Il s’agit du méme lemme que dans le cas
multiplicatif.

Lemme 30 Soit p € P, il existe ®, € Gal(F/K) tel que
1
| 2P — pz |, <p r,
ol x € Op et v est une valuation sur Q étendant p.

Démonstration : C’est le lemme 3.1. de [6]. O

5.5 Lemme de Siegel

Dans la suite, on considere un point P; qui sera soit P soit «,(P). On note p(u) la
coordonnée = de P; et on note p(uy),...,p(up) les différents conjugués de p(u) sur F.
On dit que les u; sont les conjugués de wu.

Soient L et T deux entiers strictement positifs et N E]\/f, 2\/f[ un nombre premier (qui
existe par le “postulat de Bertrand”). On va construire une fonction

avec p(A1, A2) € Z non tous nuls, telle que : ¢ n’est pas constamment nulle sur E(C), ¢
est nulle en les conjugués u; de u avec multiplicité T' et les coefficients p(-,-) sont bien
controlés. Le premier point est assuré par le choix de N et le fait que les p(-,-) ne sont pas
tous nuls, le second découle d’un lemme de Siegel absolu.

Lemme 31 Soient n un entier et S un sous Q-espace vectoriel de dimension d de @n
Pour tout € > 0, il existe un vecteur x € S tel que

ha(S) N log d L

<
hal@) < = 2

Démonstration : cf. [21] lemme 4.7 et la remarque qui suit. O

Proposition 19 Soient L, T et k trois entiers positifs tels que L* > kT et k2 > (L +
T)? pour une certaine constante absolue co > 0. Avec les notations précédentes, on peut
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construire la fonction o, s’annulant en uy, ..., ur avec multiplicité supérieure a T, telle
que
ckT

—
T+1)? kT (LN h(Pr) +Tlog(T + L) + T'log N + L) +log L,

h(p) <

ot ¢ est une constante ne dépendant que de E/K.

Démonstration : Par récurrence sur ¢ < 7', on montre qu'il existe un polynome Qx, x,¢

dans O[Xy, ..., X4] de degré partiel en chaque variable majoré par L + 2t, a coefficients
de valeur absolue majorée par ¢, k%! et tel que
dt

T (9 0(N2)™) = Qay e (91(2), /(). 9(N2), o/ (V2))

Au rang t = 0, le polynome () = X{\1X§\2 convient.

Supposons la propriété vraie au rang ¢ et montrons-la au rang t+1 : en notant abusivement
Q. le polynome Qy, 5,4, on a

T (P 9(V2)) = 5 (0l olV))

- dith (p(2), ¢'(2), p(Nz), ¢ (N 2))

= L)+t N ()6 (V)

En utilisant la relation p"(Nz) = 6p(Nz)? + 2a4, on pose donc

o 0@ 00y
Qi1 _X28X1 X,

+ ...+ N(6X3 + 2a4)

On a clairement degy. Q1 < L +2(t+1). De plus, en notant ¢;, les coefficients de @;, on

a
|Gig1] < 6N (L + 2)k" < 12c1\/_ L(L + 2Tk < ¢ ke+D),

Finalement, le systeme V¢ < T — 1, Vi € [1,k], ¢ (u;) = 0 s’écrit :

L L
vt S T — ]-7 Vi S [[Lk]]7 Z ZP )‘17)\2 Q)q >\2t( ( ) p,<uz>’p(Nuz>7pl(NuZ)) = 0.
A1=0 A2=0

Pour tout 0 < i < k, posons
VOStST_L VOS)\D)\Q <L a(l)\) A2),t Q/\l )\Qt( ( ) p,(ul>7p(NuZ)7p/(Nul))
On considere les vecteurs

NG (3) (i) FLA1)?
Vit = (a(070)7t, N R AOTIEEE ,oz(L’L)J) eQ .
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Comme dans [19] p.42 inégalité (18) et suivante, on vérifie que les coefficients du systeme
Vi x =0, 0<1<k, 0<t<T -1

1)2

—(L
avec X € Q( "7 sont tous de hauteur au plus

e (LN2E(P1) +Tlog(T + L) + Tlog N + L) .
Par ailleurs, le Q-espace vectoriel
J— 2
S:{xe@(L“) | Vi x=0, 0<i<k, 0§t§T-1}

est de dimension (L + 1) — kT et les vecteurs y, , forment une base de orthogonal S=.
De plus, le Lemma IV p.10 de [48], nous indique que

ho (S) = ha (S4) <3 ha(ys,) < cshT (LNQE(Pl) + Tlog(T + L) + Tlog N + L) .
it

)

On applique le lemme 31 avec ¢ = %log ( L+ On a ainsi obtenu la fonction voulue,

b L+1)2—kT"
avec des coefficients dans Q et avec la hauteur projective hy. En fait, en appliquant une
remarque de Roy et Thunder [46], on peut également trouver une solution a coefficients
entiers algébriques et avec la hauteur h. La remarque consiste a dire que si x € Q", il existe

a € Q tel que ax est & coefficients entiers algébriques et tel que h(ax) = ho(az) = hy(x). O

5.6 Extrapolation

Il y a deux cas, selon que 'on a “beaucoup” de premiers ayant “beaucoup” de ramification
ou non (ceci étant quantifi¢). On commence par le cas qui sera utilisé quand il n’y a pas
beaucoup de grande ramification.

Proposition 20 Soient Ly et 17 deux entiers strictement positifs d’ordre de grandeur
polynomial en D, tels que L? > DT,. On pose P, = P et on considére la fonction ¢
obtenue dans la proposition 19 avec L = Ly, T =T, et k = D. Soient p € P* et v une
place étendant p sur K. Pour tout t < min{L,, % et pour tout T € Gal(K /K) étendant
le morphisme ®, du lemme 30, on a

T
log | 7)) (o) [o< —5 - logp -+ 8Ly logmax{1L, | p(Nawu) |}
P

Démonstration : Il s’agit essentiellement du deuxieme pas de [31] a la différence que 1'on
utilise un lemme de Siegel absolu, ce qui conduit a supposer 'annulation en un point et en
tous ses conjugués, ainsi qu’a faire intervenir 'indice de ramification e, de p dans F'. On
étend v au corps K (X) en posant | X |,= 1.
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Il y a deux cas : soit p(u) est un v-entier, soit non.

Cas 1 : on vérifie simplement que I'on peut écrire ¢ comme un polynéme en les va-
riables o(z), p(Nz), K’p(,](\g) de degré partiels en p(Nz) et pp,ﬁ')z) respectivement majorés
par 3(L; +t) < 6Ly et par 1. On en déduit l'existence d'une fraction rationnelle G, telle

que Sy (X)31G(X) soit un polynome a coefficients dans Oz et vérifiant

Gp(2) = ¢ (2)".

La fraction rationnelle G(X) admet donc un zéro d’ordre supérieur a 77 aux points X =
o(ur),..., X = p(up). Notons A = 3" ¢;X* le polynéme minimal unitaire sur F' de p(u).
Par hypothese sur p(u), il est a coefficients entiers algébriques. Ainsi, il existe un polynoéme
H a coefficients v-entiers, tel que

Sy(X)¥GQ(X) = AX) P H(X). (5.8)

Si 7, est une uniformisante au-dessus de p dans K et 7, p une uniformisante de p dans F',
par le petit théoreme de Fermat et le lemme 30, on obtient donc

7(4) (plaww)) = 7(A) (p(u)") = (Ap(w)))" =0 mod m, p,

et ce, pour tout 7, p au-dessus de 7,. En substituant p(a,u) a X dans (5.8) et en appliquant
7 aux coefficients des polynomes S, G, H et A, on en déduit que le membre de droite de

cette égalité transformée par 7 est d’ordre en 7, supérieur a % Il reste maintenant a
P

majorer l'ordre en 7, de 7(Sy)(p(awu). Or Sy est a coeflicients dans K, donc est, de
méme que Ry, invariant par 7. De plus,

Ry (p(avu))
Sn(p(avu))
D’apres le lemme 22, les polynomes Ry et Sy réduits mod m, sont premiers entre eux.

Autrement dit, I'un des deux nombres Ry (p(ayu)), Sy(p(auu)) est une unité de Ox—. Si
c’est Sn(p(au)), on a fini, sinon, c’est Ry (p(a,u)) et donc

p(Nayu) =

ord,, (Sn(p(awu)) = —ord,, p(Nayu).

Cas 2 : Si p(u) n’est pas un v-entier, on fait un changement de carte comme dans le b) du
deuxieme pas de Laurent [31] : on effectue le changement de variable projectif

Alors s s’exprime en fonction du parametre local ¢ par une série entiere s(t) a coefficients
v-entiers. On considere cette fois la fonction

(¢'(2)'(N2)) " 0 (), 2 la place de o) (2)2.
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p(z) 1 p(Nz) ot ——1

Elle s’écrit comme un polynome en les variables — 7 o) T o(Ne)
donc une série entiere GG, a coefficients v-entiers, telle que

G(t) = (¢ (2)¢ (N2)) 1 0 (2). (5.9)

m . Il existe

Soient & = —% le parametre local associé au point P et A le polynome minimal unitaire

de & sur F,. D’apres ’hypothese, le nombre £ est dans I'idéal maximal m,, donc tous
les coefficients de A, sauf le coefficient dominant, sont divisibles par 7,. Le théoreme de
préparation de Weierstrass montre qu’il existe une série entiere H, a coefficients v-entiers,
telle que

G(t) = AT DH(t).

Dans cette identité on substitue ¢t = [a,](§) = & + mpY(§) par le lemme 23. On conclut

alors comme dans le premier cas (il faut savoir majorer

ordr, (¢ () ' (Nawu)) = ordy, 5[] () 4 ord, s([Naw](£)).

Puisque N est premier a p, ces dernieres quantités sont toutes deux égales a

3
—éordﬂpp(Nayu) (cf. paragraphes 3 et 6 de [55]).

Remplagant dans (5.9), z par a,u et t par [a,](§) on peut alors conclure). O

On passe maintenant a la proposition qui nous servira quand il y a beaucoup de grande
ramification.

Proposition 21 Soient Lo et Ty deux entiers d’ordre de grandeur polynomial en D et Ao
un entier strictement positif, tels que L2 > DTyAy. On considére la fonction o obtenue
dans la proposition 19 avec L = Ly, T =T5, k = DAs et avec

{u, ..., ug} = {ayu; /i€ {l,...,D} et v décrivant un ensemble P de cardinal Ay} .

Pour tout t < min{L,, £}, pour tout v dans lensemble Pj et pour tout T € Gal(K/K) tel
que Tr € H,, p/v € P}, on a

T:
log | T(go(t))(ozpu) |, < —glogp—k 8L log max{1,| p(Nayu) |,}.

Démonstration : La encore il y a deux cas selon que p(u) est un v-entier ou non. On
commence par le cas ou ¢’est un v-entier. On étend v au corps K(X) en posant | X |,= 1
et on fait la méme preuve que précédemment, en montrant cette fois-ci que

7 (Aq,) (p(ayu)) =0 mod Tps

118



oil A,, est le polynéme minimal de @(a,u). Pour montrer ceci, on note A® le polynéme
minimal de p(u) ol 'on a élevé les coefficients a la puissance p. On a alors
T (As,) (playu)) =7 (A(p)) (p(cu)) mod m, par le petit théoreme de Fermat,
= AP (p(a,u)) mod 7, par le lemme 29,
= AP(p(u)’)  mod m,,
= (Alp(u)))”  mod m,,
= 0.

Si p(u) n’est pas un v-entier, on utilise le méme argument que dans le cas 2 de la proposition
20 précédente pour conclure de la méme fagon. O

5.7 Conclusion

5.7.1 Le cas du théoréeme 34

En notant [-] la partie entiere, on pose C' une constante assez grande (de sorte que les
inégalités soient vérifiées) ne dépendant que de F/K et on pose

. (log2D)S log2D >
— |t A28 E= o7 ) |,
M {C ct “oglogsD

(loglog5D)>
Pour p entre N;/2 et Ny, le théoreme de Chebotarev nous indique qu’il y a plus de A =

c4 ( _log2D
2 loglog 5D

6
) } tels p. En notant e, 'indice de ramification de v dans F', on a : soit il y

a plus de A; = A/2 nombres premiers p ayant une place v avec un e, < E, soit il y a plus
de Ay = A/2 nombres premiers p ayant toutes les places v avec un e, > F. On va traiter
chaque cas séparément et conclure dans chacun de ces deux cas.

Cas 1 :1il y a plein de v ayant peu de ramification, i.e., il y a plus de A; = A/2 nombres
premiers p ayant une place v avec un e, < E.

Dans ce cas, on note P; le sous-ensemble de P* correspondant a A; et on introduit les
parametres suivants :

(log2D)*

L, = N eer)
! (loglog5D)6 |’

log2D)? o (log2D)7
sp 1082D) | g fogp Ws2D) ) C oy s
(loglog5D)6 | ! ¢ (loglog5D)? |’ ot. i =|C

et N est un nombre premier tel que %\/Ll < N <+/L;.

Proposition 22 Pour tout p € Py, pour tout 7 étendant @Ijl et pour tout t < T7, la
fonction 71 (go(t)) de la proposition 20 s’annule en a,u.
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Démonstration : En notant

¢= NF(P)/F (T (SO(t)) (%U)) )

on a grace a la proposition 20,

DT 1
log | ¢ o< —;—ng +8L, 3" Dy logmax (1| p(Nayu |,)
v w/v
On en déduit DT
log | ¢ |,< —012# + DL, ((310 + Nth(P)> )

Or par hypotheése sur h(P), on a N2ph(P) < N2Nh(P) < ¢1,. En remplacant les pa-
rametres par leur valeur, on obtient donc
(log2D)?

1 o< — 1Dt o)
og | ¢ l< —C" (loglog5D)8

Ainsi, si ¢ est non nul,

(log2D)?

—_ . 5.10
(loglogb5D)8 (5.10)

MO = (O™ = Dlogmax(1, | ¢ 1.} > €107

Par ailleurs, un calcul classique (cf. par exemple [19] p.50) permet d’écrire
h(¢) < c15DTI1og(T! + Ly) + c16DLyN*ph(P) + c17Dh(yp)

ou h(yp) est donnée par la proposition (19) :

CDT1

Me) < e - o

(L1N2E(P) + T log(Th + Ly) + Th log N + L1> +1log L.

en remplagant les parametres par leur valeur, on obtient :

(log 2D)5 i 01603D2 (log QD)5 + 017C3D2 (log 2D)5

h < c3p?—~—2""7 L A A — L L~ R —
(O =as (loglog5D)¢ (loglog5D)8 (loglog5D)%’

Soit
(log2D)?

(loglog5D)6
En comparant les inégalités (5.10) et (5.11), on obtient une contradiction pour C' suffisam-
ment grand, ce qui conclut. 0

h(¢) < c13C3D? (5.11)

Puisque l'on travaille avec des p € P* C P, on a [F(a,(P)) : F] = D. Donc, on obtient
ainsi, en comptant les multiplicités, au moins

(log 2D)1°

1
DTN, > -C"D?—=2""__
1= 2C (loglog 5D)1?

(5.12)
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racines. Or en utilisant la relation

Ry(p(2))

p(Nz) = Swlo(2)’

on peut écrire ¢ sous la forme
p(z) = F(p(2)),
ou F est une fraction rationnelle de degré majoré par
(log 2D)1°

N2+ 1)L, <2L?<20%D? 2"
(Vo DIy <207 < (loglogbD)!?

(5.13)

En comparant (5.12) et (5.13), on en déduit que la fraction F' est identiquement nulle.
Donc il en est de méme pour ¢, ce qui est absurde par le choix de N. Le théoreme est donc
démontré dans ce cas.

Cas 2 : il y a plein de v ayant beaucoup de ramification, i.e., il y a plus de Ay = A/2
nombres premiers p ayant toutes les places v avec un e, > FE.

Dans ce cas, on note PJ le sous-ensemble de P* correspondant & Ay et on introduit les
parametres suivants :

c=p (log2D)7 o (log2D)" (log2D)®

Ly = 2" | Ty=|C:D——>"" | et,Ty= |C'D—2"_
? (loglog;SD)g}7 2 [C (loglog5D)9} o 52 [C (loglog5D)8 |’

et N est un nombre premier tel que %\/Lg < N < +/Ls.

Proposition 23 Pour tout p € P}, pour tout T tel que 7w € H, et pour tout t < Ty, la
fonction 71 ((p(t)) de la proposition 21 s’annule en a,u.

Démonstration : En notant

(= NF(P)/F (T (QO(t)) (%U)) )

on a grace a la proposition 21,

DT,1
log | ¢ |,< —% + 8L, ZDw logmax (1, | p(Nayu |y) -
w/v
On en déduit .
0 ~
log | ¢ |o< —0122Tgp + DL (610 + N2ph(P)> :

Or par hypothese sur E(P), on a NQpﬁ(P) < NQNlﬁ(P) < ¢11. En remplacant les pa-
rametres par leur valeur, on obtient donc
(log2D)7

1 b < — C:p2——o)
08 | Clos —e1sC? (loglogbD)?®
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Ainsi, si ¢ est non nul, on a

(log2D)7

—_— . 5.14
(loglog5D)® (5.14)

MO = () = Dlogmax(1, | ¢ .} 2 en0iD?

Par ailleurs, le méme calcul que précédemment permet d’écrire
h(C) < c15DT10g(Th + Ls) + c16DLyN*ph(P) + c17 Dh(yp)
ou h(y) est donnée par la proposition (19) :

CDAQTQ
<
h(p) < (L, + 1)2 — DALTS

(LQNQE(P) + Tylog(Ty + Ly) + Ty log N + L2> +1log Lo.
en remplagant les parametres par leur valeur, on obtient :
35 17 10g 2D)7
MQ) < (@sCt + e1sCF C7>D2(—,
(€) < (150" + e16Cs +c17C 1 (loglog 5D

soit,

(log2D)"
(loglog5D)8
En comparant les inégalités (5.14) et (5.15), on obtient une contradiction, ce qui conclut.

O

h(¢) < ¢15C D? (5.15)

Puisque l'on travaille avec des p € P* C P, on a [F(a,(P)) : F] = D. Donc, on obtient
ainsi, en comptant les multiplicités, au moins

1 (log2D)™
EDTyAy > ~C°D* ——2—"—L 5.16
22 =0 (loglog 5D)16 (5.16)
racines. Or en utilisant la relation
Ry (p(2))
p(Nz) = :
N2 = o)
on peut écrire ¢ sous la forme
p(z) = F(p(2)),
ou F' est une fraction rationnelle de degré majoré par
3 log2D)
N2 4 1)L, < 212 < 20 p2. 108200~ 5.17
(N + 1)L, <213 < ' (loglog 5D)16 ( )

En comparant (5.16) et (5.17), on en déduit que la fraction F est identiquement nulle.
Donc il en est de méme pour ¢, ce qui est absurde par le choix de N. Le théoreme est donc
démontré dans ce cas. Il est donc démontré dans tous les cas. O
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5.7.2 Le cas du théoréme 35

Pour prouver le théoreme 35, on fait essentiellement la méme preuve que pour le théoreme
34 : on peut faire les mémes réductions et on a uniquement besoin de la partie non-ramifiée
de la preuve précédente. La seule chose qui change est le choix des parametres permettant
de conclure.

En notant [-] la partie entiere et C' une constante assez grande (de sorte que les inégalités
soient vérifiées) ne dépendant que de E//K et de ¢y, on pose E =1 et

log 2D)?
N, — |32 1082D) 1
loglogbD
Pour p entre N;/2 et Ny, le théoreme de Chebotarev nous indique qu’il y a plus de A =
2
{%2 (&%) } tels p. On note Py le sous-ensemble de P correspondant a A et on introduit

les parametres suivants :

log 2D log 2D C?
Li=|C’D—="_| T,=|20D—=>"_ t, T/ = |—D
) |:C log10g5D:| r |: ¢ 10g10g5D} » & |: 2 :| ’

et NV est un nombre premier tel que %\/Lg < N < +/Ls.
Le méme argument qu’au cas 1 du paragraphe précédent nous permet alors de conclure.

Remarque 22 Notons que bien que la preuve de ce théoreme 35 soit moralement la méme
que celle du théoreme de [31], le fait d’utiliser un lemme de Siegel absolu conduit a un
choix différent des parametres pour faire fonctionner I’étape d’extrapolation.

5.8 Application du théoreme 34

En fait une version affaiblie du théoreme 34 suffit déja. Précisément, on utilisera le corollaire
suivant :

Corollaire 10 Soient E/K une courbe elliptique a multiplication complexe et € un réel
strictement positif. On note K la cloture abélienne de K. Il existe une constante stricte-
ment positive c(E /K, e) telle que

c(E/Ke)

VP e E(F)\Etora h(P) > Dlte

ot D = [K*(P) : K*).

On reprend les notations de 'article [57], et on va montrer comment éviter la seconde partie
de la preuve (parties 4.3 et 4.4 et 6 de article [57]).
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Soient n > r > 0et P € S, ,.(C). On note K(P) le corps de définition de P. On note
x; : C'— F les applications coordonnées définies par la composition de I'immersion fermée
C — E™ et de la i-eme projection E™ — E. Comme FE est a multiplication complexe, on
sait que son anneau d’endomorphismes est un ordre O = Z—+ 77 dans un corps quadratique
imaginaire. On définit alors n morphismes supplémentaires : V1 < i < n, z,.; = 72;. On
note

I'= <'T1’ S 7$”>End(E')
le coordinate module (définition de [57] p.51) : c’est le Z-module engendré par les z; avec

1 <4 < 2n. On considere par ailleurs le Z-module (qui est de rang 2r comme il suit du
lemma 2. de [57])

I'p:= <$1<P)7 s 7x2n(P)>End(E) :
Dans sa proposition 2. de [57], Viada montre que K ((I'p)iors) C K(P) et elle montre

également qu’il existe des éléments Z-linéairement indépendants g, ..., go, de I'p, définis
sur K (P) et engendrant la partie libre de I'p. Ainsi on peut écrire pour tout 1 < i < 2n,

ni(P) =Y aygi+ T
j=1
ou 7T; est un point de torsion. On pose v; = (ayj,...,a,;) et on pose | v; |= max; | a;; |.

Avec ces notations on a 'inégalité (19) de [57] :

2r 2r
[Thr) <]]1wl?. (5.18)
i=1 =1

Dans son corollary 1. Viada obtient alors I'inégalité

1

n—r

d < (NRf[ | v; |> (5.19)

~ 7/NZ x Z]RZ. (Ces

oud=[K(P): K]et N et R sont deux entiers tels que (I'p)
entiers existent par la proposition 2. de [57].)

tors

Dans son corollary 2. Viada obtient enfin les inégalités
(NR)'* < d < (NR)m 1=,
Ainsi d est borné en fonction de N et si n —r > 3 on obtient 'inégalité
(NR)'"° < (NR)7=

Ce qui permet de borner N et donc de conclure. Dans le cas ou n — r = 2, autrement dit
le cas qui nous intéresse réellement, on obtient juste

(NR)"™ < (NR)T=
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ce qui ne permet malheureusement pas de conclure, d’ou la nécessité d’une seconde étape
assez technique dans larticle [57]. On montre maintenant, et c’est 1a la nouveauté, comment
conclure dans le cas général en utilisant notre corollaire 10 et en réutilisant ce qui a été
fait jusqu’a présent. On se place désormais dans le cas ou n — r = 2. On note Ky =
K ((I'p),y)- On peut toujours supposer que K = K(j(E)), donc Ky/K est une sous-
extension abélienne de 'extension abélienne K (E[N]) /K. On pose D = [K(P) : Ky|. On
a, en utilisant toujours le corollary 2. de [57],

D= ﬁ < (NR)T=(NR)""9 < (NR)* (5.20)

si € est suffisament petit. Par ailleurs, les points ¢1,..., g2, sont des points d’ordre infini
de E(K(P)). En appliquant le corollaire 10 puis 'inégalité (5.20), on obtient

2r
Hﬁ(gz) > D72r72rs > (NR)767"€(1+E) > (NR)712715. (521)

i=1
On a ainsi

2r 2
(NR)' < d< (NRH | v; |> par l'inégalité (5.19)

i=1
2r

< (NR)? H/f;(g,-)_% par I'inégalité (5.18)
i=1

< (NR)=*3 par I'inégalité (5.21)

Ceci permet de conclure la preuve du théoréme en prenant ¢ assez petit.
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Chapitre 6

Deux remarques concernant le
probleme de Lehmer sur les variétés
abéliennes

On montre ici que la premiere partie de la conjecture de Lehmer abélienne (minoration des
points engendrant la variété abélienne en terme de 'indice d’obstruction), formulée dans
[19] entraine la seconde partie de cette conjecture (minoration des points non de torsion
en fonction du degré du point et de la dimension du plus petit sous-groupe algébrique
contenant le point). De méme pour le résultat non-conjectural, ce qui permet d’améliorer le
précédent meilleur résultat connu, di & Masser [33], pour la minoration des points d’ordre
infini sur les variétés abéliennes de type C.M. Par ailleurs on montre que la conjecture
de Lehmer abélienne entraine la conjecture de Lehmer abélienne multihomogene a prior:
plus forte, telles qu’elles sont énoncées dans [19]. On montre également que toute avancée
en direction de la conjecture de Lehmer entraine une avancée similaire en direction de
la conjecture multihomogene. En utilisant le résultat principal de [19] on en déduit, en
direction de la conjecture multihomogene, une minoration optimale aux puissances de log
pres dans le cas des variétés abéliennes de type C.M.

6.1 Sur la conjecture de Lehmer sur les variétés abé-
liennes

Rappelons la conjecture de Lehmer abélienne, formulée dans [19] conjecture 1.4. On note
dr(P) lindice d’obstruction de P.

Conjecture 20 (David-Hindry) Soient A/K une variété abélienne de dimension g sur
un corps de nombres et L un fibré en droites symétrique ample sur A. Il existe une constante

strictement positive ¢(A/K, L) telle que pour tout point P € A(K) d’ordre infini modulo
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toute sous-variété abélienne stricte de A, on a

~ ¢(A/K, L)
hp(P) > o)

(6.1)
De plus, en terme du degré D = [K(P) : K], on a pour tout point P € A(K) qui n'est pas
de torsion

/f;L(P) S C(A/K, L)
" Dw

ot gg est la dimension du plus petit sous-groupe algébrique contenant le point P.

, (6.2)

En utilisant le théoreme de David et Hindry [19] on obtient un résultat, optimal aux
puissances de log pres en direction de I'inégalité (6.2) de la conjecture précédente.

Théoréme 44 Si A/ K est de type C.M., alors il existe une constante strictement positive

c¢(A/K, L) telle que pour tout point P € A(K) d’ordre infini, on a
~ A/K,L
hu(P) = AL 1o oyt
Do
ou D = [K(P) : K], ot gy est la dimension du plus petit sous-groupe algébrique de A
contenant P et ot k(go) = (2g0(go + 1))

Démonstration : C’est une conséquence immédiate du corollaire 4 de [42] (chapitre 2 de
cette these) appliqué a la variété V = @ image schématique de P dans A sur K. On peut
faire une preuve directe (ce qui permet d’utiliser le résultat principal de [19] sans avoir &
faire intervenir en plus leur remarque utilisant I'indice d’obstruction) : on commence par le
cas ou A = [[i_, A7, les A; étant des variétés abéliennes simples deux & deux non-isogenes
et ou L est le fibré en droites ample et symétrique associé au plongement

n n
. _ Segre
a=Tla ey = e
=1 =1

les A; étant plongées dans PP,,, par des fibrés L, tres amples et symétriques. On note G
le plus petit sous-groupe algébrique contenant V. On note G° la composante connexe de
I'identité de G. C’est une sous-variété abélienne de A et elle est donc isogene & B = [, A;
ou 0 < s; < ;. On note alors m : A — B une projection naturelle obtenue par oubli de
certaines coordonnées, de sorte que g est une isogénie. Montrons que l'on est dans les
conditions d’application du théoréme principal de [19] en prenant comme variété abélienne
B et comme point 7(P).

Si m(P) est d’ordre fini modulo une sous-variété abélienne stricte de B, en notant H
le plus petit sous-groupe algébrique contenant 7(P), on a dimH < dimB. Ainsi G; =
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G N1 (H) est un sous-groupe algébrique strict de G (car m ¢ est une isogénie), contenant
V. Ceci est absurde.

Si w(P) est d’ordre fini, comme 7 est une isogénie, le point P est aussi d’ordre fini. Ceci
est absurde.

Finalement, 7(P) est un point d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne de B. On
peut donc appliquer le théoreme principal de [19]. Par ailleurs, la hauteur et le degré sont
définis relativement aux plongements

n n n n
) ~ Segre ) _ Segre
A=J4r = []Pi = PY et B=]]4" < [[Py = P".
=1 =1

i=1 i=1

De plus l'application 7 : [T\, Pri — I, P}i est la projection linéaire définie par oubli de
coordonnées. Dans ce cas, et pour ces plongements, on a

Tty ((P)) < hag(P) et degm(P) < deg P.
Ceci nous donne

har(P) > EMB(T('(P», d’ou par le théoreme de [19],
B, M
_ABME) (1062 deg m(P))

(degm(P))e0
B, M
> C<’—Bl) (log 2 deg P) ")
(deg P)%0
(A, M
> cAM) 2 (log 2 deg P) ")
(deg P)oo

v

ou on a pris pour (A, M) le minimum des ¢(B, Mpg) quand s; varie dans [0, r;].

Dans le cas général, la variété abélienne A est donnée avec une isogénie p vers la
variété abélienne B =[], A". Soit P d’ordre infini de la variété abélienne de A. Le point
@ = p(P) est un point d’ordre infini de la variété abélienne de B. Il résulte facilement de
la preuve de la proposition 14. de [40] qu’il existe /(A, L) tel que

hi(P) > (A, L)hu(Q).

Ainsi en appliquant le résultat précédent, on en déduit presque 'inégalité voulue : il faut
encore remplacer le degré deg () par deg P. Or deg ) < deg P. Ceci permet de conclure.[]

Ce résultat améliore le meilleur résultat précédemment connu, di a Masser qui obtient
dans [33], pour tout point P d’ordre infini de A(K) :

- c(A/K, L)
> — =
hi(P) 2 3 log 2D
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En faisant la méme preuve et en appliquant la partie (6.1) de la conjecture 20 au lieu du
théoreme de [19], on obtient le

Corollaire 11 La partie (6.1) de la conjecture 20 entraine sa partie (6.2).

6.2 Sur la conjecture de Lehmer multihomogene sur
les variétés abéliennes

Soit A/K une variété abélienne de dimension g. Quitte a augmenter un peu K (cf. par
exemple [42] lemme 2), on peut supposer (et on suppose) que tous les endomorphismes de

A sont définis sur K. On note hy, la hauteur de Néron-Tate sur A(K) associée & un diviseur
ample et symétrique L. Pour tout entier n on pose L, = L " fibré en droites symétrique
ample sur A" et on note hy, la hauteur de Néron-Tate associée. On commence par un
lemme.

Lemme 32 Soit (P,...,P,) un point de A"(K). On a
hp, (P, P) = hi(P).
i=1

Démonstration : C’est une conséquence formelle des propriétés de fonctorialité des hau-
teurs de Weil et de la définition de la hauteur de Néron-Tate. U

En utilisant ce lemme, on démontre le résultat suivant :

Théoreme 45 Si A/K est de type C.M., alors, pour tout entier n € N il emiste une
constante c(AJK, L,n) > 0 telle que pour tout point (Py,...,P,) € A"(K) d’ordre infini
modulo toute sous-variété abélienne stricte de A™, on a :

u A/K,L
C( / ’; 7n) (10g2D)7nH(g)7

H}ZL(PZ') >

=1

ouwD=I[K(P,...,P,): K]

g

Démonstration : Soient Aj,..., A, des entiers strictement positifs et Q1,...,Q, des
points de A(K) tels que pour tout i, P, = A;Q);. On a

hr Q1 Qu) = > hi(Qi) =D AT?hy(P),
i=1 =1

et,

[K(Qu,....Qu) : K]77 < (AP x -+ x A2D)™ .
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Le théoreme de David-Hindry nous donne alors

n n _N(g)
o c(A/K,L,n)
A0, (P) > ~—— | lo A)D .
>4 hu(P) (T, 47 Dw( g<<g ) ))

On pose maintenant, pour tout 1 <17 < n,

13h(P;
€T, = LA), et Az = [\/(%i].
4min; h(P))

Pour tout 7, on a x; > % et x; > A? > % Ainsi,

3 x4

Y AR (P) <
=1

nmin i (P)),
J

13 e
H <4minth(Pj)> H

Donc,

minhy (P;) > cio(A/K, L,n) Y A72hy(P)
J

i=1

n —r(9)
> c11(A/K2, L,n)1 (log QDHA'i)
<H?:1 AE) Don =l

L n —r(9)
. 4e11(A/K, L/,\n) ml?j hjlz(PJ) logZDHAi :
13 H?:l hi(Fi)wDon =

Par ailleurs, on a la majoration
logﬁAignlog # +210gﬁ/sz(Pi).
i=1 2min; hy (F;) i=1
Or on peut toujours supposer que les EL(PZ-) sont inférieurs a 1, donc,
- 13
log| | Ai <nlog| —————] .
g (lenj hL(Pj)>

Alinsi,

" 13Dx
logZDHAignlog 3—/\ .
2min; hy(F;)

i=1
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On en déduit que

n 1 —r(9g)

~ 1 A/K D=
HhL(]Di); > il /i,n) <10g ) .
=1 D (‘PJ)

ng minj hL

Le point (Py,..., P,) étant d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne, les points
P; sont en particulier d’ordre infini sur A. Le résultat inconditionnel de Masser sur la
minoration de la hauteur des points sur les variétés abéliennes, theorem de [35], nous
donne donc : )

D=

———— < (A/K,L,n)log2D.
min; fo, (F;) a )

log

Ainsi, on en déduit
LA A/K, L
[T = ALK 1og o) et
i=1

g9

ce qui conclut. ]

Remarque 23 Si au lieu de faire appel au théoreme 1.5. de [19] dans la preuve du théoréeme
45 on applique la conjecture 20, alors on en déduit le résultat suivant :

Théoréme 46 Soient A/K une variété abélienne de dimension g sur le corps de nombres
K et L un fibré en droites symétrique ample sur A. Si la conjecture 20 est vraie pour
(A/K, L) alors, pour tout entier n € N il existe une constante c(A/K,L,n) > 0 telle que
pour tout point (Py,...,P,) € A®(K) d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne
stricte de A™, on a :

- c¢(A/K,L,n)

HEL(]DZ) 2 1
i=1 Dy

ouwD=[K(P,...,P,): K]

Remarque 24 En fait dans leur article [19], les auteurs formulent également une conjec-
ture multihomogene du probleme de Lehmer abélien. Plutot que de supposer le point
(Py,...,P,) dordre infini modulo toute sous-variété abélienne stricte de A™, il supposent
les points P; linéairement indépendants dans A. Précisément ils donnent la conjecture 1.6
suivante :

Conjecture 21 (David-Hindry) Soient A/K une variété abélienne de dimension g sur
un corps de nombres et L un fibré en droites symétrique ample sur A. Pour tout entier
n € N il existe une constante c(A/K, L,n) > 0 telle que pour tout n-uplet (Py,...,P,) de

points d’ordre infini dans A(K), End(A)-linéairement indépendants, on a :

f[/ﬁL(Pi) > co(A/K, L,n)

9

Dy
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Dans la formulation de la conjecture 21 qu’ils donnent, David-Hindry écrivent “linéaire-
ment indépendants” sans préciser s’il s’agit de Z-linéairement ou de End(A)-linéairement
indépendants. Il parait préférable de préciser. En effet, si on comprend 'assertion “linéaire-
ment indépendants” comme Z-linéairement indépendants, alors la conjecture 21 est fausse
comme le montre 1’exemple suivant : on prend E/K une courbe elliptique a multiplication
complexe par un corps quadratique imaginaire contenu dans K. On se donne o € End(F)
un endomorphisme qui n’est pas la multiplication par un entier, on se donne également un
point P, d’ordre infini dans E(K) et pour tout n > 1, on choisit des points P, tels que
nP, = P;. Enfin on pose @, = «(P,). Puisque P; est d’ordre infini, les points P, et @,
sont Z-linéairement indépendants. De plus on a

ARIRQ) = 72,
et,
D, :=[K(P,,Q,) : K] =[K(P,) : K] < cn?
Donc,

Ceci montre que 'hypothese “Z-linéairement indépendants” est insuffisante.

Par contre en supposant les points End(A)-linéairement indépendants, la situation est bien
meilleure. Précisément, on a le

Théoréme 47 La conjecture 20 entraine la conjecture 21.

Démonstration : Soit n > 0 un entier. Au vu du théoreme 46, la seule chose a prouver,
est de montrer que I’hypothese (i) : “les points (Py,..., P,) sont End(A)-linéairement
indépendants”, entraine I’hypothese (ii) : “le point P = (P,...,P,) est d’ordre infini
modulo toute sous-variété abélienne stricte de A".” On va plutét montrer que non(ii)
implique non(i). Sinon(ii) est vraie, alors, il existe un endomorphisme ¢, non-nul, de A™ tel
que ¢(P) = 0. Or on peut écrire o(P) = (¢1(P), ..., pn(P)), ot les ¢; sont des morphismes
de A™ vers A non tous nuls. On suppose par exemple que ¢; est non-nul. En notant 1; la
restriction de ¢; a la i-eme composante de A™, on obtient ainsi n endomorphismes de A,
U1, ..., Uy, non tous nuls et tels que

Z%(Pi) = p1(P) =0.

Autrement dit, les points Py, ..., P, sont End(A)-linéairement dépendants. O

Enfin la méme preuve permet de constater que le théoreme 46 entraine un énoncé analogue
en remplacant 'hypothese “d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne stricte” par
“End(A)-linéairement indépendants”. Ce dernier résultat a également été montré par Viada
[57] proposition 4. dans le cas particulier ou A est une courbe elliptique.
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