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Ensembles, relations, applications, lois de
composition

1.1 Relations binaires

DEFINITION 1.1.1

Soient E et F' deux ensembles. Une relation binaire de E vers F est un sous ensemble R du produit cartésien E x F. Si
F = FE on dit aussi relation binaire sur E. Siz € E ety € F, on utilise la notation xRy pour (z,y) € R. (On dit quelquefois
que I’ensemble R est le graphe de la relation R).

DEFINITION 1.1.2

Soit R une relation binaire de E vers F.

On appelle domaine de R le sous ensemblede E D(R) = {z € E| 3y € F, zRy}.
On appelle image de R le sous ensemblede F im(R) ={y € F |3z € E, xRy}.

DEFINITION 1.1.3
Soit R une relation binaire de E vers F. La relation réciproque notée R~ est une relation binaire de F vers E définie par

Vye FNz c E,(y,z) e R & (z,y) €ER

DEFINITION 1.1.4
Soient E, F, G trois ensembles, R une relation binaire de E vers F et S une relation binaire de F' vers G. La relation composée
S o R est la relation de E vers G définieparSoR = {(z,2) € Ex G| 3y € F, (xRy) et (ySz)}.

PROPOSITION 1.1.1
Soient E, F, G, H quatre ensembles et R, S, T des relations binaires de E vers F', de F' vers G et de G vers H respectivement.
Ona

To(SoR)=(ToS)oR

DEFINITION 1.1.5
Soit R une relation binaire sur un ensemble E et E’ un sous ensemble de E. La restriction de R a E’, quelquefois notée R | g
est la relation R' sur E' définie par R' = RN (E’ x E’).

1.2 Relations fonctionelles

DEFINITION 1.2.1

Une relation binaire R de E vers F est dite fonctionelle si pour tout x € D(R) il existe un unique y € F tel que xRy. Dans
ce cas on utilise plutét une notation fonctionelle : on noteray = R(x) plutbt que xRy. On dit que y est I’image de x par R et
que x est un antécédent de y par R.



Une application f de E vers F est une relation fonctionelle de E vers F' dont le domaine est E tout entier. On utilise la
notation f : E — F. Toute relation fonctionelle R induit une application de D(R) vers F ainsi qu’une application de D(R)
versim(R).

DEFINITION 1.2.2

Une application f : E — F est

injective siVz,z' € E, f(z) = f(2') = x = 2.

surjective siim(f) = F,i.e.siVy € F, 3z € E, y = f(z).
bijective si elle est a la fois injective et surjective.

EXEMPLE 1.2.1
Soit E un ensemble. La diagonale Ag = {(z,z) ; € E} définit une relation binaire sur E qui est une bijection appellée
application identique de E vers E et notée Idg.

EXEMPLE 1.2.2
Soient E un ensemble et £/ C E. On appelle application inclusion ou inclusion 7 : E’ — FE I’application définie par
i={(z,y) e E'x E; y=ua}.

Restriction, application induite

Il est important de bien noter que la donnée d’une application f est en fait la donnée d’un triplet, (E, F, f) ou E et F' sont deux
ensembles et f un sous ensemble de £ x F'.

Soient f : E — F une application et E’ C F'. La restriction de f & E’ notée f|g- est I’application de E’ dans F' qui a tout x
de E’ associe f(z) € F. Formellement c’est E/ x F N f.

Supposons maintenant que E’ soit un sous ensemble de E, que F’ soit un sous ensemble de F' et que pour tout = de E’ on
ait f(x) € F’. On peut alors considérer I’application g : E’ — F’ définie par Vz € E’, g(z) = f(x). Formellement c’est
E’ x F' N f. Cette application est appelée application induite par f. Si besoin on la notera fg,'. Il faut bien prendre garde a ne
pas la condondre avec la restriction de f a E’. Ces deux applications ne sont égales que dans le cas ol F/ = F.

THEOREME 1.2.1

Soient E, F, G trois ensembles.

1) Soient R une relation de E vers F' et S une relation de F vers G. Si R et S sont des relations fonctionelles (resp. des
applications) il en est de méme de la composée S o R.

2) Soientf : E — Fetg: F — G des applications. Si f et g sont injectives( resp. surjectives, bijectives), il en est de méme
degof.

3 Sif: E — F estbijective, la relation réciproque de f est une application de F' vers E qui est bijective. On I’appelle
bijection réciproque de f. Onaalors f ' o f = Idg et f o f~! = Idp.

Applications induites sur I’ensemble des parties

Etant donné un ensemble X, on notera P(X) I’ensemble des sous ensembles de X ou ensemble des parties de X.
Soit f : E— F' une application de E vers F.

On définit une application f, : P(E) — P(F) parVX € P(E), f«(X)={f(z); e X} ={ye F|Tr e X, y= f(x)}.
Pour tous X, X’ C E,ona:

FAXUXY) = fu(X) U fulX).

F(X N X)) C F(X) N (X)),
En général la derniére inclusion n’est pas une égalité. De méme il n’y a en général aucune relation d’inclusion entre f.(E \ X)
et F\ f«(X). Notons enfinquesiz € E,ona f.({z}) = {f(2)}.
L’ensemble f.(X) s’appelle I'image par f du sous ensemble X de E. Si g : FF — G est une autre application, on vérifie
facilement que (g o f)« = g« © f.

On définit aussi une application f* : P(F) — P(E) parVY € P(F), f*(Y) ={x € E; f(z) € Y}. Cette application
vérifie, pour tout Y, Y’ C F,
frYuY’) = fry)u ).



P AY)=frY)n ).

FFF\Y)=E\ f(Y).
Le sous ensemble f*(Y) de E s’appelle I'image réciproque par f du sous ensemble Y de F'.
Sig: F — G estune autre application,ona (g o f)* = f* o g*.

Supposons maintenant que f soit une bijection de E sur F. Il est facile de vérifier que f, et f* sont des bijections de P(E)
sur P(F) etde P(F) sur P(E) respectivement et que ces bijections sont réciproques I’une de I’autre. Onadonc f* = (f.)~ L.
Dans ce cas, I’application f. vérifie f, (X N X') = fu(X) N fu(X) et f(E\ X) = F \ f.(X).

Traditionellement, I’application f, est notée f : on écrit f(X) = {f(z); = € X}. Ceci est en partie justifié par le fait que si
on identifie £/ a I’ensemble des parties de E ayant un seul élément, f, est un prolongement de f. Un autre abus consiste a noter
f~1 pour f* que f soit bijective ou non. Remarquons que si f est bijective, on a f* = (f*l)* et que dans ce cas le nouvel
abus de notation est cohérent avec le premier.

Dans la suite nous nous conformerons a ces usages et nous n’utiliserons pas les notations f, et f*.

1.3 Lois de composition

DEFINITION 1.3.1

Soit X un ensemble. Une loi de composition interne = sur X est une application de X x X vers X. Si (z,y) € X x X, I’image
du couple (x,y) par la loi x est noté x x y plutot que x(x, y).

On appelle quelquefois magma un couple (X, ) ot X est un ensemble et x une loi de composition interne sur X.

La loi « est dite associative si, pour tous z,y, z € X ona (zxy)*z = x*(y*z). Dans ce cas, on note z+yx*z la valeur commune
précédente et pour tout entier naturel » > 1 on définit par récurrence 2™ en posant z! = x et pour n > 2, 2" = (2" 1) * x.
Alors, pour tout couple d’entiers p,q > 1 ona z? x 7 = xPt9 et (zP)? = P9,

La loi = est dite commutative si pourtous z,y € X onax xy = y * .

Remarque
Une loi interne est notée additivement si on utilise le symbole + au lieu de *. On n’utilise cette notation que pour des lois
associatives et commutatives. Dans ce cas, 2™ estnotén-zetona(p+q)-z=p-z+q-zetqg-(p-z) = (pq) - .

Remarque
Si la loi * n’est pas associative, on peut toujours définir z™ comme ci dessus. Mais on n’a plus, en général z? * 29 = zP+4,

Un élément e € X est dit neutre pour la loi * si, pour tout z € X onaexx = x xe = z. Un tel élément si il existe est
nécessairement unique. Si la loi est notée additivement, I’élément neutre éventuel est souvent noté 0.

Soit * une loi interne sur un ensemble X admettant un élément neutre e. Soit z € X. Si il existe un élément z’ € X tel que
rx 1z =z’ *x = eonditque =’ est un symétrique de x. Si la loi * est associative, un tel symétrique est unique. En effet, si z’
et 2/ sont deux symétriques de xz,onaz’ =2’ xe =2’ x (z x2") = (¢' xx) x 2" = exa” =z".

Pour une loi notée additivement (donc associative et commutative) le symétrique de =z si il existe est appelé I’opposé de x et
noté —z.

Pour une loi associative notée multiplicativement, un éléement x qui admet un symétrique est dit inversible. Le symétrique est
aussi appelé inverse de z et est noté z 1.

Soit X un ensemble, * une loi sur X associative, admettant un élément neutre noté 1y. On pose, pour z € X, 2% = 1x.
Dans ce cas, on a encore pour p,q € N, zP x ¢ = zP*4, Si z est inversible, on étend la définition de la maniére suivante ; on
note z~! Iinverse de x, et pour n € N*, on pose 2" = (x*l)”. On vérifie sans peine que les relations P * ¢ = P74 et
(xP)? = xP7 subsistent pour tous p, ¢ € Z. En particulier, z—" est Iinverse de z™.

Soient (X, x) et (Y, T) deux magmas. Un morphisme de (X, «) dans (Y, T) est une application f : X — Y vérifiant
Voo’ € X, fz+a') = f(z)Tf(2).

Un sous ensemble X’ de X est stable par * si pour tous z,y € X', z*y € X’. L’application x induit alors une loi de
composition interne sur X’ encore notée .



1.4 Relations binaires sur un ensemble

DEFINITION 1.4.1

Soient E un ensemble et R une relation binaire sur E. R est
Dréflexive siVzx € E, zRx.

2) symétrique si¥(z,y) € E* 2Ry = yRux.

3) antisymétrique si¥(z,y) € E?, (zRy etyRx) = y = x
4) transitive siVz,y,z € E, (xRy et yRz) = xRz

Remarque

R est réflexive ssi Ag C R.

R est symétrique ssi Vz,y € E, 2Ry < yRx ou encore ssi R = R~ 1.
R est antisymétrique ssi RN R~ C Ag

R est transitive ssiR o R C R.

1.5 Relations d’équivalence

1.5.1 Relation d’équivalence et partition

DEFINITION 1.5.1
Soit E un ensemble non vide. Une relation d’équivalence sur E est une relation binaire sur E qui est réflexive, symétrique et
transitive.

DEFINITION 1.5.2
Soit E un ensemble non vide. Une partition de E est un ensemble de sous ensembles non vides de E, deux & deux disjoints
dont la réunion est E.

Soit R une relation d’équivalence sur E. Pour z € E, on appelle classe d’équivalence de x, ou plus brievement classe de z le
sous ensemble Clir (z) = {y € E ; Ry} constitué des éléments de E équivalents & . La classe de x contient .

Soient z,y € E. On a la dichotomie suivante :

ou yRz ce qui équivaut d y € Clg(z) etalors Clg (x) = Clg (y).

ouy ¢ Clg(z) etalors Clg(z) N Clr(y) = 0. L'ensemble des classes d’équivalence des éléments de E constituent donc
une partition de E. Réciproquement, étant donnée une partition P de E, on définit la relation binaire Rp sur E par zRpy <
JA € Ptelquex € A ety € A. Il est facile de voir que cette relation est une relation d’équivalence, que la classe de x est
I’ensemble A de la partition P qui contient z.

On a donc une correspondance biunivoque entre les relations d’équivalence sur un ensemble non vide E donné et les partitions
de cet ensemble.

DEFINITION 1.5.3

Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E. On appelle ensemble quotient de E par R et on note E/R le sous
ensemble de P(E) formé des classes d’équivalence de R.

L’application pr : E — E/R qui @ x € E associe pr(x) = Clgr(z) est surjective. On I’appelle projection canonique ou
surjection canonique.

1.5.2 Factorisation d’applications

PROPOSITION 1.5.1

Soient E, F' deux ensembles non vides, R une relation d’équivalence sur E et f : E — F une application de E vers F'. 1l
existe une application f : E/R — F vérifiant f o pr = f ssi f est constante sur chaque classe d’équivalence de R. Dans ce
cas I’application f est unique.

PROPOSITION 1.5.2
Soient E, F' deux ensembles non vides et f : E — F une application. La relation binaire sur E, Ry, définie par
V(z,y) € E?, 2Ry < f(z) = f(y) est une relation d’équivalence dite relation d’équivalence associée a f.



THEOREME 1.5.1 (Factorisation canonique d’une application)

Soient E et F' deux ensembles non vides et f : E — F une application. Soit R s la relation d’équivalence associée & f. Soient
p: E — E/R; la projection canonique et i : im(f) — F I’inclusion. Il existe une application f : E/R; — im(f) et une
seule telle que f =i o f o p et cette application f est une bijection de E /R ; surim(f).

Pour exprimer la relation f = i o f o p, on dit aussi que le diagramme

E I, F

E/R; —'— imf

est commutatif.

1.5.3 Relation d’équivalence compatible avec une loi interne

DEFINITION 1.5.4
Soient X un ensemble non vide, x une loi interne sur X et R une relation binaire sur X. On dit que R est compatible avec la
loi * si pour tous z, ',y de X onaxzRz’ = (z *y)R(x' xy) et (y * x)R(y * z).

Si R est une relation transitive , en particulier si c’est une relation d’équivalence, compatible avec la loi *, on a facilement

!
{ Z;%;, =zryRz vy
Soit R une relation d’équivalence sur X compatible avec la loi interne . Soient o et 5 deux classes d’équivalences i.e. deux
éléments de E/R. Si on choisit deux éléments quelconques z, =’ dans « et deux éléments quelconques y, 3’ dans 3 les éléments
x * y et ' x 3/ sont équivalents. La classe d’équivalence de z * y est donc indépendante des choix de z et de y et ne dépend
que de « et 3. On notera cette classe ax(3. On définit ainsi une loi de composition interne sur I’ensemble quotient X/R. On
dit que la loi = passe aux quotients en la loi *. La projection canonique p : X — X /R est alors un morphisme surjectif. 1l est
facile de vérifier que si  est associative, resp. commutative, il en est de méme de *. Si x admet un élément neutre e, I’élément
€ est neutre pour . Dans ce cas si un élément z € X admet un symétrique =" pour *, sa classe Z admet un symétrique pour la
loi * qui n’est autre que 1.

1.6 Relations d’ordre

DEFINITION 1.6.1
Une relation binaire sur un ensemble E est une relation d’ordre si elle est réflexive, antisymétrique et transitive.

Une telle relation est souvent notée <. On note en général > la relation réciproque de <. C’est aussi une relation d’ordre.
La restriction d’une relation d’ordre sur £ a un sous ensemble E’ de E est encore une relation d’ordre.
Un ensemble ordonné est un couple (E, <) ou E est un ensemble et < une relation d’ordre sur E.

Soit < une relation d’ordre sur un ensemble E. Deux éléments z et y de E sont dits comparablessionaz < youy < z.
L’ordre < est dit total si deux éléments quelconques sont comparables.

Un élément M € E estun maximum siVa € E, x < M. Par transitivité, si un tel maximum existe, il est unique. Dans ce cas,
on le notera M = max E. On définit de méme un minimum.

Un élément ¢ € E est dit maximal si Vo € E, a < x = a = x autrement dit, si il n’y a pas d’élément de E strictement
supérieur a a. On définit de méme un élément minimal. Si £ admet un maximum M, M est un élément maximal et c’est le
seul.

EXEMPLE 1.6.1
Soit X un ensemble et P(X) I’ensemble des parties de X. La relation d’inclusion C est une relation d’ordre sur P(X). Cet
ordre n’est pas total dés que card(X) > 2. L’élément X est le maximum, I’élément () le minimum.



EXEMPLE 1.6.2
On considere dans N \ {0, 1} la relation a divise b notée a|b. C’est une relation d’ordre partiel. Les éléments minimaux pour
cette relation sont les nombres premiers.

Soit (E, <) un ensemble ordonné. Un sous ensemble A de E est dit majoré (resp. minoré) si il existe un élément M € E (resp.
m € E)telqueVz € A, x < M (resp. m < x). M (resp. m) est appelé un majorant (resp. un minorant) de A.

DEFINITION 1.6.2

Soit (E, <) un ensemble ordonné et A un sous ensemble de E majoré.

Si I’ensemble Maj(A) des majorants de A admet un plus petit élément, celui ci, nécessairement unique, s’appelle la borne
supérieure de A et se note sup(A).

De méme, si A est minoré et si I’ensemble des minorants de A admet un plus grand élément, celui ci nécessairement unique
s’appelle la borne inférieure de A et se note inf(A).

Caractérisation des bornes supérieures et inférieures
Soient (E, <) un ensemble ordonné, A C E, A # B etb € E. On aI’équivalence :

b— sup(4) < Vee A, £ <b
- Sup VM eE, Vze A, o< M) (b< M)

De méme, si a € E, on a lI’équivalence :

Vre A, a<zx

a:mf(A)(:){ YmeE, VreA m<z) s (m<a)

Supposons maintenant que la relation d’ordre < soit totale. On a alors les caractérisations suivantes des bornes supérieures et
inférieures :

b — sup(4) < Vee A, x<b o = inf(A) < Vee A a<z
= Sup VBEE,B<b= (x e AB <) o Vo€ E, a>a= (Ir € Az < a)
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Groupes, anneaux, corps

2.1 Groupes

2.1.1 Definition et propriétés élementaires

DEFINITION 2.1.1

Un groupe est un couple (G, ) ol G est un ensemble et x une loi de composition interne sur G, associative, admettant un
élément neutre et telle que tout élément de G admet un symétrique. Le groupe est dit commutatif ou abélien si la loi = est
commutative.

Il résulte de la définition que si (G, %) est un goupe, G n’est pas vide.

Pour une loi notée multiplicativement, on désignera I’élément neutre par 1 ou méme 1 si il n’y a pas d’ambiguité et le
symétrique de x sera noté 1. Pour une loi commutative notée additivement, I’élément neutre sera noté 0 ol méme 0 et le
symétrique de z, —z. Si a et b sont deux éléments de G, ona (a b))t =b"1xa L.

Dans un groupe, tout élément a est simplifiable & droite et a gauche, i.e. I’égalité z x a = y x a (resp a x = a * y ) implique
x = y. Si a,b sont deux éléments d’un groupe (G, ), I’équation a x = = b (resp. = * a = b ) admet une solution et une seule
x=a"txb (resp.z=bxal).

(Z,+), (Q,4), (QF, %), (Q*, x), (R,+), (R%, x), (R*,x), (C,+), (C*, x) sont des groupes.

EXEMPLE 2.1.1
Soit £ un ensemble non vide. L’ensemble des bijections de E' sur E, muni de la loi o de composition des applications est un
groupe, appellé groupe des permutations de E et noté Gx. Dans lecasou E = {1,...,n} ce groupe est noté &,,.

EXEMPLE 2.1.2

Soit X un ensemble non vide et (G, %) un groupe. Soit G I’ensemble des applications de X dans G. Pour f,g € G on
définit une nouvelle application f®g : X — G parVz € X, f®g(z) = f(x) * g(x). Alors (GX, ®) est un groupe d’élément
neutre I’application constante 2 — 1. Dans la pratique, on note f * g pour f®g. Si G est abélien, il en est de méme de GX.

EXEMPLE 2.1.3 (Groupe produit)

Soient (G, *) et (H, T) deux groupes. Pour (z,y) € G x H et (z',y') € G x H on pose (z,y) x (z',y) = (zx2',yTy).
On vérifie sans peine que (G x H,x) est un groupe appelé groupe produit des groupes (G, x) et (H, T). On définit de la
méme maniére le produit cartésien d’un nombre fini de groupes. Par exemple R™ muni de I’addition usuelle des n-uplets est
un groupe. Si G et H sont abéliens, il en est de méme de leur produit.

Exercice

Soit E un ensemble non vide. Si A, B sont des sous ensembles de E, on définit leur différence symétrique AAB par AAB =
AUB\ANB = (A\B)U(B\ A). L’ensemble P(E) des parties de £/, muni de la loi A est un groupe abélien dont I’élément
neutre est I’ensemble vide.
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2.1.2 Sous groupes

DEFINITION 2.1.2

Soit G un groupe. Une partie H de G est un sous groupe si elle est stable par x et si elle vérifie les deux propriétés suivantes :
1) 1 € H.

2) VzeG,ze H=2"'€H.

{1¢} et G sont des sous groupes de G.

THEOREME 2.1.1

Soit (G, *) un groupe et H une partie de G. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) H est un sous groupe de G.

2) H est stable par « et pour la loi induite, (H, %) est un groupe.

3) H estnonvideetvVz,y € G, (xc Hetyc H) =z 'xyec H.

preuve partielle

Prouvons 2) = 1). Notons 1y I’élément neutre du groupe H. Onalgy *1g =1y carlg estneutredans Get 1y« 1y = 1y
donc, 1y étant simplifiable 1;; = 1. Ensuite, soit z € H et 2’ son symétrique dans le groupe (H, ). Ona ly = z x 2’ et
1g = z = ! donc x étant simplifiable, puisque 17 = 1, ' = =~ ce qui prouve que =~ € H.

Les autres implications sont laissées au lecteur.

EXEMPLE 2.1.4
L’ensemble U des nombres complexes de module 1 est un sous groupe de (C*, x).

EXEMPLE 2.1.5

Soit E un espace affine euclidien. L’ensemble des isométries affines de E, noté Iso(E) est un sous groupe du groupe & i des
bijections de F.

Si A C E est une partie de E, I’ensemble {f € Iso(E) | f(A) = A} est un sous groupe de Iso(E).

EXEMPLE 2.1.6 (Centre d’un groupe)
Soit (G, *) un groupe. Son centre Z(G) est I’ensemble des éléments ¢ € G qui commutent avec tous les éléments de G :
Z(G)={ae€G|Vx € G, axx =xx*a}. Le centre de G est un sous groupe (commutatif) de G.

PROPOSITION 2.1.1
Une intersection d’une famille non vide de sous groupes d’un groupe G est un sous groupe de G.

Attention! La réunion de deux sous groupes de G n’est pas un sous groupe de G en général.

Soit A une partie de G. La famille des sous groupes de G contenant A est non vide puisqu’elle contient G' lui méme.
L’intersection de tous les sous groupes de G contenant A est donc un sous groupe de G et c’est évidemment le plus petit
sous groupe de G, au sens de I’inclusion, contenant A. On I’appelle le sous groupe de G engendré par A. On le notera gr(A)
ou<A>.

On dit que A est une partie génératrice de G si < A >= G.

DEFINITION 2.1.3

Un groupe (G, *) est dit monogene si il est engendré par un singleton, i.e. si il existe a € G tel que G =< {a} > ce que I’on
écrira G =< a > avec un abus de notation.

Un groupe est dit cyclique si il est monogéne et fini.

EXEMPLE 2.1.7
(Z,+) est monogéne engendré par 1.
Le groupe (Q7, x) est engendré par I’ensemble 7 des nombres premiers.
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2.1.3 Morphismes

DEFINITION 2.1.4

Soient (G, x) et (H, T) deux groupes. Une application f de G dans H est un morphisme (on dit aussi homomorphisme ) de
groupes sivx,y € G, f(x*xy) = f(x)T f(y). Un isomorphisme de G sur H est un morphisme f : G — H bijectif tel que
£~ soit un morphisme. Un isomorphisme de G sur G est appelé un automorphisme de G.

On utilisera de temps a autre la notation f : G = G’ pour signifier que f est un isomorphisme de G sur G'.

PROPOSITION 2.1.2
Tout morphisme bijectif de groupes f : G — H est un isomorphisme.

Il s’agit de vérifier que f~! est un morphisme. Soient y,v' € H, = = f~'(y)eta’ = f~1(y/). Ona f(z *2') =
f@)Tf@) =yTy donc f~1(yTy) =z +a' = f~1(y) * f(y). W

PROPOSITION 2.1.3
Soient G, G2, G3 trois groupes, f, : G1 — G4 et fo : Go — G3 des morphismes de groupes. fo o f1 : Gy — Gz est un
morphisme.

PROPOSITION 2.1.4
Soit (G, *) un groupe. L’ensemble des automorphismes de G muni de la loi o de composition des applications est un groupe.
On Ie note Aut(G).

On vérifie facilement que c’est un sous groupe du groupe (S, o).

THEOREME 2.1.2

Soit f : G — H un morphisme de (G, x) dans (H, T). Alors :

1) f(lg) =1u

2) Yz € G, f (7)) = (f)”

3) Si G’ estunsous groupe de G, f(G') est un sous groupe de H. En particulier, im(f) = f(G) est un sous groupe de H
4) Si H' est un sous groupe de H, f~1(H') est un sous groupe de G.

En particulier, f~*(1z) est un sous groupe de G.

DEFINITION 2.1.5
Soit f : G — H un morphisme de (G, ) dans (H, T). Le sous groupe de G, f~(1y) s’appelle noyau de f. On le note
ker(f). Onadonc pourxz € G, x € ker(f) < f(x) = 1p.

THEOREME 2.1.3
Soit f : G — H un morphisme de (G, ) dans (H, T). Soientz,y € G. Ona

@)= f(y) & wxy" eker(f) & 2wy € ker(f)

En particulier,f est injectif si et seulement si ker(f) = {1g}.

EXEMPLE 2.1.8 (Automorphismes intérieurs)

Soit (G, *) un groupe. Pour a € G on définiti, : G — G par Vo € G, i.(z) = a * z * a~1. On vérifie facilement
que i, € Aut(G). Lapplication i : a — i, de G dans Aut(G) est un morphisme. En effet, iq.(z) = (a % b) *x = x (a *
b))t =ax (bxzxbt) xa"t = i,(is(x)) = (i o ip)(z) pour tout z € G donc iq., = i, o ip. Cherchons son noyau.
a € ker(i) & i, = Idg & Vr € G, axx*xa ! =2 & Vo € G, axx = z*a. Donc ker(i) est le centre Z(G) de G.
L’image de I’application 7 est un sous groupe de Aut(G) appellé sous groupe des automorphismes intérieurs de G. Nous le
noterons Int(G).

Deux éléments x et y de G sont dits conjugués si il existe a € G tel que y = aza™! =i, (z).
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2.1.4 Sous groupes de Z

On suppose connues les propriétés élémentaires de Z.

THEOREME 2.1.4 (Division euclidienne)
Soienta € Z, b € Z\ {0}. Il existe (q,r) € Z? tels que a = bg + r et |r| < |b|. On peut imposer 0 < r < |b| et dans ce cas le
couple (q,r) est unique.

THEOREME 2.1.5
Soit H un sous groupe de 7. 1l existe un unique o € N tels que H = oZ := {ka ; k € Z} et réciproquement, pour tout
a € N, aZ est un sous groupe de Z.. On a donc ainsi une bijection o — «Z de N sur I’ensemble des sous groupes de Z.

preuve
On vérifie facilement que pour tout « € N, aZ est un sous groupe de Z. Réciproquement, soit H un sous groupe de Z. Si
H = {0}, a = 0 convient. On suppose donc H # {0}. Alors H contient un &lément non nul, z et aussi son opposé —z. Il en
résulte que H contient des éléments strictement positifs. L’ensemble des éléments strictement positifs de H est un ensemble
non vide d’entiers naturels. Il admet donc un plus petit élément, soit . Alors « et —a sont dans H et on vérifie par récurrence
surn € Nque na € H etque (—n)a = n(—a) € H. Par conséquent, «Z C H. Montrons I’inclusion réciproque. Soitz € H.
On effectue la division euclidiennede z para: x = ag+ravec0 < r < «a.Onax € H, go € Hdoncr =z — qa € H.
Or 0 < r < «a donc par définition de « on a nécessairement r = 0 et x = g € aZ d’ou H = oZ.

2.1.5 Morphismes de Z dans un groupe

THEOREME 2.1.6

Soit G un groupe.

1) Soit f : Z — G un morphisme et a = f(1). Alors, pour toutn € Z, f(n) = a™.

2) Soita € G. Il existe un unique morphisme de groupes f : Z — G tel que f(1) = a. Il est donné par f(n) = a™ pour tout
n € 7.

3) L’image de f ainsi défini est le sous groupe de G engendré par a.

preuve
1) On montre d’abord par récurrence sur n € N que f(n) = a™ pour tout n € N. Ensuite, sin € Z, n < 0, 0n a
F(n)f(—n) = f(n—n) = f(0) = 1 donc f(n) = (f(-n)) "' = (@) " =a".
2) Le 1) prouve I’unicité. Pour tout a € G la relation ™ = aPa? valable pour tout couple (p, ¢) € Z2 montre que f est bien
un morphisme.
3) Tout sous groupe de G contenant a contient nécessairement a™ pour tout n € N (récurrence sur n) puis comme précédemmment
tout a™ pour n € Z,n < 0. Donc im(f) C< a >. Comme im(f) est un sous groupe de G contenant a, on a < a >C im(f)
d’ou I’égalité.
Cas de la notation additive
Si G est un groupe commutatif dont la loi est notée additivement on écrit conformément aux notations vues dans le ler chapitre
fn)=n-a.Onadoncn-a=a+---+asinzl,n-a=-a+---+—-asin< —let0-a=0¢.

N——— N—————

n fois |n| fois

On peut considérer I’application (n,a) — a™ comme une loi externe analogue a celle que I’on introduit dans la définition des
espaces vectoriels.

2.1.6 Groupes monogenes

Soient G un groupe, a € G, et f, I’unique morphisme de Z dans G tel que f,(1) = a.
Il'y a deux cas a envisager :

e f, estinjective

Dans ce cas, f, induit un isomorphisme de Z sur le sous groupe < a > de G engendré par a. Ce sous groupe est
nécessairement infini.
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e f, n’est pas injective
Le noyau de f, est un sous groupe de Z distinct de {0}. 1l existe un unique entier naturel n > 1 tel que ker(f,) = nZ.
Onan = 1ssia = 1g, cas que nous écarterons dans la suite. On suppose donc n > 2. Par définition, ona a™ = 14 et
pourm € Z, a™ = 1g < m € ker(f,) & Ik € Z, m = kn. Alors < a >= im(f,) = {1g,a,a?,...,a""1}. En
effet, six €< a >, il existe unm € Z tel que z = a™. Il existe deux entiers g et r avec 0 < r < ntelsque m = ng+r.
Alorsz = a™ = (a™)%" = a".

DEFINITION 2.1.6
Soit a un élément d’un groupe G. On dit que a est d’ordre fini si le groupe engendré par a est fini. Dans ce cas, I’ordre de a est
le cardinal de < a >, c’est & dire I’'unique entier n € N tel que ker(f,) = nZ.

THEOREME 2.1.7
Soit G un groupe monogene. Si G est infini, il est isomorphe a Z. Sinon, sin = card(G), il existe un élément a € G tel que
G ={lg,a,...,a" 1} aveca™ = 1¢. Dans ce cas le groupe G est dit cyclique de cardinal n.

COROLLAIRE 2.1.1
Tout groupe monogéne est abélien.

Nous reviendrons sur les groupes cycliques aprés étude des groupes quotients.

2.2 Anneaux et corps

2.2.1 Définitions et généralités

DEFINITION 2.2.1
Un anneau est un triplet (A, +, x) ou (A, +) est un groupe abélien, x une loi de composition interne sur A associative,
admettant un élément neutre noté 1 4 (ou 1 si il n’y a pas d’ambiguité) qui est distributive par rapport a la loi +, i.e. qui vérifie

Ve,y,z€ A zx(y+z2)=zXyt+zxz
Vez,y,2€ A (y+z2z)xz=yxXz+zXz

L’anneau A est dit commutatif si la loi x est commutative.

NB: Dans la terminologie actuelle les anneaux sont supposés posséder un élément neutre pour la multiplication. Dans d’anciens
textes, ce qui est appelé ici anneau est appelé anneau unitaire.

On notera 0 ou 04 I’élément neutre de A pour I’addition.

L’ensemble Z des entiers relatifs munis des lois +, x usuelles est un anneau commutatif.
L’ensemble M,,(R) des matrices carrées d’ordre n & coefficients dans R muni des opérations usuelles est un anneau non
commutatif si n > 2.

Lemme 2.2.1
Soit A un anneau. OnaVz € A,x X 04 =04 X x = 04.

Eneffet,ona (04 +04) X 2 =04 x xd’0004 X z+04 x 2 =04 x x etdonc, (A,+) étant un groupe, 04 x z = 04. De
méme pour I’autre égalité. H.
Onal’équivalence 04 = 14 < A = {04}. Un tel anneau est appelé anneau nul. Dans un anneau non nul, onadonc 14 # 04.

On sous entendra le plus ouvent les lois + et x en se permettant des expressions telles que ” soit A un anneau”. On omettra
aussi souvent le signe x pour la multiplication d’un anneau en notant ab pour a x b.
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Annneau produit

Soient A et A’ deux anneaux (dont on notera les lois de la méme maniére). On munit I’ensemble A x A’ des opérations
suivantes : Va,b € A,Va', bV € A', (a,d') + (b,V) = (a+d',b+V) et(a,a’) x (b,b) = (aa’,bb’). A x A’ muni de ces
opérations est appelé anneau produit des anneaux A et A’. L’élément unité pour la multiplication est (14, 1.4).

DEFINITION 2.2.2
Un sous anneau d’un anneau (A, +, x) est un sous groupe B du groupe (A, +) contenant 1 4 et stable par x.

Si B est un sous anneau, pour les lois induites par + et x, B est un anneau.

DEFINITION 2.2.3

Soient A, A’ deux anneaux. Un morphisme d’anneaux de A dans A’ est une application f : A — A’ telle que
DVz,y € A, f(z+y) = f(z) + f(y). f est donc un morphisme du groupe (A, +) dans le groupe (A’, +).
2)Vz,y € A, f(z x y) = f(x) x f(y).

3) f(la) =14

PROPOSITION 2.2.1

Soit f : A — A’ un morphisme d’anneaux.

1) Si B est un sous anneau de A, f(B) est un sous anneau de A’.

2) Si B’ est un sous anneau de A’, f~1(B’) est un sous anneau de A.

2.2.2 Eléments réguliers

DEFINITION 2.2.4 (Eléments réguliers)

Soient A un anneau eta € A.

1) a est dit régulier a gauche siVx,y € A, ar = ay = © = y.
2) a est dit régulier a droite siVz,y € A, za = ya = x = y.
3) a est dit régulier si il est régulier a droite et a gauche.

Si un élément a n’est pas régulier, il existe des éléments distincts x et y tels que ax = ay donc un élément non nul b tel que
ab = 04. Un élément non régulier non nul est donc un diviseur de 0 4.

DEFINITION 2.2.5 (Eléments inversibles)

Soit A un anneau eta € A.

1) a est dit inversible & gauche si il existe a, € A tel que aga = 14.

2) a est dit inversible a droite si il existe aq € A tel que aaq = 14.

3) a est dit inversible si il est inversible pour la loi x, c’est a dire si il existe a’ € A tel que aa’ = a’a = 1,4. Les éléments
inversibles sont aussi appelés unités de A.

Ces définitions sont en fait valables pour tout magma (X, x) doit la loi possede un élément neutre.

Si a est inversible, il est inversible a droite et a gauche. La réciproque est vraie : si a est inversible a droite et a gauche, on
aaq = laag = (aga)aq = ag(aaqg) = agla = a4 de sorte que o’ = aq = a,. (Ce résultat est valable dans tout magma
associatif possédant un élément neutre ).

Si a est inversible a gauche (resp. a droite, inversible), il est régulier a gauche (resp. a droite, régulier). La réciproque est fausse
comme le prouve I’exemple de I’anneau Z dans lequel tout élément non nul est régulier alors que les seuls éléments inversibles
sontlet—1.

DEFINITION 2.2.6
Un anneau A est dit intégre si il est non nul, commultatif et si tous les éléments de A autres que 0 4 sont réguliers.

On remarquera que le produit de deux anneaux non nuls A et A’ n’est jamais un anneau intégre. En effet, les éléments
(14,04/)et(04,14/)de A x A’ nesont pas nuls et ont un produit nul.
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THEOREME 2.2.1
Soit A un anneau non nul. L’ensemble U (A) des éléments inversibles de A est stable pour la loi x et (U(A), x) est un groupe.
On note souvent A* = U(A).

On remarquera qu’avec ces notations (standard), en général A* # A\ {04}.
Exercice Soit A un anneau fini. Montrer que dans A tout élément régulier est inversible .

Exemples
1)OnalU(Z) ={-1,1}.
2) U (M,(R)) = GL(n,R). C’est un théoréme d’algebre linéaire que dans M,, (R) tous les éléments réguliers sont inversibles.

2.2.3 Morphismes de Z dans un anneau

Lois externes sur un anneau
Soit A un anneau. En particulier (A, +) est un groupe abélien. Pour a € A et n € Z on sait définir n - a (voir le paragraphe
2.1.6):

ata+---+a sin>0
n fois
n-a=+<04 sin=20
——a—a—---—a Sin<0
|n| fois

Il est important de noter que pour touta € Aonan-a = (n-14) x a. Nous y reviendrons lors de I’étude de la caractéristique
d’un anneau. Dans la pratique on omet souvent le -. Toutefois, dans ces notes, on gardera souvent la notation avec le - pour
éviter des confusions.

D’autre part, pour tout élément a de A et tout entier n > 1 on sait définira® = a x a x --- x aeta® = 1 4.
—_————

n fois
Onavm,n € N, a™™" = a™ x a".

THEOREME 2.2.2
Soit A un anneau. Il existe un unique morphisme d’anneaux f : Z — A. Ce morphisme est défini parvn € Z, f(n) =n-14

C’est une vérification facile que la formule donnée dans I’énoncé définit bien un morphisme d’anneaux. Montrons I’unicité.

Soit f : Z — A un morphisme d’anneaux ; f est un morphisme du groupe (Z,+) dans le groupe (A, +) qui doit vérifier
f(1) = 14. Onavu que cela impliquait I’unicité de f. (théoréme 2.1.6)

2.2.4 Formule du bindme

THEOREME 2.2.3
Soient A un anneau a et b deux éléments de A commutant entre eux et n un entier naturel. On a

&+b ch kbn k ch n— kbk

ou CF désigne les coefficients binomiaux.

La preuve est classique et se fait par récurrence sur I’entier n, en utilisant uniquement le fait que la famille d’entiers C* vérifie
pour tout n, C% = C = let, pourn > 1,Ck = Ck_, O" Tpour1 <k<n—1

2.2.5 Corps

DEFINITION 2.2.7
On appelle corps un anneau non nul dans lequel tout élément non nul est inversible.
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Si K estuncorpsona K* = K \ {Ox}.

Si K est un corps, un sous corps de K est un sous anneau k de K tel que pour tout 2 € k on ait z—! € k. Alors k muni des
opérations induites par celles de K est un corps et k* est un sous groupe de (K*,-).

Soient k et K deux corps. On dit que K est une extension de k si & est un sous corps de K.

PROPOSITION 2.2.2
Soient K un corps, A un anneau et f : K — A un morphisme non nul. f est injectif.

preuve
Comme f est un morphisme du groupe (K, +) dans le groupe (A, +) il suffit de montrer que ker(f) = {OK} Soita € K tel
que f(a) = 04. Supposons a # 0. Alors, a est inversible dans K ;ona04 # 14 = f (ax a™t) = f(a) x f (a™!) = 04.

Contradiction.

2.2.6 Corps des fractions d’un anneau integre

THEOREME 2.2.4
Soit A un anneau intégre.
1) Il existe un couple (4, K') ou K est un corps commutatif et j : A — K un morphisme injectif tel que

(W) Vke K, Jac A, Ibe A\ {0} k=(a)(G(b) "

2) Un tel couple est unique a isomorphisme prés : si (jy, K1) est un autre couple vérifiant (#), il existe un isomorphisme de
corpsp : K — K, tel que j; = ¢ o j.

3) Soit L un corps commutatif quelconque et f : A — L un morphisme injectif. 1l existe un morphisme de corps F' : K — L
tel que f = F o j et ce morphisme est unique. On a donc le diagramme commutatif :

AQ(— >[d];[r)! LK [ur]"

Le corps K ainsi construit s’appelle corps des fractions de A.

preuve abrégée

1) Existence. Soit S = A\ {0}. Comme A est un anneau intégre, S est une partie de A stable par multiplication. Soit
X = A x S. Onmunit X de deux opérations & et ® et d’une relation binaire R : soient (a,b) € X et (a/,b') € X. On pose

(a,b) ® (a’,b") = (ab' +ba’, bb) (a,b) ® (a’,b') = (aa’, bb") (a,b) R (a',b') < ab' = ba’

Le fait que .S soit stable pour le produit garantit que I’on définit bien des lois internes sur X. On vérifie ensuite les propriétés
suivantes :

a) R est une relation d’équivalence compatible avec les deux lois 4 et ®. Il en résulte que ces deux lois induisent des lois que
nous noterons + et * sur I’ensemble quotient K = X/R. Si (a,b) € X, on notera (a, b) sa classe dans K.

b) (K, +, *) est un corps d’élément nul O := (0, 1) et d’élément unité 15 = (1,1).

c) Soit j : A — K I’application définie par Va € A, j(a) = (a,1). Alors j est un morphisme injectif de I’anneau A dans le
corps K etsibe A, b#0ona(1,b) = (§(b))~ .

Soitalors k € K. Il existe (a,b) € X tel que k = (a,b). Alors k = (a,b) = (a,1) x (1,b) = j(a) * j(b) L.

3) Soit f : A — L un morphisme de corps. Soit H : X — L défini par V(a,b) € X, H(a,b) = f(a) (f(b))"". Ceci a bien
un sens car par hypotheése b # 04 et f étant injective f(b) # 0. Soient (a,b) et (a’,b’) dans X vérifiant (a,b) R (a’/,b’). On
aab’ =a’bdonc f(a)f(b') = f(ab') = f(a’'b) = f(a’) f(b) donc L étant commutatif, H(a,b) = H(a’,b"). L'application H
est constante sur les classes d’équivalence de la relation R. Elle passe donc aux quotients en une application F = H : X/R =
K — L.

On vérifie ensuite que F' est un morphisme. On a, pour (a, b), (a’,b’) € X
H((a,b) @ (a,V)) = H(ab' +a'b,bb') = f(ab/ +a'b) (F(bV)) "
= (f(@)f@') + f(a")f()) (f(b)~ 1f(b’) !

= f@)(FO) 7+ f@) (FO)
= H(a,b)+ H(d',V)
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d’ou par passage aux quotients F' ((a, b) + (o, b’)) =F ((a, b)) +F ((a’, b’))
De méme on a

H ((a,b) @ (@', 1)) = H((ad', b)) = f(aa’) (F(0) " = f(a) (F(B)) " f(a') (F(¥)) ™" = H(a,b)H(a,¥)

donc par passage aux quotients F ((a, b) x (a, b’)) =F ((a, b)) x F (W)
Enfin, F(1x) = F ((1, 1)) — H(1,1) = f(1) = 1.

Onapoura € A, Foj(a) = F ((a, 1)) = H(a,1) = f(a)donc F o j = f.

(a). Comme tout élément x de

Soit G : K — L un morphisme de corps tel que Goj = f. Onapoura € A, G(( (a))=f
= f(a)f(b)~! = H(a,b) = F(z) d’ou

K est de la forme z = j(a)j(b)~! on a nécessairement G(z) = G(j(a))G(j ( )t
I’unicité de F ce qui achéve la preuve du point 3).

2) Unicité. Soit (51, K1) un couple ou K est un corps commutatif et j; : A — K7 un morphisme injectif vérifiant (#). En
appliquant le 3) & j; on en déduit I’existence d’un morphisme de corps ¢ : K — L tel que j; = ¢ o j. Un tel morphisme est
nécessairement injectif. Soit z € K. Par hypothése, il existe a, b € A tels que z = j1(a)j1(b) " d’oti z = ¢ (ji(a) j(b) ') ce
qui prouve la surjectivité de . l.
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Quotients

3.1 Groupes gquotients

Dans la suite sauf exception, on omettra le signe * désignant la loi de composition interne d’un groupe si celle ci est notée
multiplicativement. On écrira ”soit G un groupe” au lieu de "soit (G, %) un groupe” et on notera ab pour le composé a * b de
deux éléments de G.

De méme pour les groupes usuels, on omettra de préciser I’opération.

3.1.1 Relation d’équivalence définie par un sous groupe

Dans cette partie, on se donne un groupe G noté multiplicativement. Soit H un sous groupe de G. Pour a € G, on note
Ha={za;zc H}etaH = {az; x € H}.
On définit deux relations binaires sur G, R, et R par

Ve, y € G, ngy<:>x*1y€H<:>y€xH

Vo,y € G, sRqy < yx ' €¢ He y <€ Hr

PROPOSITION 3.1.1
1) Larelation R, est une relation d’équivalence dans G, compatible avec la multiplication a gauche i.e.

Vz,y,2 € G, TRy = 2xR4zy

On notera (G/H), I’ensemble quotient G/R .
2) Larelation R4 est une relation d’équivalence dans G, compatible avec la multiplication a droite i.e.

Vr,y,z € G, TRy = v2Rqyz

On notera (G/H)q4 I’ensemble quotient G /R 4.
3) Lapplication ¢ : G — G, x — x~! induit une bijection

®:(G/H)g = (G/H)a

On notera que pour chacune de ces deux relations la classe de I’élément neutre 15 de G est H.
Il résulte du 3) que si (G/H), est fini, il en est de méme de (G/H), et que ces deux ensembles ont méme nombre d’éléments.
Ce nombre est noté [G : H] et appelé indice du sous groupe H de G.

preuve
Notons d’abord que y € *H < yH = xH. En effet, supposons y € xzH donc que y s’écrit y = xzhg avec hg € H.
Alors pour tout h € H on a hoh € H car H est un sous groupe donc yh = x(hoh) € xH. Donc yH C xH. De méme,
xh = y(hy'h) € yH donc =H C yH. Réciproquement, si 2 H = yH, comme H contient lg onay = ylg € zH.

De cette équivalence on déduit le 1). La classe de x modulo R, est I’ensemble xH. La preuve de 2) est analogue.

Montrons 3). Soit 74 : G — (G/H)4 I’application de passage aux quotients : m4(z) = Hax = classe de  modulo R.

21



L application 7, est surjective. 11 en est donc de méme de I’application v := mg0 ¢ : * — Hz~ ! Ona(z) = ¢(y) &
Hr '=Hy ' Hrly=Her lye He aRyy.

Par passage aux quotients, on en déduit une injection ® : (G/H), — (G/H)4. Comme ¢ est surjective, il en est de méme de
®. Cette application n’est autre que celle qui envoie zH € (G/H) sur Hz=' € (G/H)q. A

THEOREME 3.1.1 (Théoréme de Lagrange)
Soit G un groupe fini, H un sous groupe de G. Le cardinal de H divise celui de G. Plus précisément, on a la relation

card(G) = |G : H] - card(H)

preuve
Si z € G I'application h — zh est une bijection de H sur xH. Toutes les classes d’équivalence, qui sont par définition au
nombre de [G : H] ont donc méme cardinal, égal a celui de H. Comme ces classes forment une partition de G, on en déduit le
résultat.

COROLLAIRE 3.1.1
Dans un groupe fini, I’ordre de tout élément divise le cardinal du groupe.

En particulier, pour tout x € G on a
mcard(G) =1g

En effet, I’ordre d’un élément a est le cardinal du sous groupe (cyclique) engendré par a.

3.1.2 Sous groupes distingués. Groupes quotients

Si A et B sont deux sous ensembles d’un groupe G, on note A- B I’ensemble des éléments de G de laforme ab, a € A, b € B.
DoncA-B={x€G|3ac A, Ibe B, z =ab}.

THEOREME 3.1.2

Soient G un groupe, H un sous groupe de G, R, et R4 les relations d’équivalence associées au sous groupe H. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

1) Ve € G, xH = Hzx.

)
3)
4) Rg=TR,

5) Va,y € G, zH -yH = (a2y)H.

6) La relation R, est compatible avec la loi du groupe.
7) Va,y € G, Hz - Hy = H(zy).

8) La relation R, est compatible avec la loi du groupe.

DEFINITION 3.1.1

Un sous groupe H d’un groupe G est dit distingué ou normal si il vérifie I’une des propriétés ci dessus (et donc les huit). On
note H <1 G pour signifier que H est un sous groupe de G, distingué dans G. Dans ce cas, puisque les ensembles (G/H), et
(G/H)q4 sont égaux, on les note G/H.

preuve
a) Equivalence de 1), 2), 3) et 4).

L’équivalence de 1) et 2) est immédiate de méme que I’implication 2) = 3). On voit que 3) = 2) en appliquant 3) avec z et
z~!. OnobtientzHz ' Cc Hetz 'Hr C Hd'oUH C xHx L.

L’équivalence de 1) et 4) est immédiate puisque la relation Yz € G, «H = H signifie que la classe de = pour R, est égale &
la classe de = pour R4, pour tout z € G ; on a donc I’égalité des deux relations d’équivalence.

b) 4)=6)=5) = 3).

Supposons 4). R, est compatible a gauche avec * et R4 I’est a droite. Donc si R, = R4 la relation R, est compatible a droite
et a gauche avec x.

L’implication 6) = 5) n’est autre que le passage aux quotients de la loi * modulo la relation R, (voir 1.5.3 ). En effet,
un élément de xHyH s’écrit zh,yh, avec hi,ho € H. On a zhi R4z donc par compatibilité & droite xh,yR,zy soit
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zhiyH = xzyH donc zhyyhs € xyH d’ou une inclusion. L’autre est toujours vérifiée car xyh = (zlg)(yh) € cHyH.
Supposons 5). Soit x € G. On applique la relation 5) avec y = z~!. Il vient zH - 2~ 'H = (zz~')H = H. Soit
rHx~!- H = H. Onen déduit en particulier tHz~' C H.

c) La vérification de 4) = 8) = 7) = 3) est analogue et termine la preuve.

Attention! Si H et K sont deux sous groupes de G tels que H C K, on peut avoir H < K et K < G sans avoir H < G.
Exercice (On suppose connus les groupes de permutations)

Soit G = &4, K = {id, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4); (1,4)(2,3)} et H = {id, (1,2)(3,4)}. Veérifierque H < K que K < &,
mais que H n’est pas distingué dans &4. (Ici, (1,2) par exemple dénote la transposition qui échange 1 et 2).

THEOREME 3.1.3
Soit G un groupe. Tout sous groupe H de G d’indice 2 est distingué.

preuve
Considérons par exemple (G/H),. C’est une partition de G formée de deux sous ensembles dont I’un, la classe de 1¢
est nécessairement H. L’autre est donc G \ H. Il en est de méme pour (G/H)q4. Les projections canoniques m, et mq
coincident : soit z € G. Siz € H, my(x) = mq(x) = Hetsizx ¢ H, mg(x) = mg(x) = G\ H. Il en résulte que
Va,y € G, mq(x) = ma(y) & my(x) = my(y) autrement dit que 2Rqy < 2R yy. Donc Ry = Ry. M.

THEOREME 3.1.4

Soient G un groupe, H un sous groupe de G distingué dans G etp : G — G/H la projection canonique. La relation
d’équivalence R associée a H est compatible avec la loi de groupe de G et induit sur I’ensemble quotient une loi de groupe
telle que la projection canonique p soit un morphisme. Le noyau de p est égal @ H. L’ensemble G /H muni de cette loi s’appelle
le groupe quotient du groupe G par le sous groupe distingué H.

Si G est un groupe abélien, tout sous groupe de G est distingué et le groupe quotient G/ H est abélien.

preuve
Notons R = R, = Rq. Puisque cette relation est compatible avec la loi *, celle ci passe aux quotients en une loi * sur
I’ensemble G/ H. Cette loi est définie par (zH)*(yH) = xyH. D’aprés les propriétés générales (chapitre 1) (G/H, %) est un
groupe et p un morphisme surjectif. Enfin, siz € G,onaz € ker(p) < p(z) = p(lg) © zR1lg < z € H.

La derniére assertion est immédiate.

Par exemple, le groupe quotient de (Z, +) par le sous groupe nZ est le groupe Z/nZ des entiers modulo n.

La relation d’équivalence définie par un sous groupe distingué d’un groupe G est compatible avec la loi du groupe. En fait,
toute relation d’équivalence compatible avec la loi du groupe est de cette forme. En effet, onale :

THEOREME 3.1.5
Soit G un groupe et p une relation d’équivalence dans G compatible avec la loi de groupe. Alors la classe H de I’élément
neutre 14 est un sous groupe distingué de G et la relation p est la relation associée a ce sous groupe.

preuve
D’abord, H contient 15 donc est non vide. Ensuite, soient 2,y € H. On a ypls donc en multipliant par y—*, par compatibilité
lgpy~!. Onaaussi zplg donc encore par compatibilité, zy—'plg soit zy~! € H ce qui prouve que H est un sous groupe.

Montrons qu’il est distingué. Soit x € G. Pour tout h € H on a hplg donc par compatibilité successivemennt, (xh)pzx puis
(zhz=1)p(zz~1) soit (zhx~1)ple donc zhx=1! € H ce qui prouve que xHz~' C H donc que H < G. Enfin, on a, par
compatibilité de p, zpy < 2 lyplg Or z lyplg < =ty € H < y € xH ce qui prouve que p est la relation définie par H.

THEOREME 3.1.6

Soient G, G’ deux groupes et f : G — G’ un morphisme de groupes. Si H' est un sous groupe distingué de G’, I’image
réciproque f~1(H') est un sous groupe distingué de G.

En particulier, le noyau ker(f) de tout morphisme de groupes est un sous groupe distingué et la relation R ; induite par f est
celle définie par ker(f).

preuve

Soit H = f~'(H'). Soientxz € G, h € H. Ona f (zha™!) = f(z)f(h)(f(x))~'. Par hypothése f(h) € H' et H' < G’
donc f(z)f(h)(f(x))~! € H' ce qui prouve que zhx~! € H. Onadonc zHz~! C H.
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D’autre part, {1} est un sous groupe distingué de G’, donc ker(f) est un sous groupe distingué de G. Par définition, la
relation induite par f est la relation définie par xRy < f(z) = f(y). Or f(z) = f(y) & y~'x € ker(f) ce qui prouve que
Ry = Rier(f)-

THEOREME 3.1.7 (Premier théoréme d’isomorphisme)

Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Soitp : G — G/ ker(f) la projection canonique et i : im(f) — G’ I’inclusion.
I existe un unique isomorphisme de groupes f : G/ ker(f) — im(f) Vérifiant f = p o f o i. On traduit cette derniére relation
en écivant que le diagramme ci dessous est commultatif.

G SN

/| T

G/ker(f) —— im(f)

preuve
On a vu que la relation d’équivalence associée au sous groupe distingué ker( f) est la relation d’équivalence définie par f. D’ou
I’existence de la bijection f (Thm 1.5.1). 1l reste a voir que c’est un morphisme. Soient o, 3 € G/ ker(f) et z,z’ € G tels que
a = p(z), 3 = p(z') (ou ce qui est équivalent = € a, ' € B). Par définition, o * 8 = p(xz’) donc f(a * 3) = f(zz') =
f(z)f(z") = f(a)f(B) d’ou la conclusion.

EXEMPLE 3.1.1
Soient G un groupe cyclique de cardinal n, a € G un générateur de G. On a vu que I’application f, : Z — G quidap € Z
associe a? € G était un morphisme surjectif de noyau nZ. On en déduit un isomorphisme

f:Z/n7 > G

qui a la classe modulo n de I’entier m associe a™.
Un groupe cyclique de cardinal n est donc isomorphe & Z /nZ.

EXEMPLE 3.1.2

Soit G un groupe. L’application qui & a € G associe I’automorphisme intérieur i, € Int(G) est un morphisme surjectif de
G sur le groupe Int(G) des automorphismes intérieurs de G, dont le noyau est le centre Z(G). On a donc un isomorphisme
i:G/Z(G) > Int(G).

THEOREME 3.1.8 (Passage aux quotients d’un morphisme)
Soient G, G’ deux groupes, H un sous groupe distingué de G , p : G — G/H la surjection canonique etet f : G — G’ un

morphisme tel que H C ker(f). L’application f induit, par passage aux quotients une application f:G /H — G’ telle que
f=Tfop

preuve abrégée ~ -
Pour 2 € G,onpose f(zH) = f(z). SizH = 2’Honaz™'2' € H C ker(f) donc f(x) = f(«) ce qui garantit que f est

bien définie. On vérifie, comme dans la preuve du théoréme d’isomorphisme que f est un morphisme. La condition f = fop
entraine I’unicité de f.

3.2 Anneaux quotients

3.2.1 Idéal d’un anneau commutatif

Dans toute cette section, les anneaux considérés sont commutatifs.

Definition et premieres propriétés

DEFINITION 3.2.1

Soit (A, +, x) un anneau commutatif. Un sous ensemble I de A est appellé un idéal si
1) I est un sous groupe additif de (A, +).

2)Vx € ANa € A, ae I = ax eI cequ’onpeutécrirevyz € A, I C 1.
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Il est clair que A et {04} sont des idéaux de A. Tout idéal de A qui contient 1 4 est nécessairement égal & A d’aprés la propriété
2). Par conséuent, sauf le cas I = A un idéal de A n’est jamais un sous anneau de A.

THEOREME 3.2.1
Soit f : A — A’ un morphisme d’anneaux commutatifs. Si I' est un idéal de A’, alors f=*(I") est un idéal de A.
En particulier, le noyau de f, ker(f) = f~1(0.4/) est un idéal de A.

L’image directe f(I) d’un idéal de A n’est pas nécessairement un idéal de A’.

PROPOSITION 3.2.1
L’intersection d’une famille non vide d’idéaux d’un anneau commutatif A est un idéal de A.

Il en résulte que si X est un sous ensemble de A, I’intersection I'x de tous les idéaux de A contenant X (il y en a au moins
un, A lui méme ) est un idéal de A, qui est le plus petit idéal de A (pour I’inclusion) contenant X. On I’appelle I’idéal de A
engendré par X.

PROPOSITION 3.2.2
Soient A un anneau commutatif et a € A. L’idéal engendré par {a} est I’ensemble aA = {ax ; x € A}.

Un idéal I de A engendré par un seul élément, donc de la forme a A est appelé idéal principal. On dit que a est un générateur
de cet idéal. Si I’anneau A est intégre, les autres générateurs de I sont les éléments au pour u € A*.

DEFINITION 3.2.2
Un anneau principal est un anneau commultatif et intégre dont tous les idéaux sont principaux.

THEOREME 3.2.2
7 est un anneau principal.

Plus précisément, les idéaux de Z sont les ensembles nZ pour n € Z et I’application n — nZ est une bijection de N sur
I’ensemble des idéaux de Z. En effet, un idéal de Z est un sous groupe de Z donc de la forme nZ et réciproquement il est
immédiat de vérifier qu’un tel sous ensemble de Z est un idéal.

Caractérisation des corps commutatifs

THEOREME 3.2.3
Soit A un anneau commutatif non nul. A est un corps si et seulement si les seuls idéaux de A sont {04} et A.

preuve
1) Supposons que A soit un corps. Soit I un idéal de A distinct de {04}. Alors il existe a € I, a # 04. Comme A est un
corps, a admet un inverse a—! € A. Onen déduitque 14 = a~'a € I. Alors, pouttout z € A,z = xl14 € I.

2) Supposons réciproquement que les seuls idéaux de A soient {04} et A. Soita € A, a # 04. L’idéal principal a A engendré
par a contient a donc est distinct de {04 }. Par conséquent aA = A et il existe o’ € A tel que aa’ = 14. Donc tout élément
non nul de A est inversible est A est un corps.

On peut retrouver un résultat déja démontré :

COROLLAIRE 3.2.1
Soient K un corps, A un anneau non nul et f : K — A un morphisme. Alors f est injectif et f(K') est un sous corps de A.

preuve
Puisque A estnon nul f(1x) = 14 # 04. L’application f n’est pas I’application nulle, donc ker(f) # K. Il en résulte que
ker(f) = {0k} donc que f est injective.

On sait que f(K) est un sous anneau de A. Soity € f(K), y # 04. Soitxz € K tel que y = f(z). On a en posant
y' = f(z71) d’une party’ € f(K) etd’autre part yy' = f(z)f(z') = f(z2') = f(1x) = 14. Donc f(K) est un sous corps
de A.
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3.2.2 Anneaux quotients

THEOREME 3.2.4

1) Soit A un anneau commutatif et I un idéal de A. La relation binaire Ry sur A définie par xR;y < x= —y € I est une
relation d’équivalence sur A, compatible avec les deux lois + et - de A. Pour cette relation d’équivalence, la classe de 0 4 est I.
2) Soit p une relation d’équivalence sur A compatible avec les deux lois de A. La classe d’équivalence de 04 pour p est un
idéal I de Aetp="TR;.

preuve

1) I est un sous groupe de (A, +) donc R; est compatbible avec la loi de groupe. Montrons la compatibilité avec la multipli-
cation. Soient z, z’,y,y’ € Atelsque xRz’ et yRry. Onazy — 2’y =z(y—y )+ (x —2')y . Orze—a' €I, y—y €1
donc d’aprés la définition d’un idéal zy — 'y’ € I'i.e. zy Ry z'y’. Le reste de la preuve est laissé au lecteur. Notons seulement
que si z € A, sa classe p(x) est le sous ensemble x + I = {x + ¢, t € I}. Les opérations sur A/I sont alors définies par
(+D)+y+D)=(x+y) +Iet(z+I)x(y+1)=zy+1.

THEOREME 3.2.5

Soit I un idéal d’un anneau commutatif A. Il existe une unique structure d’anneau sur I’ensemble quotient A/I de A par la
relation d’équivalence R ; définie par I’idéal I telle que la projection canonique p : A — A/I soit un morphisme. A/I muni
de cette structure s’appelle I’anneau quotient de A par I.

THEOREME 3.2.6 (Factorisation canonique d’un morphisme)
Soient f : A — A’ un morphisme d’anneaux commutatifs, i : im(f) — A’ P’inclusion etp : A — A/ ker(f) la projection
canonique. Il existe un unique isomorphisme d’anneaux f : A/ ker(f) — f(A) telque f =io fop.

THEOREME 3.2.7 (Passage au quotient d’un morphisme)
Soient f : A — A" un morphisme d’anneaux commutatifs et I un idéal de A tel que I C ker(f). Il existe un unique morphisme
d’anneaux f : A/I — A’ tel que f = f o p ol p est la projection canonique A — A/1.

Casde Z

Les idéaux de Z sont les ensembles nZ, pour n € N. La relation d’équivalence associée R, s’appelle la congruence modulo
n.Siz,y € Zonadonc 2R,y < = —y € nZ < n|(x —y). Onnote z = y mod n pour R, y.

L’ensemble quotient Z/nZ hérite d’une structure d’anneau commutatif. C’est I’anneau des classes résiduelles modulo n. La
classe d’un élément = € Z est le sous ensemble = + nZ de Z. 1l résulte de ce qui a été dit précédemment que les opérations sur
les classes vérifient (z + nZ) + (y + nZ) = (z + y) + nZ et (x + nZ) - (y + nZ) = zy + nZ.

Sin = 0 larelation R est I’égalité et Z/0Z = Z. Sin = 1, larelation R, est la relation grossiére (deux éléments quelconques
sont équivalents) et le quotient Z /17 est I’anneau nul. Nous écarterons toujours ces deux cas. Cet anneau sera étudié en détail
dans le chapitre arithmétique.

3.2.3 Caractéristique d’un anneau

Nous anticiperons dans ce paragraphe quelques résultats du cours d’arithmétique, principalement le :

THEOREME 3.2.8

Soitn € N, n > 2. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) L’anneau Z/nZ est intégre.

(2) L’anneau Z /nZ est un corps.

(3) n est un nombre premier.

Rappelons que si A est un anneau, il existe un unique morphisme ® 4 de Z dans A noté ®4(n) =n-14.

DEFINITION 3.2.3
Soit A un anneau commutatif. On appelle caractéristique de A I’entier naturel n. défini parker(®4) =nZ ou® 4 : Z — A est
I’'unique morphisme d’anneaux de Z dans A. On la notera car(A).
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Remarquons que comme tout sous anneau de A contient 1 4, la caractéristique de tout sous anneau de A est égale a celle de A.
La caractéristique de A est égale a 1 ssi ® 4 est nulle. Comme 14 = ®4(1) ceci équivaut 3 A = {0}. Ecartons ce cas.

Posons A = ® 4(Z). C’est un sous anneau de A et tout sous anneau de A contient 1,4 donc 14 + 14 etc... donc contient Al
y a essentiellement deux cas.

1) Si la caractéristique de A est nulle, ® 4 est injective et A = ® 4(Z) est un sous anneau de A isomorphe a Z.
2) Sinon, n > 2. Alors, pour tout entier monam - 14 = 0 < n divise m. Le théoreme de factorisation montre qu’il existe un
isomorphisme ® 4 : Z/nZ — ®4(Z) = A. Le sous anneau A est donc isomorphe & Z/nZ.

PROPOSITION 3.2.3
Soit A un anneau commultatif de caractéristique n > 0. Pour touta € Aonan-a = 04.

Eneffet,t n-a=(n-14) xa=04 xa=04.

THEOREME 3.2.9
La caractéristique d’un anneau intégre est soit 0, soit un nombre premier.

En particulier la caractéristique d’un corps est soit nulle, soit un nombre premier.

preuve -
Si A estintegre, il en est de méme de tout sous anneau de A, en particulier de A. Supposons que la caractéristique de A, n soit
non nulle. A est isomorphe a Z/nZ, donc ce dernier anneau est intégre et par conséquent n est premier.

Cas des corps

Soit K un corps commutatif. L’intersection de la famille des sous corps de K est un sous corps de K et c’est le plus petit (au
sens de I’inclusion ) sous corps de K.

DEFINITION 3.24
Soit K un corps commutatif. On appelle sous corps premier de K le plus petit sous corps de K.

Soient K un corps commutatif, K son sous corps premier. Notons toujours ® : Z — K I’unique morphisme d’anneaux de
Z dans K et K = ®(Z). Le sous corps premier K est en particulier un sous anneau de K ; il contient donc I’anneau K.
Distinguons deux cas :

e car(K) = 0. Dans ce cas, K est isomorphe & Z. Le morphisme & : Z — K se prolonge de maniére unique & Q en un
morphisme que nous noterons ¥ . Celui ci est tel que pour p,q € Z, q # 0, ¥k (p/q) = P (p) (@K(q))’l. Uk est
un isomorphisme de Q dans K dont I’image est K. En effet, cette image est un corps donc elle contient K,. D’autre
part tout sous corps de K contient K et donc aussi les quotients de deux éléments de K c’est a dire W (Q). Le détail
des vérifications est laissé au lecteur.

En conclusion, si car(K) = 0, le sous corps premier de K est isomorphe & Q. En particulier, K est nécessairement
infini.
e car(K) = p,p premier. Alors K est isomorphe & 7,/pZ et est égal au sous corps premier K, de K.

Il en résulte que tout corps fini a pour caractéristique un nombre premier.

Complément hors programme

Soient K un corps commutatif fini, p = car(K) et Ko le sous corps premier de K. On sait que Ky est isomorphe & Z/pZ. Il est immédiat
de voir (en anticipant le cours d’algébre linéaire ! ) que K a une structure de Ko-espace vectoriel. K est de dimension finie sur K. Si on
admet que les théoremes d’algébre linéaire vu dans le cas des sous corps de C restent vrais (c’est la qu’on quitte le programme), K est par
choix d’une base isomorphe & K. On en déduit card(K') = card(K) = p™. On a donc prouvé :

THEOREME 3.2.10
Le cardinal d’un corps commutatif fini est une puissance d’un nombre premierp (etp = car(K) ).
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Remarques culturelles:
1) On démontre (c’est difficile) que tout corps fini est commutatif.
2) On démontre aussi que pour tout nombre premier p et tout entier naturel n il existe un corps ayant exactement ¢ = p™ éléments et que

deux tels corps sont isomorphes.
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Structure d’espace vectoriel

Dans tout ce chapitre, K est un corps commutatif fixé.
NB : Dans le programme du concours, tous les espaces vectoriels considérés sont des espaces sur un corps K qui est un sous
corps de C. Nous ne ferons pas cette hypothése dans ce chapitre car elle est inutile.

4.1 Structure

4.1.1 Espace vectoriel

Un K-espace vectoriel est un triplet (E, +, -) ou (E, +) est un groupe commutatif dont I’élément neutre sera noté 0z ou 0 ou
méme 0 si il n’y a pas d’ambiguité et - une application de K x E dans E vérifiant les quatre propriétés suivantes :

)Vz,ye EVAe K, A-(z+y)=X-z+Xy

Ve EV\peK, (A+tp)-z=\z+p-x

HVreE, l-z=x

On en déduit immédiatement les régles de calcul suivantes :

5)Vee E, 0-x=0g

G)V)\EK, A 0g =0g

NHVAeK, VzeE, A-a=0g<s (A=00u z=0g)

8) Vx € E, opp(x) = (—1)-x ouopp(z) désigne I’opposé de x pour la structure de groupe additif de E.

On notera qu’un K-espace vectoriel ne peut pas étre vide.
Désormais, sauf exception, on sous entendra le signe - et on notera Az pour A - z. On dira aussi “soit £ un K-ev "au lieu de
“soit (E, +, ) un K-ev ”.

Exemples

a) K muni de ses lois usuelles est un K-espace vectoriel.

b) Soit E un K-espace vectoriel, X un ensemble non vide et EX = F(X, E) I’ensemble des applications de X dans E . Pour
f,g dans EX et A € K on définit f + g et \f par (f + g)(x) = f(z) + g(z) et (\f)(z) = A - f(z) ceci pour tout x de E.
Muni ce ces opérations EX est un K-espace vectoriel dont I’élément nul est I’application z — 0.

c) Espaces produits : soient F' et G deux K-ev . Pour (z,y) et (z’,y’) dans F' x G et A dans K on pose (z,y) + (¢, y’) =
(z+2,y+y) et (z,y) = (Az, \y). F x G muni de ces opérations est un K-ev appelé espace vectoriel produit des K-ev
FetdG.

d) La notion d’espace produit se généralise @ un nombre fini quelconque d’espaces. En particulier K™ muni des opérations
usuelles est le produit de n K-espaces vectoriels tous égaux a K.

4.1.2 Sous espace vectoriel

DEFINITION 4.1.1
Soit E unK-ev. Une partie F' de E est un sous espace vectoriel si (F,+) est un sous groupe de (E, +) et si F' est stable pour
la multiplication par un scalaire, i.e. si pour tout x de F ettout A delK ona \x € F.
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PROPOSITION 4.1.1
Soit E un K-ev et F' un sous espace vectoriel de E. Muni des lois induites par celles de E, F est lui méme un K-espace
vectoriel.

PROPOSITION 4.1.2
Soit F' est une partie non vide de E. F est un sev ssi pour tout x,y de F ettout \deKonalx +y € F

PROPOSITION 4.1.3
Une intersection quelconque de sev d’un K-ev E est un sev de E.

Ceci donne un sens a la définition suivante :

DEFINITION 4.1.2
Soit A une partie d’un K-ev E. On appelle sous espace vectoriel engendré par A et on note Vect(A) le plus petit sev de E
contenant A i.e. I’intersection de tous les sev de E contenant A. En particulier Vect(0) = {0g}.

EXEMPLE 4.1.1
Si e est un élément non nul de E, I’ensemble des &léments de E de la forme {\e ; A € K} est un sous espace vectoriel de F
appellé droite vectorielle engendrée par e. On le notera D, ou Ke. Sie’ € D, estnonnul, ona D, = D..

PROPOSITION 4.1.4

Soit A une partie non vide d’un K-ev E etx € E. Onax € Vect(A) si et seulement si il existe un entier naturel n > 1, n
k=n
élémentsay,...,a, de A etn éléments Ay, ..., \, deK telsquex = > ApajcC’esta dire ssi x est une combinaison linéaire

k=1
d’éléments de A. (voir définition 4.2.2)

Attention! Si F' et G sont deux sev d’un K-ev E dont aucun n’est contenu dans I’autre, la réunion F' U G n’est pas un sev de
E. En particulier, on notera que E n’est jamais la réunion de deux sev propres (i.e. distincts de F).

4.1.3 Applications linéaires

Définitions. Régles de calcul

DEFINITION 4.1.3
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. On appelle application ( K-)linéaire de E dans F' (ou (homo)morphisme de K-ev)
toute application f : E — F vérifiant

Ve E,VyeE, fx+y)=f(z)+ f(y) et VzeE, VAeK, f(Az)=)f(z)

Une application linéaire est un homomorphisme du groupe (E,+) dans le groupe (F,+). Donc f (0g) = O et pour tout

z € E, f(—z) = —f().
Soit f : B — F; festlindaire ssiVz,y € E, VA €K, f(Az +y) = Af(z) + f(y).

DEFINITION 4.1.4
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels . On appelle isomorphisme de E sur F' toute bijection f : E — F telle que f et la
bijection réciproque f~! soient linéaires.

PROPOSITION 4.1.5
Si f est une bijection linéaire du K-ev E sur le K-ev F, f estun isomorphisme de E sur F' .

II suffit de vérifier que la bijection réciproque £~ est linéaire, ce qui est facile.

DEFINITION 4.1.5
Soit E un K-ev. On appelle endomorphisme de E toute application linéaire de E dans E. On appelle automorphisme de E
tout isomorphisme de K-ev de E sur E.
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PROPOSITION 4.1.6
Si E, F,G sont trois K-espaces vectorielsetsi f : E — F etg : F — G sont des applications linéaires, I’application
go f: E — G estlinéaire.

THEOREME 4.1.1
L’ensemble des automorphismes d’un K-ev E muni de la loi de composition des applications est un groupe appelé groupe
linéaire de E et noté GL(E).

Ensembles d’applications linéaires

Soient E, F' deux K-ev. On notera L(E, F') I’ensemble des applications linéaires de E dans F' et L(E) = L(E, E).

L(E, F) est un sous espace vectoriel de F'Z, donc est un K-ev pour les lois (+, -) (4.1.2 exemple b).

Soient E, F, G trois K-ev. Si f € L(E,F) etg € L(F,G) alors gof € L(E,G). Ona

(1) V1,92 € L(F,G), Vf € L(E,F), (g1+g2)of=g10f+g20f

(2) VgeL(F,G),VfeL(E,F), VAeK, (Ag)of=2A(gof)

(3) vgeL(F7G>7 Vf17f2€L<EaF)7 go(f1+f2>:gofl+gof2

(4) Vge L(F,G), Vf € L(E,F), VA€ K, go(Af)=A(gof)

Remarque

les relations (1) et (2) sont vraies par définition de la somme g; + g2 et du produit Ag. Par contre, la justification des relations
(3) et (4) utilise de maniére essentielle la linéarité de g.

PROPOSITION 4.1.7
(L(E),+, o) est un anneau dont I’élément nul est I’application = — O et I’élément unité I’application identique de E dans E.

Un élément de I’anneau L(E) est inversible ssi 3g € L(E) tel que go f = Idg et f o g = Idg, ce qui revient & dire que f est
bijective. Les éléments inversibles de L(E) sont donc les automorphismes de E. Onadonc U (L(E)) = GL(E).

Soit k£ un élément non nul de K. On appelle homothétie de rapport & I’application linéaire hy, : © — kx de E dans lui méme.
C’est un automorphisme de E. L’application k& — h; est un isomorphisme du groupe (K*, x) sur le sous groupe de GL(E)
formé des homothéties.

Noyau, image d’une application linéaire

Dans ce paragraphe, E et F' sont des K-ev fixés et f € L(E, F).

PROPOSITION 4.1.8
Soit E' un sous ev de E. L’image f(E’) de E' est un sous ev de F.
Soit F’ un sous ev de F'. L’image réciproque f~1(F’) de F' par f est un sous espace vectoriel de E.

DEFINITION 4.1.6
On appelle noyau de I’application linéaire f et on note ker(f) le sous espace de E image réciproque de {0 }.

Donc si x est un élément de E, onax € ker(f) < f(z) = O

THEOREME 4.1.2
Soient E et F deuxK-evet f € L(E,F). Ona:Vz,y € E, f(x) = f(y) & (y — z) € ker(f).

COROLLAIREA4.1.1
f estinjective ssi ker(f) = {0g} .

DEFINITION 4.1.7
On appelle image de f et on note im(f) le sous espace f(E) de F. On a donc f surjective < im(f) = F.
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414 K-algebre

DEFINITION 4.1.8

Soient E, E et F trois K-espaces vectoriels. Une application f : E; x Ey — F est dite bilinéaire si elle vérifie les deux
propriétés suivantes :

1) Pour tout 1 € E; fixé, I’application xo — f(x1,22) de E5 dans F est linéaire.

2) Pour tout x5 € E,, fixé, I’application z1 — f(z1,x2) de E, dans F est linéaire.

On doit donc avoir les propriétés suivantes, pour tous x1,z} € Ey, x2,25 € Ey et X € K:
(@1, 22 + 25) = f(21,22) + fz1 + 25)

f(z1,Az2) = A f (21, 72)

f(wy + 27, 22) = f(21,22) + f(27,72)

f(Az1,22) = Af(21,22)

DEFINITION 4.1.9

Une K-algebre est un quadruplet (A, +,-, %) ot (A, +, ) est un K-espace vectoriel et x une application bilinéaire de A x A
dans A.

L’algébre est dite associative (resp. commutative ) si la loi x est associative (resp. commutative) ; elle est dite unitaire si la loi
* admet un élément neutre, que I’on noteral 4 ou 1.

L’algebre est dite intégre siVz,y € A, vxy=04< =04 0Uy = 04.

Si (A, +, -, *) est une K-algébre, une sous algebre B de A est un sous espace vectoriel de A stable par la loi .

Si (A, +, -, x) est une K-algébre associative unitaire, (A, +, ) est un anneau.

Exemples

1) Si (K, +, -) est un corps commutatif, (K, +, -, -) est une K-algébre associative, commutative unitaire et intégre.

2) Soit X un ensemble non vide. L’ensemble KX = F(X,K) des applications de X dans K, muni des opérations usuelles sur
les fonctions est une K-algebre associative, commutative unitaire et non intégre si X n’est pas un singleton.

3) Si (X, d) est un espace métrique, I’ensemble C'(X, K) des applications continues de X dans K est uns sous algébre de K*X.
4) Soit E un K-espace vectoriel ; (L(E),+,-,0) est une K-algébre associative unitaire en général non commutative et non
intégre. Les éléments inversibles de I’anneau (L(E), +, o) sont les automorphismes de E.

5) Soit n un entier naturel, n > 2. L’ensemble des matrices carrées d’ordre n muni des lois usuelles est une K-algebre associa-
tive, unitaire non commutative et non integre sauf sin = 1.

6) Soit (E, (| )) un espace euclidien orienté de dimension 3 et A : E x E — E le produit vectoriel. (E,+,-,A) est une
R-algébre non associative, non commutative et sans unité.

4.2 Famille de vecteurs

Rappelons d’abord une définition. Soit X et I deux ensembles. Une famille d’éléments de X indexée par I est une application
I — X, i — x;. Onnote une telle famille (z;);cr ou par abus (x;). Cette définition généralise celle des suites. Bien noter que
la connaissance de I’ensemble image {x; | ¢ € I} ne suffit pas pour connaitre la famille (z;);c;.

Si I’ensemble d’indices I est fini, on pourra toujours supposer pour I’exposé qu’il est égal & {1,--- ,n} pour un entier naturel
n donné. Dans ce cas on dira, par abus de langage, que n est le nombre d’éléments de la famille. Par exemple (0,0, 0) est une
famille de trois réels tous nuls. Le nombre d’éléments de la famille est égal au cardinal de son image ssi I’application i — z;
est injective.

Soit Y un sous ensemble de X. L’application inclusion y — y de Y dans X définit une famille d’éléments de X indexée par
Y dont I'image est Y . On I’appellera famille canoniquement associée & Y. Dans ce cas, le nombre d’éléments de la famille
est égal au nombre d’éléments de la partie considérée.

DEFINITION 4.2.1
Soit (G,+) un groupe abélien et (x;);c; une famille d’éléments de G indexée par I. On appelle support de cette famille
I’ensemble S = {i € I | z; # 0g}.
Soit (z;) une famille d’éléments de G & support S fini. On pose > z; :== > ;.
el €S
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Si (z;)icr €t (y:)icr sont deux familles d’éléments de G a support fini, la famille (z; + y;):c1 est elle aussi & support fini et
Slxi+yi)=> i+ > v

el el el

De méme, soient E un K-espace vectoriel, (x;);cr une famille d’éléments de E et (\;);c; une famille d’éléments de K a

support fini. Alors la famille (\;x;);cr est & support fini et donc I’expression > A;x; a un sens.
el

DEFINITION 4.2.2
Soit (x;):er une famille d’éléments d’un K-espace vectoriel E. On appelle combinaison linéaire des x; tout élément de E de

la forme Y~ X\;xz; o0 (\;)ier est une famille & support fini d’éléments de K.
el

4.2.1 Famille génératrice

Soit (z;);er une famille d’éléments d’un K-espace vectoriel E. L’ensemble des combinaisons linéaires des x; forme un sous
espace vectoriel de E qui n’est autre que le sous espace vectoriel engendré par I’ensemble {z; | ¢ € I'} associé a la famille
(x;)icr. Cet espace sera noté Vect(z;,i € I).

DEFINITION 4.2.3

Soient E un K-espace vectoriel et (x;);c; une famille d’éléments de E. On dit que cette famille est génératrice si le sous
espace de E engendré par cette famille est E' lui méme.

1l revient au méme de dire que tout élément x de E peut s’écrire comme combinaison linéaire d’un nombre fini d’éléments x;
(ces éléments x; dépendant bien sur de x).

4.2.2 Famille liée, famille libre

DEFINITION 4.2.4

Une famille finie (z1, - - - , zy,) d’éléments d’unK-espace vectoriel E est dite liée si il existe une famille (\;)1<i<n de scalaires,
non tous nuls tels que >~ X\;z; = 0g. On dit aussi que les vecteurs 1, - - - , x,, sont linéairement dépendants.
1<ign

Une famille quelconque (x;);c1 d’éléments de E est dite liée si il existe une sous famille finie liée (i.e. si il existe J C I, fini
tel que la famille (x;);c s soit liée. Une famille (x;);cr est donc liée si il existe une famille a support fini de scalaires non

tous nuls (X\;);cr telle que >~ \jz; = Op.
el

La méme définition vaut pour une partie de E.

Une famille (x;) est liée si et seulement si il existe un indice i, tel que le vecteur z;, s’exprime comme combinaison linéaire
des (xi)#io.

Remarque

1) Siil existe un indice ig € I tel que x;, = 0, la famille (z;);cy est liée. En effet, si A;; = 1 et \; = 05i i # ig, (A;)ics €St
une famille a support fini de scalaires non tous nuls tels que » ., A\;z; = 0.

2) Si il existe deux indices distincts j et k dans I telle que z; = xy, la famille (z;); est liée. 1l suffit pour le voir de prendre
Aj =1, Ny =—1let); =0pours # j, i # k.

3) Soite € E. Le systéme (e) est libre ssi e # 0.

DEFINITION 4.2.5

Une famille (z;);c; de vecteurs d’un K-espace vectoriel E est dite libre si elle n’est pas liée.

On dit aussi que les vecteurs (x;) sont linéairement indépendants.

Une famille finie (x1,--- ,x,) est libre ssi ¥V (A1,...,A,) € K”, larelation > M\az; = Og implique A; = 0, Ay =

1<i<n
0,...,A,=0.
Une famille quelconque est libre si toute sous famille finie est libre.

PROPOSITION 4.2.1
Tout systéme extrait d’un systéme libre est lui méme un systéme libre.

33



Exemple
Soit E le R-espace vectoriel des applications continues de R dans R. Soit, pour n € N, e,, la fonction définie par e, (z) = =™
(avec par convention eg(z) = 1) pour tout z. Montrons que cette famille est libre.

Soit J C Nfini, J = {nq,...,nptavec ny < ny < --- < my,. Soient Ay,..., A\, réelstelsque > Aiep = 0g. Ona
1<k<p
donc pour tout z réel > Aper(z) = O soit > Apz* = 0g. Supposons les \x non tous nuls et soit ¢ = max{k, 1 <
1<k<p 1<k<p

k < p, A\ # 0}. Endivisant pour z # 0 la relation précédente par ¢ et en faisant tendre x vers +oco on obtient A, = 0.
L’hypothése "la famille (e,,) est liée” conduit & une contradiction. Cette famille est donc libre.

4.2.3 Base

DEFINITION 4.2.6
Une famille (x;);c; d’éléments d’un K-espace vectoriel E est une base ssi ¢’est une famille libre et génératrice.

Supposons que (x;);cr Soit une base de E. Tout z de E s’écritalors x = ), Az, ou la famille de scalaires (\;);cs est a
support fini. De plus une telle écriture est unique car si x = >, ; piwg, ona Y, (A — pg)z; = 000 (A — p1)ier €St a
support fini, donc A; — u; = 0 pour tout ¢ puisque la famille (z;) est libre. Les A; s’appellent les coordonnées du vecteur x
dans la base (z;). Il est facile de voir que pour un ¢ € I fixé, I’application z — x; est linéaire.

4.3 Somme de sous espaces vectoriels

4.3.1 Somme

PROPOSITION 4.3.1

Soient F1, ..., F, un nombre fini de sous espaces d’un K-espace vectoriel E. L’ensemble des x de E qui peuvent s’écrire
x =x1 + -+ x4 avec, pour tout j entre 1 et q, x; € F; est un sous espace vectoriel de E, appelé somme des sous espaces
Fy,...F,. Onlenote Fy +--- + F,.

DoncFi+ - -+ Fy={z€E |31 €F,...,Jx, € Fpe=x1+--+ 24}

La réunion d’un nombre fini de sous espaces vectoriels de E' n’est en général pas un sous espace de E.

PROPOSITION 4.3.2
Soient Fi, . .., F, des sous espaces d’un K-espace vectoriel E. Ona Fy + - - - + F; = Vect < U FZ> .
1<i<q
Notons @ I’application de I’espace produit F; x --- x F, dans E définie par ® (z1,...,24) = 21 + -+ + x4. C’est une
application linéaire et F; + - - - + F, = im(®). Ceci prouve la premiére proposition. Pour la deuxiéme il est immédiat que tout
sous espace vectoriel de E qui contient F7, ..., F, contient leur somme. Comme celle ci est un sous espace vectoriel c’est le
sous espace engendré.
4.3.2 Somme directe
PROPOSITION 4.3.3
Soient F1, . .., F; un nombre fini de sous espaces d’un K-espace vectoriel E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) Ve € Fr,...,Veqg € Fy, 21+ +24=0=21=0,20=0,...,2, =0.
(2) Pour tout z € Fy + --- + Fy il existe un unique x; € Fy, un unique zo € Fy, ..., un unique z, € Fy tels que
T=21+ -+ xq.
(3) L’application® : Fy x --- x F, — E définie ci dessus est injective.
Si ces propriétés sont vérifiées on dit que les sous espaces F1, ..., F, sont linéairement indépendants. On dit aussi, c’est un

petit abus de langage que la somme des F; est directe. On la note alors F; & - - - & Fj,.

PROPOSITION 4.3.4
Soient F' et G deux sous espaces d’un K-espace vectoriel E. Leur somme est directe ssi F' N G = {0}.
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Attention! Cette caractérisation ne se généralise pas a plus de deux sous espaces!

Etant donné trois sous espaces F, G, H d’un méme espace F, pour montrer I’égalité H = F & G il faut donc montrer que
H=F+Getque FNG = {0}.

PROPOSITION 4.3.5
Soient F, ..., Fy un nombre fini de sous espaces d’un K-espace vectoriel E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) Lasomme Fy + -- - + Fy, est directe.

(2) Pourtoutj, 1<j<gonakF;(\| > F;|={0}L
1<i<q
i#]

(3) Pourtoutj, 2<j<gq, (Fi+---+Fj_1)NF; = {0}.

4.3.3 Sous espaces supplémentaires et projecteurs

DEFINITION 4.3.1
Deux sous espaces F et G d’un K-espace vectoriel E sont dits supplémentaires si leur somme est directe et égale a E, i.e.
E = F @ G. Onditaussi que G est UN supplémentaire de F'.

F et G sont supplémentaires ssi E = F + G et FNG = {0}.

Soient F' et G deux sous espaces supplémentaires de E. Tout x € E s’écrit donc de maniére unique sous laforme xz = xp+z¢
aveCrp € Fetxg € G.

L’application E — F qui a = associe z est linéaire. On I’appelle la projection sur F' parallélement a G. On la notera p‘lLG.
Ona ker(plf‘,G) =G, im(pg,G) =Fet p‘}G op!,G = py,G. De plus png opyﬂ =0et p‘ILG + pgp =1idg.

Attention! Un sous espace vectoriel F' d’un espace E admet en général plusieurs supplémentaires, et méme une infinité si K
est lui méme un corps infini. Il ne faut donc jamais utiliser I’expression “le supplémentaire” qui sous entend une unicité.

4.3.4 Projecteurs

DEFINITION 4.3.2
On appelle projecteur de E tout endomorphisme p € L(E) vérifiantp o p = p.

Si E = F & G, la projection sur F' parallelement a G est un projecteur. Réciproquement, on a :

THEOREME 4.3.1

Soitp € L(E) un projecteur. On a

1) im(p) = {z € E | = = p(x)}

2) E = ker(p) ® im(p)

3) p est la projection surim(p) parallélement a ker(p).

4) g = idg — p est un projecteur d’image ker(p) et de noyau im(p).

preuve
1) Siz € im(p), il existe y € E tel que x = p(y) ; alors p(x) = p o p(y) = p(y) = x. La réciproque est évidente.

2) Siz € ker(p) Nim(p) onap(z) = 0 etz = p(z) donc = 0. La somme ker(p) + im(p) est directe. D’autre part, pour
z € E,onaz = [z — p(z)] + p(z) avec p(z) € im(p) et p(z — p(x)) = p(x) — pop(xz) = 0, donc z — p(x) € ker(p). Ona
donc E C im(p) + ker(p). L’autre inclusion étant évidente, le résultat est prouvé. On a iy, ;) = p() et Tyer(p) = = — p(2).
3) On vient de voir que la décomposition de z était p(z) + [z — p(z)], donc p(x) = p!\sz;p) ().

4) Immédiat.

THEOREME 4.3.2
Soient F, G deux sous espaces supplémentaires d’un K-ev E, E' unK-ev, f € L(F,E’) etg € L(G,E"). Il existe une
application linéaire p : E — E' et une seule telle que p|r = f et¢|c = g.

preuve
Soit p la projection sur F' parallélement & G, ¢ = idg — p la projection sur G parallélement & F. L’application ¢ = fop+gogq
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répond a la question : elle est linéaire, si z € F', on a p(x) = z et g(z) = 0 donc p(z) = f(x). De méme, siz € G,
o(z) = g(x). Soit ¢’ une autre application linéaire répondant a la question. L’application ) = ¢ — ¢’ est linéaire, nulle sur F
etsurG. Siz € E,onay(x) = ¢(xp) + ¢ (xg) =0doncy = 0soit o = ¢'. K

COROLLAIRE 4.3.1
Soient E, E' deux K-ev et F, G deux sous espaces vectoriels supplémentaires de E.
L’application§ : L(E,E') — L(F, E’) x L(G, E') définie par 6(f) = (f|r, f|c) est un isomorphisme.

Il est facile de voir que cette application est linéaire et le théoréme précédent montre que tout élément de L(F, E') x L(G, E")
a un unique antécédent.

PROPOSITION 4.3.6
Soient F' un sous espace vectoriel d’unK-espace vectoriel E et G, Gy deux sous espacesde E telsque E = F®G, = FOG,.
G et G5 sont isomorphes.

preuve
Notons p la projection sur G, parallélementa F. Soitp’ : G2 — G I’application qui a tout zo € G5 associe p’(z2) = p(z2) €
G1.Onayp’ € L(G2,Gy). Montrons que p’ est un isomorphisme.

1) Soitxs € ker(p’). Onap(zz) = 0donc x2 € ker(p) N Gy = F N G2 = {0}. p’ est injective.

2) Soitz; € G;. Comme E = F @ Go, il existe y € F et xa € Gy tels que zy = y + xo. Il vient p/(z3) = p(xz) =
p(z1 —y) = p(z1) = z1. Donc p’ est surjective. B

4.3.5 Symétries

Dans ce paragraphe on suppose que le corps K n’est pas de caractéristique 2. C’est évidemment le cas si K est un sous corps
de C.

DEFINITION 4.3.3
Soit E unK-ev. Une symétrie de E est un endomorphisme involutif s de E, i.e. vérifiant s o s = id.

Une symétrie s est évidemment un automorphisme de F tel que s = s~ 1.

THEOREME 4.3.3

Soit E unK-ev, ou K est un corps de caractéristique différente de 2.

1) Soits € L(E). s est une symétrie ssi I’application p = % (idg + s) est un projecteur.

2) Soit s € L(E). s est une symétrie de E ssi il existe deux sous espaces supplémentaires F et G de E tels que, pour tout
x=xzp+zcdeE,onaits(z) =xp — zg.

Alors F =ker(s —idg) ={x € E | s(x) =z} et G =ker(s +idg) = {z € E | s(x) = —z}.

preuve
1) Le fait que K soit de caractéristique différente de 2 garantit I’existence de I’élément 1/2 dans K. Alors
1, 1, 1.
i(ldE +3s)o Q(ZdE +s) = 1 (idg + 25+ so0s)
Doncsos =idg & pop=np.

2) Onaalors s(z) = ¢ < p(z) = x et s(z) = —x < p(x) = 0. p &tant un projecteur, on a E = im(p) @ ker(p) = F & G
aveC F ={z | s(z) =z} etG ={z | s(x) = —z}. Onendéduitque siz = xp + zg ONa s(z) = xp — z¢g.

4.3.6 Geénéralisation

Soit E un K-espace vectoriel et 4, ..., E, des sous espaces de E tels que £ = E; @ --- & E,. Posons, pour j entre 1 et g,
F; = @& F;etsoitp; laprojection sur E; parallelement a F;. On vérifie facilement les propriétés suivantes :
1<i<gq
i#j
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1) p1+-+pg=idg

2) Onap; op; = 0pouri # j.

3) Toute application linéaire f de E dans un autre K-ev G est entierement déterminée par ses restrictions f; a chacun des E;.
Onaf = fiop1+---f, opg Enparticulier, L(E, G) est isomorphe au produit L(E1,G) x --- x L(E,, G).

4.3.7 Théoréme fondamental

THEOREME 4.3.4
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € L(E,F). Soit S un sous espace vectoriel de E supplémentaire du noyau
ker(f). La restriction de f a S induit un isomorphisme de S surim(f).

Remarque

Dans I’énoncé ci dessus on suppose I’existence d’un supplémentaire S du noyau. L’existence d’un tel supplémentaire n’est
pas une évidence. On la prouvera dans le prochain chapitre dans le cas ol F est de dimension finie. Dans le cas général,
on peut prouver que tout sous espace d’un K-espace vectoriel £ admet un supplémentaire, mais la démonstration est hors du
programme (elle utilise le théoréme de Zorn, lui méme conséquence de I’axiome du choix).

preuve

Notons fs I’application de S dans im(f) définie par Vo € S, fs(x) = f(x). C’est évidemment une application linéaire.
Soit € ker(fs). Onaxz € Set f(z) = 0, donc z € ker(f) NS = {0}, i.e; x = 0. Par conséquent, fs est injective.
Soit y € im(f). Par hypothese, il existe z € E tel que y = f(x). x se décompose en x = x5 + Tyer() AVEC T5 € S €t
Trer(r) € ker(f). llvienty = f(xs) + f(zrer()) = fs(zs) ce qui prouve que fs est surjective. M.

4.4 Formes linéaires et hyperplans
Soit £ un K-espace vectoriel.

DEFINITION 4.4.1
On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans le corps de base K. L’ensemble des formes linéaires
L(E,K) est naturellement muni d’une structure d’espace vectoriel. On I’appelle espace dual de E et on le note E*.

DEFINITION 4.4.2

On appelle hyperplan de E tout sous espace propre de E, maximal pour la relation d’ordre "inclusion”. Autrement dit, un sev
H de E est un hyperplan ssi il possede les deux propriétés suivante :

1) H+#E.

2) Lesseulssev F' de E vérifiant H C F sont ' = H et F' = E.

THEOREME 4.4.1

Soit E unK-espace vectoriel et H un sous espace vectoriel de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) H estun hyperplan.

(2) Hexisteey € E tel que E = H & Key.

(3) H# Eetpourtoute c E\ H,onaE = H & Ke.

preuve

(1) = (3) Puisque H est un hyperplan, il est distinct de E. Soite € E\ H et F = H + Ke. F est un sev de E contenant
I’hyperplan H et distinct de H (puisque contenant e ¢ H). H étant un hyperplan, ona F' = E. D’autre part, siz € H NKe, il
existe A € K tel que z = Xe. Supposons z # 0. Onaalors A # 0 donc e = %x € H. Contradiction. Donc = = 0 et la somme
H + Ke est directe.

(3) = (2) Puisque H # E, I’ensemble E \ H est non vide, d’ou la conclusion.

(2) = (1) Soit F unsevde E tel que H C F. |l s’agit de prouver que FF = H ou F = E. Sion suppose F' £ H, il
existee € F\ H C E\ H. D’apres (2), e s’écrite = ey + Xeg aveCey € H et A € K. Comme e ¢ H, A # 0 et donc
eo=3(e—ey) € F.Onendéduit E=H +Key C Fd'oU F =E. R

THEOREME 4.4.2
Soit E un K-espace vectoriel.
1) Soit p € E* une forme linéaire non nulle sur E. ker(y) est un hyperplan de E.
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2) Soit H un hyperplan de E. Il existe une forme linéaire o € E* non nulle telle que H = ker(y).
3) Soient p ety deux formes linéaires non nulles sur E. On aker(yp) = ker(¢) < IX € K, XA # 0, tel quey = Ap.

preuve

1) Puisque ¢ # 0, il existe e € E tel que ¢(e) # 0. Posons ¢ = 1

p(e)
On a de suite ker(¢) N Ke = {0}. Soitz € E. On peut écrire z = = — p(z)e + p(z)e et p(x)e € Ke alors que
vlxr — p(x)e] = p(x) — p(x)p(e) = 0donc x — p(x)e € ker(p). Onadonc E = ker(p) @ Ke ce qui prouve que ker(y) est
un hyperplan.

e de sorte que ¢(g) = 1.

2) Soient H un hyperplan, e € E tel que E = H @ Ke. Soit p la projection sur Ke parallélement @ H. On a pour
x € E, p(x) = ¢(x)e avec p(x) € K et il est immédiat que I’application z — ¢(z) est linéaire. Donc ¢ € E* eton a
z €ker(p) & p(z)=0& 2 € H.

3) Soit H = ker(y) = ker(¢)) ; on sait que H est un hyperplan. Soiente € E tel que E = H & Ke et 0 = p(e)p — ¥(e)e.
x € Esécrite =xzy +teaveczy € Hett € K.Onaf(z) =0(xy) +th(e) = 0. Donc § = 0. Comme e & H, p(e) #0

_ _ (e
donc ¢p = Ap avec \ = o(e)

Dans le courant de la démonstration ( partie 1) ) on a montré le :

COROLLAIRE 4.4.1
Soit ¢ une forme linéaire non nulle sur un K-espace vectoriel E. Il existe un vecteur e € E tel que p(g) = 1.

COROLLAIRE 4.4.2
Soient ¢ et ¢ deux formes linaires sur un K-espace vectoriel E. |l existe A € K tel que v = Ay si et seulement si

ker(p) C ker(%).
Veérification facile en distinguant le cas ¢ = 0 du cas ¢ # 0.

A tout hyperplan H de E correspond ainsi une droite vectorielle Dy dans E*, droite formée des ¢ € E* qui s’annulent sur
H. Réciproquement, si D est une droite dans E*, I’hyperplan ker(¢) ne dépend pas de I’élément non nul ¢ € D. Cette
correspondance sera généralisée dans le cas de la dimension finie. (Voit le chapitre sur la dualité).
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Espaces vectoriels de dimension finie

Dans tout ce chapitre, K est un corps commutatif fixé. Pour n entier naturel non nul fixé on pose N = {1,...,n}.

5.1 Préliminaires

On va s’intéresser dans ce chapitre aux espaces vectoriels qui admettent un systéme générateur fini. On commence par quelques
résultats préliminaires. Dans les 5 lemmes qui suivent, E est un K-espace vectoriel fixé.

Lemme 5.1.1
Soient S = (uq,...,u,) etS" = (uj,...,ul,) deux systémes de vecteurs de E. On a
Vect(S) C Vect(S') & [Vi € N, u; € Vect(S')]
Si un systéme (v1, ..., v ) est lié, I’un des vecteurs v; s’exprime comme combinaison linéaire des autres mais on ne peut pas

sans autre hypothése savoir lequel. Le lemme suivant répond a cette question avec une hypothése supplémentaire.

Lemme 5.1.2
Soit S = (u1,...,uy) un systéme libre de vecteurs de E etv € E. Si le systéme (uy, ..., un,v) estlié onav € Vect(S)
preuve
k=n
Le systeme (uq, ..., un,v) est lié, donc il existe des scalaires Ay, ..., A, A non tous nuls tels que > Agui + Av = 0. Ona
k=1
nécessairement A # 0 sinon, le systéme (uq,...,u,) = S serait lié contrairement a I’hypothése. En divisant par A on obtient

que v s’exprime comme combinaison linéaire des vecteurs de S.

Lemme 5.1.3
Soit S un systéeme lié de n > 2 vecteurs de E. Il existe un systéme S’, extrait de S, de n — 1 vecteurs tels que Vect(S") =
Vect(S).

preuve
Soit S = (uq,...,u,). Sestlié, donc il existe k € N7, tel que uy, soit combinaison linéaire des vecteurs (u;);x. Le systéme
S' = (U1, -y Up—1, Ukt1, - - - Uy ) VErifie Vect(S") = Vect(S) d’apres le lemme 5.1.1.

Lemme 5.1.4

Soit S un systéme de n vecteurs de E non tous nuls. Il existe un systéme libre extrait S’ tel que Vect(S’) = Vect(S). Le
systéme S’ est alors une base de Vect(.S)

preuve
La preuve se fait par récurrence sur n. Sin =1, .S = (u;) avec u; # 0 est libre, donc S’ = S convient. Supposons le lemme
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vrai pour un entier n > 1 donné. Soit S un systeme de n -+ 1 vecteurs. Si S est libre, on prend S’ = S. Sinon, d’aprés le lemme
5.1.3 il existe un systéme extrait S; formé de n vecteurs tel que Vect(S;) = Vect(S). D’aprés I’hypothése de récurrence il
existe un systeme S’ extrait de Sy, donc de .S, libre tel que Vect(S;) = Vect(.S”). D ou la conclusion.

Lemme 5.1.5
Soitp > 1 un entier naturel, S = (u, ..., up) Un systéme de p vecteurs de E. Soit> = (v1,...,vp41) Un Systéme dep + 1
vecteurs de Vect(S). Le systéme X est lié.

preuve
La démonstration se fait par récurrence sur p. Soit (HR,,) la propriété suivante : pour tout systtme S' = (uq,...,u,) de p
vecteurs de E. et tout systéme X = (v1,...,vp4+1) de p + 1 vecteurs de Vect(S), le systéme X est lié.

e Sip=1,5=(u1), ¥ = (v1,v2). Par hypothése, il existe des scalaires A1, A2 tels que v1 = Ajuy, va = Aquy. Si
A1 = 0, le systéme X est lié ; sinon, la relation Ajva — Agv; = 0 avec (A1, A2) # (0,0) montre que X est lié.

e (HR,) = (HRp41)0Up > 1.
Soitdonc S = (u1,...,upt1) Un systéme de p + 1 vecteurs de E et ¥ = (v1, ..., vp42) UN Systéme de p + 2 vecteurs
de Vect(S). Par hypothése il existe des \; ; € K tels que

vi = Ariur o Appr1Uptn
vj = Anjun e ApgjUp
Uptz = AlpioUn + -+ Appipiotptl

On distingue alors deux cas :

— Pourtoutjentreletp+2 A ; =0.
Les vecteurs vy, - - - ,v,41 appartiennent alors & I’espace vectoriel engendré par le systéme de p vecteurs S’ =
(ug,...,upy1). D’aprés I’hypothése de récurrence, (v1,...,vp+1) estlié etil en est donc de méme de S.

— Il existe un indice j tel que A\, ; # 0. Quitte & renuméroter les vecteurs de S, on peut supposer j = 1, i.e.

A1 # 0. Pour 2 < j < p + 2 posons w; = v; — iii vy. Alors w; € Vect(S') o0l S" = (usg, ..., ups1). D’aprés

I’hypothése de récurrence, le systéme de p vecteurs (ws, ..., wp41) est lié. Il existe donc des scalaires non tous

ptl . .. bt2 1 (P
nuls po, . .., ppy1 telsque > pjw; = 0. Cette relation s’écrit > pjv; = 0enposant puy = EDYE! > ML

j=2 j=1 ) j=2
et les ; ne sont pas tous nuls, donc le systéme X est lié.

La preuve est compléte.

5.2 Théorémes fondamentaux

THEOREME 5.2.1

Soit E # {0} un K-espace vectoriel non réduit a {0} admettant un systéme générateur fini. Alors
1) E admet des bases.

2) Deux bases quelconques de E ont le méme nombre de vecteurs.

DEFINITION 5.2.1

On dit qu’un K-espace vectoriel est de dimension finie si il est engendré par un nombre fini de vecteurs. Si E est de dimension
finie et non nul, le nombre de vecteurs d’une base quelconque de E est appelé dimension de E et noté dim(FE). Par convention
dim({0}) = 0.

preuve du théoreme
Soit S un systeme fini générateur de E. D’apres le lemme 5.1.4 il existe un systéme libre S’ extrait de S qui est une base de
Vect(S) = E. Ceci prouve la premiére affirmation.
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Soit B = (e1,...,e,) et B = (e,...,el,) deux bases de E. D’aprés le lemme 5.1.5 appliqué a S = BetX =B, m < n

rm

(car I’hypothése m > n implique que le systeme B’ est li€).De méme, symétriqguement, n < m. Donc n = m.

COROLLAIRES5.2.1
Pour tout entier naturel n, le K-espace vectoriel K™ est de dimension finie égale a n.

Le systéme (eq,...,e,) 00 €; = (0;1,...,0:,) = (0,...,0,1,0,...,1) est une base de K™ appellé base canonique.

Exemples
Un espace vectoriel est une droite vectorielle ssi il est de dimension 1.
On appelle plan vectoriel tout espace vectoriel de dimension 2.

THEOREME 5.2.2

Soit E unK-espace vectoriel de dimension finie n et G un systeme générateur de m vecteurs. Alors
1) m>2n

2) Sim = n, G est une base.

preuve
1) Soit B = (ey,...,e,) une base de E. Les vecteurs de 3 appartiennent & Vect(G) et forment un systéme libre, donc (lemme
5.1.5) n < m.

2) Supposons G lié. D’aprés le lemme 5.1.3 il existe un systeme G’ extrait de G formé de m — 1 vecteurs qui est encore
générateur. D’aprés le 1) on aalors m — 1 > n soitm > n + 1. Donc si m = n le systéme G est libre.

THEOREME 5.2.3

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie n et £ un systéme libre de m vecteurs. Alors
1) m<n

2) Sim =n, L est une base.

preuve
1) Cela résulte immédiatement du lemme 5.1.5.
2) Supposons m = n. Soientv € E et B = (ey,...,e,) une base de E. Le systéme L est libre et le systéme (L, v) est lié car

formé de n + 1 vecteurs appartenant & Vect(B) ( lemme 5.1.5). Donc (5.1.2), v appartient & Vect(L£). Par conséquent L est
libre et générateur. C’est une base.

RESUME
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.

1. Tout systéme générateur a au moins n vecteurs.
2. Tout systeme libre a au plus n vecteurs.

3. Si B est un systéeme de n vecteurs, on a I’équivalence : B est une base < B est libre < B est générateur.

THEOREME 5.2.4
Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie et F' un sous espace vectoriel de E. F' est de dimension finie et dim(F") <
dim(E). De plus F = E < dim(F) = dim(E).

preuve

Un systéme libre de F' est un systéme libre de E, donc il a au plus n = dim(E) vecteurs. Si F = {0} onadim(F) =0 <
dim(E). Sinon, soit By une base de F'. C’est un systéme libre de F, formé de dim(F) vecteurs, donc dim(F) < dim(E). Si
dim(F) = dim(E), B est un systéme libre de E de dim(FE) vecteurs donc est une base de E. Donc E C Vect(Br) = F. La
réciproque est triviale.
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COROLLAIRE5.2.2
Soient F' et G deux sous espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel de dimension finie. On a I’équivalence

FcaG
F=Ge { dim(F) = dim(G)

Attention Sion a seulement dim(F') = dim(G) on ne peut pas en conclure que F' = G.

5.3 Théoreme de la base incompléte et applications

THEOREME 5.3.1
Soient E un K-espace vectoriel, L une partie libre et G une partie génératrice finie de E. Il existe un sous ensemble G, C G tel
que L U G, soit une partie base de E.

preuve
Les hypothéses du théoréme font que E est de dimension finie n. Soit p = card(£). On sait que p < n. La preuve se fait
par récurrence descendante sur p. Si p = n, £ est une base et G; = () convient. Supposons le résultat prouvé pour un entier p
vérifiant 1 < p < n. Soit maintenant £ une partie libre de p — 1 éléments. Comme p — 1 < n, £ n’est pas génératrice, donc il
existe v € G tel que v & Vect(L). Ceci implique que la partie £’ = £ U {v} est libre. Son cardinal est p. D’aprés I’hypothése
de récurrence, il existe G’ C G tel que £’ U G’ soit une partie base de E. Si on pose G; = G’ U {v}, on voit que G; C G et que
L U Gy est une base de E.

Donnons maintenant I’énoncé du méme résultat en termes de systemes de vecteurs.

COROLLAIRE5.3.1

Soient E' un K-espace vectoriel, £ = (eq,...,e,) un systéme libre et G = (uq, ..., u,) Un Systéme générateur fini de E. 1
existe un entier m et des indices i1, ... ,im, 1 <41 <ido < -+ < iy, < g telsque (eq,...,ep,u; ..., u;, ) SOIt Une base de
E.

On a bien entendu p + m = dim(E).

COROLLAIRES5.3.2
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et L = (e1,...,ep) Un systéme libre de E. Il existe des vecteurs
(ept1,-..,en) telsque (e1,...,ey,) Soit une base de E.

Exemple d’utilisation : Soit £ un K-ev de dimension n et F' C G deux sous espaces vectoriels de E de dimensions p et ¢
respectivement. 1l existe une base (e1,...,e,) de E telle que (eq,...,e,) Soit une base de F et (eq,...,e,) une base de G.
Pour construire une telle base, on choisit une base (e, ..., e,) de F' et on applique le théoréme de la base incompléte dans G
a ce systéme libre. On en déduit I’existence de vecteurs e, 1, ..., e, de G tels que (eq, ..., eq) Soit une base de G, puis on
recommence dans E avec le systéme libre (eq,...,e,). Ce résultat se généralise & une suite £y C E, C --- C E,,, C E de
sevde F.

SiS = (a1,...,ap)etS = (by,...,b,) sontdeux systémes de vecteursde E, (S, S’) désignera le systéme (as, ..., ap, b1, ..., by).

THEOREME 5.3.2 (Sous espaces supplémentaires)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F' et G des sous espaces vectoriels non nuls de E. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1) E=F @G ie F etG sont supplémentaires.

2) Il existe une base B de F et une base B¢ de G telles que (B, Bg) soit une base de E.

3) Pour toutes bases By de F et B de G, (Br, Bg) est une base de E.

4) F+G=F et dim(F) 4 dim(G) = dim(E).

5) FNG = {0} et dim(F) + dim(G) = dim(E).

Si on ne suppose plus que les sous espaces F' et G sont non nuls, on a encore I’équivalence entre 1), 3), 4) et 5). La propriété
2) peut &tre mise en défaut puisqu’un espace nul n’a pas de bases.
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preuve
Soient B = (e1,...,ep) Une base de F, Bg = (e1,...,&4) Une base de G, B = (Br, B¢). La preuve du théoréme repose
sur les deux équivalences suivantes :

(1) Bestliore < FnG = {0}
i=p Ji=q
Supposons F' NG = {0}. Soient (Aq,...,Ap) et (u1,. .., uq) des scalaires tels que > Ae; + Y pje; = 0. Posons
i=1 j=1
i=p Jji=q ,
y=> Me;etz= > pije;.Onay e Fetze Gety+z=0doncz= —y € F. Par conséquent, z € F N G donc
i=1 i=1
z=0d’ol y = 0. On en déduit la nullité des scalaires A; et p; pour 1 < i < petl < j < g puisque les systémes By et
B sont libres. Donc B est libre.

i=p J

=9
Réciproquement, supposons B libre. Soitz € F N G. xz S’écritz = Y Aje; etaussiz = Y w;e; ol les A;, p; sont des
i=1 =1

= J

i=p Jj=q
scalaires. Comme B est libre, on déduitde Y A\;e; — > p;e; = 0 lanullité des \; et des p; et donc celle de x.
i=1 j=1
(2) Bestgénérateur < E=F+ G
Si S et S’ sont deux systémes de vecteurs, on vérifie facilement que Vect(S, S’) = Vect(S) 4+ Vect(S’). L’affirmation
en découle.

Démontrons maintenant le théoréme.
e 1) = 3) Soient By = (e1,...,ep) Une base de F', B¢ = (e1,...,&4) Une base de G, B = (Br, Bg). Par hypothése
E=F®G.OnaFE = F + G donc B est un systeme générateur et F' N G = {0} donc B est un systéme libre.
e 3) = 2) estclair puisque F' et G étant non nuls et contenus dans E' de dimension finie, possédent des bases.
e 2) = 4) E = Vect(Bp,Bg) = Vect(Br) + Vect(Bg) = F + G. Larelation sur les dimensions résulte de I’hypothése.

e 4) = 5) Soient Br une base de F, Bg une base de G, B = (Bp,Bg). Ona F + G = E = B est un systéme
générateur de E. L’hypothese sur les dimensions assure que le nombre de vecteurs de B est égal a dim(E) ; B est donc
une base de E, et en particulier un systeme libre. Donc F N G = {0}.

e 5) = 1) Soit toujours B une base de F', B¢ une base de G, B = (Bp,Bg). Ona Vect(Br) N Vect(Bg) = FNG =
{0} donc B est un systeme libre de E. Il est formé de dim(FE) vecteurs, donc c’est une base de E. On en déduit
E = Vect(B) = Vect(Br) + Vect(Bg) = F + G ce qui joint & I’hypothése F NG = {0} assure que E = F & G.

THEOREME 5.3.3
Tout sous espace vectoriel d’un K-espace vectoriel de dimension finie admet des supplémentaires.

preuve

Soit E de dimension n et F' un sous espace de E. Soit p = dim(F') < n. Sip =0, i.e. F = {0}, E convient. Sip =nona
F = E et {0} convient. Sinon, 1 < p < n —1;soit (eq,...,ep) une base de F et (ep11,...,ey,) tels que (eq, ..., ey,) soit
une base de E. Soit enfin G = Vect(ep+1,- - -, e,). D’aprés le théoréme précédent, G est un supplémentaire de F'.

Attention! En général un sous espace de £ admet plusieurs supplémentaires.

Considérons le cas d’un K-espace vectoriel E de dimension n > 2 ot K est un corps infini, ce qui est le cas si K est un sous
corps de C. (Cadre du programme). Soit F' un sous espace de E non nul et non égal & E. Alors F' admet une infinité de
supplémentaires.

En effet, soit B = (eq,...,ey) une base de E telle que Br := (e1,...,ep) soit une base de . On a par hypothése 1 < p <
n — 1. Soit, pour A € K, Gy = Vect(ept1, ... en + Aep).

Alors, pour tout A € K, G5 est un supplémentaire de F' et G\ # G, si A # p. La peuve est facile et laissée au lecteur.

5.4 Rang

DEFINITION 5.4.1
Soit S = (uq,...,uy) un systéme de vecteurs d’un K-espace vectoriel E. On appelle rang du systéme S et on note rg(S) la
dimension du sous espace vectoriel Vect(S) de E.
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Cette définition s’étend & un systéme S = (u;); ou I’ensemble d’indice I peut étre infini, pourvu que Vect(.S) soit de dimension
finie.

PROPOSITION 5.4.1
Le rang d’un systeme S est égal au nombre maximum de vecteurs d’un systeme libre extrait de S.

C’est une conséquence immédiate du lemme 5.1.4 .

Opérations élémentaires

Soit S = (uq, ..., u,) un systeme de vecteurs.

On dit que le systéme S’ = (vy,...,v,) Se déduit de S par une opération &lémentaire de type | si S’ s’obtient & partir de S
en permutant deux vecteurs, autrement dit si il existe deux indices ¢ < j compris entre 1 et n tels que v; = u;, v; = u; et
v = ug pour k #ietk # j.

On dit que le systéme S’ se déduit du systéme S par une opération élémentaire de type Il si il existe deux indices 7, j et un
scalaire A € K tels que v, = uy, pour k # ¢ et v; = u; + Au;. Autrement dit, on remplace dans S un des vecteurs, u; par ce
vecteur auquel on ajoute A fois un autre vecteur u; avec, c’est essentiel, 4 # j.

On dit que le systtme S’ se déduit du systeme S par une opération élémentaire de type 111 si on I’obtient & partir de S en
multipliant I’un des vecteurs de S par un scalaire non nul, i.e. si il existe i entre 1 et n et r € K* tels que vy = uy pour k # 4
etv; = ru;.

On dit que le systéme S’ se déduit du systéme .S par une suite d’opérations élémentaires si il existe une suite finie de systémes,

Si,...,Sptelsque Sy = S, S, = S’ ettels que S, se déduit de S; par une opération élémentaire de type I, Il ou Il pour
I1<j<p-1
Remarque

Dans un certain nombre de questions, on se limite a des opérations élémentaires de type 1 ou Il.

THEOREME 5.4.1
Soient S et S’ deux systémes de vecteurs d’un K-ev E. Si S’ se déduit de S par une suite d’opérations élémentaires, on a
Vect(S) = Vect(S’) et par conséquent les deux systémes ont méme rang.

La preuve consiste a vérifier que Vect(S) = Vect(S’) si S’ se déduit de .S par une transformation élémentaire, ce qui est facile.

5.5 Applications linéaires

5.5.1 Premiers résultats

PROPOSITION 5.5.1
Soit B = (ey, ..., e,) une base d’unK-ev de dimension finie E, etey, ..., e, n vecteurs d’unK-ev F. Il existe une application
linéaire f : E — F et une seule telle que f(e;) = e; pour1l < i < n.

preuve

Tout vecteur = de E s’écrit de maniére unique sous la forme x = zye1 + - - - + z,e, OU les x; sont dans K. Si f existe, on a
nécessairement f(x) = z1f(e1) + -+ + 2 f(en) = 2161 + - - - + x,&, CE QUi prouve I'unicité de f. Réciproquement, si on
POSe, poUr & = z1e1 + - - + Tnen, f(x) = z1e1 + - - - + TpER, ON VErifie facilement que I’on définit ainsi une application (car
les z; ne dépendent que de x), linéaire, qui vérifie f(e;) = ; pour tout s.

COROLLAIRES5.5.1
Si deux applications linéaires f et g de E de dimension finie dans F' vérifient f(e;) = g(e;) pour tout vecteur e; d’une base B
de E, elles sont égales.

PROPOSITION 5.5.2

Soient E et F deux K-ev, E de dimension finie, f une application linéaire de E dans F' et B = (ey, ..., e,) Uune base de E.
1) Lesysteme (f(e1),. .., f(en)) est générateur du sous espace im(f) de F.

2) f estinjective ssi le systeme (f(e1),. .., f(en)) est libre. Dans ce cas c’est une base de im(f).

preuve

1) Soity € im(f). llexiste x € E'tel quey = f(x). Enécrivantx = xz1e1+- - -+ xpen, il vienty = z1 f(e1)+- - -+ f(en).
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2) Supposons f injective. Soit (z1,...,z,) € K™ telsque 21 f(e1)+- - -+, f(en) = 0. Ceci s’écrit f(z1e1+- - +xzpe,) =0

soitzie; +- - -+ zne, € ker(f). Mais f étant injective, ker(f) = {0} donc z1e1 +- - -+ z,e, = 0d’00, puisque (e1,. .., ex)

est libre, z; = 0,...,2, = 0. Donc (f(ey),..., f(e,)) estlibre.

Réciproquement, supposons f(e1),..., f(e,)) libre. Soitz = 1 +e1 + -+ + zne, € ker(f). Ona0 = f(z)
-+ + x, f(e,), donc puisque (f(e1),..., f(en)) estlibre, z; = 0,...,z, = 0soit z = 0. Donc ker(f) =

injective.

fler) +
et

=
{0} et f est

COROLLAIRE5.5.2
Soit f une application linéaire d’un K-espace vectoriel de dimension finie E dans un K-espace vectoriel quelconque F. Le
sous espace im( f) est de dimension finie et dim(im(f)) < dim(E).

On appelle rang de I’application linéaire f, et on note rg(f) la dimension de I’espace image im(f). Il résulte de ce qui précede
que si B = (ey,...,e,) estune base de E, le rang de f est égal au rang du systéme (f(e1),. .., f(en)).

COROLLAIRE5.5.3
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels quelconques, f € L(E,F), S = (u1,...,up) Un systéme de p vecteurs de E et

f(8) = (F(ur), ... f(up)). Onarg(f(5)) < rg(S).

En effet, il suffit d’appliquer le corollaire précédent & I’espace vectoriel E' = Vect(S) et a la restriction f' de f a E’. On a
im(f") = Vect(f(S)). D’oll le résultat.

5.5.2 Isomorphismes

THEOREME 5.5.1
Soient E et F' deux K espaces vectoriels, E étant de dimension finien > 1 et f € L(E,F). Les propriétés suivantes sont
équivalentes :
(1) f estunisomorphisme de E sur F.
) L’image par f d’une base quelconque de E est une base de F.
) Il existe une base de E dont I’image par f est une base de F.
4) f estinjective et dim(F') = dim(E)
) dim(F) = dim(F) et il existe g € L(F, E) telle que f o g = Idp.
) f estsurjective et dim(F') = dim(FE)
)

(2
(3
(
E
(7) dim(F) = dim(FE) etil existeg € L(F,E) tellequego f = Idg

5
6
7

preuve

Soit B = (eq,...,epn) une base de E. On pose f(B) = (e1,...,&,) OU g; = f(e;) pour 1 < i < n.

(1) = (2) f(B) est générateur de im(f) = F. Comme f est injective, ce systéme est libre (prop. 5.5.2). C’est donc une base
de F.

(2) = (3) Carladimension de E étant > 1, E posséde des bases.

(3) = (4) Si B estune telle base, le systéme f(B) est libre, donc f est injective. L’égalité des dimensions est triviale.

(4) = (5) Si f estinjective, le systéme f(B) est libre ; formé de dim(F') vecteurs, c’est une base de F'. 1l existe donc une
unique application linéaire g : F' — E telle que g(g;) = e; pour 1 < @ < n. Cette application vérifie f o g(g;) = f(e;) = &;
pour tout ¢, donc f o g = idp (corollaire 5.5.1).

(5) = (6) Pourtout z € Fonaz = f(g(z)) donc f est surjective.

(6) = (7) f(B) est générateur de im(f) = F puisque f est surjective. Formé de dim(F') vecteurs, c’est une base de F. On
peut donc définir g € L(F, E) par g(e;) = e; pour tout <. On a de suite g o f(e;) = e; pour tout ¢ donc g o f = idg.

(7) = (1) Siz € ker(f) onax = g(f(x)) = g(0) = 0 donc f est injective. Le systéme f(B) est donc libre, formé de
dim(F') vecteurs, donc est une base de F. C’est donc un systéme générateur de F', donc f est surjective. f est linéaire et
bijective, c’est donc un isomorphisme.

Remarque
Il est facile de voir que I’application g qui intervient tant dans le (5) que dans le (7) est la bijection réciproque de f

COROLLAIRES.5.4
Soient E' et F' deux espaces vectoriels de dimension finie sur le méme corps K. Il existe un isomorphisme f : E — F si et
seulement si dim(E) = dim(F).
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En particulier, tout K espace vectoriel de dimension n est isomorphe a K™. Précisons ceci. Soit By = (e‘f, PN eg) la base
canonique de K",

i=n
Soit B = (e1,...,e,) Une base de E. Tout x € E s’écrit de maniére unique x = > z;e;. L'application 5 : E — K"
=1
qui a z associe (z1,...,x,) est un isomorphisme de E sur K™ qui envoie e; sur €?. Réciproguement, soit F : E — K" un
isomorphisme. Posons e; = F~1(e?). Le systéme (ey,...,e,) est I'image par I’isomorphisme F~! de la base canonique de
K™, C’est donc une base B de E et on vérifie facilement que F' = & et que B est la seule base vérifiant cette propriété.
On a donc une correspondance bijective B — ® entre I’ensemble des bases de F et I’ensemble des isomorphismes de E sur

K™,
5.5.3 Théoreme du rang
THEOREME 5.5.2

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F' un K-espace vectoriel et f € L(E, F') une application linéaire de E dans
F.Ona

’dim(ker(f)) +rg(f) = dim(E) ‘

preuve
Puisque E est de dimension finie, le noyau ker(f) de f est de dimension finie et admet au moins un supplémentaire .S dans
E. On sait (théoréeme 4.3.7) que f induit un isomorphisme de S sur im(f). On a donc rg(f) = dim(im(f)) = dim(S) =
dim(E) — dim(ker(f)).

Exemple d' utilisation :
Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels, E et F' étant de dimension finie, f € L(E, F') et g € L(F, G). Montrons que

dim(ker(g o f)) < dim(ker(f)) + dim(ker(g))

Onaz € ker(go f) < f(x) € ker(g) donc ker(g o f) = f~!(ker(g)). Notons E’ = ker(go f) = f~(ker(g)) et f' la
restrictionde f A E’. Ona f'(z) = 0 & f(x) = 0etz € E’ donc ker(f’) = ker(f) N E' = ker(f) car ker(f) C E'.
D’autre part, im(f’) = f (f~*(ker(g)) C ker(g) donc dim(im(f’)) < dim(ker(g)). Le théoréme du rang appliqué a f’
donne dim(ker(g o f)) = dim(ker(f")) + dim(im(f")) < dim(ker(f)) + dim(ker(g)).

5.5.4 Expression analytique

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies > 1 B = (e1,...,ep) et 8 = (e1,...,e,) des bases de E et F'
respectivement. Une application linéaire f € L(E, F') est entiérement caractérisée par la donnée des images f(e;), 1 <j <p

=N
des vecteurs de la base B. Notons (a; ;)1<i<n les coordonnées de f(e;) dans la base 8. Onadonc f(e;) = > a; je;.
i=1

. j=p i=n J j=p i=n i=n (j=p
Soitex = > zje; € E, y= > ye; € F.Onaf(z)= > z;f(ej) = > x; <Z ai7j51> = > | X a;jz; | € desorte
j=1 i=1 j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1

que y = f(x) si et seulement si

Jj=p
(R) Yi = Zamxj pourl <i<n
j=1
z - 7 7 - - - PN J=p - l:n
Réciproquement, étant donnée np scalaires a; j, 1 <i<n, 1 < j < pl’applicationquia z = ) xz,e; associe y = > y;&;
Jj=1 i=1

i=n

oul les y; sont donnés par les relations (R) est une application linéaire de £ dans F telle que f(e;) = > a; je;. Les relations
i=1

(R) constituent I’expression analytique de f.

Notons ¢; ; I’'unique application linéaire de E dans F' telle que ¢; j(ex) = 0 pour k # j et p; ;(e;) = €;. Soit f I’application
déterminée par les relations (R). On voit facilement que f = >~ a; j; ;. Ceci prouve que le systéme (¢; ;) est générateur

1<i<n
1<G<p
de L(E, F). Soit (b; ;) np éléments de K tels que > b; j¢; ; = 0. En appliquant au vecteur e, pour un k fixé entre 1 et
1<i<n
1<G<p
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i=n

n, il vient Y~ b; xe; = 0, donc, les (g;) formant une base b; ;, = 0 pour tout 4, k. Le systéme (¢; ;) est donc libre. C’est par
=1

conséquent une base de L(E, F').

THEOREME 5.5.3
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies. On adim (L(E, F)) = dim(E) - dim(F).

Ce qui précéde prouve le théoréme si E et F' sont de dimension > 1. Si I’un des deux est de dimension nulle, c’est a dire est
réduit & I’espace {0}, onaaussi L(E, F') = {0} et la relation demeure valable.

Remarque

La base (¢; ;) dépend du choix des bases B et 5. D’autre part, on notera qu’elle est naturellement indexée par I’ensemble
N;, x Ny et non pas par N, . Pour I'indexer par Ny, il faut choisir une numérotation de Ny, x N7, par exemple, celle fournie
par I’ordre lexicographique.
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Matrices

I Calcul matriciel

K désigne un corps commutatif de caractéristique 0. d; ; est le symbole de Kronecker égal & 1 si ¢ = j et a 0 sinon.

6.1 Espace M, ,(K)

DEFINITION6.1.1

Soient n et p deux entiers naturels supérieurs ou égaux a 1. Une matrice an lignes et p colonnes a coefficients dans K est une
application A : Ny, x N — K. On notera le plus souvent, pour (i,j) € N;, x N3, a;; = A(i,j) et A = (a; ;) en sous
entendant1 <i<netl <j<p.

On dira souvent matrice (n, p) pour matrice & n lignes et p colonnes.

On représente usuellement une matrice sous forme d’un tableau rectangulaire, a n lignes et p colonnes de nombres :

aii1 ai2 -+ Alp

G211 G232 - A42n
_A =

an1 Qap2 - An,p

L’ensemble des matrices & n lignes et p colonnes & coefficients dans K est noté M, ,(K). C’est donc I’ensemble des appli-
cations de Nj, x N¥ — K. Il est naturellement muni d’une structure de K-espace vectoriel pour les opérations usuelles sur
les applications. Autrement dit, si A = (a; ;), B = (b;;) et A € K les matrices C = A + B et D = A sont définies
respectivement par ¢; ; = a; ; + b; j et d; j = Aa; ;.

6.1.1 Base canonique

Notons, pour 1 < i < netl < j < p, par E; ; la matrice définie par E; ;(r,s) = d; .9, s. Autrement dit, tous les coefficients
de E; ; sont nuls sauf celui situé a I’intersection de la i-iéme ligne et de la j-iéme colonne qui vaut 1. Il est immédiat que
le systéme (E; ;)1<i<n €St une base de M, ,,(K) appelée base canonique. Ona A = (a; ;) = > a, ;E; ;. On en déduit en
INVES? ¥
particulier que
dim (M, ,(K)) = np

On appelle matrice colonne (resp. matrice ligne ) une matrice (n, 1) (resp. une matrice (1, p). On appelle matrice carrée d’ordre
n toute matrice (n,n). Une matrice colonne (n, 1) (resp. une matrice ligne (1,p) ) s’identifie naturellement & un élément de
K™ (resp. de KP). Une matrice (1,1) s’identifie & un élément de K. Ces identifications sont des isomorphismes d’espaces
vectoriels M, 1 — K" et M, — KP.
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6.1.2 Transposition

Lignes et colonnes d’une matrice
Soit A = (aw-) S Mmp(K).
Pour 1 < 4 < n on appelle i-iéme ligne de A et on note L, (A) le vecteur de K? (ou la matrice ligne dans M , ) donnée par

Li(A) = (a1, ai2, - ,Qip)

De méme, pour 1 < j < p on appelle j-iéme colonne de A et on note C;(A) le vecteur de K™ (ou la matrice colonne dans
M,,1(K) ) donnée par

al’j

ag’j

Ci(4) =
amj
DEFINITION 6.1.2

Soit A = (ai ;) € M, ,(K). On appelle tansposée de A et on note ‘A la matrice (p,n) définie par ‘A(j,i) = A(i,j) pour
1<j<petl <i<n.

THEOREME 6.1.1
La transposition est un isomorphisme de M,, ,,(K) sur M, ,(K) et, pour toute A € M, ,(K) ona (*A) = A.
Onaaussi L;(*A) = Cj(A) et C;(*A) = Ly(A) pour1 <i<netl<j<p.

6.2 Produit matriciel

DEFINITION 6.2.1
Soit A = (am-) S Mmp(K) etB = (bj,k) S Mp7q(K).
Le produit dans cet ordre de A par B est la matrice AB = C = (c; ) € M, 4(K) définie par

Jj=p
V(i k) €N, x N ¢ = Zai,jbj’k
j=1

On notera que le produit AB est défini ssi le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B. Le produit AB peut
donc étre défini sans que le produit BA ne le soit.

Attention! On peut avoir AB = 0 avec A # 0 et B # 0. Par exemple :
1 -1 11 0 0 2 -2
A_(l 1) B_(l 1) AB_<0 O) et BA_(2 2)
THEOREME 6.2.1
1) Soient A, A’ € M,, ,(K), B, B’ € M, ,(K) et A € K ot n,p, q sont des entiers > 1. On a
(A+AYB=AB+ A'B
A(B+B')=AB+ AB’
(M)B = X\(AB)
A(AB) = \AB

Autrement dit, I’application M,, ,(K) x M, ,(K) — M, ,(K) définie par le produit est K-bilinéaire.
2) La transposée du produit est égal au produit des transposées dans I’ordre opposé :

(4B) = (B) (‘4)
3) Le produit matriciel est associatif, i.e. pour toute matrice C € M, ,(K) ona

(AB)C = A(BC)
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6.3 Algebre M, (K)

Soit n un entier naturel, n > 1. On note M, (K) I’espace M,, ,,(K) des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K.
On note I,, la matrice définie par I,,(¢,j) = d; ;. Onadonc I,,(i,4) = 1 et I,(i,5) = 0 si i # j.

M, (K) est un K-espace vectoriel de dimension n?. D’autre part, le produit est une opération interne, associative, distributive a
droite et & gauche par rapport a I’addition. On vérifie facilement que I,, est neutre (a gauche et a droite) pour le produit. Enfin,
le produit est une application, bilinéaire de M, (K) x M, (K) dans M, (K).

Donc M, (K) est une K-algébre associative, unitaire. Elle n’est pas commutative en général.

DEFINITION 6.3.1
On appelle groupe linéaire d’ordre n. et on note GL(n,K) le groupe des éléments inversibles de I’anneau M, (K).

Donc M € GL(n,K) ssi IM’' € M,(K) ; MM’ = M'M = I,,. Lamatrice M’ est unique et notée M —! et appelée matrice
inverse de M.

SiP,Q € GL(n,K)ona PQ € GL(n,K) et (PQ)"' =Q~ 1P~

PROPOSITION 6.3.1
Soit P € GL(n,K). Alors'P € GL(n,K) et (‘"P)~! =t (P~1).

preuve
La matrice Q =! (P~!) est bien définie puisque P est inversible. On a (*P)Q = ‘P{(P~!) = {(P~'P) = 'I, = I, etde
méme Q(*P) = I,,.

6.3.1 Sous-algébre K[A]

Pour ces définitions, on suppose connue la notion de polynéme. Soit A € M, (K) fixée. Comme dans tout anneau, on
définit les puissances de A par récurrence en posant A° = I,, et pour tout n > 0, A»*! = A™A. On vérifie facilement que
Vp,q € N, AP A9 = APT4 ce qui implique que AP et A commutent.

Ensuite, on définit une application ® 4 : K[X]| — M,,(K) qui & tout polyndme P = ¢o + ¢1.X + - - - + ¢, X 7 associe la matrice
coly, + 1A+ -+ c A% notée P(A).

Cette application vérifie

VP, Q € K[X], @4(P+Q)=24(P)+ 24(Q)
VP e K[X], VA€ K, ®,(\P)= A<I>A( )
VP,Q € K[X], @a(PQ)=2a(P)24(Q)
]

Autrement dit, ® 4 est un morphisme d’algébres. On note K[A
K[A] ={M € M,(K) | 3P € K[X]; M = ®4(P) = P(A)}

I’image de ¢ 4. Donc

K[A] est la plus petite sous algébre de M, (K) contenant A.
Attention! Si A et B sont deux matrices carrées, on ne peut appliquer la formule du bindme pour calculer (A + B)™ que si A
et B commutent.

6.3.2 Sous espaces remarquables
Matrices symétriques, antisymétriques

Une matrice A = (a; ;) est dite symétrique (resp. antisymétrique) si elle est égale (resp. si elle est opposée) a sa transposée.
Donc A est symétrique ssi a; ; = a; ; pour tout couple (7, j) et A est antisymétrique ssi a; ; = —a; ; pour tout couple (4, j) ;
en particulier, si A est antisymétrique, on a a; ; = 0 pour tout <. (Ici on utilisele fait que K n’ est pas de caractéristique 2)
Notons S, (K), resp. A, (K) I’ensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques). La transposition ¢ est un endomor-
phisme involutif de M, (K). Il en résulte que M, (K) = ker(t—id) @ ker(*+id) = S, (K) & A, (K).

Les matrices (E; ; + Ej;), 1 <i < j<netE;; 1<i<nformentune basede S, (K). Les matrices (E; ; — Ej;), 1 <
i < j < n forment une base de A,,(K). On a donc

n(n+1)
2

n(n—1)

dim (5, (K)) = >

et dim (A, (K)) =
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Matrices diagonales, matrices triangulaires

Une matrice A = (a5 ;) carrée d’ordre n est dite diagonale si a; ; = 0 pour i # j. On notera D,,(K) I’ensemble des matrices
diagonales carrées d’ordre n. C’est une sous algébre de A, (K) de dimension n, dont une base est le systéme (E; ;)1<i<n- ON
notera diag(as, . . ., a,) la matrice diagonale (a; ;) telle que a; ; = a;.

Une matrice carrée d’ordre n est dite triangulaire supérieure (resp. triangulaire inférieure) si a; ; = 0 pour tout couple (3, 5)
tel que j < 7 (resp. tel que 5 > 7). Elle est dite triangulaire (supérieure, inférieure) stricte si elle est traingulaire (supérieure,
inférieure) et si tous les éléments de la diagonale sont nuls.
L’ensemble 7, (K) des matrices triangulaires supérieures est une sous algebre de M, (K) de dimension w Il en est de
méme de I’ensemble des matrices triangulaires inférieures.
L’ensemble des matrices triangulaires supérieures strictes (resp. des matrices triangulaires inférieures strictes) est un sous

espace de M,, (K) de dimension "(TLT*I)

Remarque
Une matrice A diagonale (resp. triangulaire supérieure, triangulaire inférieure) est inversible ssi Vi, a; ; # 0.

6.4 Noyau, image et rang d’une matrice

Convenons dans cette partie d’écrire les éléments de K™ comme des matrices colonnes. Soit A = (a;;) € M, ,(K). Pour
X € KP = M, 1(K) le produit Y = AX est défini et est un élément de M,, 1 (K) = K". On définit ainsi une application de
KP dans K™, qui & X associe Y = AX. Les coordonnées y; de Y sont données en fonction de celles z; de X par les relations

J=p
(R) Yi = Zai’jmj pour 1<i<n
j=1
L’application X — AX est linéaire et toute application linéaire de K? dans K" est de cette forme.

DEFINITION 6.4.1
Soit A € M, »,(K). On appelle noyau(resp. image, rang) de la matrice A le noyau, (resp. I’image, le rang) de I’application
X = AX.

On notera A I’application X — AX.

On a donc, comme cas particulier du théoréme du rang : dim(ker(A4)) + rg(A) = p = nombre de colonnes de A.

La j-iéme colonne C;(A) est I'image par A du j-iéme vecteur de la base canonique de K?. Les colonnes de A engendrent
donc I'image de A. Par conséquent le rang de A est égal au rang du systéme des vecteurs colonnes de A. Nous verrons plus
loin que le rang de A est aussi égal au rang du systéme des vecteurs lignes de A.

Il Utilisation des matrices

6.5 Matrice d’une application linéaire

DEFINITION 6.5.1 (Matrice d’une application linéaire dans des bases)
Soient E et E' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies p et n respectivement, B = (e1,...,ep) Une base de E et
B = (e},...,el) une base de E’. Soit enfin f{ € L(E,E"). On appelle matrice de f dans les bases B et B’ la matrice

A= (a5) € My, (K) telle que f(e;) = 3 a; el On éorit A = Mats s (f) = (ai)
=1

La j-ieme colonne de M est donc formée des coordonnées dans la base 5’ de I’'image par f du j-iéme vecteur de base e;.
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DEFINITION 6.5.2 (Matrice d’un systéme de vecteurs dans une base)
Soit B = (e1,...,ey) Une base d’un K-espace vectoriel E de dimension finien et S = (u1,...,up,) Un systtmedep > 1

=N
vecteurs de E. Chacun des vecteurs u; s°écrit de maniére unique w; = Y a, je;. Par définition, la matrice du systéme S dans
=1

la base B, notée Mat(S) est la matrice (n,p), A = (a; ;).

La j-ieme colonne de cette matrice est donc formée des coordonnées dans la base 5 du j-iéme vecteur u,;.

. T
=N
En particulier, si z = )" z;e; est un vecteur de £, sa matrice dans la base B est X = Matg(z) =
~
7 T
Notons B° = (e(l),...,eg) la base canonique de KP. Il existe une unique application linéaire ug : KP — FE telle que

ug(e9) = u; pour 1 < j < p. Il estimmédiat que Mat(S) = Mats, 5(us). La matrice d’un systeme de vecteurs dans une
base peut donc étre consiédére domme la matrice d’une application linéaire.
La réciproque est vraie, puisque la matrice de I’application linéaire f dans les bases B et B’ est la matrice dans la base B’ du

SyStéme f(B) = (f(el)’ ey f(ep))

Il est important de retenir que les coordonnées d’un vecteur sont disposées en colonne.

THEOREME 6.5.1
Soient E et E' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies p et n respectivement, B une base de E et B’ une base de E’.
L’application L(E, F') — M, ,(K), f — Matg g (f) estun isomorphisme de L(E, F) sur M (n, p)(K).

THEOREME 6.5.2
Soient E, E' et E" trois K-espaces vectoriels de dimensions finies p,p’, p" respectivement. Soient B, B’ et B” des bases de
E, E' et E" respectivement. Soient enfin f € L(E,E') etg € L(E',E"). Ona

MatB7B//(g o f) = MatB/ﬁu (g)Mat&B/(‘f)

preuve

Soient B = (e1,...,ep), B = (e’l,...,e;,) et B” = (6/1/,...,6;)///).

Posons A = (CLiJ) = Matlgylg/(f) S Mp/,p(K) , B = (bkﬂ') = Matg/ﬁu (g) € Mp”,p/(K) etC = (de') = BA.
Ona

'L—p/ 1:pl k:p//
! . ! " . /
Chj =D braaij, fle)) =D aije; pour 1<j<p et gle)= Y byef pour 1<i<p
=1 1=1 k=1
d’ou
i:pl i:p, i:pl k:p/I k:p// Z‘:p, k:p,/
/ ! i " "
go flej)=g Z a; je; | = Z aijg(e;) = Z a;,; Z biiep | = Z Z biiai,; | € = Z ck,jer, W
i=1 i=1 i—1 k=1 k=1 \i=1 k=1

COROLLAIRE 6.5.1

Soit B une base d’un K-espace vectoriel E de dimension finie n. L’application L(E) — M, (K), f — Matg(f) est un
isomorphisme de K-algébres.

Cet isomorphisme induit un isomorphisme du groupe GL(E) des éléments inversibles de L(E) sur le groupe GL(n,K) des
éléments inversibles de M,,(K).

COROLLAIRE 6.5.2

Soit A € M,,(K). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) Ae GL(n,K)

(2) A estinversible a droite (i.e. 3A’ € M,,(K), AA' =1,
(3) A estinversible & gauche (i.e. 3A” € M, (K), A”A=1,)
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Cela résulte du théoréme précédent et du théoréme 5.5.1.

exercice

Soit A une K-algébre associative unitaire de dimension finie et a € .A. Montrer I’équivalence des propriétés suivantes :

1) a est un élément inversible de A.

2) a est inversible a droite dans A.

3) a est inversible a gauche dans A.

4) a est régulier a droite dans A. (i.e. za = ya = = = y)

5) a est régulier a gauche dans A. (i.e. ax = ay >z =1y

Cet exercice permet de retrouver les résultats du corollaire ci dessus sans utiliser la correspondance entre matrices et applica-
tions linéaires.

6.6 Changements de base

THEOREME 6.6.1
Soient B = (ey,...,e,) une base d’un K-espace vectoriel E, S = (e},...,el,) un systtme de n vecteurs de E et P =

’r n

Matp(S). Le systéme S est une base de E si et seulement si la matrice P est inversible.

preuve

Soit f € L(E) I'unique application linéaire telle que f(e;) = e} pour 1 < ¢ < n. La matrice de f dans la base B est P. Or
on sait que S est une base ssi f est un isomorphisme, et que f est un isomorphisme ssi sa matrice P est inversible (corollaire
6.5.1). D’ou la conclusion. Si S est une base, la matrice P s’appelle matrice de passage de la base B a la base .S. Si besoin on
la notera P = Pg s.

Propriétés des matrices de changements de base
Soient B et B’ deux bases de E. Ona:

1. Pgp = Matp 5(idg).
2. (Pgp) " =Ppp
3. Soit S = (uq, ..., up) Un systéme de vecteurs de E. Alors Matg(S) = Pg g Matp/ (S)
4. Si B est une troisiéme base de E, Pg g+ = Pg ' Ps p.
5. Soitz € E, X = Matg(z) et X' = Matg (z). Ona X = PX’
5. est un cas particulier de 3. On résume cette quelquefois cette formule en disant que la matrice P qui donne (en colonne ) les

nouveaux vecteurs de base en fonction des anciens permet de calculer les anciennes coordonnées d’un vecteur (la matrice X)
en fonction des nouvelles.

La preuve de 3. est un calcul simple, le 4. s’en déduit. Le 1. est évident. Le 2. se déduit de 1. comme suit :
Py 3P g = Matg g (idg)Matp g(idg) = Matg g (idg) = I,, ce qui suffit pour prouver 2.

THEOREME 6.6.2 (Formule du changement de bases)

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies p et n respectivement. Soient B, B’ deux bases de E, 3, (3’
deux bases de F. Soient P = Pg g € GL(p,K) la matrice de passage de B a B' et Q = Ps g € GL(n,K) la matrice de
passage de 3 a §'. Soientenfin f € L(E,F), A= Matgg(f) et A’ = Matg g (f). Ona

A =Q AP

preuve
D’aprés le théoreme 6.5.2 on a

A = Matp g (f) = Matg g (idrp)Matg g(f)Matp g(idg) = QilAP

1l Rang des matrices
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6.7 Matrices équivalentes

DEFINITION 6.7.1
Soient M, M’ € M, ,(K). On dit que M est équivalente a M’ si il existe deux matrices Q € GL(n,K) et P € GL(p,K)
telles que M' = QM P.

On vérifie facilement que la relation MM est équivalente a M est une relation d’équivalence dans M, ,,(K).

Pn peut le voir autrement en utilisant la notion d’action d’un groupe (voir plus loin le chapitre correspondant). Soit I" le groupe
produit I' = GL(n,K) x GL(p,K). Pour (Q,P) € T et M € M, ,(K) posons (P,Q) * M = QM P~!. Veérifions qu’on
définit ainsi une action du groupe I" sur I’ensemble A7, ,(K) :

1) L’élément neutre de I est (1,,,1,) et (I,,, I,) * M = M pour toute M € M,, ,(K).

2) Si(Q',P)eTona

(P, Q)+ ((P,Q)* M) = Q(QMP )P~ = (QQM(P'P)" = (Q'Q,P'P)+ M= ((Q,Q) (P',P))* M.

La matrice M’ est équivalente & M si et seulement si il existe un couple (Q, P) € T tel que M’ = (Q, P) « M. Autrement
dit la relation M’ est équivalente a M n’est autre que la relation A’ appartient a I’orbite de M sous I’action de I". On retrouve
ainsi que c’est une relation d’équivalence, dont les classes sont les orbites de cette action.

Notons, pour 1 < r < min(n,p), Jrnp 00 J, si il n’y a pas de confusion possible, la matrice suivante

o O O O
o O OO

o
o
o
o

THEOREME 6.7.1
1) Soient M € M, ,(K) etr =rg(M). M est équivalente a la matrice J, , ,.
2) Deux matrices M, M' € M, ,(K) sont équivalentes si et seulement si elles ont méme rang.

preuve
1) Le résultat est trivial si » = 0 car alors M = 0. Supposons r > 1 et donc M # 0. Soit ups : KP — K™ I’application
définie par uns (X) = M X ou on identifie KP & M, ; (K). Soit S un supplémentaire dans K? de ker(u). On sait que w,, induit

un isomorphisme @ de S sur im(u). On a en particulier dim(S) = r. Soit (e}, ..., e;.) une base de S, (e}, 1, - -, €;,) une base
de ker(u) de sorte que B’ = (ef,...,e],) est une base de K. Soit pour 1 < k < r,e, = ups(ex) = i(e). Comme @ est un
isomorphisme de S sur im(u), (e1,...,&,) €St une base de im(u). On la compléte en une base 8’ = (1, ...,&,) de K™, Par

construction, la matrice dans les bases B’, 3’ de us est la matrice J, ,, ,. La matrice de u; dans les bases canoniques B et 5
de K” et de K™ est M. Si on note P la matrice de passage de Ba B’ et Q cellede 3a 3 ona J,,, = Q' MP. Donc M est
équivalente a J,. , p.

2) Si M et M’ ont le méme rang, elles sont toutes deux équivalentes a J,., donc équivalentes entre elles. Il reste & prouver la
réciproque. Pour celg, il suffit de prouver le lemme suivant :

Lemme 6.7.1

Soit M € M, ,(K).

a) Soit P € GL(p,K) ;onarg(MP) =rg(M).
b) Soit@ € GL(n,K) ;onarg(QM) =rg(M).

preuve du lemme

a) On a trivialement im(MP) C im(M). Soit Y € im(M). ll existe X € KP telqueY = MX d'o0 Y = MPZ si
Z = P~1X. Par conséquent Y € im(M P). Donc im(M) = im(M P) etrg(M) = rg(M P).

b) Soit X € KP. Comme Q est inversible,ona QM X =0 < Q 'QMX =0 < MX = 0donc ker(QM) = ker(M). Par
le théoréme du rang, il vient rg(QM) = n — dim(ker(QM)) = n — dim(ker(M)) = rg(M).

En conclusion, si d = min(n, p), I’action du groupe GL(p, K) x GL(n,K) sur M, ,,(K) définie ci dessus a exactement d + 1
orbites, chacune des orbites étant constituées de I’ensemble des matrices de rang  pour un r fixé entre 0 et d.
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COROLLAIRE 6.7.1
Soit A € M, ,(K). Onarg(A) = rg(*A).

En effet, si r = rg(A), il existe P et Q inversibles telles que A = PJ,.,, ,Q. Alors A = *QJ,.,, , *P d’otrg(*A) = r.

6.8 Détermination du rang d’une matrice au moyen des sous matrices carrées

6.8.1 Notations

Soit M € M, ,(K). Soient I C Nj, et J C Ny avec card(I) = m > letcard(I) = ¢ > 1. Ecrivons I = {ay,...,m}
aveC oy < -+ < ay et J = {f1,...,08,} avec 81 < --- < B,. Nous noterons M; ; € M,, ,(K) la matrice dont I’élément
a I’intersection de la ligne s et de la colonne ¢ est m,,_ g,. My s s’obtient en supprimant dans A les colonnes dont le numéro
n’est pas dans J et les lignes dont le numéro n’est pas dans I. Les matrices M, ; s’appellent les sous matrices de M ou
matrices extraites de M.

Supposons card(I) < n et card(J) < p. On appelle sous matrice bordante de la matrice M ; toute matrice My ;. €
Myi1,g01(K)ou I' = TU{A}, J' = Ju{u}avec A € N \ I, p € N3\ J. Ondit que M ; est obtenue en bordant M ;
avec la A-ieme ligne et la u-iéme colonne de M.

Nous noterons enfin C; (M) € M, 1(K) = K" la j-iéme colonne de }.

THEOREME 6.8.1
Soit M € M, ,(K), M # 0. Supposons trouvée une sous matrice de M, carrée d’ordre r et inversible n’admettant aucune
matrice bordante inversible. Alors rg(M) = r.

preuve
Soit A une sous matrice carrée d’ordre r, inversible et n’admettant aucune matrice bordante inversible.

1. Soit A’ une matrice bordante de A. Le rang de M est invariant par permutation des lignes ou des colonnes. Quand on
fait une telle opération la sous matrice A’ se transforme en une matrice bordante de la transformée de A. On peut donc
supposer que A est la sous matrice formée des r premiéres lignes et des r premiéres colonnes de M, plus précisément
que A = My .

Notons M, la sous matrice de M formée des r premiéres lignes de M : My = MN%N}S'

2. Montrons d’abord que rg(M) > r.
Soit A : K — K" I’application linéaire h(zy,...,z,) = (z1,...,2,). Onapourl < k < r, h(Cr(M)) = Cr(A).
A inversible = (C1(A),...,C.(A)) libre. A fortiori, on en déduit ((Cy (M), ...,C.(M)) libre, donc rg(M) > r.

3. Sir=pour =mn,onarg(M) = r. Notons que dans ce cas, A n’admet aucune sous matrice bordante. Ceci s’applique
en particulier a la sous matrice My qui est donc de rang r.

4. Supposons donc r < n, r < p et montrons que rg(M) < r.
Pour cela, fixons un indice x> r et montrons que C, (M) € Vect (C1(M),...,Cr(M)).

a1r+1 iy o Alp
A My
Arr41 Arpp " ar,p
M =
ar+1,1 e ar+l,r a/r+l,r+1 et a'rJrl,u tee ar+l,p
ax1 ce ax,r ax,r+1 A, p ce ax,p
an,1 e An,r An r4+1 an,,u e an,p
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a1,u

Al = A

Ar,p
axi o Gxr | Gap

M, est de rang r et les r-premiéres colonnes de M, sont indépendantes donc forment une base de K". 1l existe donc un
systéme unique de coefficients a4, . . ., a, tels que

CM(M()) = alCl(Mo) + -+ arCr(Mo)

Soit A > 7.

Considérons la matrice A’ = A’()\) obtenue en bordant A avec la A-iéme ligne et la u-iéme colonne de M : A’ =
My+ugay,Nzugpuy- Par hypothese, A’ est non inversible, donc de rang < r. Par ailleurs, d’apres la premiere partie, les r
premiéres colonnes de A’ sont indépendantes. Donc il existe des scalaires ay (A), ..., a,-(\) tels que

Cri1(A) = a1 (N)CL(A) + - ar (N Cr (A

Soit H : K™*! — K" I'application H(z1,...,%,,r11) = (21,...,2,). En appliquant H a la derniére égalité on
obtient
Cu(Mo) = ar(A)Cr(Mo) + - -+ + ar(A)Cr(Mo)
d’ou, par unicité des ay, ax(\) = ai pour tout k entre 1 et r. Ceci étant valable pour tout A > r, on en déduit la méme
égalité pour les colonnes de M :
CM(M) = alC’l(M) + -+ CLTCT(M)

ce qui achéve la preuve.

COROLLAIRE 6.8.1
Soit M € M, ,(K) et r le maximum des entiers k tels qu’il existe une sous matrice extraite d’ordre k inversible. Alors
rg(M) =r.
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Dualité

Soit E un K-espace vectoriel. On rappelle que son dual E* est I’espace des formes linéaires sur £ : E* = L(E,K). Pour
x € Eetyp € E*onnote (x,9) = p(z). {, ) s’appelle le crochet de dualité. L’application qui & (z,») € E x E* associe
(x, @) = @(x) est une forme bilinéaire sur I’espace produit E' x E* apellée forme bilinéaire canonique.

Dans toute la suite FE est un K-espace vectoriel de dimension finie

7.1 Base duale

Rappelons une notation. Etant donné un ensemble X non vide, le symbole de Kronecker ¢, , pour z,y € X est défini par
8zy = 0siz #yetd,, =1 pourtout z.

PROPOSITION 7.1.1
Soient p un entier, (u1, ..., up) Un systéme de p vecteurs de E et (11, . .. ,%p) un systéme de p éléments de E*.
Si (u;,v;) = 6; ; pour tout (¢, j) tels que 1 < i,j < p, les deux systémes (u1, ..., up) et (Y1, ...,vp) sont libres.

preuve

Soient (A1,...,A,) des scalaires tels que >~ Aju; = 0. Soit & quelconque entre 1 et p. On a > Aiui,wk> = 0, soit

1<i<p 1<i<p
compte tenu de la bilinéarité du crochet de dualité : 0 = > Xi(ui, ¥x) = > Aidikx = Ag. Donc le systeme (uq, ..., up)
1<isp 1<i<p
est libre. On fait de mé&me pour le systéme (1, ..., ).

THEOREME 7.1.1
Soit B = (es,...,e,) Une base de E. Il existe une unique base B* = (e1,...,&,) de E* telle que pour tous i, j entre 1 et n
on ait <6i7 Ej> = 5i,j'

preuve
Une application linéaire est entierement déterminée par les valeurs qu’elle prend sur les éléments d’une base de E. Par
conséquent, il existe, pour j fixé, 1 < j < n une unique application linéaire ¢; : E — K vérifiant ¢;(e;) = 1 et
ej(e;) = 0 pour ¢ # j. Ceci prouve I’existence et I’unicité du systeme (;)1<i<n-

Soitz = Y x;e; un élément quelconque de F.
1<ign

1<i<n

Sisn

Pour j fixé entre 1 et n, on a (z,e;) = < > xiei,aj> = > x;0;; = x;. Soitalors ¢ € E*. Posons u; = ¢(e;). On

obtient p(z) = > zipi = D wei(x) = ( > ms,;) (x) et par conséquent o = >~ pe;. Le systetme (g;)1<i<n

1<i<n 1<i<n 1<i<n 1<i<n
est donc générateur de E*.
Enfin, d’apreés la proposition 7.1.1 ce systeme est libre.l

On remarquera que cette démonstration redonne le fait que E et son dual ont la méme dimension.
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Au cours de la preuve, on a établi les relations suivantes particulierement importantes: soient

re B, x= Z xie; et pEEY p= Z €4

1<i<n 1<i<n
Ona: x; = (z,&;) et u; = (e;, p) OU encore
="
x=) (x,6)€;
i=1
et
="
p=) (e e
=1
On notera que la i-iéme forme linéaire de la base duale de la base B = (e, ..., e,) est tout simplement I’application qui & un

vecteur z associe sa i-iéme coordonnée dans la base B.

Concluons par une remarque a propos des notations. On note souvent (e, ..., e} ) la base duale de la base B = (eq, ..., en,).
Cette notation est commode mais présente un risque : pour ¢ fixé, le i-ieme vecteur de la base duale e} semble ne dépendre que
du vecteur e;, ce qui n’est pas le cas ; e dépend de I’ensemble de la base B .

PROPOSITION 7.1.2
Soient (¢1, . .., pp) Un systéme de p éléments de E* et ® : E — KP I’application définie par ®(x) = (¢1(x), ..., pp(z)). On
a I’équivalence :

(¢1,...,9p) estun systéme libre < & est surjectif

preuve

® non surjectif < 3 H hyperplande K, im(®) C H

=P

& 300 R0}, > Nipi =0
i=1

< (p1,...,pp) estlié.

THEOREME 7.1.2
Soit B = (¢1,...,¢n) Une base de E* ; il existe une base de E et une seule B = (ey, ..., e,) telle que 3 soit la base duale de
B. La base B est dite base préduale de la base 3 ; on dit aussi que les bases B et 3 sont duales I’une de I’autre.

preuve
D’aprés la proposition 7.1.2, I’application ® : E — K" définie par ®(z) = (p1(x),...,¢n(x)) est surjective. Si F; est
le i-ieme vecteur de la base canonique de K™, il existe u; € E tel que ®(u;) = E;. Le systtme B = (uy,...,u,) Vérifie

(ui, ) = 0;,; pour tous ¢, j entre 1 et n. D’aprés la proposition 7.1.1 c’est un systeme libre de E. Comme il est formé de n
vecteurs c’est une base et 3 est bien la base duale de B.

THEOREME 7.1.3 (Changement de base)

Soient B = (ey,...,e,) et B’ = (e,...,e.) deux bases de E. Soient B* = (e1,...,e,) et B”* = (&},...,e.) les bases
duales rspectives. Soit P = Matg(B') la matrice de passage de la base B & la base B’. La matrice de passage de la base B* a
la base B'* est Mat g« (B'*) = tP~1.

preuve
Posons @ = Matg«(B™) = (b; ;) et P = (a;,;). On a donc par définition

i=n p=n
e; = E a;;e; 6t ey = E bp.kEp
=1 p=1
D’ou

1=n
! !
Sk =(eher) = D aijbprlency) = Y aibprdip =Y aibix
=1

1<i,p<n 1<i,p<n
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relation qui s’écrit 'PQ = I,,. &

Remarque Ce calcul permet de fournir une autre démonstration du théoréme 7.1.2. En effet, soient B une base de F, B* la
base duale, 3 une base de E* et Q = Matp-(3). Soit P = Q~!. C’est une matrice inversible ; soit B’ la base de E telle que
Matg(B’) = P. On vérifie que (3 est la base duale de B'.

EXEMPLE 7.1.1
On consideére les trois formes linéaires définies sur £ = R3 par

X(x,y,z) = :1:—2y—|—z
Y(I7yaz) = —T+y—=z
Z(m,y,z) = Ir—=z

Montrer qu’elles forment une base du dual de R? et préciser la base préduale.

On peut écrire

X T 1 -2 1
Y | =A y avec A=| -1 1 -1
Z z 1 0 -1
Ce systéme s’inverse facilement :
T X 1 1 2 -1
y |=C | Y avec C:A‘lz—§ 2 2 0
z Z 1 2 1

Soit B = (i, j, k) la base canonique de R3 et B* = (&1, £, €3) sa base duale.

Onadonc X =1 —2e5+¢e3, Y = —e1 +e9 —e3 Z = g1 — £3. La matrice @ du systéme (X,Y, Z) dans la base B*
est donc la transposée de A. La matrice de passage de la base canonique a la base préduale de la base (X,Y, Z) est donc
P=%%A)"1 = A= = C. Celle ci est donc la base

(2o d) s (o)

7.2 Orthogonalité

DEFINITION 7.2.1
e Soit A C E. L’orthogonal de A noté A° est I’ensemble des formes linéaires qui s’annulent sur A :

A’ ={pe E" |[Vz e A, (z,0) =0} ={p e E" | A Cker(p)}
e Soit A’ C E*. L’orthogonal de A’, noté °A’ est I’ensemble des vecteurs de E annulés par tous les éléments de A’ :

Al={ze€eE|Vpe A, (z,0) =0} = ﬂ ker()
peA’

La vérification des propriétés suivantes est élémentaire.

e Pourtout A C E, A° est un sous espace vectoriel de E* et A° = (Vect(A))°

SiA; C Ay, C EonaA§ C A

E° ={0}et{0}° = E*

Si A’ ¢ E*, °A’ est un sous espace vectoriel de E et °A’ = A(Vect(4'))

Si A} Cc A, C E*ona A, C °A}

(E*) = {0} et {0} = E
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THEOREME 7.2.1
1. Soit F' un sous espace vectoriel de E. On adim F 4 dim F° = dim E.

2. Soit F’ un sous espace vectoriel de E*. On adim F’ + dim °F’ = dim E.

preuve
1. Si F = {0} ona F° = E* d’oU la conclusion. Sinon, soit (ej,...,e,) une base de F ; on la compléte en une base
(e1,...,en)de E. Soit (¢1,...,&,) labase duale. Soitp = > pe; € E*.
1<i<n
Onay € F° & Vil <i<p, (e,p) =0. Ore;,p) = p;doncp € F° & pg = --- = p, = 0. Donc
F° = Vect(ept1,--.,en) d’oU le résultat.

2. Soit F' € E*. Si F/ = {0} ona °F’ = E d’ou la conclusion. Sinon, soit (¢1, ..., y,) une base de F’. L’application
®: E — KP, ®(x) = (p1(x),...,pp(x)) est sujective (proposition 7.1.2). Donc son noyau, qui n’est autre que
I’orthogonal de F’ est de dimension n — p (théoréme du rang). H.

COROLLAIRE 7.2.1
Soit F' un sous espace vectoriel de E. Ona 9(F°) = F.
Soit F' un sous espace vectoriel de E*. Ona (°F')° = F".

preuve
Pour chacune des deux affirmations, on a une inclusion évidente entre sous espaces et I’égalité des dimensions.

THEOREME 7.2.2
Soient F', G deux sous espaces vectoriels de E, F', G’ deux sous espaces vectoriels de E*. On a

(1) (F+G)°=F°nGe.
) (FNG)° =F°+Ge.
3) °(F' +G') = °F'n °G.
@) °(F'NG') = °F' + °G".

preuve

(1) FCF+G= (F+G)° C F°. Deméme, (F + G)° C G°donc (F + G)° C F° N G°.
Sip € FPNG° onaF C ker(p) et G C ker(yp) donc (F + G) C ker(p) soit p € (F + G)°. D’ou I’inclusion
FONG° C (F + G)° et I'égalité.

(3) La preuve est analogue : on montre comme ci dessus que °(F’' + G') C °F' N °G’. Ensuite, soitz € °F' N °G’.
Soitn € F/ + G'. ll existe ¢ € F' ety € G’ tels que n = ¢ + 1. On en déduit (x,n) = (x, ) + (x,1) = 0 donc
ze(F+@&).

(2) On applique (3) avec F’ = F° et G’ = G°. Il vient, en utilisant le corollaire 7.2.1, °(F° + G°) = FN G d’ou le
résultat en reprenant les orthogonaux.

(4) On applique (1) avec F' = °F’" et G = °G’. Il vient (°F’' + °G")° = (°F")° N (°G")° = F' N G’ d’apres le corollaire
7.2.1. En utilisant encore ce corollaire, on en déduit (4).

Application : équations d’un sous espace
Soient E' un K-espace vectoriel de dimension n et F un sous espace de dimension p de E. Un systeme d’équations de F' est

un systeme de formes linéaires sur E, (f1, ..., fm) tel qu’on ait I’équivalence, pour = € FE,
fl(I) = O
reF &
Ce qui revient a dire F' = <m< ker(f;) = °Vect (f1,..., fm) ou encore Vect (f1,..., fm) = F°. Donc un systéme
1<i<m
d’équations de F' est un systéme de formes linéaires générateur de I’orthogonal de F.
En particulier, si (¢1, ..., ¢n—p) €st une base de F°, (o1, ..., ¢n—p) €St un systtme minimal d’équations de F'.
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Inversement, soit (g1, ..., gm) un systtme de m > 1 formes linéaires sur E et G = ker(g1) N ... N ker(g.,). On a donc
G = °G' en posant G’ = Vect (g1,...,9m). La dimension de G’ est égal au rang r du systéme (g1,...,gm) €t donc
dimG =n —r.

En conclusion, un sous espace de E de dimension p admet des systémes d’équations. Le nombre minimal de formes linéaires
d’un tel systéme est égal a n — p. Les n — p formes linaires composant un tel systeme sont indépendantes. Si S est un systéme
d’équations de F' formé de m formes linéaires, le rang de S est n — p. Ce résultat généralise, en dimension finie, ce qui a été
vu dans le premier paragraphe sur les hyperplans et les formes linéaires.

Exemple: Soit D une droite dans I’espace vectoriel E = R3. L’orthogonal de D est de dimension 2. Un systéme minimal
d’équations de D est donc formé de deux formes linéaires indépendantes. Soit (£, g) un tel systéme. On a donc, pour = € R3,
z €D < (f(x) =0 etg(x) =0). GEométriquement, cela revient a définir D comme interesction de deux plans.

Soit d’autre part P un plan de R® et h € E* une équation de P de sorte que P° est la droite de base h.

OnaD C P« P°C D° <« h e Vect(f,g) & I\, u) € R2 h = \f + ug. C’est la base de la théorie des faisceaux de
plans.

EXEMPLE 7.2.1 ( Polyndmes d’interpolation de Lagrange)
Soient ay, ..., a, n éléments distincts de K et F = K,,_1[X]. On définit les applications ¢; : E — K pour 1 < ¢ < n par
gi(P) = P(a;).

1. (e1,...,€,) €St une base de E*.
En effet, soit P € °Vect (e1,...,£,). On a donc pour tout  entre L et n 0 = ¢;(P) = P(a;). Le polynéme P
de degré au plus n — 1 admet n racines distinctes. 1l est donc nul. Donc °Vect (e1,...,e,) = {0}. Par conséquent
Vect (e1,...,6,) = E*. Le systéme (e1,...,&,) de n = dim E* vecteurs est générateur de E*, donc c’est une base de
cet espace.

2. Détermination de la base préduale (L4, ..., Ly).

Onapourl < k < nfixé Li(a;) = 0 pour j # k. Le polyndbme L;, de degré au plus n — 1 admet comme racines les
n — 1 scalaires distincts a;, j # k ; il s’écritdonc Ly (X) = A\ [[ (X — a;). Lacondition L (ax) = 1 détermine la

1<G<n
) 7k
valeur de A\. On obtient :
[ (X—a)
Ay = —=———— cetdonc Lp(X)= -2
IT (ak —ay) [T (ax —ay)
IR 1<G<n
i#k i#k
La base préduale de (e1,...,e,) estdonc B = (L4,...,L,). Ces polyndmes sont apelés polyndmes de Lagrange
(relativement au systéme de points (a1, ..., a,)).
3. Si(by,...,by) est un élément quelconque de K", il existe un et un seul polyndme P de degré au plus n — 1 prenant la

valeur b; au point a; pour 1 < i < n.
En effet, on écrit P danslabase B: P = Y. puiLg. Lacondition P(a;) = b; S’écrit p; = b;. Le polyndme cherché

1<k<n
est P = Z brLy.
1<k<n
4. Tout polyndme P € E s’écrit
P=> (Pe)Li=>» P(a;)L;
i=1 =1

En particulier,pour0 < j <n—1o0na
1=n
X7 =Y "alLi(X)
=1

Notons alors By = (1, X,..., X" 1) la base canonique de E. Les relations précédentes fournissent la matrice de

passage de la base B = (Lq,..., L,) & la base canonique. On a
1 a ... af?
1 as ... ag_l
Q = MatB (Bo) = . .
1 a, azfl
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On reconnait la matrice transposée de la matrice de Van der Monde V (ay, . .., a,). On retrouve ainsi que cette matrice
est inversible si les a; sont tous distincts. On a en prime une méthode pour inverser cette matrice : il suffit (1) de

développer les Ly (X) suivant les puissances croissantes de X : si Ly(X) = > b;,X?,ona@Q~! = (m; ;) avec
0<j<n—1
mj;r = bjfl’k 1 < _j,k < n.

7.3  Transposition

DEFINITION 7.3.1
Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et f € L(E,F). On appelle transposée de f et on note *f
I’application de F* dans E* qui a toute p € F* associe f(p) = ¢ o f € E*.

On a donc la caractérisation suivante de la transposition :

VeeE, YoeF", (z,'f()) = (f(x),9) = ¢ (f(x))

THEOREME 7.3.1
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie.

1. L’application f — tf est un isomorphisme de L(E, F) sur L(F*, E*).
2. tIdg = Idg-
3. Soient G un troisiéme espace vectoriel, f € L(E,F), g € L(F,G) ;onat(go f) = tf o tg.

4. Si f est un isomorphisme de E sur F' t f est un isomorphisme de F* sur E* et (' f)_1 ="t(f1.

preuve

Les assertions 1) 2), et 3) sont faciles. Montrons la derniere. Soit f un isomorphisme de E sur F. (Ces deux espaces ont
donc méme dimension). L’application f~! est donc définie, ainsi que sa transposée, soit g. En utilisant 3) et 2), il vient
golf="(fYolf="(fof ') ="Idp =Idp- etdeméme 'fog = Idg-. Donc * f est un isomorphisme d’inverse g.

THEOREME 7.3.2
Soient E', F' deux K-espaces vectoriels de dimension finieet f € L(E, F').
1. ker (*f) = (im(f))"

2. f et tf ont méme rang.
3 im(1f) = (kex(f))°
preuve

1. geker(f)yeVzeE ¢o(f(z)) =0« im(f) C ker(p) & ¢ € im(f)°
2. Résultede 1) carrg(tf) = dim(im(?f)) = dim E* —dim (ker(*f)) = dim F —dim (im(f)°) = dim(im(f)) = rg(f)
3. Ona

o im(tf) C (ker(f))°. En effet, soit v € im('f). Il existe p € F* tel que p = ¢ o f. Donc, pour tout
z € ker(f), ¥(x) = 0soity € (ker(f))’.
o dim (im(*f)) =rg('f) = rg(f) = n — dim(ker(f)) = dim (ker(f))"

d’ou la conclusion.
THEOREME 7.3.3
Soient B et B’ des bases des K-espaces vectoriels de dimension finies E et F' respectivement. Soient 3 et 3’ les bases duales

de E* et F* respectivement. Soitenfin f € L(E, F') de matrice A dans les bases (B, B') : A = Matg g/ (f). Alors, la matrice
dans les bases 3’ et 3 de * f est la transposée de A : Matg g('f) = *A.
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preuve
Soient n = dim F et p = dim F'. Notons B = (ey,...,e,), B’ = (e’l,...,e;) s B=(e1,...,en) et F = (g],... ).
Soit A = (a;,j) € My ,(K) . Posons C' = (cj,m) = Matg g(*f) € M, ,(K).

Par définition de la matrice C, on a

k=n
3 Chmer = Uf(eh) = &by o f
k=1

donc _
sS=n 1=n
Chm = <zm> = (e, (o)) = (Flen) ehn) = <Zm> = am
s=1 i=1

donc C = tA.

COROLLAIRE 7.3.1
Le rang d’une matrice est égale au rang de sa transpoése : pour toute A € M,, ,(K), onarg(A) = rg(*4).

On retrouve ainsi, par une méthode complétement différente, une propriété déja établie.

7.4 Complément: bidual

NB: Cette notion ne figure plus au programme.

Par définition, I’espace bidual du KK-espace vectoriel E est le dual (E*)* de son dual. On le note usuellement E**. Poure € E
notons j. I’application de E* dans K définie par j.(¢) = ¢(e) = (e, ). C’est évidemment une application linéaire de E*
dans K (par définition des opérations dans E*) donc un élément du bidual E**.

THEOREME 7.4.1
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.L’application j : e — j. de E dans E** est un isomorphisme de E sur son
bidual.

preuve
La linarité de j est évidente. Soit e € ker(j). Onadonc, Vo € E*, j.(¢) = 0 = (e, ¢). Donc ker(j) = E° = {0}. E étant
de dimension finie, il en est de méme de son dual et de son bidual, et dim(E**) = dim(E) donc I’application linéaire injective
Jj est un isomorphisme.

L’isomorphisme j ne dépend d’aucun choix. On I’appelle isomorphisme canonique de F sur son bidual. On peut identifier
ces deux espaces au moyen de cet isomorphisme. Dans ce cas les notions de crochet de dualité, d’ortogonalité, deviennent
symétriques.

Le lecteur vérifiera par exemple que si F” est un sous espace vectoriel de E* son orthogonal F’° dans E** n’est autre que
j (°F’). De méme, la relation °(F°) = F pour un sous espace F' de FE s’écrit plus simplement (F°)° = j(F'). Si on identifie
un espace et son bidual, cette relation s’écrit plus simplement (F°)° = F. Enfin,si f € L(E,F),ona 'f € L(F*, E*) donc
t(tf) € L(E**, F**); si on identifie un espace et son bidual on obtient ¢ (*f) = f.
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Arithmeétique

Si a et b sont deux éléments d’un anneau commutatif A, on notera a|b la relation a divise b, i.e. 3c € A b = ac.

8.1 Idéaux de Z (Rappels)

THEOREME 8.1.1 (division euclidienne)
Pour tout couple (a,b) € Z2 avec b # 0 il existe un unique couple (q,r) € 72 tel que a = bq +r et0 < r < |b|.
q (resp. r) s’appelle le quotient (resp. le reste ) de la division euclidienne de a par b.

THEOREME 8.1.2

Soit H un sous ensemble de Z. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) H estun sous groupe de (Z,+).

(2) H estun idéal de I’anneau Z.

(3) llexistem € Z tel que H = mZ.

COROLLAIRE8.1.1
Tout idéal de 7Z est principal et tout idéal non nul admet deux générateurs opposeés.

COROLLAIRE 8.1.2
L’application m — mZ est une bijection de N sur I’ensemble des idéaux de Z.

Généralisation : anneau euclidien

Soit A un anneau intégre. On appelle stathme euclidien sur A toute fonction ¢ : A\ {0} — N vérifiant les deux propriétés
suivantes :

(a) Vo € A\{0},Vy € A\ {0}, 2]y = o(z) < ¢(y)

(b) Va € A,vbe A\ {0},3(q,r) € A% tel que a = bg +r et ((r = 0) ou (p(r) < (b))

Un anneau euclidien est un couple (A, ¢) ou A est un anneau commutatif intégre et  un stathme euclidien sur A.

On démontre alors facilement que tout anneau euclidien est principal.

La valeur absolue est un stathme euclidien sur Z. L’anneau K[X| des polyndmes a coefficients dans un corps commutatif K
est un exemple d’anneau euclidien, le stathme euclidien étant donné par ¢ = degré.

8.2 Congruences

Pour n € Z\ {0} notons provisoirement R,, la relation d’équivalence associée a I’idéal nZ. Elle est donc définie par 2R,y <
x—1y € nZ < n divise z —y. Notons que R,, = R_,,. D’autre part, la relation R est la relation d’égalité et la relation R, est
la relation triviale (pour laquelle il y a une seule classe d’équivalence). La relation R,, s’appelle la congruence modulo n. On
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note z = y mod n pour xR, y. Donc z = y mod n < n|(x — y). Nous noterons 7, la surjection canonique =, : Z — Z/nZ.
Pour = € Z on notera 7, (z) = &, = Z si il n’y a pas d’ambiguité.

La compatibilité avec les opérations implique les relations suivantes :

T
'

Les opérations dans Z/nZ sont définies comme suit :
Soient o, 5 € Z/nZ. Choisissons z € a ety € 5. Onaa = x +nZ, 3 = y+ nZ. Laclasse modulo n de = + y (resp. de zy)
ne dépend pas des choixde z etdeyeta+ 8 = m,(z + y) = ¢ + y + nZ, af = m,(zy) = xy + nZ. On adonc

y+1y modn

/

Yy mod n

/ xx/

y modn x4+
y" modn

z+y=T+y e T -y=7y

Notons aussi les propriétés suivantes des congruences :
Pour tout entier naturel p > 2, x = y mod n = P = y? mod n.
Pour tout entier relatif ¢, £ = y mod n = ax = ay mod an.

Notons que Z/0Z est canoniquement isomorphe & Z et que Z/1Z est I’anneau nul. Nous écarterons ces deux cas dans la suite.

Soit n un entier naturel, n > 2. Si x € Z la division euclidienne de x par n fournit un unique entier » vérifiant 0 < » < n et
x = r mod n. Ce nombre r s’appelle le reste modulo n de x. Deux entiers relatifs = et =’ sont congrus modulo n ssi ils ont
le méme reste. Soit o € Z/nZ. D’aprés ce qui précéde il existe un élément r et un seul vérifiant 0 < r < n et7 = . On dit
aussi que r est le reste modulo n de la classe «.. La restriction de la surjection canonique =, & I’intervalle entier [0 - -n — 1] est
une bijection de cet ensemble sur Z/nZ. On en déduit en particulier que card (Z/nZ) = n.

Z/nZ étant un groupe on dispose d’une loi externe (c.f. 2.1.6 ) Z x Z/nZ — Z/nZ notée (m,a) — m - a. On vérifie
facilement que Vm,a € Z, m - a = ma.

8.3 Pgcd, ppcm

8.3.1 Divisibilité

Soient a,b € Z. Onaalb & b € aZ < bZ C aZ. La relation d’inclusion est une relation d’ordre partiel sur I’ensemble
des idéaux de Z ; par contre la relation a|b dans Z est une relation de préordre partiel (on peut avoir a|b et bja avec a # b, en
prenant b = —a). En général, deux éléments quelconques ne sont pas comparables. Notons que la restriction de cette relation
a I’ensemble N* des entiers naturels non nuls est une relation d’ordre et que a|b = a < b. Ceci n’est plus vrai dans Z (2 divise
-6) ni méme dans N (2 divise 0).

8.3.2 pgcd

DEFINITION 8.3.1
Soientn > 1 un entier naturel fixé, n > 1 et aq, ..., a, n entiers relatifs. On appelle pgcd des a; I’'unique générateur positif
de I'idéal a1 Z + - - - + a,Z.

Justifions cette définition. L’ensemble D (a4, ..., a,) des entiers diviseurs communs aux a; est un sous ensemble non vide de
Z (caril contient1) ;onax € D(as,...,an) ©Vj € [1-n], a;Z C2Z < (mZ+---+ apZ) C zZ.

a1Z + - -+ + a,7Z est un idéal de Z. 1l existe donc un unique entier naturel d tel que a1Z + --- + a,Z = dZ. On a donc
x € D(ai,...,an) < dZ C xZ ce qui équivaut a z divise d. Donc D (ay, . ..,a,) est I’ensemble des diviseurs de d. Pour la
relation d’ordre | I’ensemble D (ay,...,a,) N N* admet un plus grand élément d. Si les a; ne sont pas tous nuls, et le pged
est le plus grand diviseur commun des a; (pour la relation d’ordre usuelle).

On notera dans la suite a A b le pgcd des entiers a et b. Remarquons que a A 0 = |a| pour tout a € Z.

PROPOSITION 8.3.1

1) L’application (a,b) — a A b est une loi de composition interne, associative et commutative sur Z.

2) Pour tous ay,...,a, onapgcd(ay,...,a,) = pgcd(ay ...an—1) A a,. En particulier pgcd(a,b,c) = (a Ab) A c ce qui
peut aussi s’écrire vu I’associativité a A b A c.

3) Pourtousay,...,an,c € Zonapgcd(cay,...,ca,) = |c|pgcd(ay, ..., an)

4) Soienta € Z,b € Z\ {0} et (q,r) € Z* le quotient et le reste de la division euclidienne de a parb. Onaa Ab=">bAr.
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Algorithme d’Euclide

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls. Si I’un des deux est nul, le pgcd des deux est égal a la valeur absolue de I’autre. On
remarque que a A b = |a| A |b]. On peut donc supposer a > 0,b > 0 et a > b. Dans ces conditions on définit une suite (r;) ;>0
comme suit. On pose 7o = a, r = b. Ensuite, supposons que les r; soient définis pour 0 < j < k — 1 et et non nuls pour
0<j<k—2 Sir,_1=0o0nposer; =0pourj > k. Lasuite est alors entiérement construite. Sinon, on définit r, comme
le reste de la division euclidienne de ry_o par r,_1. Par construction, les r; sont des entiers naturels, et si r,_1 # 0, on a
rr < rip—1. La suite d’entiers naturels (r;) est décroissante. Elle ne peut décroitre strictement indéfiniment. Autrement dit,
I’ensemble des indices i tels que r; = 0 n’est pas vide. Soit s le plus petit entier tel que », = 0. Compte tenu de la proposition
précédente,onaa Ab=rg ATy =11 Ao ="+ =T34 9 ATs_ 1 =T5_ 1 \NTs=Ts_1.

Si on applique I’algorithme d’Euclide en partant de a et b et non de |a| et |b| on obtient encore le méme résultat, la suite (r)
étant décroissante a partir du rang 2.

Autrement dit le pgcd de a et b est le dernier reste non nul dans la suite des divisions successives.

8.3.3 ppcm

DEFINITION 8.3.2

Soientn € N* etay, ..., a, n entiers relatifs. On appelle ppcm des a; I’'unique générateur positif de I’idéal (| a;Z.
1<i<n

Justifions cette définition. Notons M (ay,...,a,) I’ensemble des entiers relatifs qui sont multiples de tous les a;. On a

x € M(ay,...,an) & Vi,a;|lz < Vix € a;Z. Donc M (aq,...,a,) = () a;Z. Cetidéal aun unique générateur dans N,
1<ign

soit m. Les multiples communs & tous les a; sont donc les multiples de m. Si I’un des a; est nul, M = {0} et m = 0. Sinon,si

on se limite aux multiples positifs, m est aussi le plus petit multiple commun pour I’ordre naturel.

Sia,b € Z onnotera a \ b leur ppcm.

PROPOSITION 8.3.2
1) L’application a,b — a \V b est une loi interne sur Z, associative et commutative.

2) Pour tous ay, . ..,a, onappcm(ay,...,a,) = ppcm(a; . ..a,—1) V a,. En particulier ppcm(a,b,c) = (a V b) V ¢ ce qui
peut aussi s*écrire vu I’associativité a \VV b V c.
3) Pourtousay,...,an,c € Zonappcm(cas,...,ca,) = |c|ppcm(ai, ..., a,)

8.3.4 Entiers premiers entre eux

DEFINITION 8.3.3
Les n entiers relatifs a1, . . . a,, sont dits premiers entre eux (dans leur ensemble) si leur pgcd est égal a 1.

THEOREME 8.3.1
Soient ay, . ..,a, n entiers relatifs. a1,...,a, Sont premiers entre eux dans leur ensemble ssi il existe des entiers relatifs
A1, ..., Ay telsque Aiay + -+ + A\pa, = 1.

En particulier deux entiers a et b sont premiers entre eux ssi il existe des entiers u et v tels que au + bv = 1 (Théoréme de
Bézout). Un tel couple (u,v) n’est pas unique. On peut en obtenir un en “remontant” les égalités successives fournies par
I’algorithme d’Euclide. (Voir le paragraphe 8.9.2)

DEFINITION 8.3.4
Les entiers ay, . . ., a,, sont dits premiers entre eux deux & deux si pour tout couple (i, j) d’entiers entre 1 et n tel que i # j, les
entiers a; et a; sont premiers entre eux.

Si les entiers a1, . .., a,, sont premiers entre eux deux a deux ils sont premiers entre eux dans leur ensemble.

THEOREME 8.3.2 (Theoreme de Gauss)
Soient a, b, c trois entiers. Si a divise be et est premier avec b alors a divise c.

69



preuve
Soient u, v € Z tels que au + bv = 1. a divise acu et bev donc aussi acu + bev = ¢. B

THEOREME 8.3.3
Soienta, b, ...,b, dansZ. Si a est premier avec by, pour tout k entre 1 et n, a est premier avec le produitb = by - - - by,.

preuve
Pour chaque k entre 1 et n il existe des entiers uy, et vy, Vérifiant auy +bxvr, = 1. En multipliant ces n égalités et en développant
on obtient une égalité de la forme aa + (b1 -+ - b,)8 =100 et 3 =wvy...v, sontdans Z. A

THEOREME 8.3.4
Sias,...,a, sontn entiers relatifs premiers entre eux deux a deux, on a ppcm(ay, . ..,a,) = |ai - - ay|.

preuve
a) Cas n = 2. Soient a et b premiers entre eux et x leur ppcm. 1l existe des entiers r et s tels que u = ar = bs. a divise bs
et est premier avec b donc (théoréme de Gauss) a divise s. Soit k € Z tel que s = ak. Alors u = bs = abk donc ab divise p.
Mais ab est un multiple commun a a et b donc est un multiple de u. Par conséquent, ab = +u. D’ou la conclusion.

b) Supposons le résultat établi pour un entier n > 2. Soient aq,...a,,a,+1 premiers entre eux deux a deux. On a
ppcm(ay,...,an+1) = ppcm(ppcm(ay,...,an), an+1). LeSs entiers aq, ..., a, sont premiers entre eux deux a deux, donc
d’apreés I’hypothése de récurrence, ppcm(as, . .., a,) = |ay - - - ay,|. D’aprés le théoréme 8.3.3, a,, 11 est premieravec a; - - - a,,
donc d’apres la propriété déja prouvée pour n = 2, ppcm(|ay -+ - an|, nt1) = |a1 -+ - GnGpy1].

Ceci achéve la démonstration par récurrence sur n. l

Attention! Il en résulte que si a1, .. ., a,, sont des entiers deux a deux premiers entre eux et si = est un multiple de chacun des
ay, alors x est multiple du produit a; - - - a,,. Cette propriété tombe en défaut si les a; sont seulement premiers entre eux dans
leur ensemble comme le montre I’exemple a; = 6, ay = 10, az = 15 etz = 30.

THEOREME 8.35
Soienta, ..., a, des entiers relatifs et d un diviseur commun aux a;. Alors

o ai Qp, o
pgcd(ay,...,an,) _dﬁpgcd(—d ,...,—) =1
Cela résulte du 3°) de la proposition 8.3.1.

THEOREME 8.3.6
Soient a et b deux entiers relatifs. On a pgcd(a, b) - ppcm(a, b) = |ab|.

preuve

Soientd = aAbetm = aVb. Il existe des entiers o’ et ' tels que a = da’, b = db’ eta’ AY = 1. Onendéduita’ V' = |a'V'|
donc a vV b = d|a’t'| d’oll dm = d?|a’b'| = |ab|.

8.4 Nombres premiers

DEFINITION 8.4.1
Un entier naturel p est dit premier si p > 2 et si les seuls diviseurs dans N de p sont 1 et p.
On notera P I’ensemble des nombres premiers.

Eléments irréductibles

Soient A un anneau commutatif, A* le groupe des unités (éléments inversibles) de A. Deux éléments x et y de A sont dits
associés si il existe u € A* tel que y = ua ce qui équivaut a =z = u~'y. Un élément = de A est dit irréductible si ce n’est pas
une unité et si les seuls diviseurs de x sont les éléments asssociés a x et les unités de A.

Il en résulte que les éléments irréductibles de Z sont les entiers +p, p premier.

Si K est un corps commutatif, les &léments irréductibles de K[X] sont appelés polyndmes irréductibles. Si K = C ce sont les
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polyndmes de degré 1, si K = R ce sont les polynémes de degré 1 et les polyndmes de degré deux a discriminant strictement
négatif.

THEOREME 8.4.1
Soient p un nombre premier et x un entier relatif. Si p ne divise pas x, p et x sont premiers entre eux.

En effet le pgcd d de p et z divise p et n’est pas égal a p. Donc c’est 1.

THEOREME 8.4.2
Pour tout entier naturel n > 2 il existe un nombre premier p divisant n.

preuve

Soit D,, = {k € N|2 < k < net k[n}. D, est un ensemble d’entiers naturels non vide (il contient n) ; il a donc un plus petit
élément, soit p. Soit = un entier naturel au moins égal a 2 et divisant p. Alors © < petx € D,, donc x > p ce qui prouve que
p est premier.

THEOREME 8.4.3
L’ensemble P des nombres premiers est infini.

preuve

Soit n un entier naturel. D’apreés le théoréme précédent, il existe un nombre premier p divisant n! + 1. Or les entiers 2, 3,...,n
divisent n! donc ne divisent pas n! + 1. On a donc p > n. On a montré que pour tout n il existait un nombre premier p > n.
Donc P n’est pas majoré et par conséquent n’est pas fini.

Pour p € P etn € N* on pose v,(n) = sup {a € N | p® divise n}

THEOREME 8.4.4 (Décomposition en facteurs premiers)
Soit n un entier naturel non nul.

1. Py, :={p € P| vp(n) > 0} estfini.

2. n= H pl’p(”)_
pEPn

1=r
3. Unicité : soitn = [] p;* avec p1,...,p, premiers,cq > 0,..., o, > 0.
=1
Alors {p1,...,p,} = P, et pour tout i entre 1 etr, o; = v, (n).

Il est commode d’écrire n = [ p*»(™) ol dans ce produit infini tous les termes sauf un nombre fini sont égaux a 1.
peEP

preuve
La preuve de 1) et de 2) est facile, par exemple par récurrence sur n en utilisant le théoréme 8.4.2. Montrons I’unicité.

e Vu la définition de P,, il est clair que {p1,...,p.} C P,. Montrons par I’absurde I’inclusion réciproque. Supposons
qu’il existe un ¢ € P,, tel que ¢ € {p1, ..., pr}. Alors g est premier, distinct de chacun des nombres premiers p; donc ¢

1=r
est premier avec chacun des p;. Une application répétée du théoréme 8.3.3 montre que g est premier avec [] p;* =n.
=1

Contradiction car si g € P, alors ¢ divise n.
e Pour tout j, 1 < j < r, le nombre p}/ divise n, donc par définition de la fonction 1, on a a; < v, (n). Montrons
I’inégalité réciproque. Soitm; = p{* ---p37 7' p;it" - - pir. Toujours d’apres le théoréme 8.4.2 p; est premier avec m;,

(n) Vpj (n) Vpj (n)

donc aussi p;’” . Orp; divise le produit mp;?‘-". Donc (théoréme de Gauss) p, divise p?j i.e. v, (n) < oy,
ce qui achéve la preuve.

COROLLAIRE 84.1
1) Soientn € N* etp un nombre premier. Onapln < p € P, < v,p(n) > 1
2) Soientm,n € N. Onapour toutp € P, vp(mn) = v,(m) + vp(n).
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3) Soientni,...,nq g entiers naturels. Posons pourp € P, o, = min{vp(n1),. .., Vp(ng)} et B, = max{vy(ni),...,vp(ng)}.

Onapgcd(ny,...,ny) = [[ p® etppcm(ni,...,ng) = [ p°.
PEP pEP

PROPOSITION 8.4.1
Soit p premier et k un entier, 1 < k < p — 1. Alors p divise le coefficient binomial Cj;.

preuve
Comme k > 0 on peut écrire k:!O]’; =plp—-1)---(p—k+ 1) donc p divise k!C’Z’f. D’autre part, k < p donc p ne divise pas
k!. 1l en résulte que p A k! = 1 et d’aprés le théoréeme de Gauss, p divise C}’;.

8.5 Anneaux Z/nZ

Dans tout cette partie n est un entier naturel n > 2.

8.5.1 Eléments inversibles

THEOREME 8.5.1

Soita € 7Z. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) @ est inversible dans Z /nZ.

(2) a estrégulier dans Z /nZ.

(3) ann=1.

(4) @ est un générateur du groupe cyclique Z./nZ.
preuve

(1) < (2) Dans un anneau quelconque, tout élément inversible est régulier et dans un anneau fini, tout élément régulier est
inversible.

1) = (4) Soitc € Ntelquea-¢=1.Onac-a=a+---+a = 1. Donc 1 appartient au groupe < a > engendré par a.
(1) = (4) Soitc quea-c cca=a a pp groupe < a > engendré par a
c fois

Alors Z/nZ =< 1> C < a>. aengendre Z/nZ.

(4) = (3) Siaengendre le groupe Z/nZ, il existe ¢ € N tel que ¢ - @ = 1 ce qui s’écrit ca = 1 mod n ; il existe donc k € Z
tel que ac = 1 + kn donc (Bézout) a A n = 1.

(3) = (1) Par Bézout, il existe u,v € Z tels que au + vn = 1, d’ol on déduita -z = 1. B
DEFINITION 8.5.1

On appelle indicateur d’Euler la fonction ¢ : N\ {0} — N définie comme suit : ¢(1) = 1 et pour n entier naturel, n > 2, ¢(n)
est le nombre d’entiers k premiers avec n et Vérifiant 1 < k < n.

Si p est un nombre premier on a donc ¢(p) = p — 1. Le calcul complet de p(n) est fait au paragraphe 8.5.3.

On notera U(n) = (Z/nZ)" le groupe des éléments inversibles de I’anneau Z /nZ. On a donc card(U (n)) = ¢(n).

8.5.2 Structure de corps

THEOREME 8.5.2

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) Z/nZ est intégre.

(2) Z/nZ estun corps.

(3) n estun nombre premier.

preuve
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(1) = (3) Sinn’estpas premier, il sécritn = abavecl <a <netl <b<n.Onaa ¢nZdonca # 0 etde méme b # 0
alors que @ - b = ab = m = 0 ce qui prouve que Z/nZ n’est pas intégre.

(3) = (2) Soit « € Z/nZ non nul et r son reste modulo n. Ona 0 < r < n donc, n étant premier, n A = 1. D’apres
Bézout, il existe deux entiers u et v tels que ur + vn = 1 ce qui donne @ - o = 1. Tout élément non nul de Z/nZ est
inversible, donc Z/nZ est un corps.

(2) = (1) C’esttrivial.

Le corps Z/pZ est usuellement noté F),.

8.5.3 Théoréme chinois

THEOREME 8.5.3
Soient mq, ..., mq g entiers naturels supérieurs ou égaux a 2 et deux a deux premiers entre eux. Il existe un isomorphisme
G:Z[/(my - mg)Z — Z/mnZ x - -+ x Z/myZ tel que pour tout z € Z, G (Tmy--m,) = (Tmys s Tm,)-

Ici, Z,,, désigne la classe de = dans Z/mZ.

preuve
Considérons I’application g : Z — Z/m1Z X - -+ x Z/m4Z qui & un entier x associe (T, ,- - , Tm, ). C’est un morphisme
d’anneaux.

Un élément x de Z est dans le noyau de g ssi il est divisible par chacun des my, 1 < k < ¢. Ces nombres étant premiers entre
eux deux & deux, on a donc x € ker(g) < myq ---my divise z. Donc ker(g) = (mq - - - mq)Z.

Le théoréme d’isomorphisme des anneaux garantit que g passe aux quotients en un isomorphisme g de Z/(my - - - mg)Z sur
im(g). Il en résulte que card(im(g)) = m; - - - mq. Comme im(g) = im(g) est un sous ensemble de Z/m1Z X - -- x Z/myZ
et que ce dernier a aussi pour cardinal ms - - - mg, onaim(g) = Z/miZ x - - - x Z/m4Z ce qui achéve la preuve en prenant
G=g.

Conséquence

Si on se donne des entiers a4, . . ., aq, il existe un entier x vérifiant les ¢ congruences « = a; mod my, 1 < k < ¢.

Cette propriété est connue sous le nom de théoréme chinois.

COROLLAIRE 85.1
Soient my, ..., mq q entiers naturels supérieurs ou égaux a 2 et deux a deux premiers entre eux. En notant ¢ I’indicateur
d’Euler, ona(my - -mg) = @(my) - - p(my).

preuve
Cela découle immédiatement des deux résultats suivants dont la preuve est facile :

1) Si f : A — B est un isomorphisme d’anneaux, f induit un isomorphisme du groupe A* des éléments inversibles de A sur
celui B* des éléments inversibles de B.

2) Si A et B sont deux anneaux, le groupe des éléments inversibles de I’anneau produit A x B est isomorphisme au produit
A* x B*.

(Z)(mq ---my)Z)" est donc isomorphe & (Z/m1Z x - -- x Z/m4Z)" lui méme isomorphe & (Z/m1Z)" x -+ x (Z/m,Z)".
D’ou I’égalité.

COROLLAIRE 85.2
Soitn = p{* ... p%m la décomposition d’un entier n en produit de facteurs premiers (ou les c, sont strictement positifs ). On
a

preuve
Soit p premier et o > 0. Les nombres inférieurs a p® et non premiers avec p® sont les nombres mp avec 1 < m < p®~1. lls

sont au nombre de p>~1. Donc ¢ (p®) = p® — p®~1 = p* (1 - %) D’ou la conclusion.
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8.6 Calculs en caractéristique p

PROPOSITION 8.6.1
Soit A un anneau commutatif de caractéristique un nombre premier p. Pour tous x,y € Aona (xz + y)? = xP + yP.

preuve
p—1

A étant commutatif, on peut écrire (z + y)? = 2P +y* + Y. C¥ - (zFyP~*). Or on sait (proposition 8.4.1) que p divise C}.
k=1

Donc pour tout élément a de A, en écrivant C}’; = pq, il vient C}’; ca=(gp)-a=q-(p-a) =¢q-04 =04 d’ou la conclusion.

COROLLAIRE 8.6.1
Soit p un nombre premier. Pour tout x € Z/pZ on a zP = x.

preuve

Z/pZ est de caractéristique p. La proposition précédente et une récurrence immeédiate montrent que si z1, ..., Z,;, sont m
éléements de Z/pZ, on a (zq + -+ - + x,,)? = o} + -+ 2P,. Soit r le reste modulo p de z. En appliquant ceci avec m = r et
x, = 1 pour 1 < k < r on obtient

Remarque
Ceci fournit un exemple de polyndme non nul, X? — X € F,[X] dont la fonction polynéme associée F, - F, : & — 2P —x
est identiquement nulle.

8.7 Théoremes classiques

THEOREME 8.7.1 (Euler)
Soient a € 7 etn un entier, n > 2. Si a et n sont premiers entre eux, ona a¥™ =1 mod n.

En effet, puisque a est premier avec n, @ est un élément du groupe fini (Z/nZ)™ qui est de cardinal ¢(n). L’ ordre de @ divise
©(n) d’ou la conclusion.

THEOREME 8.7.2 (Fermat)
Soient p un nombre premier, a € Z non divisible par p. Onaa?~' = 1 mod p.

preuves
1) C’est une application du théoréme précédent : a est premier avec p et p(p) = p — 1.

2) Voici une autre démonstration du théoréme de Fermat, utilisant le corollaire 8.6.1. Soit a un entier premier avec p. La classe
@ est un élément non nul de Z/pZ. Ona@” —a = 0. Or @ est inversible dans Z/pZ On peut donc simplifier par @ ce qui donne
le résultat.

THEOREME 8.7.3 (Wilson)
Soit p un entier naturel supérieur ou égal a deux. p est premier ssi (p — 1)! +1 = 0 mod p.

preuve
Supposons (p — 1)! = —1 mod p. Soitkentre Letp — 1. Sim = (p — 1)!/kona k - —m = 1. Tout élément de Z/pZ autre
que 0 est inversible, donc Z/pZ est un corps et p est premier.

premiere preuve de la réciproque

Soit p premier. Si p = 2 le résultat est immédiat. On suppose donc p > 3.

On considére dans (Z/pZ)" la relation R définie par Ry < (xz = y ou zy = 1). C’est une relation d’équivalence. Tout = est
inversibleetz =1/z 22 —1=0« (x — 1)(z + 1) = 0 & o = +1 car Z/pZ est intégre. Les classes singletons sont {1}
et {—1} et les autres classes sont des paires (x, 1/x). En effectuant le produit de tous les éléments de (Z/pZ)* regroupés par
classes, on obtient (p — 1)! = —1.

deuxieme preuve de |a réciprogque(utilisant les polyndmes)

Supposons p premier, p > 3. OnaVz € Fy, xP~1 = 1 donc le polyndme Q(X) = XP~! — 1 admet comme racine tous les
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éléments de IF;. Il s’écritdonc aussi ] (X — k). La formule donnant le produit des racines d’un polyndme donne alors
1<k<p—1

p—1_ _
(—=1)P~1 TT k = —1 d’ou le résultat puisque p — 1 est pair.
k=1

8.8 Application aux groupes cycliques

Soit (G, *) un groupe monogene que nous supposerons distinct de {1} et a € G un générateur de G. On a vu qu’il existait un
unique morphisme du groupe additif (Z, +) dans G soit f, tel que f,(1) = a dont I’image est précisément le groupe engendré
par a i.e. G. Le noyau de ce morphisme est un sous groupe nZ de Z etonan # 1 car a # 1. Le cas n = 0 correspond a un
groupe monogeéne infini. Pour n > 2 le premier théoréme d”isomorphisme fournit un isomorphisme f, : Z/nZ — G tel que
fa(k) = a” pour tout k € Z.

Donc tout groupe cyclique de cardinal n est isomorphe & Z/nZ.

Ce résultat permet de ramener I’&tude des groupes cycliques a I’étude des groupes (Z/nZ, +).

THEOREME 8.8.1

Soit G un groupe cyclique de cardinal n > 2.

1) G admet o(n) générateurs ou ¢ est I’indicateur d’Euler.

2) Tout sous groupe de G est cyclique. Plus précisément, pour tout diviseur d de n, il existe un unique sous groupe de G de
cardinal d et ce sous groupe est cyclique.

3) Tout quotient de G est cyclique.

preuve
1) Si h: G — G’ est un isomorphisme de groupes, un élément o de G engendre G ssi h(a) engendre G’. Le 1) résulte alors du
théoréme 8.5.1 et de la définition de I’indicateur d’Euler.

2) La encore il sufft de montrer le résultat pour Z/nZ. Soit d un diviseur de n. Ecrivons n = dm, m € N. Il est
immédiat que I’élément 7 de Z/nZ est d’ordre d donc le sous groupe Hy qu’il engendre est cyclique d’ordre d. On a
H() = {G,W, ey (d - 1)m}

Réciproquement, soit H un sous groupe de Z/nZ de cardinal d. Soit 7 : Z — Z/nZ la projection canonique et S = 7~ 1(H).
S est un sous groupe de Z. Il existe donc un unique entier naturel p tel que S = pZ. On a nZ = ker(r) C 7 Y(H) = pZ
donc p divise n. Soit n = ps. Comme = est surjective, ona H = 7 (7~ *(H)) = m(pZ) donc H est le sous groupe de Z/nZ
engendré par p. D’apreés la partie directe il est de cardinal 6. Donc 6 = d, m = pet H = H,,.

3) Soit G un groupe cyclique, H un sous groupe de G et p : G — G/ H la projection canonique. Il est immédiat que sia € G
engendre G, sa projection p(a) engendre G/ H ce qui prouve le résultat.

EXEMPLE 8.8.1

Soit U,, I’ensemble des racines n-iémes de I’unité dans C, i.e. U,, = {z € C; z™ = 1}. Il est immédiat que U,, est un sous
groupe de (C*,-). On sait que U, = {e?*™/"; 0 <k <n—1}. U, est cyclique, engendré par w = e/, On appelle
racine primitive n-iéme de I’unité tout générateur de U,,. Il y en adonc o(n). Ce sont les e257%/™ avec 1 < k < netkAn = 1.

THEOREME 8.8.2
Soient G et G deux groupes cycliques de cardinaux respectifs ny et ny. Le groupe produit G x G4 est cyclique ssiny et ns
sont premiers entre eux.

preuve
Soient f : Z/nxZ — Gk, k = 1,2 des isomorphismes et f : Z/n1Z X Z/nsZ — Gy x Go définie par f(z1,z2) =
(f1(z1), fa(z2)). Il estimmédiat que f est un isomorphisme. Sin; Ang = 1 il résulte du théoréme chinois que Z/n1Z xZ /nyZ
est isomorphe & Z/ninoZ. 1l en est donc de méme de G qui est cyclique.

Supposons maintenant que n et no ne soient pas premiers entre eux. Leur ppcm m est alors strictement inférieur a ny;ns. On
écritm = nidy = nods avec d; < ng et dy < ny. Soit (a,ﬁ) € Z/TLlZ X Z/TLQZ. On am(a,ﬁ) = (dl(nla),d2(n26)) =
(0,0). Donc le groupe Z/n17Z x Z /n2Z ne contient aucun élément d’ordre nyn,. 1l n’est pas cyclique et G qui lui est isomorphe
non plus.
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8.9 Applications

8.9.1 Algorithme de cryptage RSA

\oici sous forme d’exercice le principe de I’algorithme de cryptage RSA. (RSA pour Ronald Rivest, Adi Shamir et Leonard
Adleman du MIT)

Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts et n = pq.

1. Montrer que Vz € Z/nZ, xP~D@~D+1 — z Onpourradistinguer lescasz An =1etz An > 1.

2. Soiteunentieryr 1 < e < n-—1tlqueeA (p—1)(¢g—1) = 1. Montrer qu’il existe un entier naturel d tel que
ed=1mod (p—1)(¢ —1).

3. En déduire que I’application h : Z/nZ — Z/nZ définie par h(x) = z¢ est bijective et déterminer A1,

4. Exemple: p =17, ¢ =19, e = 7. Déterminer d.
Systeme de cryptage a clef publique
L’auteur du systéme choisit deux nombres premiers p et g avec p < ¢. Le couple (p, ¢) est la clef secréte de chiffrement. Elle
n’est connue que de I’auteur du systéme. Ce dernier calcule n = pq et choisit aussi un entier e, 1 < e < n — 1 premier avec
(p—1)(g — 1). ll calcule enfin d tel que ed = 1 mod (p — 1)(g — 1).

La clef publique de chiffrement est le couple (n, e). Elle est fournie a toute personne désireuse d’envoyer un message chiffé a
I’auteur. Cette personne procéde comme suit :

e Elle transforme le message en une suite de chiffres, par un procédé public, par exemple en associant a chaque caractére
son numéro a deux chiffres dans le code ASCII.

e Elle obtient ainsi un message B formé d’une suite de chiffres. Elle le décompose en tranches, chacun des nombres
constituant une tranche étant voisin de n — 1 mais inférieur a n — 1, en ajoutant des zéros pour la derniére tranche si
nécessaire. Elle obtient B = by - by - - - by, OU b; € [0 - -n — 1] identifié & Z/nZ.

e Elle calcule ¢, reste modulo n de b5,

e Le message codé qui va étre transmis est la suite ¢y, ¢a, -+ , .

Le destinataire qui connait le nombre d peut déchiffrer le message en calculant by, = c¢ mod n. La sureté du systéme vient du
fait que I’on ne sait pas décomposer en un temps raisonnable le nombre n en produit de facteurs premiers. Il en résulte qu’une
personne ne connaissant pas la clef secréte (p, ¢) ne peut pas la trouver, et donc ne peut pas calculer d.

8.9.2 Equations diophantiennes
Equation de Bezout

Soient a, b deux entiers relatifs. On considére I’équation dans Z2:
(E) ar +by=1

(E) a des solutions si et seulement si a A b = 1. Résoudre (E) permet entre autre de trouver I’inverse de a dans Z/bZ.

e Cas ab = 0. Comme a et b sont premiers entre eux, un seul des deux nombres est nul, par exemple a I’autre b étant
nécessairement égal a +1. L’ensemble des solutions est {(z, b) ; = € Z}.

e Cas ab # 0. Le théoréme de Bézout garantit I’existence d’au moins une solution (zo, o). Un couple (z,y) est solution
ssi ax + by = axg + by Soit a(x — o) = b(yo — y). Si (x,y) est solution, a divise b(yo — y) et a est premier avec b
donc a divise yo — y ; donc il existe k € Z tel que yo — y = ka ce qui en reportant donne z — xo = kb. Réciproquement,
pour tout k € Z, (z¢ + kb, yo — ka) est solution. L’ensemble des solutions est donc {(zg + kb, yo — ka) ; k € Z}.

PROPOSITION 8.9.1
Soient a,b € 7 deux entiers relatifs non nuls, premiers entre eux, avec |b| > 2. L’équation ax 4+ by = 1 admet une unique
solution (o, yo) tel que 1 < o < |b] — 1. Onaalors |yo| < |a| cette inégalité étant stricte dés que |a| > 2.
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preuve
Si (z,y) est solution de (E), on aaz = 1 dans Z/|b|Z. Comme a A b = 1, @ est inversible dans Z/|b|Z. Soit « I’inverse.
Soit xq le reste de & modulo |b]. Onadonc 0 < zo < |b] — 1 et c’est le seul représentant de la classe « entre 1 et |b| — 1.
Ce qui prouve I’unicité. Ensuite, par définition on a azy = 1 ; autrement dit, |b| divise 1 — ax. Il existe donc yo tel que
1 — axo = byg. Ce qui prouve I’existence.

Enfin, ona |byo| < 1+ |a||zo] < 1+ |al (|b] — 1) soit puisque b # 0, |yo| < |a] + % (1—|a]) < la

b
la| > 2.

I’inégalité étant stricte si

Cet énoncé tombe évidemment en défaut si I’un des coefficients est nul. On peut préciser davantage si on connait les signes
de a et b. Par exemple, sia > 2 etb > 2 I’équation ax — by = 1 admet une unique solution (zg,yo) avec 0 < zo < b et
0<yo <a.

Un fait remarquable est que I’algorithme d’Euclide permet de calculer une solution “minimale”. Considérons deux entiers
naturels, a et b non nuls avec a > b premiers entre eux.
On pose 7o = a, 71 = b ; on effectue les divisions successives et on s’arréte lorsque le reste vaut 1 :

Th—1=TkGk +Tht1, 1< k<s
avec rs.1 = 1. On “remonte ” ces égalités ; on obtient
l=ar_17k_1+ Or_1rravec 1 < k < s

Pourk = sonar,_; = q,rs +1s0itas_; =1etB3,_1 = —q,. Ensuite,onpassede kak —lavecry = rg_o — qr_1Tr_1
ce qui donne
1 =ap_17k—1+ Br—1(Tk—2 — qu—17k—1) = Br—17k—2 + (x—1 — Br—1qk—1)Tk—1
d’ol
ap—2 = Br_1 Br—2 = ar_1 — Br—1qr—1

Prouvons alors que pour 1 < k<sona
|Ozk_1| <rp et |ﬂk—1| < Trg—1

C’est vrai pour k = s car |as—1| = 1 < r, (puisque le premier reste égal a 1 est r 1) et |Bs—1| = gs < rs—1 par définition
de la division euclidienne. Supposons ces inégalités vraies pour un entier k > 2 et vérifions les pour I’entier K — 1. On a
|ag—a| = |Br—1] < Tr—1 d’une part et |Bx—2| < |ak—1| + |Br-1l|ge—1] < rr + Tk—19K—1 = TK—2. Ceci achéve la preuve de
ces inégalités. Pour &k = 1 on obtient |ag| < 1 = bet|By| < ro = aavec 1 = aga + Bobd.
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Polynomes

9.1 Préliminaires

Soit A un anneau commutatif et & un sous corps de A, i.e. un sous anneau de A qui est un corps pour les lois induites. Alors
A aune structure naturelle de K espace vectoriel, et méme de K -algébre associative unitaire , la loi externe K x A — A étant
simplement la restriction de la multiplication de A a K x A.

THEOREME 9.1.1
Soient A un anneau intégre et K un sous corps de A. Si A est un K -espace vectoriel de dimension finie, alors A est lui méme
un corps.

preuve
Soita € A, a # 0. Il s’agit de montrer que a est inversible. L’application A — A quia z € A associe az est linéaire. Comme

A est intégre, elle est injective. Comme A est de dimension finie, ¢’est un isomorphisme du K espace vectoriel A, et elle est
bijective. Il en résulte I’existence d’un a’ € A tel que aa’ = 1 ce qui achéve la preuve.

9.2 Anneau des polyndmes

9.2.1 Polyndmes a coefficients dans un anneau commutatif

Soit A un anneau commutatif. On notera AN I’ensemble des suites d’éléments de A. Soient @ = (a,,) et b = (b,) deux
éléments de AN,

k=n
On définita + b = (an +bp)nso ta*xb = (cp)nz0aveCc, = Y, agbn—rp = >, apby.
k=0 pt+g=n

On notera provisoirement 0 la suite constante dont tous les termes valent 0 et 1 la suite 1 = (g »)n>0 OU d; ; st le symbole
de Kronecker a valeur dans A, i.e; d; ; = 0(=04) sii # jetd;; = 1 = (14) pour tout 7. 1 est donc la suite dont le premier
terme est 1 et tous les autres nuls.

Enfin, poura € AN et X € Aonpose A-a = (Aan)n>o0.

THEOREME 9.2.1

Muni des opérations + et x définies ci dessus, AN est un anneau commutatif dont I’élément nul est O et I’élément unité 1.
L application j qui a a € A associe la suite a - 1 est un isomorphisme de I’anneau A sur le sous anneau A, de AN formé des
suites dont tous les termes sont nuls sauf celui d’indice 0. On a enfin pour tout A € A ettouta € AN X-a = j()\) *xa.

Les vérifications sont laissées au lecteur.

La derniére propriété fait que si on identifie A et A, en identifiant a € A avec son image j(a) € A" I’opération - devient la
restriction de = & Ay x AV,

DEFINITION 9.2.1
On appelle série entiére formelle a coefficients dans A tout élément de I’anneau AN.
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DEFINITION 9.2.2
On appelle polynéme & une indéterminée a coefficients dans A tout élément de I’ensemble A™) des suites (a,,)n>o € AV dont
tous les termes, sauf un plus un nombre fini, sont nuls.

DEFINITION 9.2.3
Soita € AN a # 0. On appelle degré de a I’entier

deg(a) = max{n € N; a,, # 0}

On appelle valuation de a I’entier
val(a) = min{n € N ; a,, # 0}

La définition a un sens car I’ensemble {p € N ; a, # 0} est un ensemble fini non vide d’entiers naturels ; il a donc un plus
grand et un plus petit &léement.

Par convention, on pose quelquefois val(0) = 4o et deg(0) = —oc.

Si a est un polyndme de degré p, le coefficient a, est appelé coefficient dominant. Un polyndme est dit unitaire ou normalisé
si son coefficient dominant est 1.

THEOREME 9.2.2
AM) est un sous anneau de AN.

preuve

e Soient a et b dans A,
Pour n > max (deg(a), deg(b)) ona (a —b),, = a, —b, =0donca —b € AM. Sideg(a) # deg(b) on voit que, pour
n = max (deg(a), deg(b)) on a a,, — b,, # 0. Ceci vaut aussi pour a + b.

e 1c AWM,

e Sin > deg(a)+deg(b)ona(axb), = >, ayb, =0(carp+q=n = p > deg(a)ouq > deg(b))doncaxbec AM.
pt+g=n

Dans la démonstration précédente, on a montré les affirmations relatives au degré de la proposition suivante.

PROPOSITION 9.2.1

Soient a et b des polyndémes non nuls.

1) deg(a + b) < max(deg(a),deg(b)) et si deg(a) # deg(b) on a I’égalité.
2) val(a + b) > min(val(a), val(b)) et sival(a) # val(b) on a I’égalité.

3) deg(a * b) < deg(a) + deg(b)

4) val(a * b) > val(a) + val(b).

THEOREME 9.2.3

Soit A un anneau intégre. L’anneau des polyndmes a coefficients dans A est intégre. Si a et b sont des polyndémes non nuls,
ona

deg(a * b) = deg(a) + deg(b)

val(a * b) = val(a) + val(b).

En effet, si n = deg(a) + deg(b) ona (@ * b)n = Gdeg(a) - baeg(r) 7 0 PUiSque A est intégre. En particulier a x b # 0. La
preuve est analogue pour la valuation.

Avec les conventions faites sur le degré et la valuation du polyndéme nul, les résultats subsistent si @ ou b est nul, en convenant
que pour tout entier k, k+oco =00, k—oo0=—o0, max(k,00) =00, min(k,—00)= —o0.

Notations définitives

Dans la suite on omet le signe x pour la multiplication dans A®™). On identifie A et A, en identifiant tout élément a € A avec
son image j(a) € Ag. Un tel polyndme sera dit constant.

Les polyndmes 0 et 1 seront notés respectivement 0 et 1 sauf risques de confusion.

On note X = (81 ,)n>0. On Vérifie facilement que X2 = (82.,,)n>0 puis par récurrence que X? = (3, ,)n>0. Un élément a
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deg(a)
non nul s’écritalorsa = > axX"*. 1l en résulte que le plus petit sous anneau de A™) contenant A (indentifié & A,) et X est

k=0
A®™) Jui méme. On note AM = A[X].
- k:N - - - S -
Touta € A[X]s’écrita = > a, X" pour tout entier N > deg(a). On se permettra aussi d’écrire a = > ax X* ce quiaun

k=0 k=0
sens puisque la famille (ax X*)xcn est a support fini.

NB Le programme ne prévoit que I’étude des polyndmes a coefficients dans un corps commutatif. Cette hypothese ne sert pas
dans la construction de I’anneau A[X] c’est pourquoi on a fait cette construction dans le cas d’un anneau commutatif.

9.2.2 Polyndmes a coefficients dans un corps

Dans toute la suite on se limitera, conformément au programme, au cas ou A est un corps commutatif que I’on notera K. On
notera O et 1 les éléments Ok et 1k de K sauf exception. L’application qui @ A € K associe le polyndme constant A € K[X]
est un isomorphisme de K sur le sous corps de K[X] constitué par I’ensemble K, [X] des polyndmes constants. On identifiera
dans la suite K et Ko[X]. Il en résulte, d’aprés le préliminaire que K[X] est un K-espace vectoriel et méme une K-algébre
associative unitaire.

Par construction, tout polynéme P € K[X] s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des X*. Donc (X*)
est une base de K[X] appellée base canonique.

keN
Reprenons les résultats établis au paragraphe précédent.

THEOREME 9.2.4

Soient P et @ deux polynémes non nuls.

1) deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q)) et si deg(P) # deg(Q) on a I’égalité.
2) deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

3) val(P + Q) > min(val(P), val(Q) et sival(P) # val(Q) on a I’égalité.

4) val(PQ) = val(P) + val(Q).

THEOREME 9.2.5
1)Soit K un corps commutatif. L’anneau K[X] des polyndémes a une indéterminée a coefficients dans K est intégre.
2) Les éléments inversibles de I’anneau K[X] sont les polyndémes constants non nuls.

preuve
1) Déja prouve.

2) Soit P € K[X]. Siil existe Q € K[X] tel que PQ =1ona P # 0et0 = deg(1l) = deg(P) + deg(Q) donc deg(P) =0
et P est une constante non nulle. La réciproque est immédiate.

Remarque Composé de deux polyndmes

k=q

Soient P = a, XP + -+ + ag et Q = by X7 + - - - + by deux polyndmes. La quantité > by P* est un polyndme bien défini,
k=0

appellé composé des polyndmes @ et P dans cet ordre et noté @ o P. Si maintenant on choisit pour P le polyndme X, on

voit que @ o X = @ autrement dit que Q(X) = Q. Ceci justifie I’usage indifférencié des notations @ et Q(X). (On notera la
différence avec une fonction f, ou f désigne la fonction et f(x) I’image de x par f).

9.2.3 L’espace vectoriel K,,[X]

Soit K un corps commutatif et » un entier naturel. On notera K,,[X] le sous ensemble de K[X] formé des polyndmes de degré
au plus n.

THEOREME 9.2.6
K, [X] est un K-espace vectoriel de dimensionn + 1 dont une base, dite base canonique, est (1, X,...,X™).

THEOREME 9.2.7 (Théoréme des degrés échelonnés)
Soient (Py, ..., P,) n polyndémes appartenant a K,,[ X| tels que deg(Py) = k pour0 < k < n. (Py,--- , P,) est une base de
K,[X].
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preuve
k=n

Il suffit de montrer que le systtme (P, ..., P,) est libre. Soient (X\g,...,\,) € K" tels que > AP, = 0. Montrons
k=0

par I’absurde que les A sont tous nuls. Supposons le contraire. Soit m = max{k ; A\p # 0}. Le polyndme \gPp + --- +
Am—1Py,—1 est de degré au plus m — 1 et comme A,,, # 0, le polyndme \,,, P,,, est de degré m, donc d’apres le théoréme 9.2.4
le polyndme \gPy + - - - + An—1Pm_1 + Am Py, st de degré m, donc est non nul. Contradiction.

Remarque

Le méme argument montre que si P, .. ., P, sont des polyndmes de degré tous distincts, le systéme (P, ..., P,) est libre.

9.3 Arithmétique dans K[X]

9.3.1 Division euclidienne

THEOREME 9.3.1
Soient A, B € K[X] avec B # 0. Il existe un unique couple de polynémes (Q, R) vérifiant

A=BQ+R
R =0 ou deg(R) < deg(B)

Q et R s’appellent respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B.

preuve

e existence
Si B est un polyndme constant, c’est un élément inversible de K[X]. On prend Q = %A et R = 0. On suppose donc
que le polyndme B = b, X9 + - - - + by est fixé de degré ¢ > 1 et on prouve I’existence du couple (Q, R) par récurrence
sur le degré de A.
Sideg(A) < g,onprend@ =0et R = A.
Soitn > g — 1. Supposons le théoréme établi pour tout polynéme A de degré au plus n. Soit A = a,, 11 X" +a, X"+
-+ -+ ag un polynéme de degré n + 1. On a donc a,, 11 # 0. Posons

C(X) = A(X) — %X"“*qB(X)
q
C est un polyndme de degré inférieur ou égal a n. D’aprés I’hypothése de récurrence il existe un polyndéme @Q; et
un polyndme R vérifiant C = BQ; + Ret R = 0 ou deg(R) < deg(B). On aalors A = BQ + R en posant
Q=Q1+ %X”“*q ce qui achéve la preuve.
q

e unicité
SiBQ+ R =BQ +R onaR—-R = B(Q — Q). Sionsuppose R # R'ona @ # Q etdeg(R— R') =
deg(B) + deg(Q — Q’). Le second membre est supérieur ou égal a deg(B). Or les conditions de la division euclidienne
imposent deg(R — R') < deg(B). Contradiction. Donc R = R’ et K[X] étant integre Q@ = @'.

La preuve n’est que la formalisation de I’algorithme pratique qui permet de faire le calcul de @ et de R.

THEOREME 9.3.2
Soit K un corps commutatif. L’anneau K[X] est principal.

preuve

L’application “degré "de K[X] \ {0} dans N est un stathme euclidien (voir la définition § 8.1) donc est un anneau principal.
Repenons la démonstration.

Soit .J un idéal de K[X] que I’on peut supposer non nul. Alors I’ensemble {p € N | 3P € J, P # 0 deg(P) = p} est un sous
ensemble non vide de N. Il admet donc un plus petit &lément, soit m. Il existe B € J \ {0} tel que deg(B) = m. On a alors
B - K[X] c J. Réciprogquement soit A € J. Soient @ et R le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B. On a
Ae J BeJdonc BQ € Jdonc R = A — BQ € J. On ne peut avoir R = 0 car alors R serait un élément de J de degré
<m.DoncR=0, Aec B-K[X]etJ C B-K[X].
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DEFINITION 9.3.1
On dira que deux polynémes P et ) sont associés si il existe un A € K* tels que P = \Q.

La relation binaire ainsi définie est une relation d’équivalence dans K[X] et chaque classe d’équivalence contient un unique
élément normalisé. Si P et @ sont deux polyndmes quelconques, les idéaux principaux P - K[X] et @ - K[X] engendrés par P
et () sont égaux ssi P et @) sont associés. Tout idéal I a donc un unique générateur normalisé P et ses autres générateurs sont
les polyndmes associés a P.

9.3.2 pgcd,ppcm

La structure d’anneau principal de K[ X] permet de développer toute une arithmétique des polyndmes analogue a I’arithmétique
dans Z. Rappelons que les éléments inversibles de K[X] sont les polyndmes constants non nuls et que tout idéal I de K[X]
admet un uniqgue générateur normalisé P, et que tous les générateurs de I sont les polyndémes APy, avec A € K*.

Soient Ay,..., A, € K[X]. Un polyndme P divise tous les Ay ssi A - K[X] C P - K[X] pour tout &, ce qui équivaut a
Ay -K[X]+ -+ A, - K[X] C P-K[X]. Soit D un générateur de I’idéal A;K[X] + --- + A,K[X]. Alors P divise tous
les Ay ssi D - K[X] C P - K[X] autrement dit ssi P divise D. Par ailleurs D divise chacun des Aj.Ceci justifie la définition
suivante :

DEFINITION 9.3.2
Soient Ay, ..., A, € K[X].
On appelle PGCD des polynémes A, . .., A, tout générateur D de I’idéal A1 K[X] + --- + A, K[X].

Un polynéme D est un PGCD des polynémes A4, ..., A, ssi

Vk,AQy € K[X] A = DQy,
H(Ul,,Un)EK[X]n D=A1U1—|—+AnUn

C’est aussi un diviseur commun des A;, de degré maximum.

DEFINITION 9.3.3
Soient A4, ..., A, € K[X].
On appelle PPCM des polynémes A, ..., A, tout générateur M de I’idéal [\ AirK[X].

1<k<n

Un polynéme M est un PPCM des polyndmes Aj, ..., A, ssi c’est un multiple commun des A, de degré minimum.

Si A et B sont deux polyndmes, notons A A B (resp. A Vv B) leur unique PGCD (resp. PPCM) normalisé. (On convient que 0
est normalisé). Les lois internes A et \V sont associatives et commutatives.

L’algorithme d’Euclide fournit un moyen explicite de déterminer le PGCD de deux polynémes A et B.

DEFINITION 9.3.4

On dit que les polyndémes A4, ..., A, sont premiers entre eux (on précise quelquefois dans leur ensemble) si leur PGCD est
égal a 1. (On devrait plutét dire si 1 est un de leur PGCD).
On dit que les polynémes A, ..., A,, sont premiers entre eux deux a deux si pour tout couple (i, j) d’entiers distincts compris

entre letnonaA; NA; = 1.

THEOREME 9.3.3 (Bézout)
Les polynémes A4, ..., A, sont premiers entre eux ssi il existe des polynémes Uy, ... U, tels que A Uy + --- AU, = 1.

Comme dans le cas des entiers, pour deux polyndmes A et B premiers entre eux I’algorithme d’Euclide permet de trouver les
polyndémes U et V tels que AU + BV = 1.

Exemple
Soient dans Q[X], A = X* + X3 + 1et B = X? + X + 1. Ladivision euclidienne de Ry = A par R; = B donne

Ro=RiQ+Ry, avec Q= (X2-1) Ry=X+2
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Ensuite la division euclidienne de R, part Ry S’écrit
Ry =Q2Ry+ Rs avec @Qy=(X—-1) R3=3
On en déduit que A A B =1 puis

3=Ri —Q2Ry=R; — Q2(Ro — R1Q1) = B(1+@1Q2) — AQ> = (X’ - X* - X +2)B— (X - 1)A

THEOREME 9.3.4 (Théoreme de Gauss)
Soient A, B, C € K[X]. Si A divise BC' et A est premier avec B alors A divise C.

preuve
Il existe U et V dans K[X] tels que AU + BV = 1. A divise AUC et BC donc aussi V BC donc AUC + VBC = C ..

THEOREME 9.3.5
Soient A, By, ..., B, € K[X]. Si A est premier avec By, pour tout k, alors A est premier avec B1Bs - - - B,,.

THEOREME 9.3.6
Si Ay,..., A, sontdes polynémes premiers entre eux deux a deux alors un PPCM des Ay, est A1 As -+ A,,.

COROLLAIRE 9.3.1
Si Ay,..., A, sont des polynbmes premiers entre eux deux a deux et si B est un polynéme divisible par A, pour tout k,
alors B est divisible par le produit A1 Ay - - - A,,.

THEOREME 9.3.7
Soient Ay, ..., A, et D des polynémes tels que D divise chacun des Ay. Alors D est un PGCD des Ay, ssi les polynémes
Ar/D, 1 < k < n sont premiers entre eux.

Plus généralement, si P est un polyndme quelconque, un PGCD de (PA,,...,PA,) est Px un PGCD de (44,...,A4,).

THEOREME 9.3.8 (Théoréme de Bézout amélioré)
Soient A, B deux polynémes non constants premiers entre eux. 1l existe un unique couple de polynémes U,V vérifiant

AU+ BV =1 deg(U) < deg(B) deg(V) < deg(A)

premiére demonstration

On sait qu’il existe un couple (Uy, Vo) tels que AUy + BVy = 1. Soit (U,V) € K[X]? tel que AU + BV = 1. Ona
AU — Uy) = B(Vy — V). D’aprés le théoréme de Gauss, A étant premier avec B doit diviser V; — V. 1l existe donc un
polyndme D tel que Vo — V = AD. En reportant, on obtient, A étant non nul, U — Uy = BD. Réciproquement, pour tout
polyndéme D, le couple (U, V) avec U = Uy + BD et V = Vy — AD vérifie AU + BV = 1.

L’identité de la division euclidienne de Uy par B (non nul) s’écrit Uy = BQ + R. Comme U, et B sont aussi premiers entre
eux par le théoréme de Bézout, R # 0, donc deg(R) < deg(B). Prenons D = —Q ;alorsU = RetV =V, + AQ. Ona
AU + BV = 1etdeg(U) < deg(B). Comme A et B sont non constants, U # 0 et deg(AU) > 1. Alors BV =1 — AU =
deg(BV) = deg(AU) donc deg(B) + deg(V) < deg(A) + deg(U) < deg(A) + deg(B) d’ou deg(V) < deg(A). L’unicité
est facile.

deuxieme démonstration

Soientp = deg(A), ¢ = deg(B). Considérons le systéme de polyndmes S = (A, XA, X?A,...,X9"*A B, XB,...,XP71B).
Il est formé de p + ¢ polyndmes appartenant tous a K, ,—1[X]. Nous allons montrer que ce systéme est libre. 1l en résultera
que c’est une base de K, ,_1[X] donc que le polynéme 1 peut s’écrire de maniére unique sous la forme 1 = upA + u; XA +
oot ug 1 XA+ vB+ v XB+ -4 v, XPT!Bsoitencore 1 = UA+ VBavecU = ug + -+ +ug—1 X% ' et

j=0
Cette relation s’écrit LA = —MBenposant L = Ao + --- A1 X9 L et M = pg + - -+ + p,—1 XP~1. Supposons par ex-
emple I’'un des A; non nul. Alors B divise LA et est premier avec A donc d’aprés le théoreme de Gauss divise L. Mais c’est

impossible car deg(L) < deg(B). Donc tous les A; sont nuls, L = 0 et par conséquent M = 0 et tous les 1, sont nuls.m.

qg—1 . p—1
V =wvo+---+v,_1 XP~L Soientdonc Ao, . . ., A\g—1, Ho, - - - , p—1 des éléments de K tels que > A\; X7 A+ > up X*B = 0.
k=0
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Remarque importante

Soient I un corps et K un sous corps de L. Soient A, B des polyndmes a coefficients dans K. On peut aussi les considérer
comme des polyndmes a coefficients dans IL. Soient (Q, R) € K[X]? le quotient et le reste de la division euclidienne de A
par B dans K[X]. En raison de I’unicité de la division euclidienne dans L[X], @ et R sont aussi le quotient et le reste de la
division euclidienne de A par B dans L[X]. Il en résulte que les PGCD et PPCM normalisés d’une famille finie de polyndmes
de K[X] sont les mémes dans K[X] et dans L[ X].

Mais si D € K[X] est le PGCD normalisé des polyndmes A, B € K[X] par exemple, AD est aussi un PGCD de A et B dans
L[X] pour tout A € L, y compris si A ¢ K.

Par exemple, si A et B sont des polyndmes a coefficients entiers, ils sont premiers entre eux dans Q[X] ssi ils sont premiers
entre eux dans C[X].

Cette remarque a d’importantes conséquences (multiplicité des racines d’un polyndme irréductible, voir plus loin).

9.3.3 Polyndmes irréductibles

Soit toujours K un corps commutatif.

DEFINITION 9.3.5
On dit que P € K[X] est irréductible si il est non constant et si ses seuls diviseurs dans K[X] sont les polynémes constants
non nuls et les polynémes associés a P, i.e. les polynémes AP, A € K*.

Deux polyndmes irréductibles P et () sont soit associés soit premiers entre eux. On remarquera que la notion de polyndme
irréductible fait intervenir de maniére essentielle le corps K. Par exemple, le polynome X2 — 2 est irréductible dans Q[X] mais
ne I’est pas dans R[X].

On notera Pk I’ensemble des polyndmes a coefficients dans K, irréductibles et normalisés. Pour touta € K,ona X —a € Pk.

Soit F' € K[X] \ {0}. Pour P € Px on pose vp(F) = max{m € N ; P™|F}. Ceci est toujours défini car {m € N; P™|F}
est un ensemble non vide (il contient 0) et majoré (par des considérations sur le degré) d’entiers naturels. 1l a donc un plus
grand élément.

THEOREME 9.3.9
Tout polynéme P non constant admet un diviseur irréductible.

THEOREME 9.3.10

Soit F € K[X] un polynéme non nul et a le coefficient de son terme de plus haut degré.

1) L’ensemble {P € Px ; vp(F) > 1} estfini.

2)OnaF=a [[ P,

PePx

3) Cette écriture est unique, i.e. si F = k [[ P*? ou (kp) est une famille d’entiers naturels a support fini indexée par Py,
PePx

onak = aetpourtout P € Px, kp = vp(F).

THEOREME 9.3.11
1) Soient F,G € K[X]\ {0}. Ona F|G < VP € Px, vp(F) < vp(G)

2) Soient Fy, ..., F, € K[X] \ {0}.
e Le PGCD normalisé des Fy, est [] Pm™in(vr(Fi),
PePx

e Le PPCM normalisé des Fy, est | Pmax(ve(F)
PePx

Les démonstrations de tous ces résultats sont analogues aux démonstrations des &noncés correspondants dans Z.

THEOREME 9.3.12
L’ensemble Pk est infini.
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preuve
Si le corps K est infini, le résultat est trivial car tous les polyndmes X — a, a € K sont dans Pg. Dans le cas général, on fait

comme pour I’ensemble des nombres premiers. On suppose Pk fini et on considére le polyndme A = [[ P+ 1.
PcPx
Aucun des P € Pk ne peut diviser A et A admet au moins un facteur irréductible Q. Contradiction.

9.3.4 Anneaux quotients de K[.X]

Soit I un idéal non nul de K[X]. On se propose d’étudier I’anneau quotient K[X]/I. On peut choisir un générateur normalisé
P de cet idéal de sorte que I = P - K[X]. On notera pour abréger I = (P) et Ap = K[X]/(P). Soit p = deg(P). Si
p=0 P =1, I=K[X]etA; = {0}. Nous écarterons ce cas dans la suite. On supposera donc p > 1 et on écrira
P=ay+a1 X+ +ap_ 1 XP 1+ XP,

Soit 7 : K[X] — K[X]/(P) la surjection canonique. C’est un morphisme d’anneaux de noyau (P). La restriction 7, de 7 au
sous espace K,,_1[X| formé des polyndmes de degré inférieur ou égal & p — 1 est injective. Montrons qu’elle est surjective.
Soit o € K[X]/(P). Il existe un polyndme A tel que o = w(A). La division euclidienne de A par P s’écrit A = PQ + R avec
R € K,_1[X]. Comme 7(PQ) =0onaa = n(A) = n(R). m, est donc une bijection de K,_, [X] sur K[X]/(P).

La restriction de 7, au sous espace Ky[X] identifié & K des polyndmes constants est un isomorphisme du corps K sur un sous
corps 7(K) de K[X]/(P). On identifiera dans la suite un élément A € K et son image par 7 dans K[X]/(P). Il en résulte que
K[X]/(P) a une structure naturelle de IK-espace vectoriel pour laquelle la projection 7 est une application linéaire.

Notons enfin x la classe du polyndme X, i.e. = = w(X). Il résulte de tout ce qui précede que tout élément o € K[X]/(P)
s’écrit de maniére unique sous la forme o = A\g + A1z + - -+ + Ap_12P 71 0l Ao, ..., Ap_1 SONt p éléments de K.

THEOREME 9.3.13

Soit P € K[X] un polynéme de degrép > 1, (P) = P-K[X] I’idéal principal engendré par P. L’ensemble quotient K[X]/(P)
a une structure de K-algébre associative unitaire pour laquelle la projection canonique m est un morphisme d’algébre. De plus,
I’espace vectoriel K[X]/(P) est de dimension finie égale au degré p du polynéme P et le systéme (1,z,...xP~1) ol z est la
classe du polynéme X, est une base de K[ X]/(P).

THEOREME 9.3.14

Soit P € K[X] et (P) I’idéal principal engendré par P. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) P estirréductible.

(2) L’anneau quotient K[X]/(P) est intégre.

(3) L’anneau quotient K[ X]/(P) est un corps.

preuve
(1) = (3) Soit o € K[X]/(P), a # 0. Soit Q € K[X] un représentant de . Puisque « n’est pas nul, @ n’est pas multiple de
P. Comme P est irréductible, @ est premier avec P, donc il existe deux polynémes U et V telsque UP + VQ = 1 d’ou en
prenant les classes modulo P, VQ = 1 ce qui prouve que « est inversible.

(3) = (2) Trivial

(2) = (1) Supposons P non irréductible. Il existe deux polyndmes A et B de degré > 1 tels que P = AB ce qui donne
AB = 0. Mais A et B étant de degré < deg(P) ne sont pas multiples de P, donc A # 0 et B # 0.

Remarquons que le théoréme 9.1.1 prouve directement I’implication (2) = (3).

EXEMPLE 9.3.1

Soit K = Ret P = X2 +1. Pestirréductible dans R[X] donc R[X]/(X? + 1) est un corps. Ce corps est un R-espce vectoriel
de dimension 2, de base (1,z) ol z est la classe de X et x vérifie z2 + 1 = 0. Ceci fournit une construction du corps C des
nombres complexes.

9.4 Fonctions polyndmes

9.4.1 Fonction polyndme définie sur K

Dans cette section K est un corps commutatif fixé.
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- - k=p
Atout polyndme P = > axX* € K[X] on associe la fonction P : K — K qui a z € K associe P(z) = Y. apz*.
0<k<p k=0

La fonction P est dite fonction polyndme associée au polyndme P.

THEOREME 9.4.1
L’application P — P est un morphisme de I’anneau K[X| dans I’anneau K des fonctions de K dans K.

Autrement dit, pour tous P, @ € K[X] ona P1Q=P+0Q, PQ=POet1 estlafonction constante égale a 1.
Notons aussi que P o Q = P o Q et que X = idk.

THEOREME 9.4.2 ~
Soient P € K[X], P # 0 etb € K. P(b) est le reste de la division euclidienne de P par X — b.

Autrement dit, il existe un polynéme Q tel que P = (X — b)Q + P(b).

preuve
k=
Soit P = 3 a,X*. On adans K[X] I’identité remarquable
k=0
XF—bth = (X —b)(XF bX PR X R
En multipliant par a; et en sommant les égalités obtenues de k¥ = 0 a k = p on obtient I’égalité voulue avec
k=p
QX) = ap (XF 1+ bX 24 402X 4 pF71).
k=1

9.4.2 Racines d’un polynéme

DEFINITION 9.4.1 3
Un élément a € K est une racine ou un zéro du polynéme P si P(a) = 0.

Il résulte du dernier théoréme que a € K est une racine de P ssi (X — a) divise P.

DEFINITION 9.4.2
Soit P un polynéme non constant et a € K une racine de P. On appelle ordre de multiplicité de la racine a I’entier vx _,(P)
c’est a dire I’'unique entier m tel que P soit divisible par (X — a)™ et ne soit pas divisible par (X — a)™*!.

Donc a est racine multiple d’ordre m de P ssi P s’écrit P(X) = (X — a)™H(X) avec H(a) # 0.

THEOREME 9.4.3

Soit P € K[X] un polynéme de degré p. Soientay,...,a, r éléments distincts de K et my, ..., m, des entiers naturels non
nuls. Si pour tout j entre 1 etr P admet a; comme racine ave multiplicité m;, P est divisible par (X —a,)™ --- (X —a,)™".
En particulier onamy + - - - + m, < deg(P).

preuve
Par hypothese, P est divisible par (X —a;)™ pour j = 1,...,r. Or ces polyndmes sont premiers entre eux deux & deux. D’ou
le résultat.

COROLLAIRE9.4.1
Si un polynéme de degré p admet n. > p racines distinctes, c’est le polynéme nul.

COROLLAIRE 9.4.2 3
Soit K un corps commutatif infini. L’application P — P est injective, autrement dit, si un polynéme P est tel que la fonction
polyndme associée est identiquement nulle, ce polynéme est nul.

Ce résultat tombe en défaut si K est un corps fini. Par exemple, si K = F, = Z/pZ ou p est un nombre premier, le polynéme
P = XP — X n’est pas le polyndme nul, mais la fonction polyndme associée P est identiquement nulle car Vz € F,,, P = z.
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9.4.3 Polyndmes scindés sur K
DEFINITION 9.4.3

Un polynéme non constant P € K[X] est dit scindé (sur K) si il s’écrit comme produit de polynémes du premier degré.
Si P est un polynéme scindé de degré p, on appelle liste des racines de P tout élément (z1,. .., z,) de K? tel que

k=p
P=aq, H(X — )
k=1

On prendra garde de ne pas confondre I’ensemble des racines de P et une liste des racines de P. Si P = XP, I’ensemble
des racines de P est {0} alors qu’une liste des racines de P est (0, ...,0). Si P admet p racines disctinctes, il y a p! listes de
——

p fois
racines de P. Si P admet les racines distinctes y1, . . ., y.- avec les multiplicités respectives m1, . .. m.., une liste des racines de
PESt(yla"')yla Y2, Y24, y'r‘a"‘ayr)-
—_——— —— ——
m fois mo fois m,. fois

On définit des applications o}, : KP — K pour 1 < k < p en posant

Uk(l‘l,...,$p): Z $i1$i2-~'xik
1< <2< <ip <P
On a donc
k=p
or(z1,..,xp) =21+ 22+ FTp= D Ty
k=1
o2(T1,.. ., Xp) = T1Ta + T 1Tz + - T1Tp F ToTg + - F ToTp o F Tp1Tp = Y, XL
1<i<j<p
op(x1,...,2p) =122 2p = [ ax
1<k<p
DEFINITION 9.4.4 (Fonctions symétriques élémentaires)
Les fonctions o1, . . ., 0, de KP dans K sont appellées fonctions symétriques élémentaires de p variables.
Cette terminologie est justifiée par le fait que pour toute permutation ¢ € &, 0N & 0k (Ty(1),- -+ Ty(p)) = Ok(T1,. .., Tp)
THEOREME 9.4.4 (Relations coefficients racines)
Soit P = Y aiX"* un polynome scindé de degré p > 1 et (x1,...,x,) une liste des racines de P. On a pour k compris
0<k<p
entre letp
Ap—k
(1, zp) = (1)L
ap
ou encore, en posant oo(xy1, -+ ,x,) = 1,
k=p
P(X) =ap (Z(_l)pkgp—k(wl, e al'p)Xk> =ap (XP — (21 + 2p) XPT 4 (=P - “2p)
k=0

La preuve se fait par récurrence sur p en utilisant I’égalité P = a,(X — z1) -+ (X — zp).

9.4.4 Corps algébriquement clos

THEOREME 9.4.5

Soit K un corps commutatif. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) Les seuls polynomes irréductibles de K[ X] sont les polynémes de degré 1.

(2) Tout polynéme non constant & coefficients dans K admet au moins une racine dans K.
(3) Tout polynéme & coefficients dans K non constant est scindé sur K.

La preuve facile est laissée au lecteur.
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DEFINITION 9.4.5
On dit qu’un corps K est algébriquement clos si il vérifie une des popriétés ci dessus (et donc les trois) .

THEOREME 9.4.6 (D’alembert-Gauss)
C est algébriquement clos.

Ce théoréme est prouvé dans le cours d’analyse.

9.4.5 Polyndmes irréductibles sur R

k=n
Puisque C est algébriquement clos, tout polyndme est scindé dans C[X] donc s’écrit sous la forme P = a,, [] (X — z) ou
k=1
a, € Cetoules z, sont les racines de P.
Tout polyndme a coefficients réels peut étre considéré comme un polyndme a coefficients complexes et est donc scindé sur C.
R et C étant des corps infinis, nous noterons dans ce paragraphe par la méme lettre un polynéme P et la fonction polynéme P

associée.

Lemme 9.4.1
Soient P € R[X] etz € C\ R. Si z est racine de P avec la multiplicité m, son conjugué z est aussi racine de P avec la méme
multiplicité.

preuve
Pour tout polyndme Q(X) = ¢, X" + - - -+ qo € C[X], définissons un polyndme @ par Q(X) = g, X" +-- -+ qo. Il est facile
de vérifier que Q1 + Q2 = Q1+ Q2, Q1Q2 = Q1 Q2 que Q est a coefficients réels ssi Q = Q et enfin que pour tout u € C
onaQ(u) =Q ()

Soit P = a, X™ + - + ag ol les ay, sont réels. Par hypotheésg, il existe un polyndme H = o,y X" ™™ + -+ + o € C[X]

tel que P(X) = (X — z)™H(X) avec H(z) # 0. Onendéduit P(X) = P(X) = (X —2)" H(X)avec H (z) = H(2) # 0
ce qui prouve le lemme.

THEOREME 9.4.7
Les polynémes irréductibles dans R[ X sont les polynémes du premier degré et les polynémes du second degré aX? + bX + ¢
vérifiant A = b — 4ac < 0.

preuve
Tout d’abord, un polynéme P du second degré de discrimant strictement négatif est irréductible car un diviseur de P qui n’est
ni constant, ni associé a P est de degré 1. L’existence d’un tel diviseur impliquerait que P ait une racine réelle, ce qui n’est
pas.

Soit P un polyndme irréductible sur R de degré p > 1. P n’a pas de racines réelles sinon, il serait divisible par un polynéme
de degré 1. Soit z € C une racine de P. On a z ¢ R, donc Z est aussi racine de P. Comme z # z, P est divisible par le
polyndme Q = (X — 2)(X —z) = X2 — (2 +2) X + 2z € R[X]. Comme P est irréductible il est associé a Q. B

COROLLAIRE 9.4.3
Tout polynéme P € R[X] \ {0} se factorise sous la forme
j=r k=s
P(X)=a]J(X =b)™ J](X*+ppX +qx)™
j=1 k=1

ou les b; sont des réels distincts, les (py,, qi;) des couples de réels distincts Vérifiant p; — 4qx, < 0 eta € R*. De plus on a

j=r k=s
deg(P) = Z m; + 2 Z ng
j=1 k=1
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9.5 Dérivation - Formule de Taylor

DEFINITION 9.5.1 k=p
Soit K un corps commutatif. On appelle polynéme dérivé du polynéme P(X) = a,XP + ---ap = Y. ax X" le polynéme
k=0

p—1
P'(X)=pa,XPt+---4ar =Y (k+1ag1 X"
k=0

I faut bien noter dans cette formule que k.ay, signifie a;, + - - - ax. En particulier, la dérivée du polyndme X? € FF,[X] est le
N—_———
k fois

polyndme nul.

On définit ensuite la dérivée seconde, etc ... d’un polyndme P comme étant D o D(P), etc .... On note P(*) la dérivée k-iéme
de P avec par convention P(®) = P.

THEOREME 9.5.1

La dérivation D est une application K-linéaire de K[ X dans lui méme vérifiant pour tous P, Q € K[X], (PQ)' = P'Q + PQ’
et(PoQ) = (P oQ) Q. Ladérivée d’un polynéme de degré p est un polynéme de degré inférieur ou égal ap — 1. La
dérivée d’un polynéme constant est le polynéme nul.

Si le corps K est de caractéristique 0, la dérivée d’un polyndéme de degré p > 1 est un polyndéme de degré p — 1.

Dans toute la suite le corps K est supposé de caractéristique 0. 1l est donc infini et on sait qu’alors il y a bijection entre les
polyndmes et les fonctions polyndmes de sorte que nous désigneros par la méme lettre un polyndme P et la fonction polynéme
associée.

THEOREME 9.5.2 (Formule de Taylor)
Soient K un corps de caractéristique nulle, o € K et P € K,[X]. Ona

= x* Xr
(1) P(X+a)= Y PW ()7 =Pla) + P'(a)X + -+ P(p)(a)F
P ! !
g a?
(2) P(X+a)= Y EP(@ (X)=P(X)+aP'(X)+ -+ EP(”) (X)
k=0 " ’
Notons que la premiére relation s’écrit aussi
= (k) (X —a)* / (p) (X —a)P
(3) P(X)=>"P (a)T=P(a)+P(a)(X—a)—|-~-~—|-Pp(a)T
k=0 ’ )
preuve
Par K linéarité, il suffit de montrer ces relations lorsque P est un monéme : P = X?. On a
k=p p k=p Xk k=p Xk
POt = (X +ar = (1) Xk = Slplp - 1o+ D] = Y P
k=0 k=0 ) k=0

k=p k=p k=p ak
POCHa) = (X by = 3 () X770t = bl o=k DX & = 7P

k=0 k=0

Remarque importante. On peut se demander ou, dans cette preuve, on utilise le fait que K est de caractéristique nulle. 1l
ne faut pas oublier dans ces formules que la multiplication par I’entier naturel C* est une loi externe sur K. On a dans Q,
Ck =[n(n—1)---(n—k+1)]/k!. Comme K est de caractéristique nulle, le sous corps premier de K est isomorphe a Q.

L’élément k! - 1x de K est non nul. Il admet donc un inverse dans K. Onaalors C* - 1x = [n(n — 1) -+ (n — k + 1)] - ﬁ.

COROLLAIRE9.5.1
Soient K un corps de caractéristique 0, a € K, P € K[X]\ {0}. La multiplicité de a« comme racine de P est I’entier v défini

par P®)(a) # 0 et PY)(a) = 0 pourj < v — 1.
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Ici on convient de dire que si a n’est pas racine de P son ordre de multiplicité est 0. Avec cette convention, I’entier v est
toujours défini car le polyndme P étant non nul, on a P(@e(")(q) £ 0. La formule de Taylor sous la forme (3) s’écrit
k=deg(P) _ k—v
P(X) = (X —a)VH(X) avec H = PM(a) + Y P(k)(a)% et donc H(a) # 0 et donc v est bien la
k=v+1 :
multiplicité de a comme racine de P.

9.5.1 Eléments algébriques, éléments transcendants

Soit IL un corps et K un sous corps de L. On dit dans ce cas que L est une extension de K ; IL est naturellement muni d’une
structure de K-algeébre, la loi externe étant la restriction a K x L de la multiplication dans L. 3

Tout polyndme P € K[X] peut &tre considéré comme appartenant a IL[X] et définit une fonction P : . — L telle que
P(K) C K.

DEFINITION 9.5.2 _
Un élément x < L est dit algébrique sur K si il existe P € K[X] \ {0} tel que P(x) = 0. Si ce n’est pas le cas, x est dit
transcendant sur K.

Soit z € IL. Lapplication e, : K[X] — L, P — P(z) est un morphisme de K-algébres : on a e, (1) = 1 et pour tous
P,QeK[X]etd €K, ey(P+AQ) = ez (P) + Xey(Q) et e (PQ) = e, (P)e,(Q) ce qui est une fagon compliquée d’écrire

—_~—

que (P + AQ)(z) = P(z) + A\Q(z) et PQ(x) = P(z)Q(z).

L’image de K[X] par e, est une sous algébre de I usuellement notée K|[x]. Un élément z € LL est dans K[z] ssi il peut s’écrire
sous la forme z = ag + a1z + - - - + a,x? ol les a;, sont des éléments de K. C’est le plus petit sous anneau (et aussi la plus
petite sous algébre) de IL contenant K et z.

L’application e, est un morphisme d’anneaux. Son noyau ker(e,,) est donc un idéal de K[X] et « est algébrique ssi ker(e,) #
{0} et transcendant si ker(e,) = 0.

Si x est transcendant sur KK, I’algebre K{x] est isomorphe via e, a K[X]. Si il est algébrique, le noyau de e, est un idéal non
nul de K[X] qui est donc engendré par un unique polyndme normalisé M. Pour tout P € K[X] onadonc P(z) = 0 < M|P.

DEFINITION 9.5.3
Soient IL. une extension du corps K et x un élément de L algébrique sur K. On appelle polynéme minimal de x le générateur

normalisé M de I’idéal ker(e,) = {P € K[X] | P(z) = 0}. Le degré m du polynéme minimal M de x s’appelle degré de z.

Si z € K, z est algébrique sur K de polynéme minimal X — x, de degré 1.

THEOREME 9.5.3

Soient L une extension de K et x € 1L algébrique sur K, M son polyn6me minimal et m son degré.

1) Le polynéme minimal M est irréductible.

2) K|z] est un sous corps de L

3) K[z] est un K-espace vectoriel de dimension finie égale au degré m de z. Une base de K[X] est (1, z,...,z™1).

preuve

On applique le théoréme de factorisation des morphismes d’anneaux a e, : K[X] — L. Le noyau de e, est I’idéal principal
(M). Il existe un isomorphisme 6 : K[X]/(M) — K|z] tel que e, = i 00 o7 ot 7 : K[X] — K[X]/(M) est la projection
canonique et ¢ I’inclusion de K|[z] dans L. Comme K|x] est un sous anneau de L, il est intégre. Il en est donc de méme de
K[X]/(M). Mais on a vu que ceci implique que M est irréductible et que K[X] /(M) est un corps. (théoreme 9.3.14). Comme
6 est un isomorphisme, K][z] est un corps.

Enfin, il est facile de voir que 6 est K-linéaire. Or K[X]/(M) est un K-espace vectoriel de dimension deg(M) de base
(1,X,..., X" ") (théoréme 9.3.13). Limage de cette base par @ est une base de K[z]. Or (Yk) =for (X*) =% Dol

le point 3).

COROLLAIRE95.2
L’élément x € L est algébrique sur K ssi K|[x] est un K-espace vectoriel de dimension finie.
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preuve
On vient de voir que si z était algébrique K[z] était un K-espace vectoriel de dimension finie et on a vu que si = n’était pas
algébrique, K[z] était isomorphe comme K-algebre, donc comme K-espace vectoriel, & K[X] qui est de dimension infinie.

La situation la plus fréquente est celle o0 K = Q et L = C. Par exemple, /2, i sont algébriques sur Q de degré 2, de
polyndmes minimaux respectifs X2 + 1 et X2 — 2.

THEOREME 9.5.4
L’ensemble des nombres complexes (resp. réels ) algébriques sur Q est dénombrable.

preuve
Notons Q I’ensemble des nombres complexes algébriques sur Q.

On dira qu’un ensemble est au plus dénombrable si il est fini ou dénombrable.

Nous utiliserons les résultats suivants sur les ensembles dénombrables :

1) Q est dénombrable.

2) Tout sous ensemble d’un ensemble au plus dénombrable est au plus dénombrable.

3) Tout produit fini d’ensembles dénombrables est dénombrable. En particulier Q™ est dénombrable pour tout n.
4) Une réunion au plus dénombrable d’ensembles au plus dénombrables est un ensemble au plus dénombrable.

Pour un polyndme P on notera R(P) le sous ensemble de C formé des racines de P.
Notons P,, I’ensemble des polyndmes normalisés de degré n. On a une bijection Q™ — P,, définie par (qo,...,qn-1) —
g +q@X -+ g._1 X" L Donc P, est dénombrable.

Soit E,, I’ensemble des nombres complexes z pour lesquels il existe un P € P, tel que P(z) = 0. On adonc E, =
U R(P). E, estune réunion dénombrable d’ensembles finis non vides, donc est au plus dénombrable.
Pep'll

Enfin, il est clair que Q = (J E,. C’est une réunion dénombrable d’ensembles au plus dénombrable. Donc Q est au plus
neN*
dénombrable. Or cet ensemble contient Q donc il n’est pas fini. Par conséquent, il est dénombrable.

Enfin I’ensemble des nombres réels algébriques sur Q est infini (il contient Q) et est contenu dans I’ensemble dénombrable Q.
Il est donc dénombrable.

COROLLAIRE95.3
L’ensemble des nombres réels transcendants sur Q est infini non dénombrable.

preuve B
Si cet ensemble, soit 7 était fini ou dénombrable, il en serait de méme de R comme réunion de Q N R et de 7. Mais R n’est
pas dénombrable. H.

Les nombres 7, e (base des logarithmes népériens) sont transcendants que @, mais la démonstration n’est pas triviale.
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10

Action de groupes

10.1 Définitions

Soit X un ensemble non vide et G un groupe dont la loi de composition interne sera notée multiplicativement. On notera & x
le groupe symétrique de X, c’est a dire le groupe dont les éléments sont les bijections de X et la loi interne la composition des
applications.

DEFINITION 10.1.1

Une action A du groupe G sur X est une application A : G x X — X notée (g,x) — A(g,xz) = g % x Vérifiant les deux
propriétés suivantes :

(1) Pourtousg,g' € G, z € X, g* (¢’ xx) = (99")

(2) Pourtoutx € X, 1¢ * x = x ou 1¢ désigne I’élément neutre de G.

Soit A une action de G sur X. Soitg € G et ¢, : X — X I'application z — ¢,(z) = g * x. La propriété (1) s’écrit
0Py = pgq etlapropriété (2), o1, = Idx. llenrésulte que sionnote g~ ' I'inverse dans G de g € Gonapgop,—1 = Idx
et p,-1 09, = Idx. Par conséquent, pour tout g, ¢, € Gx. Larelation ¢4 0, = @44 montre que I’application g — ¢, est
un morphisme du groupe G dans le groupe & x. On notera ® 4 ce morphisme.

Inversement, soit ® : G — & x un morphisme de groupes. Pour tout g € G et tout z € X, posons A(g,z) = ®(g)(x). Les
propriétés (1) et (2) d’une action de groupe se vérifient immédiatement et pour cette action,ona ® 4 = ®.

En conclusion, il est équivalent de se donner une action du groupe G sur I’ensemble X ou un morphisme du groupe G dans le
groupe symétrique G x de X.

DEFINITION 10.1.2
On dit que I’action A du groupe G sur I’ensemble X est fidéle si le morphisme ® 4 associé est injectif.
Autrement dit, A est fidele si et seulement si la relationVz € X, g+ x = x implique g = 1¢.

DEFINITION 10.1.3
Soit A une action du groupe G sur X eta € X. On dit que a est un point fixe (de I’action) si pour toutg € G onag*a = a.

DEFINITION 10.1.4
Soit A une action du groupe G sur X . Une partie Y de X est stable par A si pour touty € Y ettoutg e Gonagxy €Y.

Si Y est une partie stable par A, la restriction de A a G x Y définit une action de G sur Y appelée action induite.

10.2 Exemples

EXEMPLE 10.2.1
Un groupe G agit sur lui méme par translation a gauche : Vg € G,Vz € G, g * x = gz. L’application ® associée est celle qui
a tout g de G associe la translation g’ — gg’. Cette action est évidemment fidele. On obtient ainsi un isomorphisme du groupe
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G sur un sous groupe de Gg.

Si G est un groupe fini, on peut, en choisissant une numérotation des éléments de G identifier G au groupe de permutations
&,,. On obtient ainsi le théoréme de Cayley :

THEOREME 10.2.1
Tout groupe fini G de cardinal n est isomorphe a un sous groupe de &,,.

EXEMPLE 10.2.2

Soit G un groupe, H un sous groupe de G et X = (G/H)g I’ensemble des classes & gauche de G modulo H. G agit sur X
par translation : un élément quelconque oo € X est un sous ensemble de G de la forme « = xH pour un z € G. On pose pour
g € G, g*xa=ga={gu;u € a}. Ondéfinitainsi une action de G sur X (vérification facile).

EXEMPLE 10.2.3
GL(n,K) agit sur M, (K) par GL(n, K) x M, (K) > (P,M) — P* M = PMP~1,

EXEMPLE 10.2.4
Le groupe produit GL(p, K) x GL(g, K) agit sur I’ensemble MM, ,(K) par (GL(p,K) x GL(¢,K))xM, (K) > (P, Q),M) —
(P,Q)+« M = PMQ~'.

EXEMPLE 10.2.5
GL(n,K) agit sur I’ensemble S, (K) des matrices symétriques d’ordre n a coefficients dans K par (P, S) — P x S = PS'P.

EXEMPLE 10.2.6
Soit E un K-ev et FBS(E) I’ensemble des formes bilinéaires symétriques sur E. Soient ¢ € FBS(E) et h € GL(E).

L’application qui au couple (z,y) € E x E associe ¢ (h*l(m), h*l(y)) est une forme bilinéaire symétrique sur E.
Le groupe GL(E) agit sur FBS(E) par (h,p) — ¢ o (h~1,h71).

EXEMPLE 10.2.7

Soit P un plan affine euclidien orienté et O un point de P. Pour 6 € R, soit Ry la rotation de centre O et d’angle 0. Le groupe
(R, +) agit sur P par (6, M) — 6 + M = Ry(M). Le morphisme ® associé est le morphisme § — Ry dont le noyau est 27 Z.
Cette action n’est donc pas fidéle.

10.3 Orbites

Soit A une action d’un groupe G sur un ensemble X. On définit sur X une relation binaire R 4 par xR 4y < 3g € G,y = g*.
On vérifie facilement, en utilisant la définition d’une action que R 4 est une relation d’équivalence sur X.

DEFINITION 10.3.1

Soit A une action du groupe G sur I’ensemble X. Si x € X, on appelle orbite de x la classe O, de x pour la relation
d’équivalence R 4 définie ci dessus.

On notera O I’ensemble de toutes les orbites, c’est & dire I’ensemble quotient X /R 4.

Un point a € X est fixe pour I’action A ssi son orbite est réduite au singleton {a}.

DEFINITION 10.3.2
L’action A de G sur X est dite transitive si elle n’a qu’une seule orbite, c’est a dire si Vx,y € X,3g € G, y = g * x.

Exemples

Dans I’exemple 10.2.3 la relation d’équivalence associée a I’action de GL(n, K) est la similitude des matrices. L’orbite d’une
matrice M est I’ensemble des matrices semblables a M.
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De méme dans I’exemple 10.2.4, I’orbite d’une matrice M < M, ,(K) est I’ensemble des matrices équivalentes a A/, donc
d’aprés un théoréme d’algébre linéaire, I’ensemble des matrices de M, ,(K) de méme rang que M.

Dans I’exemple 10.2.6 I’orbite d”une forme bilinéaire symétrique  est I’ensemble des formes bilinéaires symétriques équivalentes
a ¢. Si K = C on sait que deux formes bilinéaires symétriques sont dans la méme orbite si et seulement si elles ont le méme
rang. Il y a donc dim E + 1 orbites. Si K = R, deux formes bilinéaires symétriques sont dans la méme orbite si et seulement

si elles ont méme signature.

Enfin dans I’exemple 10.2.7 I’orbite de O est le sigleton {O} tandis que I’orbite d’un point m du plan est le cercle de centre O
contenant le point m.

PROPOSITION 10.3.1
Soit A : (g,x) — g * x une action du groupe G sur I’ensemble X. Toute orbite est stable par A et I’action induite sur une
orbite est transitive.

La preuve est immédiate.

PROPOSITION 10.3.2
Soit A une action du groupe G sur X eta € X. L’ensemble H, = {g € G | g x a = a} est un sous groupe de G.
On I’appelle stabilisateur de a ou sous groupe d’isotropie de a.

La encore, la preuve est immédiate.

PROPOSITION 10.3.3
Soient A une action du groupe G sur X, a € X etb € O,. Soitg € G tel queb = g+ a. Ona H, = gH,g™*.

preuve
Soith € G.Ona:
he Hyo hxb=bs hx(gxa)=g*as g l*((hg)*a)=as (g7 hg)xa=a< g hge H, < hegH,g .

Remarque
Si le stabilisateur de a est distingué dans G, le stabilisateur de tout élément de I’orbite de a est égal au stabilisateur de a.
Autrement dit, tout élément de G qui laisse fixe a laisse fixe tout élément de I’orbite de a.

THEOREME 10.3.1
Soient A une action du groupe G sur X, a € X. L’application qui a toutb € O, associe I’ensemble C, = {g € G | g*xa = b}
est une bijection de I’orbite O, de a sur I’ensemble (G/H,) p des classes a gauche de G modulo le stabilisateur H, de a.

preuve

e Soitb € O,. L’ensemble C}, appartient a (G/Ha)g.
En effet, soit gg € Cy. Soitg € G. Onag € Cy, & gxa = gg *xa & (go_lg)*a:a@go_lgGHa®g€goHa.
Donc Cy = goH,.

e L’application b — C}, est injective.
En effet, si b # b’ il résulte de la définition de Cy, que C, N Cy = 0 et donc Cy, # Cy puisque Cy, n’est pas vide.

e L’application b — C}, est surjective.
En effet, soit I" € (G/Ha)g. Il existe g € G tel que T' = goH,. Soit by = gg * a. Alors by est dans I’orbite de a et

g € Ch, @g*a:go*aﬁgalg € H, & g € goH,. Autrement dit C, = goH, =T

La preuve est compléte.

10.4 Equation des classes

Rappel  Soit H un sous groupe d’un groupe G. Il existe une bijection entre I’ensemble (G/H)g des classes a gauche de G
modulo H et I’ensemble (G/H),, des classes a droite de G modulo H. Ces deux ensembles ont donc méme cardinal. Si ce
cardinal est fini, il est noté [G : H] et s’appelle I’indice du sous groupe H de G.
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Soit G un groupe opérant sur un ensemble fini X. 1l n’y a alors qu’un nombre fini d’orbites et chaque orbite est un ensemble
fini. Choisissons dans chaque orbite un élément et un seul. Soit C I’ensemble de ces éléments. On a donc une partition de X

formé des orbites O., ¢ € C. Par conséquent card(X) = > card(O.). D’apres le théoréme 10.3.1, il existe une bijection
ceC
entre O, et le quotient (G/H.),,. Donc card(O.) = card (G/H.), = [G : H.]. On adonc prouvé le résultat suivant.

THEOREME 10.4.1 (Equation des classes)
Soit G un groupe opérant sur un ensemble fini X. Soit C un sous ensemble de X contenant un point et un seul dans chaque
orbite. On a, en désignant par H, le stabilisateur d’un élément c de G

card(X) =[G : H]

ceC

10.5 Exemple d’application

Soit G un groupe. Pour a € G on note i, : G — G I’automorphisme intérieur associé a a : i,(z) = aza=t. Onavu que G
opérait sur lui méme par automorphismes intérieurs et que cette action était fidéle ssi le centre Z de G était réduita {14 }.
Soit g € G fixé. Le stabilisateur de gest H;, = {a € G | ag = ga}. C’estdonc le commutant de g. L’orbite de g est I’ensemble
des éléments de G conjugués a g.

Les points fixes de I’action considérée ci dessus sont les éléments du centre de G.

Supposons maintenant que G soit un groupe fini de cardinal n = p™ ol p est un nombre premier. (On dit que G est un
p-groupe). Ecrivons I’équation des classes pour I’action de G sur lui méme par automorphisme intérieur. Les orbites de cette
action sont d’une part les points fixes, c’est a dire les éléments du centre Z de G et d’autre part les autres orbites dont le cardinal
est différent de 1. Soit O’ I’ensemble des orbites non singletons et O € O0’. Onacard(O) = [G : H,] ou H,, est le stabilisateur
d’un élément a € O. Le nombre [G : H,] est un diviseur de card(G) = p™ distinct de 1, donc de la forme p*(©) o0 k(O) est
un entier naturel au moins égal a 1. L’équation des classes s’écrit alors

card(G) = card(2) + » _ p*?
ocor

d’ou card(Z) = 0 mod (p). Comme Z contient 14, ceci implique que card(Z) > p. On a donc prouveé :

Theoreme
Soit p un nombre premier. Le centre d’un p-groupe n’est jamais réduit a I’élément neutre.

Montrons a titre d’application de ce résultat que tout groupe de cardinal p? ol p est un nombre premier est commutatif.

e Tout groupe H de cardinal p premier est cyclique.
C’est un résultat bien connu : soit a« € H un élément quelconque différent de I’élément neutre. Le cardinal du sous
groupe cycligue < a > engendré par o est au moins égal & 2 (il contient 14 et a) et divise p, donc il vaut p. D’ou
H=<a>.

e Soit G un groupe d’ordre p?, p premier. D’aprés ce qu’on a vu ci dessus, son centre Z est non trivial. card(Z) divise p?
donc card(Z) = p ou card(Z) = p?. Dans le deuxiéme cas G = Z donc G est commutatif. Le résultat sera prouvé si on
montre que le premier cas ne peut pas se produire.

On va raisonner par I’absurde en montrant que I’hypothése card(Z) = p implique G commutatif, ce qui est manifeste-
ment contradictoire. Supposons donc card(Z) = p. Alors, Z est cyclique. Soit a un générateur de Z de sorte que
Z = {lg,a,a?,...,aP~1}. Le centre Z d’un groupe quelconque est toujours distingué (vérification immédiate). En
particulier, Z est distingué dans G et on dispose du groupe quotient H = G/Z qui est de cardinal p, donc aussi cyclique.
Soit 8 € G/Z un générateur et b € G dont la classe dans G/Z est 8

Soient g € G, g sa classe dans G/Z. 1l existe un entier k& compris entre 0 et p — 1 tel que g = 8% = b*. On a alors
b—*g € Z et par conséquent, il existe un entier naturel m entre 0 et p — 1 tel que b=*g = a™. Finalement, tout élément g
de G s’écrit g = b*a™ avec 0 < k,m < p— 1. Soit ¢’ = b* @™ un autre élément de G. Les puissances de a commutent
avec tout élément de G, donc gg’ = b*a™bF o™ = bFBF ama™ = PR gmtm et de méme pour ¢'g. On a donc
99’ = g'g pourtous g, ¢’ € G ce qui fournit la contradiction voulue.

A titre d’exercice, le lecteur pourra compléter ces résultats en montrant qu’un groupe de cardinal p? ol p est premier est
isomorphe soit & Z/pZ x 7./pZ soit & Z/p*Z et que ces deux groupes ne sont pas isomorphes.
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11

Groupes de permutations

OnnoteraN* = {1,2,...,n}.

11.1 Geénéralités

Si E est un ensemble non vide, I’ensemble des bijections de E, muni de la loi o de composition des applications est un groupe
noté &g, appelé groupe des permutations de E. Son cardinal est n!. Dans le cas particulier o E = N, le groupe & est noté
S, et appelé groupe symétrique d’ordre n.

Soit E un ensemble fini de cardinal n. Soit ¢ : N — E une bijection. Si o € &, I’application ¢ o o o ¢~ est une bijection
de E. On définit ainsi une application ¢, : 6,, — &g dont il est facile de vérifier que c’est un isomorphisme de groupes.
Ainsi le groupe G est isomorphe & &,,. Cet isomorphisme dépend de la bijection ¢ choisie. Si ¢ : N — E est une autre
bijection, ona, pourtout o € &, Y.(0) = (Yo t)o(pocop ) o(pory™) =0op,(c)of ol =rop ! c Sp.
Autrement dit, 1, = ig o ¢, 0U iy est I’automorphisme intérieur de S g associé a I’élément 6.

DEFINITION 11.1.1
Soito € G . On appelle support de o I’ensemble des x € E tels que o(x) # .

DEFINITION 11.1.2

Une transposition de E est une permutation qui échange deux éléments. Autrement dit, T : E — E est une transposition si il
existe deux éléments distincts a,b € E tels que T(a) = b, 7(b) = a et7(xz) = x pour tout x € E, © # a etz # b. Il revient
au méme de dire que T est une transposition si et seulement si son support a deux éléments. On notera une telle transposition
Ta,b OU (a, b).

DEFINITION 11.1.3

Une permutation o € &g est un cycle d’ordre m ssi il existe une suite (x1,...,xz,,) d’éléments distincts de E telle que
o(x;)) =xiprpourl <i<m-—1, o(z,,) =z eto(y) =y pourtouty & {z1,...,x,m}. Untel cycle seranotésiiln’y a
pas de confusion possible o = (x1, ..., x,). On notera qu’avec cette notation, (zs, ..., Ty, z1) estaussi égal a o.

Si ¢ : E — E’ est une bijection et si o est une transposition (resp. un cycle ) de E, ¢.(c) = ¢ o o o ! est une transposition
(resp. un cycle ) de E’.

Lemme 11.1.1
Soiento, 7 € Gg. Si Supp(c) N Supp(r) =0, o et commutent: coT = T 0 0.

Notation
Dans toute la suite, on notera o7 la composée o o .
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11.2 Legroupe G,

11.2.1 Préliminaires

Sin =1, le groupe &, est réduit & I’identité. Dans la suite, on supposera toujours n > 2.

Notation On utilisera la notation suivante, pouro € &, : 0 = 1 n .
o(l) ... on)
. s 1 2 ... n—1 n
Avec cette notation, le cycle (1,2, ...,n) s’écrit 9 3 n 1

Si 4 et j sont deux entiers distincts entre 1 et n, on notera 7; ; la permutation qui échange 7 et j. On notera que ; ; = 7; ;.

Injection canonique de G,,, dans &,,

Soit m, n des entiers avec 2 < m < n. Pour o € &, on définit o’ : N* — N* comme suit: o'(i) = o(i)sil < i < m
eto’(i) =isim+1 < i < n llestclair que o’ € &, et que I’application j,, », : &, — &, qui & o associe ¢’ est un
morphisme de groupes. Si 7;”; est la transposition de &, qui échange i et j, ji,»(77;) = 7;°;. On a un résultat analogue pour
les cycles.

11.2.2 Signature

DEFINITION 11.2.1
Soito € &,,. On appelle nombre d’inversions de la permutation o et on note I(o) I’entier

I(o) = card{(i,j) e N}, | i < jeto(i) >a(j)}

On appelle signature de la permutation o le nombre

eo = (—1)1?)
Exemples
Sic=id,onal(id) =0eteg;y=1
Soito = ( :1)) f 2 ;1 Z ) Les couples faisant inversion sont : (1,2),(1,4)(3,4),(3,5). Donc I(c) = 4 ete, = 1.

PROPOSITION 11.2.1
La signature d’une transposition vaut -1.

preuve
Soient1 <i < j < n.

I(r;;) = card({(5,5)} U {(i,k); i+1<k<j—1} U {(kj);i+1<k<j—1})
= 142[G-1)—(i+1)+1=2(—i)—1

THEOREME 11.2.1
La signature est un homomorphisme surjectife : &,, — {—1,1}.

Avant de démontrer le théoréme, donnons une définition et un corollaire.

DEFINITION 11.2.2
On appelle groupe alterné d’ordre n et on note 21,, I’ensemble des permutations de &,, de signature +1.

COROLLAIRE 11.2.1
Le groupe alterné 2L, est un sous groupe distingué de &,, d’indice 2.

2., est le noyau du morphisme ¢ ; donc c’est un sous groupe distingué de &,,. D’aprés le théoréme d’isomorphisme, le quotient
S, /2, estisomorphe & im(e) = {—1, 1}, donc est de cardinal 2.

La preuve du théoréme utilise une autre expression de la signature.
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Lemme 11.2.1
Soitoc € &,,. Ona

[ (a(j) = o ()

A

T TG -9

i<j

preuve du lemme

e SoitT" = {(4,5) | ¢ < j}. Si(¢,4) € T', notons (4, j) le couple ordonné associé a (o (¢), o(j)), autrement dit

53 7) {(a(z'),o(j)) si o (i) < o(j)
6.0 siol) > o()

& est une application de I dans lui méme, manifestement injective. Comme T est fini, c’est une bijection de T'.

e Soit X : I' — {0, 1} définie par
o 1 sio(j) <o(i

0 sio(j)>o(i)

Onal(o)= >, X(i,j)
(i)l

e Ona

[1(cG) = o) =[(-D* Do) —oli)l =5 [] lo() — (i)l

1<j 1<j (i,j)EF
L’application & étant bijective, on peut faire dans le produit le changement d’indice (u,v) = (4, 7). Il vient
[T leG)—o@i= T] lw—ul=]]G-19
(i,5)€r (u,v)€r 1<j

d’ou le lemme.

preuve du théoréme
Soient 0,0’ € &,,. Il s’agit de montrer que ¢,/, = £,/&,. En utilisant le lemme il vient
a'(o(j)) —o'(a(d)) o(j) —o(i) a'(o(j4)) — o' (a(d)) a'(0(4)) —o'(a(i)
oo =1 i—i - == 1l o) —ol) 7 a(j) — (i)
1< (i,5)er (i,5)€r (i,5)er
! ! / !
& est bijective. Compte tenu de < (Ul)} :Z (W _o <u3 :g (v) il vient
11 a'(o(j)) —o'(a(@) 11 o'(v) —o'(u) o'(v) —o'(u)
1 o(j)—o(i) - L v—u - v —u = &
(i,5)el (u,w)ea(T) (u’,w")er

Ceci achéve la preuve du théoréme.

COROLLAIRE 11.2.2
Deux éléments conjugués de &,, ont la méme signature.

preuve

Soient o et o’ conjugués. 1l existe § € &,, tel que o’ = 0o~ ; alors e,» = egeye9-1 = cpes(c9)~t = &, car {—1,1} est
commutatif.

THEOREME 11.2.2
La signature d’un cycle de longueur m est (—1)™~1

Soit og = (1,2,...,m). Ona I(og) = card{(1,m),...,(m —1,m)} = m — 1donc e,, = (—1)™~ . Le théoreme résulte
alors du théoréme suivant :
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THEOREME 11.2.3
Deux cycles quelconques de méme longueur sont conjugués.

preuve
Soit 0 = (x1,x2,...,2,) un cycle de longueur m. Il suffit de montrer qu’il est conjugué au cycle o9 = (1,2,...,m).
Choisissons une bijection ¢ de N telle que ¢ (k) = xj pour 1 < k < m.

Ona,pour 0 <k <m—1, pogpt(zk) = poo(k) = p(k + 1) = 211 = o(zk). De MéMe, oo™ () = 71 = 0 (Tm).
SizeN;\{z1,...,zn}y=¢ (z) e {m+1,...,n}doncog(y) =y et pogp ' (z) = ¢ (¢ (z)) = = = o(x).
Finalement, pour tout =, o(z) = goop~*(x) donc o = pogp—!.

Remarque
Le lecteur vérifiera aisément que le conjugué d’un cycle de longueur m est un cycle de longueur m. En particulier, pour tout
ceG,ona O'Ti,jO'_l = To(i),0()-

Signature d’une permutation d’un ensemble quelconque

Soit E un ensemble fini ayant n éléments et o € Gg. Soient , ¢ : N — E deux bijections. On a, avec les notations du début
du chapitre 1.0 = O, (0)0~ . Les deux permutations v, (o) et o, (o) sont conjugués donc ont la méme signature.

On peut donc définir la signature de o comme celle de ¢..(o) pour une bijection quelconque ¢ : N — E. Cette définition ne
dépend pas du choix de . En fixant une telle bijection, on voit que la signature est un morphisme de G sur {—1, 1}. On peut
donc encore définir le groupe alterné de £ comme I’ensemble des permutations paires de E (i.e. de signature 1). La signature
d’une transposition quelconque est -1, celle d’un cycle de longueur m est (—1)™1.

11.3 Parties génératrices de &,

THEOREME 11.3.1
&,, est engendré par les transpositions.

Le théoréme se montre par récurrence sur n. Il est trivial si n = 2. Supposons le résultat établi pour un entier n > 2. Soit
o € 6,41. Il s’agit de montrer que o s’écrit comme un produit de transpositions. Distinguons deux cas :

1) o(n+1) = n+ 1. Dans ce cas la restriction de o & N}, est un élément « de &,, et ¢ = j,, n4+1(w). Par hypothése de
récurrence, il existe un nombre fini de transpositions appartenant & G,,, 7%, 1 < k < N telles que u = 7§, - - - 7{*. Posons
Tk = Jnn+1(7). T €St une transposition de &,,11 et j, n41 €tant un morphisme, o = jp nt1(8) = Jnpi(Th - ) =
TN -+ - 71. Dans ce cas, o s’écrit comme un produit fini de transpositions.

2) p=o(n+1)#n+ 1. Soit 7 la transposition qui échange p et n + 1. La permutation 7o est telle que ro(n + 1) = n+ 1.
D’apreés la premiére partie, cette permutation est égale a un produit de transpositions 7 - - - 7. Alorso = 77 -+ - 71. B

Remarque

La décomposition de o € &,, en produit 7,y - - - 7p n’est pas unique. On a en effet, si 7 est une transposition quelconque
o = 777N ---T1. Par contre, la signature étant un morphisme et la signature d’une transposition étant -1, ona e, = (—1)¥
donc la parité du nombre N de transpositions ne dépend que de o.

THEOREME 11.3.2
2, est engendré par les 3-cycles.

preuve
Tout o € A, est produit d’un nombre pair de transpositions. 1l suffit donc de montrer que le produit de deux transpositions
quelconques peut s’écrire comme produit de 3-cycles. Soient donc ¢ # j et k # [ des entiersentre Letnet o = 7; j7%,;. On
distingue trois cas :

1. {i,j} ={k,l}alorso =id

2. card ({i,j} N{k,l}) = 1. Quitte a changer les notations, on peut supposer que j est I’élément commun. Alors
o ="Ti;Tik = (i,5,k)

3. {i,5}n{k,l} =0alorso = (3,4, k)(j, k,1)

La preuve est compléte.
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Compléments : Autres systémes générateurs

A titre d’exercice le lecteur est invité a démontrer les propositions suivantes. Des indications sont données en fin de chapitre.

PROPOSITION 11.3.1
Pourn > 2, &,, estengendré par {71 2,71 ,3,...,T1,n}

PROPOSITION 11.3.2
Pourn > 2, &,, estengendré par {1 2,723 ..., Tn—1,n}-

PROPOSITION 11.3.3
Pourn > 2, &,, estengendré par {r,c} ol T = 11 5 et o estlen-cycleo = (1,2,...,n).

PROPOSITION 11.3.4
Pourn > 3, 2, est engendré par I’ensembles des trois cycles {(1,i,7); 2 <i<n,2 < j < n,i#j}

PROPOSITION 11.3.5
Pourn > 3, 2,, est engendré par I’ensemble des 3-cycles {(1,2,i) ; 3 <1i < n}.

11.4 Décomposition en produits de cycles

On se propose de prouver dans cette partie que toute permutation o peut s’écrire comme composée de cycles a supports
disjoints, cette décomposition étant essentiellement unique. Nous utiliserons a cette fin les résultats relatifs aux actions de
groupe.

o-orbites

Soit ¢ € &,,. Le groupe cyclique < o > engendré par o agit sur N de maniére naturelle : (¢7,2) — o7 (z). On appelle
o-orbite toute orbite de cette action. C’est une classe d’équivalence pour la relation R définie par xRy < Jp € N, oP(z) = y.

Lemme 11.4.1
Soit o € &,,. o estun cycle (distinct de I’identité) ssi il existe une seule o-orbite de cardinal strictement supérieur 4 1. La
longueur du cycle est alors égale au cardinal de cette o-orbite.

preuve

Soit m I’ordre de o dans &,, de sorte que < o >= {id,0,...,0™ 1}

Une implication est évidente. Supposons que o soit telle qu’il y ait une seule o-orbite de cardinal > 1. Soit O cette orbite.
Onadonc o(x) = zsiz ¢ O. Soita € O. Lorbite de a est O. Montrons que le stabilisateur de a est I’identité. Soit
¢ € Stab(a). Il existe un entier k tel que ¢ = o*. On a o¥(a) = a donc, pour tout j, o*(07(a)) = o’ (c*(a)) = o(a),
autrement dit, o*(x) = z pour tout x € O. Comme on a aussi o*(y) = y pout touty € N \ O, ona ¢ = o* = id. Donc
Stab(a) = {id}. Il en résulte que I’application < o >— O qui @ u €< o > associe u(a) est une bijection. On a donc
card(O) = m, O = {a,o(a),..., 0™ 1(a)} et o est le cycle (a,o(a),...,c™ 1(a)).

THEOREME 11.4.1 (Decomposition en produits de cycles a supports disjoints)
Soitc € &, o # id oun > 2. Soit Q) I’ensemble des o-orbites non réduites & un point. Il existe une famille (c,,)
cycles vérifiant

de

weN

1. Yw € Q, Supp(c,) =w

2.0=1]] cw
weN
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Les c,, sont a supports disjoints, donc commutent entre eux. L’ordre de o est le ppcm des longueurs des cycles c,,.

Cette décomposition est unique dans le sens suivant: sic = [] ¢; ou les ¢; sont des cycles a supports disjoints, alors
1<ir

r=card(Q) et{c1,...,c;} = {c, ; w € Q}.

preuve
. e siz e N
1) Pourw € Q soit ¢, € &, défini par ¢, (z) = o(@) _x g Y D’aprés le lemme, ¢, est un cycle de support w, de
z siz dw
longueur card(w). Les ¢, sont a support disjoints, donc commutent entre eux. Il en résulte facilement que o = [] c,. En

. w€eN
effet, soit z € N\

Ou bien o(z) = xz et Vw, z ¢ wdonc ¢, (x) = z etdans ce cas o(x) = ( 11 cw) (2).

weN
Ou bien o(x) # . Il existe alors un unique wy € Q tel que z € wy. Onac,(x) = z Si w # wy et ¢, () = o(z). En utilisant

la commutativité des c,, il vient ( I cw> (@) =cuwo | I cw | (@) =cu(z) =0(x).

wEN weN
wFwo
2) Unicitt : Sioc = ][] ¢ ou les ¢; sont des cycles a supports disjoints, il est clair que Supp(c;) est une o-orbite. Si
1<i<r
x & U Supp(e), onaoc(z) = z. Donc = {Supp(e;) ; 1 < ¢ < r}etcard(?) = r. Ensuite, fixons un ¢ et soit

1<ikr
w = Supp(c;). Pour z € wetj # ionacj(zx) =z donc, puisque les c¢; commutent, on a o(x) = ¢;(x). Par conséquent, pour
untel z, ¢, () = o(z) = ¢;(x). Pour z ¢ w, on a par définition c,,(z) = = ¢;(x). Donc ¢, = ¢; ce qui achéve la preuve de
I"unicité.
3) Comme les ¢,, commutent entre eux, on a pour tout entier ¢, 0?7 = ] ¢g donc o?|,, = ¢%],. Il en résulte facilement que

weN
0l =id < Yw € Q, ¢4 =id. Donc 0% = id ssi pour tout w, ¢ est multiple de I’ordre du cycle ¢,,. On en déduit que I’ordre
de o est le ppcm des ordres des c,, c’est a dire des longueurs des cycles w.

1 2 3 45 6 7 8

3 475 2 6 8 1)

On cherche d’abord I’orbite de 1. Les images successives par o sont1 — 3 — 7 — 8 — 1. Ceci fournitlecyclec = (1, 3,7, 8).
L’orbite de 2 donne 2 — 4 — 5 — 2 qui fournit le cycle ¢’ = (2,4, 5). Enfin 6 est fixe. Donc o = ¢¢’ = ¢c. On en déduit la
signaturede o : e, = .6 = (—1)3(—1)? = —1. Enfin o est d’ordre 12.

EXEMPLE 11.4.1
Cherchons la décomposition en produits de cycles de o = <

THEOREME 11.4.2
Soito € &,, et N, le nombre total de o-orbites (y compris les orbites signetons). On a

£o = (—1)"Ne

preuve
Soient F' = {z ; o(z) = =}, Q I’ensemble des orbites non singletons de o et o = [] ¢, la décomposition de o en produits

weN
£p = H €c, = H (_1)card(w)—1

weN weN

Or > card(w) + card(F) = ndonc ) (card(w) — 1) = n — card(F') — card(2) =n — N,.l
weN weN

de cycles a supports disjoints. On a

Indications pour les preuves des propositions 11.3.1 4 11.3.5

Proposition 11.3.1: 1l n’y a rien @ montrer sin = 2. Soitn > 3 ; pour 2 < j < konaT;, = 71 ;71 ,71,; et le résultat découle
du théoréme 11.3.1.

Proposition 11.3.2 : Utiliser la relation 7y 571 x+171,5 = Tk,k+1 Valable pour 2 < k& < n — 1 pour montrer que le groupe
engendré par {712, 72,3 - - ., Th—1,n } CONtient tous les 7y .

Proposition 11.3.3: Pour1 < p < n —2, oP107? = Tpi1 pto.

Proposition 11.3.4 : Pourn > 4 eti, 5,k > 2ona (4,5, k) = (¢,7)(4, k) = (4,5)(J,
Proposition 11.3.5 :Pourn > 4 eti,j > 3ona (1,i,7) = (1,2,5)(1,4,2) = (1,2,

(jak) ::(17iaj)(1ajvk)

~— =
~—
—~
<.
[
<. ~—
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12

Déterminants

Dans tout ce chapitre, K est un corps commutatif de caractéristique différente de 2.

12.1 Formes p-linéaires alternées sur un K-espace vectoriel

DEFINITION 12.1.1

Soient E1,...,E, et F des K-espaces vectoriels. Une application F1 x --- x E,, — F est dite multilinéaire si elle est
séparément linéaire en chacune des variables, i.e. si pour tout1 < j < n, et tout (vy,...,v,) € E1 x --- x E,, I’application
de E; dans F' qui & v associe f(vi,...,vj_1,v,;,...,0,) estlinéaire.

L’ensemble ML(Ey,--- ,E,; F) des applications multilinéaires de E; x --- x E,, dans F' est un sous espace vectoriel de

I’espace vectoriel des fonctions de E; x --- x E,, dans F'. Si chacun des espaces E}, est de dimension finie, ainsi que F', on a
dim(ML(E,,...,E,, F) = dim(E;) - dim(Es) - - - dim(E,,) - dim(F).

DEFINITION 12.1.2
Soit E un K-espace vectoriel et p un entier, p > 1. On appelle forme p-linéaire sur E toute application p linéaire de EP dans
le corps de base K.

L’ensemble ML,(E) = ML(E,---,E;K) des p formes linéaires sur E est un K-sous-espace vectoriel de I’espace des
N——
p fois

applications de EP dans K.

Soit &,, le groupe symétrique d’ordre p ; soit o € &, et f € ML,(E). On définito « f : E? — KparV (vy,...,vp) €
EP, o f(v1,...,vp) = f (Vo(1)s---»Va(p)). On définit ainsi une action de &, sur M L,(E). En effet, soit 7 € &,. On
aTx (o f)ve,...,vp) = 0% f(Ura)yre- V) = f (Vro(1)s- - +>Vr(o(p))) = (70) * f(v1,...,vp) Ceci pour toute
f € ML,(E). D’autre part, il estimmédiat que id * f = f.

DEFINITION 12.1.3

Soit f une p-forme linéaire sur un K-espace vectoriel E.

1) f est symétrique siVo € &, o * f = f.

2) f est antisymétrique siVo € &, o * f = e, f ol e, est la signature de la permutation o.

3) f est dite alternée si f(v1, ... ,v,) = 0 chaque fois qu’il existe deux indices distincts i, j entre 1 et p tels que v; = v,.

L’ensemble des formes p-linéaires symétriques (resp. antisymétriques, alternées) est un sous espace vectoriel de M L,(E).

Une forme f est symétrique (resp. antisymétrique ) ssi 7 f = f (resp. 7 * f = — f) pour toute permutation 7 € &,,. Toute
forme alternée est antisymétrique. En effet, soient 1 < ¢ < j < p et 7 la transposition qui échange i et j. On a pour tout
(vi,...,0p) € EP, f(v1,..., 01,V + Vj,Vit1,...,Vj—1,V; +V;,Vj41,-..,0p) = 0d’00, en développant et vu le caractére
alterné de 1 f(’U1, ey Vi1, Vi Vi Ly ooy Uj—15 Vg5 Ujgdy v ooy Up) + f(U1, ey Vi1, V5, Uity o ooy Uj—1, Vi Vg ly - - - ,Up) =0
etdoncTx f = —f.

La réciproque est vraie si le corps de base est de caractéristique différente de 2. En effet, soit f antisymétrique. Soit
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(v1,...,vp) € KP tels que v; = v; pour un couple d’indices ¢ < j. Soit 7 la transposition qui échange ¢ et j. La rela-
tion 7« f = —f donne f(v1,...,vp) = —f(v1,...,vp) SOIt2f(v1,...,v,) = 0. Par hypothése 2- 1x # 0 donc en multipliant
par I’inverse, on obtient f(v1,...,v,) = 0.

Dans ce chapitre, on a supposé que K n’est pas de caractéristique 2, ce qui est aussi I’hypothese du programme ou K est un
sous corps de C. Par conséquent, dans la suite, on ne distinguera plus formes alternées et formes antisymétriques.

PROPOSITION 12.1.1
Soit f une p-forme alternée sur un K-espace vectoriel E. Soit (vq,...,vp) € EP. Si le systéme (vq,...,v,) est lié, alors

flor,...,vp) =0.

En effet, I’un des vecteurs, disons v; est combinaison linéaire des autres: v; = 3 a;v;.

1<isp
i#£]
Alors f(’Ul, A ,’Up) = Z aif(vl, ey Vi1, V40003 V=1, Uiy V1, - o ,Up) =0.
1<isp
i#]

COROLLAIRE 12.1.1
Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie n. Si p > n, toute p forme linéaire alternée sur E est nulle.

12.2  Deéterminants

12.2.1 Formes n-linéaires alternées sur un espace de dimension n

Dans toute cette partie, E est un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1. On note A, (E) I’espace des n-formes linéaires
alternées sur E.
Toute la théorie des déterminants repose sur le théoréme suivant :

THEOREME 12.2.1

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension n.

1) Pour toute base B = (e, ..., e,), il existe une unique forme n-linéaire alternée f : E™ — K telle que f(e1,...,en) = 1.
Cette forme est notée detg et s’appelle le déterminant dans la base B.

2) L’espace A, (E) est de dimension 1, et, pour toute base B de E, detp en est une base.

preuve
1. Soit ¢ : E™ — K une forme n-linéaire alternée sur £ et B = (ey,...,e,) Une base de E. Pour toute permutation
g€ Gonap(es) - eam)) = Eapler,...,en). D’autre part, si (i,...,1,) € Ny, est tel que i, = i, pour p # q
i=n
onag(ei,,...,e;,) =0.Soitalorsv; = > a; je;, 1 < j < nnvecteursde E. Ona
=1
11=n in=n 1=n In=n
P(V1,...,00) =@ (Z Qi iy e e e Z aimnein) = Z e Z @iy 1 Qi nP(€iys .. €)
11=1 in=1 11=1 ip=1
Donc compte tenu des remarques précédentes, en posant A = ¢(eq, . .., e,),
@(Ulv s ,vn) = ( Z €olg(1),1" " aa(n),n) A (121)
ce6,
2. On en déduit déja I’unicité de f. Si elle existe, elle est donnée par (1) avec A = 1.
3. Supposons prouvée I’existence de f = detg. Soit ¢ € A, (E). Posons A = ¢(eq,...,e,). Le calcul ci dessus montre
alors que pour tout (v, ...,v,) € E"onay(er,...,e,) = Af (e1,...,en) S0it o = Adetg. Comme detp n’est pas

I’application nulle, on en déduit que A,,(E) est de dimension 1 et que detp en est une base.
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4. Définissons donc I’application f par

f(vla s 7vn) = Z €005(1),1 """ Qo(n),n (122)
€S,

C’est une application E™ — K. Il reste a voir qu’elle répond a la question.

e Ona f(e1,...,e,) = 1. Eneffet, on avec v; = e; pour tout j on a a, ; = J; ; pour tout couple (4, j). Si o est une
permutation différente de id il existe un i tel que o (i) # i et donc a,(;),; = 0. Dans la somme (2) il n’y a qu’un
terme non nul pour o = id. Il vient f(ey,...,e,) = 1.

e Pour jentre 1 etn etwvy,...,v_1,v41,...,0, fixés, I'application u : v; — f(v1i,...,v,) est linéaire. C’est

=N
immédiat : si v} = 21 a; ;ejetsit € Kona
1=

’LL(’UJ' + t’l);) = Z €olg(1),1 """ (a’a(j),j + ta:;(j),j)a * Qg (n),n
ceS,
= Z €0lo(1),1 " " Uo(j),j) " Go(n),n T 1 Z Eolo(1),1""" a;(j),j’ *lo(n),n
ceG, ce6,

u(v;) + tu(v})

e f estalternée. Pour le voir, considérons deux indices ¢ et j tels que 1 < i < j < n et notons 7 la transposition qui

échange i et j. Soit (vy,...,v,) € E" aveCv; = v;. Ona f(vi,...,v) = D, €5lg(1),1" " Qo(n)n
oe6,
Dans la derniére somme, on effectue le changement d’indices ¢ = o’ (I’application ¢’ — o’7 est une involution,
donc une bijectionde &,, ). Onace, = e,6,, = —g,. Il vient :
flor, ... 00) = — Z €o/o! (r(1)),1 " " * Qo' (1(n)),n
a'eG,

Oro'(r(k)) = o'(k) sik # i,j eto’(7(i)) = o'(j), o'(7(j)) = o'(¢). Comme v; = v; on a c_ians tous les cas
Ao/ (r(k)),g = Qo' (k),q ELDONC f(v1,...,v,) = —f(v1,...,v,). Comme K n’est pas de caractéristique 2, on a bien
f(v1,...,v,) = 0cequiachéve la preuve.

COROLLAIRE 12.2.1
Soit ¢ € A, (E). Pour tout systéme S € E™ ona ¢(S) = ¢(B) detg(S).

En effet, il existe A € K tel que ¢ = A detp. On en déduit o(B) = Adetp(B) = A d’ou la conclusion.

COROLLAIRE 12.2.2 (Changement de base)
Soient B et B’ deux bases de E. Pour tout systéme S € E™ on adetp: (S) = detp (B) detg(S).
En particulier det (B) detg(B’') = 1 et donc detg(B') # 0.

THEOREME 12.2.2

Soit E' unK-ev de dimension n et S un systéme de n vecteurs de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) S est libre.

2) Il existe une base B de E telle que detg(S) # 0.

3) Pour toute base B de E, det(S) # 0.

preuve

1) = 2) Si S € E™ estlibre, c’est une base de E. En prenant B = S onadets(S) = 1.

2) = 3) Soit By une base telle que detp, (S) # 0 et B une base quelconque. Alors det;(.S) = detg, (S) detg(Bo) # 0.

3) = 2) car E posséde des bases.

2) = 1) Soit B une base de E. Si S était lié, on aurait det;(S) = 0 car detp est une forme n-linéaire alternée. Donc S est
libre.
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12.2.2 Déterminant d’un endomorphisme

Soit E un K-ev de dimension n. Soit f € L(E). Pour ¢ € A, (E) on définit f*(¢) : E™ — K par f*(¢)(v1,...,0pn) =
o (f(v1),..., f(vy)). f*(p) est une n-forme linéaire alternée et I’application A, (E) — A, (E) qui & ¢ associe f*(¢) est
linéaire. Comme dim (A, (E)) = 1, cette application est de la forme ¢ — ¢p. On a donc prouvé :

PROPOSITION 12.2.1
Soit E un K-ev de dimension n et f € L(E). Il existe un unique d(f) € K tel que, pour toute ¢ € A, (E) et tout systéme

(v1,...,0,) € E" onait o(f(v1),..., f(vn)) =d(f)e(vi,...,vn).

DEFINITION 12.2.1
Le scalaire d(f) ainsi défini s’appelle le déterminant de I’endomorphisme f et se note det(f).

En particulier, si B est une base de E et f € L(E) on a pour tout systeme (v, ...,v,) € E™,
detg (f(v1),..., f(vn)) = det(f) detp (v1,...,vn) (12.3)
SiB=(e1,...,en), 0nen déduit (en prenant v; = e;)
det(f) = dets (f(e1), .. f(en)) (12.4)

PROPOSITION 12.2.2

1) Soient f,g € L(E). Onadet(go f) = det(g) det(f).
2) Va € K, Vf € L(E), det(af) = a™ det(f).

3) det(idg) = 1.

preuve

Soit ¢ € A,,(E) non nulle.

1) Soit (eq,...,ey) Une base de E. On ad’une part ¢ (go f(e1),...,g90 f(en)) = det(g o f)e(es,...,e,) et d’autre part
w(go fler),...,go flen)) = det(g)e (f(e1r),..., f(en)) = det(g)det(f)p(es,...,e,). Le résultat découle du fait que
o(er,...,en) #0.

2) det(af)p(er,...,en) =@ (af(er),...,af(en)) =a™p (f(e1),... f(en)) = a™det(f)p(er,...,en).

3) trivial.

PROPOSITION 12.2.3

Soit E' un K-ev de dimension n.

1) Soit f € L(E) ;alors f € GL(E) < det(f) # 0.
2) Soit f € GL(E). Onadet (1) = -1

det(f)’
preuve
1) Soit B = (ey,...,e,) unebasede E. Onadet(f) =detg (f(e1),..., f(es)). Or f estun automorphisme ssi I’image par
f de labase B est une base, i.e. ssi le systéme f(e;),..., f(e,) est libre. Mais on a vu qu’un systéme de n vecteurs était libre

ssi son déterminant dans une base quelconque était non nul. D’ou la conclusion.
2) Résulte de la proposition précédente : 1 = det(idg) = det (f o f~1) = det(f)det (f~1).

12.2.3 Déterminant d’une matrice carrée

DEFINITION 12.2.2
Soit A = (a, ;) € M, (K). On appelle déterminant de A et on note det(A) le scalaire défini par

det(A) = Z 50a0(1),1 s aa(n)m (125)
occG,
Par définition, det(A) est le déterminant dans la base canonique de K™ du systéme Cy(A),...,Cy(A) des colonnes de A.

C’est aussi le déterminant de I’application X — AX de K™ = M, 1(K) dans lui méme d’aprés I’égalité (12.4).
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PROPOSITION 12.2.4

1) det(I,) =1.

2) VA, B € M, (K), det(AB) = det(A) det(B).
3) VA € M, (K), Va € K, det(aA) = a™ det(A).
4) Soit A € M, (K). On a A inversible < det(A) # 0.
)

5) Soit A € GL(n, K). onadet (4~1) = o b

Les assertions 1) a 5) se déduisent des propriétés correspondantes pour les endomorphismes de K.

On en déduit en particulier que det (A*) = (det(A))* pour tout entier naturel % et pour tout entier relatif & si A € GL(n,K).

PROPOSITION 12.2.5
Une matrice A et sa transposée ont méme déterminant.

preuve
Soit A = (a; ;) et B = 'A = (b; ;). Onadonc b; ; = a; ;. Il vient

det(*A) = Z €obo(1),1 " bo(n)n = Z €601,0(1) " On,o(n) = Z E60g-1(a(1)),0(1) " * Ao—1(0(n)),o(n)
ced oce6 oce6

Or (o(1),...,0(n)) est une permutation de (1,2,...,n) et la multiplication dans K est commutative. On peut donc dans le
Produit a,—1(4(1)),0(1) * * * Go—1(a(n)),o(n) rOrdonner les termes suivant le second indice. 11 vient

Go=1(a(1)),0(1) """ Go=1(o(n)),0(n) = Go=1(1),1 """ Qo~1(n),n

Enfin,c — o' est une bijection de & et pourtout ¢ € &, onae, = £,-:. On en déduit en faisant le changement de variables
T=0"1,

det(*A) = Z Erlr(1),1 """ Gr(n),n = det(A)
T€SG

COROLLAIRE 12.2.3
Le déterminant d’une matrice est une forme n-linéaire alternée des vecteurs lignes de la matrice.

THEOREME 12.2.3
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finien > 1 et f € L(E). Soient B une base de E et A = Matg(f). Ona
det(f) = det(A).

preuve
det(f) = detp(f(e1),..., f(en)) = det(A) d’aprés (12.4), (12.2) et la définition du déterminant de A.

12.2.4 Calculs de déterminants. Comatrice

Lemme 12.2.1
Soit M = (mi)j)1<¢7j<n S Mn(K) Vérifiant M n = Opourl <t <n—1et Mpn = 1. Soit M’ = (m7;7j)1<i7j<n_1 la
matrice extraite obtenue en supprimant dans M la derniére ligne et la derniére colonne. On a det(M) = det(M").

mi1 e mi1n—1 0
’ ? mi1 . min—1
Autrement dit : : : 0=
Mp—_11 +-- Mp_1n_1 0
’ ’ 1 Mp-11 +-. Mp_1n-1
Mp,1 e Mp,n—1

preuve
Soito € &,. Sio(n) # nonamegay- M), = 0. Notons &), = {0 € &, | o(n) = n}. Sio € &), larestriction
de o & N _; induit une bijection de N _; que nous noterons ¢’ et ¢ — o’ est une bijection de &/, sur &,,_;. En outre, il est
immédiat que e, = e,. Enfin, sioc € &7, 0namg(1),1 - Mo(n),n = Mer(1),1** Mo’ (n—1),n—1. L€ léMmme en découle :

det(M) = Z EaMe(1),1 """ Mg (n);n = Z somg(lm Mo (n),n = Z Eg'Mgr(1),1° " Mo/ (n—1),n—1 = det(M’).
€S, €6, 0'€Gn_1
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COROLLAIRE 12.2.4 (Déterminant d’une matrice triangulaire)
Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit des éléments diagonaux de la matrice : siT = (t; ;) € M, (K)

est une matrice triangulaire, det(T) = [[ ¢ .
1<i<n

DEFINITION 12.2.3

Soit A = (a; ;) € M, (K) et (i, ) € Nx2. On appelle mineur d’indice (i, j) de A le déterminant A; ;(A) de la matrice d’ordre
n — 1 obtenue en supprimant dans A la i-iéme ligne et la j-iéme colonne. On appelle cofacteur d’indice (i, j) de A le scalaire
A; ;= (=1)"1A,; ;(A). Enfin on appelle comatrice de A la matrice des cofacteurs, i.e. com(A) = (4; ;).

THEOREME 12.2.4 (Développement d’un déterminant suivant une colonne)
Soit A = (a; ;) € M,(K). Ona

Vi e Ny, det(A) = Zai,in,j
i=1

COROLLAIRE 12.2.5 (Développement d’un déterminant suivant une ligne)
Soit A = (a; ;) € M,(K). Ona

J=n
Vi € N, det(A) = Z a; jA; ;
j=1
preuve

Soit B = (eq, ..., ey) la base canonique de M, 1(K) et (C1,...,C,) les colonnes de A. Ona C; = i a; je; et det(A) =
i=1
detp (C1,...,Cy) donc

det(A) = detB (Cl, ceey Cj_l, Zai,jei, Cj+1, ceey Cn> = Zam detg (01, ey Cj_1,€i, Cj+1, ey Cn)
i=1 i=1

Posons R; ; = detg (C1,...,Cj-1,€i,Cjt1,...,Cr). ll reste @ voir que R; ; = A; ;.

Pour calculer R; ; on va d’abord amener la j-iéme colonne en n-iéme position sans changer I’ordre des autres. Cette opération
multiplie R; ; par (—1)"~7. Formellement on effectue sur les colonnes la permutation (1,...,5 — 1,5+ 1,...,n — 1,5) dont
le nombre d’inversion est n — ;. On fait ensuite la méme chose avec les lignes en amenant la :-iéme ligne en derniére position,
ce qui multiplie le déterminant par (—1)"~*. Finalement on obtient

ai,i e a1,5—1 0 a1,54+1 e a1,n
. . ai,1 . a1,5—1 1,541 e ai,n 0
0
@i—11 .-+ @i-15-1 Qi—1j41 .- QGi—1, O
= : : . . _ 2n—i—j
Rij=| : 1 : Lo == Tl ait1,1 --- @Gir1j-1 Gigig+1 - Qg O
0
Gn,1 SPN An,j—1 Qn,j+1 “ee An.n 0
. a; 1 N a; -1 Qi 41 e Qi n 1
an1 ... Gnj—1 0 Qn,j+1 --- Qnn

Soit Ri,j = (—1)Z+JA1J(A) = Ai,j- [ |
Le corollaire s’en déduit du théoréme en utilisant det(A) = det(*A).

THEOREME 12.25
Soit A € M, (K). Ona
A'com(A) = ‘com(A)A = det(A)I,

preuve
k=n

Soit A = (a; ;) et A; ; le cofacteur de A dindice (4, 7). Pour 1 < 4,5 < nona (A'com(A4)), ; = 3 a; rAj . D’apres le
k=1
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théoréme précédent, on a déja (A ‘com(A)), ; = det(A) pour tout i. Supposons maintenant i # j. Soit A" = (a; ;) la matrice
obtenue en remplagant dans A la j-iéme colonne par la i-iéme : a;, , = a, , pour tout p et tout g # j eta, ; = ap 4 pour tout
p. La matrlce A’ a deux colonnes identiques donc det(A’) = 0. Developpons det(A’) par rapport a la j- |eme colonne Il vient

det(A’) = Z ay, ; Ay, ;- Par construction, aj, ; = ay, ;. D’autre part, la matrice d’ordre n — 1 obtenue en supprimant dans A’

la i-ieme Ilgne et la j-iéme colonne est par construction égale a celle obtenue en supprimant dans A la i-iéme ligne et la j-iéme
k=n
colonne. Donc A} ; = Ay ;. Onobtient0 = >~ ag ;A ;. D’oU finalement A ‘com(A) = det(A) = I,,.
k=1
La seconde relation se prouve en appliquant la premiére a la matrice A, en remarquant que com(?4) = fcom(A) puis en
transposant I’égalité obtenue.

COROLLAIRE 12.2.6

VA € GL(n,K), A™'=
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13

Systemes lineaires

K est un sous corps de C.

13.1 Notations et définitions

On considere un systéme linéaire de n équations a p inconnues x, ...z, :

a11r1+-+aipr, = by
(5)
Gn,1T1 + -+ Anplp = bn
oul les a; ; et les b; sont des éléments donnés de K.
Ce systéme s’écrit aussi
(S) AX =B

avec A = (a,;) € M, ,(K), X € M,1(K), B € M, 1(K). Le systtme homogéne associé est
(So) AX =0

On notera Sol(.S) le sous ensemble de K? formé des solutions de (S).

On introduira la matrice compléte du systtme A’ = [A|B] € M, p+1(K) obtenue en rajoutant & A une colonne supplémentaire
égale a B.

ai1 - QA1p ai1 - A1p b1
an,1 "'° QAnp an,1 "0 QAnp bp

DEFINITION 13.1.1
Deux systémes (S) et (S’) ayant le méme nombre d’inconnnues p seront dits équivalents si Sol(S) = Sol(S").
Interprétations

1. Soit f € L(K?,K") de matrice A dans la base canonique. On cherche les éléments X de K? tels que f(X) = B.

2. Soient C1, ..., C, € K" les colonnes de A. On cherche (z1,...,z,) tels que B = 21C; + - - - 2,C)p, autrement dit on
cherche & décomposer B sur le systéme de vecteurs (C1,. .., Cp).
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Conséquences

1. L’ensemble Sol(Sp) est un sous espace vectoriel de K? : c’est le noyau de f.

2.Si A= (A1,...,Ap) estune solution de (S), Sol(S) = {A+ z; z € Sol(Sp)}. Donc si I’ensemble des solutions de (.5) est
non vide, c’est un sous espace affine de K d’espace vectoriel directeur Sol(.Sy).

3. Il en résulte que tout systeme linéaire admet soit 0, soit une et une seule, soit une infinité de solutions (car le corps de base
K est infini).

DEFINITION 13.1.2
Le systéeme (S) est dit compatible si il admet des solutions. Le rang du systéme (.S) est par définition celui de la matrice A.

THEOREME 13.1.1
(S) est compatible < rg(A) = rg(A’)

En effet, rg(A) = rg(A4’) équivaut au fait que B appartient & I’espace vectoriel engendré par les colonnes de A.

THEOREME 13.1.2
Si le rang d’un systéme (.S) est égal au nombre d’équations, ce systéme est toujours compatible.

Si le rang de A est égal a n, les colonnes de A engendrent K™, donc B appartient a I’espace engendré par ces colonnes.

13.2 Systeme de Cramer

DEFINITION 13.2.1
Le systéme (S) est dit de Cramer si le nombre d’inconnues est égal au nombre d’équations et si la matrice carrée A est
inversible.

Un systéme de Cramer admet évidemment une unique solution X = A~!B. Le fait qu’un systéme soit de Cramer ne dépend
pas du “second membre” B.

THEOREME 13.2.1

Soit A € M,,(K). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) A est inversible.

2) Pour tout B € K™, le systéme AX = B a au moins une solution.

3) Il existe B € K™ tel que le systeme AX = B ait une solution unique.
4) (Sy) admet I’unique solution 0.

C’est une autre maniére d’écrire les caractérisations des matrices inversibles.

Formules de Cramer

Soit A, la matrice obtenue en remplacant dans A la k-ieme colonne par B. Autrement dit C;(A,) = C;(A) si j # k et
Cr(Ax) = B.

THEOREME 13.2.2
Soit (S) : AX = B un systéme de Cramer. L’unique solution de (S) est donnée par

det(z4k)
= 1<k
Tk = " det(A) "
preuve
Puisque A est inversible, (S) a une solution unique (z1,...,z,)etona B = z;C1+- - -+, C, en notant Cy, = C(A). Alors

j=n j=n
det(Ay) = det(Ch,...,Cro1, ¥ ;Cj,...,Cp) = > _ajdet(Cy,...,Ch 1,Cj,Cria, ..., Ch)
j=1 j=1
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Les déterminants figurant au second membre sont nuls si j # & puisqu’alors ils ont deux colonnes égales. |l reste det(Ay) =
z det(Cy,...,Cy) = zf det(A).

13.3 Etude du cas général

13.3.1 Définitions

On revient & I’&tude d’un systéme (S) AX = B. Onnote r lerang de A et F1, ..., E, les n équations du systtme. On garde
les notations du paragraphe 6.8. On sait que I’on peut trouver une matrice extraite A; ; inversible carrée d’ordre r ot I C N
et J C Ny. En général, une telle matrice n’est pas unique. Cette matrice une fois choisie s’appelle matrice principale. Les
inconnues x; telles que j € J s’appellent les inconnues principales, les équations E; telles que ¢ € I s’appellent les équations
principales.

13.3.2 Etude du systeme homogene

THEOREME 13.3.1

Le systéme homogéne associé (Sy) est équivalent au systéme (S},) obtenu en ne gardant que les équations principales. Les
solutions de (Sy) s’obtiennent en donnant des valeurs arbitraires aux inconnues non principales et en résolvant le systéme
obtenu en les inconnues principales qui est un systéme de Cramer.

preuve
Quitte a permuter les équations et les inconnues, on peut supposer I = J = N¥. La sous matrice principale est donc A=
An: nx. Soit Ag = Ajn: la matrice obtenue en ne gardant que les » premiéres lignes de A. Soit A > r. La ligne Ly(A)
est combinaison linéaire des lignes L1(A),..., L.(A). Donc I’équation (E)) est conséquence des équations (Ey), ..., (E).
Autrement dit, si (z1,...,xz,) est solution des  premiéres équations, il est solution de (Sy). La réciproque est triviale. Donc
(So) est équivalent au systeme (S() formé des » premiéres équations, systéme dont la matrice est Ay.

Soit X = (z1,...,2,) € KP.Ona

a1+ Far,r, = —(01pp1Teq1 o a1 pTy)
(So) & ApX =0 < (Sp)
ar1T1+ -t ey = —(Qrpg 1Ty + o G pTp)
Pour (z,41,...,z,) fixés quelconques, le systéme (S;) en les inconnues principales x4, . .., z, est de Cramer et admet une
unique solution (x4, ..., ). Alors (z1,...,x,) est solution de (.S), donc de (Sp). La réciproque est triviale.

13.3.3 Conditions de compatibilité du systeme complet

Revenons au systéme complet (S). Si r = n, le systéme est compatible. Supposons » < n. Notons encore A une matrice
principale extraite de A. On a

rg(A) = r < toutes les sous matrices de A bordantes de A sont non inversibles

rg(A’) = r « toutes les sous matrices de A’ bordantes de A sont non inversibles

On sait que rg(A) = r et on a vu que () était compatible ssi rg(A’) = r. Par conséquent, (.5) est compatibles ssi les sous
matrices de A’, bordantes de A, obtenues en bordant par la colonne B sont non inversibles.

DEFINITION 13.3.1 }
On appelle déterminants caractéristiques du systéme (S) (relatifs au choix de la sous matrice principale A) les déterminants

des matrices bordantes de A dans A’ de la forme

Ai = det(A/IU{i},JU{p+1})7 1 S 7 < n, ) € I
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Si la sous matrice principale est A = An: n: les déterminants caractéristiques sont les déterminants

a0 ap1 by

Ai = : : : r+1 < ) <n
a'r,l e ar,r br
;1 Qi by

) )

On a donc montré

THEOREME 13.3.2
Le systéme (S) est compatible ssi les n — r déterminants caractéristiques sont nuls.

13.3.4 Solutions d’un systéeme compatible

THEOREME 13.3.3 (Rouché-Fontené)

Soit (S) un systéme de n équations & p inconnues. Supposons choisie une sous matrice principale. Soit (S’) le systéme formé
par les équations principales.

Si le systéme (.S) est compatible, c’est & dire si lesn — r déterminants caractéristiques sont nuls, (S) est équivalent & (S’). On

résoud (S") en donnant des valeurs arbitraires aux inconnues non principales et en résolvant le systéme obtenu (aux inconnues
principales) qui est alors de Cramer.

La preuve est la méme que pour les systémes homogeénes.

13.3.5 Exemple

Résoudre et discuter le systéeme

r + ay + [z = 1
(S) ar + afy + z = «a  oUa, [sontdes paramétres reéls
Bxr + oy + 2z = 1
1 a p 1-8 0 -1 0 0 1
SoitA=| a aof 1 |.det(Ad)=a| o f 1 =aB-1)] a+1 B 1 |=aB-1)(a+1-p-p5%
B a 1 g 1 1 B+1 1 1
Li+L;— C1+-C1+C3

On notera A; ; (resp. D; ;) la matrice (resp. le determlnant de la matrice) d’ordre 2 extraite de A en supprimant la ligne i et la
colonne j. Donc avec les notations précédentes A, ; = AN\ (i} N5\ {5}

L aB-1)(a+1-p-p5%)#0.

Le systéme est de Cramer. Sa solution est donnée par les formules de Cramer. On obtient

) . 1-ap ___a-§

Tatl-p-8 YT alari-pg-p7) " ayi-pg-p°
1 o 1
2.08=1. A= a o 1
1 o 1

(@) Sia =1, Aestderang 1, (S) est équivalent a I’équation z +y+2z = 1. Sol(S) = {(1—y—2,v, 2) ; (y,2) € R?}.

(b) Sia# 1, Do = 01‘ 1 ‘ =a—1%#0. Aestderang 2. Le systéme est trivialement équivalent au systeme
art+ay+z = « x =1 . B )
{ rtaytz = 1 @{ oytz = 0 Sol(S) = {(1,y, —ay) ; y € R}.
On a choisi comme matrice principale extraite la matrice A; ». Les inconnues principales sont x et z et les équations
1 1 1
principales les deux derniéres équations. Le déterminant caractéristiqueest| « 1 «a |=0
1 1 1
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1 0 p
3. B#1leta=0. A= 0 0 1
6 0 1
1 3 r+08z = 1
D30 = ’ 0 1 ‘ =lrg(4)=2 (9« z = 0 (S) estnon compatible, Sol(S) = 0.
fxr+z = 1

4 B#1,a#0,a=p>+8-1.

D1 = ‘ aaﬁ } = a(B —1) # 0. Le systtme est de rang 2. On chosit A; ; comme sous matrice principale. Les

équations principales sont donc les deux derniéres et les inconnues principales y et z. 1l y a un seul caractéristique, a

a B 1
savoird = | aB 1 a |=a(B—1)(a—3). destnulssia = 3cequicomptetenude o = 82+ 3 —1et3 # 1
a 1 1
équivauta a = 8 = —1. Donc deux cas :
@ (a,B) # (—1,—1). Le systeme est impossible. Sol(S) = (.
(b) a = B = —1. Le systéme est équivalent a celui formé par les équations principales, soit { _?/y++2z i i; 1
qui est bien de Cramer en les inconnues principales. Sol(S) = {(z,—1,z) ; = € R}.
Conclusion

1. a(B—1)(a+1— 8- 3?) # 0. Systtme de Cramer, rang 3, solution unique.
2. =1, a# 1. Rang 2. Sol(S) = {1,y,—ay) ; y € R}.
3. B=1,a=1.Rang 1l Sol(S)={(1 -y —2,9,2) ; (y,2) € R?}.
4. B8 # 1, a =0. Rang 2. Systéme impossible.
5. 8=-1, a=—-1.Rang 2. Sol(S) = {(z,—-1,z) ; x € R}
6. 3+#+1, a #0, a = 3>+ — 1. Rang 2. Systéme impossible.
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14

Opérations élementaires sur les matrices

14.1 Introduction, notations

14.1.1 Base canonique de M, ,(K)

Soient n, p des entiers > 1. Nous noterons E; ;(n, p)i<i<n la base canonique de M, ,(K). E; ;(n,p) est donc una matrice
. L <j<p . . )
a n lignes et p colonnes dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui situé a I’intersection de la i-ieme ligne et de la j-iéme

colonne qui vaut 1. On a la régle de multiplication

E; j(n,p)Eri(p,q) = 0k Ei1(n, q)

ou d; ;. est le symbole de Kroneckler, égal & 1 si j = k et & 0 sinon. On notera E; ;(n) au lieu de E; ;(n,n) la base canonique
de M, (K). On omettra souvent le (n) ou le (n, p) si le contexte est clair.

OnnoteraN* = {1,2,...,n}.

14.1.2 Matrices de transvection

DEFINITION 14.1.1
Soientn € N, n > 2,4,j € NX, i #£ j et A € K. On définit

TV (N) = I + AE; j(n)
Les matrices Ti(;) (\) s’appellent matrices de transvection.

On omettra le plus souvent I’exposant (n).

Onapour \,u e K
T j(NT55(p) = T (A + )

Comme T; ;(0) = I,,, on en déduit que la matrice T; ;(\) est inversible, d’inverse T; ;(—A\).
Par ailleurs det(7; ;(\)) = 1.

14.1.3 Matrices de permutation

Soient 4, j € N . On définit

P = I, — Byy(n) — B; 5 (n) + i ;(n) + Eji(n)
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soit

1
1
0 1
Pij =
1 0
1
1
P, ; est la matrice de passage de la base (e1,...,e,) alabase (e1,...,ei—1,€5,€i41,---,€j—1,€5,€j41,-.-,En).

Ona P;; = I, etdans tous les cas Pfj = I, etdet(P; ;) = —1sii#j.

Plus généralement:

DEFINITION 14.1.2
Soito € &,, une permutation de N?,. On notera Pé") ou simplement P, si il n’y a pas d’ambiguité la matrice de passage de la
base (e1,...,e,) dlabase (es1y, ..., eom))-

1 sii=o(j)

Onadonc (P,);; = {0 Sii £ o)) S0t (Py)i,j = 0i,o(s) = do—1(i).j

Lemme 14.1.1

L’application o — P, est un morphisme injectif de G,, dans GL(n,K)

preuve

Soient 0,7 € G,,. Ona (P,P;);; = kin 3i,0(k)Ok,r(j) = 9i,0(r(j) = (Psor)s,j Le fait que I’application soit injective est
immédiat. =

Soient i # j et 7(4,) la transposition qui échange i et j. Ona P,(; ;) = P; ;. Comme toute permutation est un produit de

transpositions, on en déduit que toute matrice P, est un produit de matrices de la forme P; ; avec ¢ # j. De plus la parité du
nombre de ces matrices est bien déterminée.

COROLLAIRE 14.1.1
det(P,) = (o) ot e(o) est la signature de la permutation .

14.1.4 Matrices de dilatation

DEFINITION 14.1.3
Pouri € N}, etr € K* on définit

D,L(’I‘) = In + (’I‘ — 1)Ei,i = TEi,i —|— Z Ejﬂ‘ = dlag(l, Tty 1,7“, 1, e ,1)
1<j<n
J#
Les matrices de la forme D;(r) s’appellent matrices de dilatation.

Pour r,r" € K* ona D;(r")D;(r) = D;(r'r). La matrice D;(r) est inversible et D;(r)~! = D;(1/r). Onadet(D;(r)) = r.

14.2 Opérations élémentaires sur les colonnes

Soient E un K-ev, S = (v1,...,vp) Un systéme de p vecteurs de E et Fg = Vect (v1,...,v,). Le rang de S est le nombre
maximum de vecteurs d’un systéme libre extrait de S. C’est aussi la dimension de Fs. Soients,jtelsque 1 <i<j <p, A €
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Ketr € K*. Les systémes

Sl = (1)1,...,'1}1',1,1)7; -I-)\’l}j,’l}iJrl,...,’l}n)
So = (V1,0 Vim1, V5, Vig 1y -+ oy Ujm1, Vi, Ujg1y - - 5 Un)
53 ::(Ul,...,vi,l,rvi,vi+1,...,vn)

engendrent clairement le méme sous espace F' que S. lls ont donc méme rang que S. On dit que S, se déduit de S par une
transformation élémentaire de type k. Soit S’ un autre systéme de vecteurs de E. On dit que S’ se déduit de S par une suite de
transformations élémentaires si il existe une suite finie de systémes S19), ... S(™) tels que S(® = S, S("™) = &’ et pour tout
kentre 0 et m — 1, S +1) se déduit de S*) par une transformation élémentaire. Si c’est le cas, on a Vect(S) = Vect(S’) et
rg(S) = rg(8").

Supposons maintenant E de dimension finie et soit B = (ey, ..., e,) une base de E.

Soient A = Matg(S) € M, ,(K), Ar = Matg(Sg) pourk =1,2,3.

(1) A; se déduit de A en ajoutant a la i-iéme colonne de A la j-iéme colonne de A multipliée par A. Ceci nécessite p > 2.

(2) A, se déduit de A en échangeant les colonnes i et ;.

(3) As se déduit de A en multipliant la i-iéme colonne de A par 7.

On notera respectivement C; <— C; + AC;, C; <> C; et C; < rC; les opérations élémentaires décrites ci dessus.

PROPOSITION 14.2.1
Soient A € M, ,,(K) et Ay, définie par la relation (k) ci dessus (k = 1,2,3). Ona

A1 = AT (\) Ay = AP®) Ay = AD{ (r)

A titre d’exemple, montrons la premiére relation

AT (N = A+ M| Y areBra(n,p) | Eji(p) = A+ X > ar:0aEri(p) = A+ XD arjEri(p)
1<r<n 1<r<n r=1
1<s<p 1<s<p

D’ou la conclusion.

Les opérations élémentaires sur les colonnes traduisent donc matriciellement des opérations élémentaires sur le systeme de
vecteurs que A représente dans une base donnée. Elles ne modifient donc pas le rang du systéme des vecteurs colonnes de A.

14.3 Opérations élémentaires sur les lignes

DEFINITION 14.3.1
Soientn,p > 1, A € M, ,(K).

1. Sin > 2, on appelle opération élémentaire de type 1 sur les lignes de A I’addition a une ligne de A du produit par un scalaire
d’une autre ligne de A. Si A, est la matrice ainsi obtenue, on a donc deux indices distincts i et j tels que Ly (A1) = Ly (A) si
k #ietL;(A1) = L;(A) + AL;(A). On notera cette opération L; <— L; + ALj;.

2. On appelle opération élémentaire de type 2 sur les lignes de A I’échange de deux lignes de A. Si A, est la matrice
obtenue aprés une telle opération, on a donc deux indices i et j tels que Ly(As) = Li(A) sik #ietk # j, L;i(As) =
L;(A),L;(A2) = L;(A). On notera cette opération L; <> L; .

3. On appelle opération élémentaire de type 3 sur les lignes de A la multiplication d’une ligne de A par un scalaire non nul. Si
As est la matrice ainsi obtenue, on a un indice i et un scalaire r € K* tels que Ly, (As) = Li,(A) sik # i et L;(As) = rL;(A).
On notera cette opération L; < rL;.

N.B. : La terminologie “detype 1,2 ou 3" n’est pas standard. Elle est utilisée ici pour I’exposé.

PROPOSITION 14.3.1
Avec les notations de la définition ci dessus on a

AL =TV(NA, Ay =P A, A3 =DM (r)A

3

119



Interprétation

Soit A € M,, ,(K). On considére A comme la matrice d’un systéme de p vecteurs (vy,...,v,) de K dans la base canonique
By = (e1,.-..,en) (ou plus généralement la matrice d’un systéme de p vecteurs d’un K-ev E de dimension n dans une base
By de E)

k=n
1. Soit By = (e1,...,€i,...,€j-1,€j — Xej, ..., ey,). Cestune base de E. Soit V = > zper. Ona
k=1

V = T1€e1 4+ 4 Ti—1€;—1 -+ (3]2 + )\.’13]')67; -+ Ti+1€i4+1 4+ 4 scj(ej — )\61) 4+ -4 Tn€n

La matrice X des coordonnées dans la base B; s’obtient donc a partir de la matrice X des coordonnées de V' dans la base B
par I’opération L; <— L; + AL;.

Donc faire une opération élémentaire de type 1 sur une matrice A revient a exprimer le méme systéme de vecteurs dans une
autre base.

2. Il 'en est de méme pour les opérations de type 2 en prenant B = (e1,...,€i—1,€5,€i115- -, €j—1,€i,€j+1,- - -, En)-

3. Et pour les opérations de type 3 en prenant Bs = (e1,...,ei—1, %ei, €itly---3€n).

Tout ceci résulte de calculs é&lémentaires. On peut aussi utiliser un héoréme général : puisque A = Matp(S), 41 = T,i(g) M)A
est la matrice du systéeme (.S) dans la base 5; telle que Matg(B;) = Ti(’?) (A\)~! et de méme pour A, et As.

DEFINITION 14.3.2

Soient A, A’ € M, ,(K). Ondit que A’ se déduit de A par une suite d’opérations élémentaires sur les lignes si il existe une
suite (A,) de matrices de M,, ,(K), 0 < ¢ < Q telles que Ay = A, Ag = A’ et A, se déduit de A, , par une opération
élémentaire sur les lignes pour1 < ¢ < Q.

Soit donnée une suite d’opérations &lémentaires sur les lignes. En les composant, on obtient une application ¢ : M, ,(K) —

M, »(K). Le résultat suivant est facile, mais important :

Lemme 14.3.1
Soit o : M, ,(K) — M, ,(K) une application obtenue en composant une suite d’opérations élémentaires sur les lignes. Pour
toute A € M, ,(K) et toute B € M, ,(K) ona

¢(AB) = ¢(A)B

En effet, il existe une matrice carrée inversible @, produit de T; ; () de P; ; et de D;(r) telle que p(A) = QA. Le lemme n’est
autre que I’associativité du produit matriciel.

Remarque 1
Siy: M, ,(K) = M, ,(K) est une suite d’opérations élémentaires sur les colonnes, on a

P(CA) = Cy(4)

pour toute A € M, ,(K) et toute C € M, ,,(K).

Remarque 2

D’aprés ce qui a été dit plus haut, si A’ = p(A), on peut considérer A’ comme représentant le méme systeme de vecteurs que
A mais dans une autre base. Il en résulte que les opérations élémentaires sur les lignes ne modifient pas non plus le rang du
systeéme des vecteurs colonnes de A.

Faire une opération élémentaire sur les lignes de A revient a faire une opération élémentaire sur les colonnes de la transposée
de A, puis a retransposer a nouveau. Il s’en suit que les opérations sur les lignes ou sur les colonnes de A ne modifient pas non
plus le rang du systéme des vecteurs lignes de A.

Ces deux remarques permettent de faire une démonstration de I’égalité rg(A) = rg(*A) en n’utilisant que les opérations
élémentaires.

APPLICATIONS
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14.4 Meéthode du Pivot de Gauss

Nous dirons qu’une matrice M € M, ,(K) est pseudo-triangulaire si m; ; = 0 pour tout couple (4, j) tel que ¢ > j. Les
matrices carrées pseudo-triangulaires sont les matrices triangulaires.

14.4.1 Description de I’algorithme

La méthode du pivot permet de transformer la matrice A en une matrice pseudo-triangulaire en effectuant uniquement des
opérations élémentaires de type 1 et 2 sur les lignes. Nous décrirons ci dessous la premiére étape de I’algorithme.

Soit A = (ai,j) S Mn’p(K)

e lercas:ap; #0.

On remplace chacune des lignes Ly, k > 2 par Ly —
dit qu’on a utilisé a; ; comme pivot.

e 2émecas: a;; = 0Oetil existe¢ > 1tel que a; 1 # 0.

On permute les lignes L; et L;. Dans la matrice obtenue B, I’€lément b; 1 = a; 1 est non nul. On applique le premier cas a B.
On obtient une matrice A telle que afl) = 0 pouri > 1. On dit qu’on a utilisé a; ; comme pivot.

e 3éme cas : Pourtout ¢ > 1, a; 1 = 0. On ne fait rien. La matrice AL = Aesttelle que a;;1 = 0 pours > 1.

ag,
ag,

iLl' La matrice obtenue A™) est telle que ag}f =0pouri>1.0n

L

(1)
Dans tous les cas, aprés cette premiére étape, ona AV = ( 41,1
1

) avec Ay € M1 p—1(K) et L € M; ,_1(K).

Ensuite, sin > 2 et p > 2, on ne touche plus la premiére ligne et on recommence avec la matrice A;. Le processus s’arréte au
bout de ¢ = min(n, p) — 1 étapes et la matrice obtenue est pseudo-triangulaire.

14.4.2 Interprétation matricielle

Dans le premier cas ona A = U1 A o0 Uy = T, 1 (M) - - - To1 (N2) (avec A, = — Z’;’i).
Dans le deuxiéme cas, AV = (UyP1)Aou P, = P, ; et U; est du méme type que ci dessus (avec d’autres valeurs pour les
Ak).
Enfin, dans le troisiéme cas, A1) = A.
k=n
Soit j € N} _;. Soient Aj41,..., A, desscalaires. Onpose U;(Aj11,..., n) =In+ > AeEg ;.
k=j+1
G
1
1
1
Ui = A1 1

An 1

Multiplier & gauche par U revient a faire les (n — k) opérations Ly, < Ly + A L; pour k = j + 1,...,n. Ces opérations

commutent entre elles. On peut le contréler en remarquant que
Uj = Tnj(Anj)Tn-1,(An—15) - Tjs1,5(Aj41)
ce produit &étant commutatif.

On a alors

THEOREME 14.4.1 (Méthode du Pivot)
Soit A € M, ,(K). Il existe une suite de matrices Uy, . .., U, _1 de la forme ci dessus et une suite de matrices Pi, ..., P,_1
de la forme P; ; telle que

A'=(U,_1Py_1)--- (U1 P)A

soit pseudo-triangulaire. (Certaines des matrices U;, Py, peuvent étre la matrice I,).
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Remarque Les seules opérations élémentaires utilisées sont des permutations de lignes et des opérations définies par une matrice
Uj, qui consiste a ajouter aux lignes Ly, k > j laligne L; multipliée par un scalaire.

14.4.3 Applications
1. Systémes linéaires

Une premiére application est la résolution de systéme linéaire. Si on veut résoudre le systtme AX = B, on applique la
méthode du pivot sur la matrice C' = [A|B]. On obtient a la fin une matrice C' = [A’|B’] ol A’ = Q A est pseudotriangulaire
et B’ = (B, la matrice () étant inversible. Le systtme AX = B est équivalent au systéme A’ X = B’ plus facile a discuter et
a résoudre.

Problémes d'arrondis

Indiquons une difficulté dans les applications numériques. Soit une calculatrice de précision relative  par exemple ¢ = 10712,
Cela signifie que la machine ne distingue pas les nombres 1 et 1 + . Considérons le systéme de deux équations a deux
inconnues

ex+y = 1
z+y = 2
La solution exacte est x = 1—;, y=2-71 18 = 11_—256’ trés voisine de (1,1). L’application de la méthode du pivot
conduit au systéme
ExT +y = 1
(Yo - 2o
Mais 1 — % = 1 — 10*2 est stocké en machine comme —% =-10"%et2 — % comme —% = —10*2 de sorte que la deuxieme

équation donne y = 1 exactement et en remplacant dans la premiére, x = 0! Il y a des modifications de I’algorithme qui
permettent de contourner partiellement ces difficultés, mais dans la pratique I’algorithme du pivot n’est pas utilisé sur machine
pour la résolution de systémes linéaires.

2. Détermination du rang d’une matrice

Avec les notations du 1., on arg(A4) = rg(A’). Donnons un exemple :
Soient dans R* les vecteurs e; = (—1,4,-3,-2), es = (3,-7,5,3), e3 = (3,-2,1,0), eq = (—4,1,0,1) et F =
Vect(ey, ea, e3, e4). On demande de déterminer une base de F' et des équations cartésiennes de ce sous espace.

SoitV = (z,y,2,t). OnaV € F < rg(ey,ea,es3,eq4,V) = rger, ea,e3,e4). On va appliquer la méthode du pivot a la
matrice compléte du systéme (eq, ea, e3,e4, V)

-1 3 3 —4 =z
I R A B Y
A=l 3 5 1 o0 -

-2 3 0 1 t

Il vient (les opérations effectuées sur A sont indiquées sur la droite)

-1 3 3 -4 z
40 = 0 5 10 —15 y+da | Ly+4L,

0 -4 -8 12 z—3z | Ls3—3L;

0 -3 —6 9 t—2z ) Ly—2L

puis
-1 3 3 -4 T
40 _ 0 5 10 —15 Y+ 4

- 00 0 0 (z+4y+52)/5 L3+ 2L,

Les 4 premieres colonnes sont formées des coordonnées de (eq, e, €3, €4) dans une autre base B’ que la base canonique. On
voit donc immédiatement que rg(eq, es, e3,e4) = 2, donc que dim(F') = 2 et que (e1,e2) est une base de F'. Ensuite, la
derniére colonne est formée des coordonnées de V' dans la nouvelle base ’. On en déduit

r+4y+5z2 = 0
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En prime, on obtient la décomposition de V' sur (e, e2) si ces conditions sont remplies: V' = %(y+4.’£)62—|— (—;z: + %(y + 4x)) e1

3. Calcul de déterminant

Soit A € M, (K). L’application de la méthode du pivot a la matrice A fournit une matrice A’ qui est triangulaire. Si A" = (a ;)
on voit alors que A est inversible ssi les éléments diagonaux de A’ sont tous non nuls. Supposons que ce soit le cas, c’est a dire
que A € GL(n,K).

Les matrices £; ; ont un déterminant égal a 1 et il en est de méme des matrices de type U;. Les matrices P; ; avec i # j ontun
k=n

déterminant égal a —1. Donc si A’ = (Up—1P,—1) -+ (U1P1)A, onadet(A) = £det(A’) = £ [] aj, le signe étant + si
1

il y a un nombre pair de P; différentes de I’identité et — si il y en a un nombre impair. On a donc une méthode algorithmique
simple de calcul du déterminant de A.

4. Inversion des matrices carrées

THEOREME 14.4.2
Soit A € GL(n,K). Il existe une suite d’opérations élémentaires sur les lignes qui transforme la matrice A en la matrice I,,.

Preuve abrégée

La premiere étape de I’algorithme est la méme que dans la méthode du pivot. Supposons qu’il existe des matrices V; produit de
g AC; ) ou D € My_1(K) est
diagonale, C' € My_1 n—i+1(K) et M € M,,_r+1(K). A étant inversible, il en est de méme de M, donc la premiére colonne
de cette matrice est non nulle. En permutant la ligne Ly, avec une ligne L;, j > k ce qui revient & multiplier par P; j, on peut
supposer aj, , = M 1 # 0. On utilise cet élément comme pivot et on effectue les opérations L; < L; — (a ;. /aj. ;) Ly pour
J # k ce qui permet de passer a I’étape suivante.ll

matrices de transvections et des matrices P; telles que A’ = (Vy—1Py—1)--- (ViP1)A =

Soit alors ¢ la composée d’une suite d’opérations élémentaires qui trasforme Aen I,, : ¢(A) = I,,. D’aprés le lemme 14.3.1
onap(l,) = p(AA™!) = p(4)A7 = A7L

Donc si une suite d’opérations élémentaires transforme A en I,,, cette méme suite d’opérations transforme I,, en A=1. Ceci
fournit un moyen rapide d’inverser des matrices carrées sans utiliser les déterminants.

2 4 3
Exemple:soitA=| 0 1 1 |. Montrer que A est inversible et déterminer A~1.
2 2 -1

On dispose cote a cOte A et I3 et on essaye de transformer A en I3. Si c’est possible, A est inversible. On regroupe en une seule
deux opérations utilisant la méme ligne, par exemple Ly < Ly — 4Lo, L3 + L3 + 2Lo car des deux opérations commutent
entre elles donc on peut les faire dans un ordre arbitraire.

2 4 3100 2 3] 100
01 1[0 1 0 0 1 1/ 010
2 2 1[0 0 1 0 -2 —4|-1 0 1 Ly« L3 — L,
2 0 1] 1 -4 0 Ly < Ly — 4Ly 2 0 0] 3/2 -5 —1/2 Ly + Ly — L3/2
01 1] 0 10 01 0|-1/2 2 1/2 Ly < Ly + L3/2
00 —2|-1 21 L3 + L3 +2Ly 00 —2| -1 2 1
1 0 0| 3/4 —-5/2 —1/4 Ly + Ly/2
01 0[-1/2 2 1/2
00 1] 1/2 -1 -1/2 L+ —L3/2
1 3 -10 -1
A*lzZ ~2 8 2
2 -4 -2
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145 Applications a GL(n,K), SL(n,K)

Rappelons que SL(n,K) = {A € M,(K) | det(A) = 1}. Lapplication det : GL(n,K) — K* est un morphisme de
groupes et SL(n,K) = ker(det). C’est donc un sous groupe distingué de GL(n,K) et GL(n,K)/SL(n,K) est isomorphe &
im(det) = K*.

THEOREME 14.5.1
Soit A € GL(n,K). Il existe des matrices de transvections Ty, . . ., T,, et une matrice de dilatation D,,(d) telles que

A=T, - T,D,(d)

De plus d = det(A).

COROLLAIRE 145.1
GL(n,K) est engendré par les matrices de transvections et les matrices de dilatation.

COROLLAIRE 14.5.2
SL(n,K) est engendré par les matrices de transvections.

preuve
Montrons le théoréme par récurrence sur n. 11 n’y a rien & montrer pour n = 1. Soitn > 1 et A € GL(n + 1,K). La premiére
colonne de A est non nulle.

o |l existe une matrice de transvection 77 telle que (71A)1,1 # 0. En effet, si a; 1 # 0 on prend Ty = I,,. Sinon, il existe un
i > 1telque a; 1 # 0. L’opération Ly < Ly + L, transforme A en une matrice A’ telle que a’L1 £ 0.

e Sia; ; = 0 pourtouts > 1, on ajoute a la deuxiéme ligne de A’ la premiere, i.e. on multiplie par T3 1(1).

e On a donc maintenant une matrice A” vérifiant af; # 0 et a}; # 0 pour uni > 1. On effectue alors I’opération

L+ L+ wL La matrice obtenue, soit A" est telle que a’; = 1.

e On effectue sur A"’ les opérations Ly, < L — ak " L.
A ce stade, on a trouvé une matrice H, produit fini de matrices de transvections telle que HA soit de la forme HA =

1 A
0 Bl ol Ay € My ,(K)

e A inversible = H A inversible, donc la matrice B est inversible. Il en résulte que les lignes de B forment une base de

K" = M, (K). Il existe donc des scalaires o, ..., o, tels que Ay = > apLg(B). On effectue sur HA I’ opération
k=1
k=n
Ly + Ly — Y ayLy qui est en fait une suite d’opérations élémentaires sur les lignes. On obtient ainsi un produit H' de

v (10
waa= () 2)
e Fin de la preuve

A, est inversible. Daprés I’hypothése de récurrence appliquée a A1, il existe des matrices de transvections T, 1 < k < K
0

N . n ~ ~ _(n . 1
appartenant a M,, (K) et une matrice D )(d) telles que A, = Ty --- Ty DY )(d) Les matrices Ty, = ( 0o T ) sont des
k

k=1
matrices de transvections telle que

matrices de transvection d’ordre n + 1
Un produit par blocs montre alors que
A=H"'H 'Ty---T1D,11(d)
H et H' sont des produits de matrice de transvection et I’inverse d’une matrice de transvection est une matrice de transvection,
donc H'~'*H 1Ty, --- T} est un produit de matrices de transvection. Ceci achéve la preuve par récurrence.

Enfin, comme le déterminant d’une matrice de transvection est 1, on a clairement det(A) = det(D,,(d)) = d. Les deux
corollaires sont des conséquences immédiates du théoréme.
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15

Réduction des endomorphismes

Dans tout ce qui suit, K est un sous corps de C, E un K-espace vectoriel et I est I’identité de E.

15.1 Eléments propres d’un endomorphisme

15.1.1 Sous espaces stables

Soitu € L(E) ; un sous espace vectoriel F' de E est dit stable par u si w(F) C F. Dans ce cas, on notera ux I’endomorphisme
de F' induit par u. Si E = F @ G est de dimension finie, avec F stable par u, la matrice de « dans une base adaptée a la

décomposition en somme directe est de la forme M = ( 61 g ) et A = Mat(up) ; dans ces conditions, G est stable par «
ssi B = 0.
Lemme 15.1.1

Soient u et v deux endomorphismes de E qui commutent. Le noyau et I’image de u sont stables par v.

15.1.2 Eléments propres

DEFINITION 15.1.1

Soitu € L(E).

A € K est une valeur propre de v si il existe un x € E non nul tel que u(xz) = Ax. Ceci revient a dire que u — AI est non
injectif,

x € E est un vecteur propre de v si x est non nul et si il existe un scalaire X tel que u(z) = Az.

Dans les deux cas ci dessus, A et x sont appelés éléments propres associés. Si A est une valeur propre de u I’espace propre
associé a A est Ey = E(u) = ker(u — AI). Il est formé des vecteurs propres de u associés a la valeur propre X et du vecteur
nul.

Définition analogue pour les matrices : on considére A € M,,(K) comme I’endomorphisme de K™ défini par X — AX ou les
éléments de K™ sont écrits en colonne.

Propriétés élémentaires
1) Supposons E de dimension finie > 1 et soit B une base de E. Soit A = Matg(u). A est valeur propre de w ssi A est valeur
propre de A. Siz € F et X = Matg(x), x est vecteur propre de u ssi X est vecteur propre de A.

2) 0 est valeur propre de u < ker(u) # {0}.
3) Si A # 0 est valeur propre de u, on a Ey(u) C im(u).

THEOREME 15.1.1
Soit v un endomorphisme d’un K-ev E, et Ay, ..., \, des valeurs propres distinctes de u. La somme Ey, + --- + E, est
directe.
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preuve
On montre par récurrence sur k la propriété suivante: vz, € Ey,,...,V2r € Ey,, 21+ +ax=0=121=0,...,2;, = 0.
Elle est triviale si & = 1. Supposons la vraie pour un entier k,1 < k < p. Soientz; € Ey,, 1 < ¢ < k+ 1 tels que

1=k
1 + -+ xpy1 = 0. Appliquant w on en déduit Ayz1 + - - - + Agr12k+1 = 0, d’o0, par combinaison > (Ag+1 — A;)z; = 0.

=1
D’aprés I’hypothése de récurrence, on en déduit (Agr1 — A;)x; = 0 pour 1 < @ < k et les \; étant distincts, z; = 0 pour
1< i< kdouensuite xp; =0. B

Exemple

Soit E = C*°(I,C) ou I est un intervalle non vide et non réduit a un point de R et D I’application qui & une fonction f € E
associe sa dérivée. Tout « € C est valeur propre de I’endomorphisme D, I’espace propre associé étant la droite engendrée par
la fonction e, : x — e**. Il en résulte que si o, . .., a, sont p complexes distincts, les fonctions (eq,, . .., eq,) forment un
systeme libre.

DEFINITION 15.1.2
Soient E un K-ev de dimension finie et u € L(E). On appelle spectre de u et on notera Sp(u) I’ensemble des valeurs propres
de u.

15.2 Diagonalisation, trigonalisation

DANS TOUTE CETTE PARTIE, E EST SUPPOSE DE DIMENSION FINIE, n > 1.

15.2.1 Polynéme caractéristique
Définition et propriétés élémentaires

Le scalaire X est valeur propre de I’endomorphisme w ssi ker(u — A;) # {0} ce qui est équivalent a det(u — AI) = 0.

THEOREME 15.2.1
Soitu € L(E). L’application K — K qui at associe det(u — tI) est une fonction polynéme.

Puisque le corps K est infini, a cette fonction polyndme est associée un unique polynéme x,,(X) € K[X]

DEFINITION 15.2.1
On appelle polynéme caractéristique de I’endomorphisme w I’unique polynéme x.,(X) € K[X] tel que, pour toutt € K on ait
Xu(t) = det(u —¢tI).

On a un énoncé analogue pour les matrices.

Soit A la matrice de u dans une base de E. Le polyndme caractéristique de u est égal a celui de A. Deux matrices semblables
ont le méme polyndme caractéristique. Une matrice et sa transposée ont le méme polyndme caractéristique, donc aussi un
endomorphisme et son transposé.

THEOREME 15.2.2
Xl X) = (~1)" X" 4 (~1)" () X 4 -+ det(u)

preuve
Le terme constant du polyndme caractéristique est x,,(0) = det(u). Soit A = (a; ;) la matrice de « dans une base de
E. Cellede u — tI est A’ = (a;’j) ou agﬁj = a;; — td; ;. En désignant par ¢, la signature de la permutation o , on a

k=n
Xult) = X0 €00} pqy oy = I @G+ X0 €005 54y a4~ Si o est une permutation différente de Id il
ce6, k=1 "EE;

existe au moins deux indices 4 tels que o (z) # . Il en résulte que la derniére somme figurant dans I’expression ci dessus est un
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k=n

polyndme en ¢ de degré au plus n — 2. Les termes en ¢"et en ¢"~! proviennent donc uniquement du produit [] aj, .. Onen
k=1

déduit le résultat.

COROLLAIRE 15.2.1
Soientw € L(E) dont le polynéme caractéristique est scindé sur K et (A1, .., A,) une liste des racines de . Ona

tr(u) = A1+ A+ -+ A, et det(u) = A Aa-- Ay

THEOREME 15.2.3
Les valeurs propres de u sont les racines du polynéme caractéristique ., de u.

preuve
Si A € Kona A valeur propre de u < u — AI non injectif < det(u — AI) = 0 < x,(A) = 0.

DEFINITION 15.2.2
Soit \ une valeur propre de u. On appelle ordre de multiplicité de la valeur propre X\ I’ordre de multiplicité de A comme racine
de x... On noteram cet ordre de multiplicité de sorte que x,,(X) = (X — N\)™ Q(X) avec Q(\) # 0.

Polyndme caractéristique et sous espaces stables

PROPOSITION 15.2.1

Soientw € L(E) et F' un sous espace de E stable par u. Alors

1) xu, diVise xy.

2) Si G est un supplémentaire de F' et si G est stable par f, on a x.,(X) = Xup (X)Xue (X).

preuve
Soient p = dim(F'), Br une base de F' complétée en une base B de E. Dans cette base la matrice de u est de la forme

61 g ol A € My,(K) est la matice de ur dans Bp et C € M, ,_,(K), B € M,_,(K). On a de suite x,(X) =

XA(X)xB(X) = Xup (X)x5(X) d’ol le 1).
Ensuite, si G est stable, on peut compléter la base B de F' par une base B¢ de G pour obtenir une base B de E. La matrice de
w dans cette base a la méme forme que ci dessus avec cette fois C = 0 et B = Matg,, (u¢) d’ou la conclusion.

Attention! Un sous espace F' stable par u ne possede pas nécessairement un supplémentaire stable.

COROLLAIRE 15.2.2
Soit A une valeur propre de u de multiplicité my. Onadim(Ey) < my.

preuve
Le polyndme caractéristique de I’endomorphisme induit par « sur E est (A — X)d™(E>) d’o la conclusion.

EXEMPLE 15.2.1 (matrice compagnon)
Soient (CLQ, e ,an_l) S Kn, P=X" +CLn_1Xn71 4+t a X+agetM =Mp = (mm) S Mn(K) telle que m;y1,, = 1
pourl <i<n—1,m;,=—a;_1 etm;; = 0dans les autres cas.

0 0 -~ 0 —ap

1 0 - 0 —a
M=|0 1 :

: .0 :

0 0 1 —Qn—1

Pour calculer le déterminant det(M — X I,,) on remplace la premiére ligne L par Ly + XLy + --- + X" ~1L,,. On obtient
xm(X) = (—1)"P(X) La matrice Mp s’appelle la matrice compagnon du polynéme P.

Exercice : Montrer que pour toute valeur propre A de M, I’espace propre correspondant est de dimension 1.
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15.2.2 Diagonalistation

DEFINITION 15.2.3
L’endomorphisme u de E est dit diagonalisable si il existe une base B de E dans laquelle la matrice de u est diagonale.
Une matrice carrée A est dite diagonalisable si elle est semblable & une matrice diagonale.

Donc A € M,,(K) est diagonalisable ssi il existe P € GL(n,K) telle que P~ AP soit diagonale.
L endomorphisme w est diagonalisable ssi sa matrice dans une base quelcongue I’est.

THEOREME 15.2.4

Soient E' un K-ev de dimension finie et uw € L(E). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) u est diagonalisable.

(2) 1l existe une base de E formée de vecteurs propres de u.

(3) La somme des espaces propres de u est égale a E.

(4) La somme des dimensions des espaces propres de u est égale & dim(E).

La preuve est laissée au lecteur. L’équivalence entre (3) et (4) résulte de ce que la somme des espaces propres est toujours
directe.

THEOREME 15.2.5
Siu admet dim(E) valeurs propres distinctes, u est diagonalisable.

THEOREME 15.2.6

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) u est diagonalisable.

(2) Le polynéme caractéristique de u est scindé sur K et I’ordre de multiplicité de chaque racine X de x., est égal a la dimension
de I’espace propre correspondant.

preuve
Soient Ay, ..., A, les valeurs propres distinctes de w, E1, ..., E, les espaces propres associés et my, . .., m, leur multiplicité
respective.
(1) = (2) Par hypothése £ = E, @ --- @ E,,. Dans une base adaptée a cette décomposition en somme directe, la matrice de
westdiag( Ay, -+, A, 5 Apy oo e, Ap AONC Xy (X) = (A — X)dimEY) .. () — X)dim(EDp),

——— N———

dim(E, ) fois dim(E,) fois

(2) = (1) xy estscindé, donc my + -+ + my, = deg(x,) = dim(E) soit dim(E;) + - - + dim(E,) = dim(F) d’ou la
conclusion, d’apres le théoréme 15.2.4.

Exemple : Soit P € K,,[X] un polyndme de degré n normalisé et Mp sa matrice compagnon. Comme les espaces propres
sont tous de dimension 1, M p est diagonalisable ssi P est scindé sur K a racines simples.

15.2.3 Trigonalisation

DEFINITION 15.2.4

L’endomorphisme u de E est dit trigonalisable si il existe une base B de E dans laquelle la matrice de w est triangulaire
Ssupérieure.

Une matrice carrée A est dite trigonalisable si elle est semblable & une matrice triangulaire supérieure.

Remarque
Si la matrice de w dans labase B = (ey, . .., e,,) esttriangulaire supérieure, la matrice de u dans labase B’ = (e, en—1,...,€1)
est triangulaire inférieure. On pourrait donc remplacer triangulaire supérieure par triangulaire inférieure dans la définition.

u est trigonalisable ssi sa matrice dans une base quelconque I’est.

DEFINITION 15.2.5

Soit E un K-ev de dimension n. On appelle drapeau de E toute suite finie de sous espaces emboités Fp = {0} C F; C --- C
F,_1 C F,, = E telle que dim(F}) = k pour tout k entre 0 et n.

Un tel drapeau est dit adapté a u si pour tout k on a u(Fy) C F.
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THEOREME 15.2.7

Soit u un endomorphisme d’un K-ev E de dimenion finie. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) u est trigonalisable.

(2) 1l existe un drapeau de E adapté a u.

(3) Le polynéme caractéristique de u est scindé sur K.

preuve
L’équivalence entre (1) et (2) est facile ainsi que I’implication (1) = (3). Montrons que (3) = (1). On procéde par récurrence.
Soit I’hypothése de récurrence

(HR,,) "Toute matrice carrée d’ordre p a coefficients dans K dont le polyndme caractéristique est scindé est trigonalisable”

(HRy) est triviale;
Montrons (HR;,) = (HR,,+1). Soit A € M,,,1(K) dont le polyndme caractéristique x 4 est scindé. Soit A une racine de x 4.

C’est une valeur propre de A. Soit e € K™ un vecteur propre associé a A : Ae = Xe. Soient enfiney,...,e, € K*t!
tels que B = (e,eq,...,e,) soit une base de K™*! et P la matrice de passage de la base canonique a cette base. On a
P~1AP = AL ou L est une matrice ligne et B une matrice carrée d’ordre n.

0 B
Onaxa(X)=(A—X)xp(X). Onendéduit que x 5 est scindé; d’aprés (HR,,) B est trigonalisable et il existe Q' € GL(n,K)

et T € M, (K) triangulaire supérieure telles que Q’~1BQ’ = T. Posons Q = ( (1) QO, ) OnaQ@ € GL(n + 1,K) et si
R=PQonaReGL(n+1,K)et

e (10 AN LN(1 0\ (X LQ \_ (AL
rtan= (5 oh ) (5 5) (0 0)=(0 "o )=(5 7)

ce qui achéve la preuve.

COROLLAIRE 15.2.3

1) Tout endomorphisme d’un C-ev de dimension finie est trigonalisable.

2) Toute matrice carrée & coefficients dans C est trigonalisable dans M.,,(C), autrement dit, pour toute A € M, (C), il existe
P € GL(n,C) tell que P~ AP soit triangulaire supérieure.

15.3 Reéduction simultanée

THEOREME 15.3.1
Soitw un endomorphisme diagonalisable d’un K-ev de dimension finie E et F' un sev de E stable par u. L’endomorphisme ur
de F' induit par v est diagonalisable.

preuve
Soit (eq,...,e,) Une base de E formée de vecteurs propres de u de sorte que u(ex) = Ager. Soit d’autre part (f1,..., f)
une base de F. D’aprés le théoréeme de la base incompléte, il existe n — r vecteurs pris parmi ey, ..., e, qui compléte
(f1,.-., fr) en une base de E. Quitte a renuméroter, on peut toujours supposer que ce sont les vecteurs e, 1,...e,. Soit
G = Vect(ery1,...,e,). C’est un supplémentaire de F', stable par f puisque engendré par des vecteurs propres. Soit enfin
m la projection sur F' parallélement & G. Le sous espace S = Vect(eq,...,e,) est un supplémentaire de G = ker(7) dont la
restriction de 7 & S induit un isomorphisme de S sur son image. En particulier, si on pose w; = m(e;) pour1 < j < r le
systéme (wq,...,w,) est libre, donc est une base de F'. Montrons que ces vecteurs sont des vecteurs propres de uz, ce qui
achévera la preuve.

Soit j entre 1 et r. La décomposition de e; sur F' & G s’écrite; = m(e;) + (e; — m(e;)) = w; + (e; — w;). Comme chacun
des espaces F et G est stable par v on a u(w;) € F et u(e; — w;) € G donc la décomposition de u(e;) sur F' @ G est
u(w;) + (u(e; —w;)). On en déduit u(w;) = m(u(e;)). Or u(e;) = Aje; donc u(w;) = A\j7(e;) = Ajw;. M

Remarque : Ce théoréme admet une preuve trés courte basée sur la notion de polyndme annulateur (voir le corollaire 15.4.2 ci
dessous).

THEOREME 15.3.2

1) Soient E un K-ev de dimension finie et (u;);c; une famille d’endomorphismes de E, diagonalisables et commutant deux a
deux. 1l existe une base de E formée de vecteurs propres communs a tous les u;.

2) Soit (M;);cr une famille de matrices carrées d’ordre n, diagonalisables et commutant deux a deux. Il existe une matrice
P € GL(n,K) telle que, pour tout i, la matrice P~ M; P soit diagonale.
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preuve
Il est clair que les propriétés (1) et (2) sont équivalentes. La preuve de (1) se fait par récurrence sur la dimension p de E.
Considérons I’hypothese de récurrence :

(HRy) : Pour toute famille (u;);c; d’endomorphismes diagonalisables et deux & deux commutant d’un espace vectoriel E de
dimension p, il existe une base de E formée de vecteurs propres communs a tous les ;.

(HRy) est trivial.

Montrons (HR;) et --- et (HR,) = (HRp41). Soit (u;);cr une famille d’endomorphismes diagonalisables et deux & deux
commutants d’un espace vectoriel £ de dimension p + 1. Il n’y a rien a montrer si tous les u; sont proportionnels a I’identité.

Sinon, fixons un indice 7 tel que w; ne soit pas proportionnel a I. On peut écrire £ = EB E};, ou les E}, sont les sous espaces

propres distincts de u;. Pour tout j € I, u; commute avec u; donc les Ej, sont stables par u;. Notons Vjk I’endomorphisme
induit par u; sur E. (vjk);jer est une famille d’endomorphismes de Ej, deux a deux commutant et qui sont diagonalisables
d’aprés le théoréme 15.3.1. Comme u; n’est pas proportionnel a I’identité, on a E), # E, donc dim(E)) < p. D’aprés
I’hypothése de récurrence, il existe une base By, de Ej, formée de vecteurs propres communs a tous les v, ; j € I. Le
systéme B = (B, ..., B,) est une base de E formée de vecteurs propres communs a tous les u,. Ceci achéve la preuve.

Lemme 15.3.1
Soit E un K-ev de dimension finie et (u;);c; une famille d’endomorphismes de E, deux a deux commutants et dont les
polynbémes caractéristiques sont scindés sur K. Les u; ont au moins un vecteur propre en commun.

preuve
Elle se fait encore par récurrence sur p = dim E. Le lemme est trivial si p = 1. Soit p € N*. Supposons le lemme vrai pour
tout espace vectoriel de dimension < p. Soit E de dimension p + 1 et (u;);cr une famille d’endomorphismes de E deux a
deux commutants, dont les polyndmes caractéristgiues sont scindés. 1l n’y a rien a montrer si tous les u; sont proportionnels
a I. Sinon, soit 4 un indice tel que u; ne soit pas proportionnel a I. Soit A une valeur propre de u; et F' le sous espace propre
associé. Pour tout j, u; commute avec u;, donc F" est stable par u;. Notons v; I’endomorphisme de F' induit par ;.

- Les v; commutent deux a deux.

- Le polyndme caractéristique de v; divise celui de u;, donc est scindé sur K.

- dim(F) < p car u; n’est pas proportionnel & I, donc F' # E.

D’aprés I’hypothése de récurrence, il existe un vecteur e € F qui est un vecteur propre commun & tous les v;, donc a tous les
u; ce qui achéve la preuve.

THEOREME 15.3.3

1) Soient E un K-ev de dimension finie et (u;);c; une famille d’endomorphismes de E, trigonalisables et commutant deux a
deux. 1l existe une base de E dans laquelle tous les u; ont une matrice triangulaire supérieure.

2) Soit (M;);cr une famille de matrices carrées d’ordre n, trigonalisables et commutant deux a deux. Il existe une matrice
P € GL(n,K) telle que, pour tout i, la matrice P~ M; P soit triangulaire supérieure.

preuve
(1) et (2) sont équivalents. On démontre (2) par récurrence sur n. C’est trivial si n = 1. Soit p € N* et supposons (2) vrai
pour n < p. Soit (M;),cr une famille de matrices appartenant a M, 11 (K), deux & deux commutantes et trigonalisables. Ces
matrices ont des polyndmes caractéristiques scindés. D’aprés le lemme, on dispose d’un vecteur propre commun a toutes les
M, soit C; € KPT1, Le théoréme de la base incompléte fournit une base de KP*+! de la forme B = (Cy,...,Cp41). Soit P la
A Ly N

01 BZ ou L; € M ,(K) et B; € M,(K).
Un petit calcul montre que les matrices B; commutent entre elles. D’autre part, le polyndme caractéristique de B; divise celui
de P~1M;P qui est scindé car égal & celui de M;. Donc B; est trigonalisable. D’aprés I’hypothése de récurrence, il existe
1 0

0 Q

matrice de passage de la base canonique & B. On a, pour tout i, P~'M; P =

Q € GL(p,K) telle que, pour tout 4, Q1 B;Q soit triangulaire supérieure. La matrice S = P <

NoX;
0 Q'BQ

) est inversible et

S—IM;S = ( > est triangulaire supérieure pour tout ;.H
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15.4 Polyndmes annulateurs d’endomorphismes

15.4.1 Polyndmes d’endomorphismes

PROPOSITION 15.4.1
Soit E unK-evetu € L(E).

k=p

L’application 8, : K[ X] — L(E) quida P = ar X" associe 6,,(P) = apidg +a1u—+---a,uP o0 uP = uowu---owestun
pp [(X] = L(E) q kX::Ok (P) = aoidp + a1 p oo

morphisme de K-algébres, i.e. vérifie :

(1) 0u(1) = idp

(2) VA, 1 € KVYP,Q € K[X] 0,(\P + pQ) = Mo (P) + . (Q)

(3) VP, Q € K[X] 0,(PQ) = 0,(P) 0 0,(Q).

L’image de 6,, est une sous algébre commutative de L(E) que I’on note K[u].

Siu,v € L(E) commutent, tout élément de K[u] commute avec tout élément de K[v].

On note usuellement P(u) = apidg + a1u + - - - a,uP de sorte que les propriétés de morphismes s’écrivent (AP + uQ)(u) =
AP(u) + pQ(u) et (PQ)(u) = P(u)Q(u).

Dans cet énoncé, I’espace E peut ne pas étre de dimension finie. On a un résultat analogue pour les matrices carrées.
Les vérifications sont faciles.

Lemme 15.4.1
Soitx € E et A € K. Siu(xz) = Az on a pour tout polynéme P, P(u)(xz) = P(\)x.

DEFINITION 15.4.1
Soitu € L(E) et P € K[X]. On dit que le polynéme P est annulateur de I’endomorphisme u ou qu’il annule v si P(u) = 0.

On déduit du lemme la proposition suivante :

PROPOSITION 15.4.2
Si P € K[X] est annulateur de w € L(E), pour toute valeur propre A de w ona P(\) = 0.

Lemme 15.4.2
Soit E un K-ev de dimension finie etw € L(E). Il existe des polynémes non nuls annulateurs de w.

preuve
La famille (idg, u, u?,...,u™") olin = dim(E) comprend dim(L(E)) + 1 éléments, donc est lige. Il existe donc des scalaires
i=n? . i=n? .
non tous nuls a;, 0 <i < n?telsque > a;u’ = 0. Le polyndme P(X) = > a; X est non nul et annulateur de w.
=0 i=0

THEOREME 15.4.1
Soient E un K-ev de dimension finie et uw € L(E). L’ensemble Ann(u) des polyndmes annulateurs de v est un idéal de K[ X].

On sait que tout idéal de K[X] est principal. L’idéal des polyndmes annulateurs de « admet donc un unique générateur
normalisé.

DEFINITION 15.4.2
Soient E un K-ev de dimension finie et w € L(E). L’unique générateur normalisé de I’idéal des polynémes annulateurs de u
s’appelle polynéme minimal de w. On le notera ..

Comme Ann(u) # {0}, py # 0. Onadonc, pour tout P € K[X], P(u) = 0 < p, divise P. Rappellons que y,, est I’'unique
polyndme de Ann(w) normalisé de degré minimal.
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PROPOSITION 15.4.3
1) Soit F' un sous espace de E stable paruw € L(E). Le polynéme minimal de ur divise celui de w.
2)Si E = F & G avec F et G stables par u, on a pu,, = ppcm( iy p, fug )-

preuve
Notons d’abord que si F' est stable par v, alors, pour tout polyndme P, F est stable par P(u) et I’endomorphisme induit sur F
par P(u) n’est autre que P(ur). Autrement dit (P(u))r = P(up).

1) Appliquant ceci avec P = u,, on voit que le polyndme minimal y, de w annule ur. Donc le polyndme minimal de up
divise p,,.

2) Dans une base adaptée a la décomposition £ = F & G la matrice de u est de la forme M = 61 g ) ou A =

Mat(ur) et B = Mat(ug). Alors pour tout polyndme Q € K[X]ona Q(M) = ( Q(OA) Q(OB) ) donc Q(M) =0 &
(Q(A) =0etQ(B) =0). L’idéal annulateur de w est donc I’intersection des idéaux annulateurs de up et de ug. D’ou la
conclusion.

THEOREME 15.4.2
L’ensemble des valeurs propres de u est égal a I’ensemble des racines du polynéme minimal de wu.

preuve
D’apres la proposition 15.4.2 toute valeur propre de u est racine de u,. Réciproquement, soit A une racine de pu,. On peut
écrire p, (X) = (X — A)Q(X). llvient donc (u — AI)Q(u) = 0. Supposons A non valeur propre de . Alors uw — AI estun
isomorphisme, et en composant (u — AI)Q(u) = 0 a gauche par (u — A\I)~! on obtient Q(u) = 0 ; Q serait un polyndme
annulateur de v de degré strictement inférieur a celui de p,,. Contradiction. Donc A est valeur propre de u.

EXEMPLE 15.4.1 (polynéme minimal d’une matrice compagnon)
Reprenons les notations de I’exemple 15.2.1. Soit (ey, . .., e,,) la base canonique de K™. Ona,pour1 < i < n—1, Ae; = €;11
donc Afe; = e; 1. Il en résulte que si by, . .., b, sont des scalaires non tous nuls,

(bol +b1A+ -+ b1 A" ") (e1) = boer + -+ bp_1€, # 0

donc a fortiori bgI + b1 A + - -- 4+ b,_1 A"~ 1 #£ 0 Autrement dit, un polyndme arbitraire non nul de degré inférieur ou égal a
n — 1 n’annule pas A. Son polyndme minimal est donc de degré au moins n. Par ailleurs, on a
Aey = Ae,, = — (age1 + -+ + an—16,) = — (@l + a1 A+ -+ A1) (e1)

et donc P(A)(e;) = 0 Comme P(A) commute avec les puissances de A, on en déduit, pour 2 < j < n P(4)(e;) =
P(A)A7~1le; = AT71P(A)(e1) = 0 donc P(A) = 0. Par conséquent, P est annulateur pour A. Comme il est de degré n, il
résulte de ce qui précede que c’est le polyndme minimal de A.

Le polyndme minimal de la matrice compagnon d’un polyndme P est donc égal a P.

15.4.2 Théoreme de décomposition des noyaux

THEOREME 15.4.3
Soient E un K-ev (non nécessairement de dimension finie), v € L(E) et P,Q € K[X] deux polynémes premiers entre eux.
Ona

ker ((PQ)(u)) = ker (P(u)) @ ker (Q(u))

Sien outre (PQ)(u) = 0, 0na E = ker (P(u)) ® ker (Q(u)) et la projection = sur ker (P(u)) parallélement a ker (Q(u))
est un polynéme en u.

preuve
D’aprés le théoréme de Bézout, il existe deux polyndmes A et B tels que AP + BQ = 1. Posons a = A(u),b = B(u),p =
P(u) et ¢ = Q(u). Les endomorphismes a, b, p, ¢ commutent entre eux et on a

ap+bg=pa+qb=1

e Soit z € ker(p) Nker(q) ; il vient z = a(p(x)) + b(g(x)) = 0. Donc ker(p) Nker(q) = {0} ; la somme des noyaux de
p et g est directe.
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e On a de maniére évidente ker(p) C ker(gp) = ker(pq) et ker(q) C ker(pq) donc ker(p) + ker(q) C ker(pq).

e Soit x € ker(pq) = ker(gp). Posons y = a(p(x)) et z = b(g(x)). Ona z = y + z. D’autre part, par commutativité de

a,p, ¢, q(y) = qap(z) = a(qp(z)) = 0 et de méme p(z) = pbq(z) = b((pg)(x)) = 0. Par conséquent, y € ker(q) et
z € ker(p) ce qui montre que ker(pq) C ker(p) + ker(q). Ceci achéve la démonstration du premier point.

e Si pg = 0, le projeté de = sur ker(p) parallélement a ker(q) est, avec les notations précédentes I’élément z. Donc

™ =bq = B(u)Q(u) = (BQ)(v).

COROLLAIRE 15.4.1
Soient E un K-ev (non nécessairement de dimension finie), w € L(E), P, ..., Py, des polynémes premiers entre eux deux a

k=m

deuxetP = Py --- Pp,. Onaker(P(u)) = @ ker (Pg(u)). Si P(u) = 0, le projecteur sur ker (Py(v)) parallélement a la
k=1

somme des autres noyaux est un polynéme en w.

preuve

On procéde par récurrence sur m en observant que si Py, ..., P,, sont premiers entre eux deux a deux, alors P; est premier
avec P, - - - P,,,. D’aprés le théoréme précédent, ker (P(u)) = ker (Py(u)) @ ker (P2 - - - Pp,)(u)). Si P est annulateur de u,
la projection sur ker (P;(u)) parallélement d ker ((P; - - - P,)(u)) = ker (P2(u)) & - - - @ ker (P, (u)) est un polyndme en w.

EXEMPLE 15.4.2

Un projecteur p de E est par définition un élément p € L(FE) tel que p?> = p. C’est donc un endomorphisme annulé par le
polyndme P(X) = X? — X = X (X —1). Le théoréme de décomposition des noyaux donne E = ker(p) @ ker(I — p), résultat
bien connu pour les projecteurs.

De méme, une symeétrie vectorielle s est un endomorphisme involutif de E, c’est a dire un endomorphisme annulé par le
polyndme X2 — 1 = (X — 1)(X + 1). On retrouve ainsi que E = ker(s — I) @ ker(s + I).

15.4.3 CNS pour qu’un endomorphisme soit diagonalisable

Le théoreme suivant est d’une grande importance pratique.

THEOREME 15.4.4

Soient E un K-ev de dimension finie et u € L(E). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) u est diagonalisable.

(2) 1l existe un polynébme P € K[X] scindé a racines simples tel que P(u) = 0.

(3) Le polynéme minimal de w est scindé a racines simples.

Dans ces conditions, si Sp(u) = {A1,..., An}onap,(X)=(X — A1) (X = A\pn).

preuve

(1) = (2) estfacile ; si A1, ..., A, sont les valeurs propres distinctes de «, on voit, en utilisant une représentation matricielle
par exemple, que le polyndme Q(X) = (X — A1) -+ (X — \,,) est annulateur de w.

(2) = (3) car le polyndme minimal de w divise tout polyndme annulateur et qu’un diviseur d’un polyndme scindé a racines
simples est lui méme un polynéme scindé a racines simples.

(3) = (1) Par hypothése 1, (X) = (X — A1) --- (X — Ay,) oU, d’apres le théoréme 15.4.2 les \; sont les valeurs propres de .

k=m

Les différents facteurs de s, sont premiers entre eux deux & deux, donc E = ker (p,(u)) = @ ker(u — A;I) ce qui prouve
k=1

que u est diagonalisable.

Complément

Notons L1, ..., Ly, les polyndmes d’interpolation de Lagrange associé au systéme de m points distincts Ay, . . ., A,,, de K. (Moir
k=m k=m k=m

Exemple 7.2.1). Onal = > Lg(X)doncI = >  Lg(u),dou, pourtoutz € E, z = > Li(u)(z). Or le polyndme
k=1 k=1 k=1

(X — M) Ly (X) est proportionnel au polyndme i, donc annulateur de w. Il en résulte que (u — A\pJ)(Ly(u)(z)) = 0,
autrement dit que Ly (u)(x) € ker(u — AxI). La projection sur ker(u — A1) parallélement & la somme des autres espaces
propres est donc I’application Ly (u).
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COROLLAIRE 15.4.2
Soitu un endomorphisme diagonalisable d’un K-ev de dimension finie E et F' un sev de E stable paru. L’endomorphisme u g
de F' induit par u est diagonalisable.

preuve
Puisque u est diagonalisable, il existe un polyndme scindé a racines simples @ tel que Q(u) = 0 ; comme (Q(u))F = Q(ur)
le méme polyndme annule ur donc up est diagonalisable.

15.4.4 Théoreme de Cayley-Hamilton

THEOREME 15.4.5
1) Soit u un endomorphisme d’un K-ev E de dimension finie. Le polynéme caractéristique x., de w est annulateur de u.
2) Soit M € M,,(K). Le polynéme caractéristique de M est annulateur de M.

Il est clair que (1) et (2) sont équivalents. Ce théoréme admet plusieurs démonstrations. Nous en donnerons deux.

Premiere demonstration (utilisation des matrices compagnons)
On démontre (1). Soit z € E. Il s’agit de montrer que x.,(u)(z) = 0. On peut supposer = # 0.
Soit p = max {k € N |(z,u(z),...,u*"!(z)) estlibre } et F = Vect (z,u(x),...,uP"!(z)).

Par hypothése, (z,u(z),...,uP~ (xz)) est libre et (z,u(x),...,uP~ (z),uP(z)) est lié, donc il existe des scalaires ag, a1,
. a1 telsque uP(z) = — (apx + aru(a) + - -+ + ap—1uP~(z)). Il en résulte que le sous espace F est stable par et que
la matrice de uy dans la base (z, u(z), ..., uP~!(x),u?(z)) est la matrice compagnon du polyndme P = X? + a,_; XP~! +

.-+ 4 ag. Par construction, on a P(u)(x) = 0. D’autre part, on sait que P est le polyndme caractéristique de M, donc de up.
Par conséquent, P divise y, et il existe @ € K[X] tel que x,, = QP. On en déduit x,,(u)(z) = Q(u) (P(u)(z)) = 0.1

Deuxieéme démonstration On fait la preuve de (2).

e Comme K C C, il suffit de montrer le théoréme pour M € M, (C).

e M est trigonalisable : il existe P € GL(n,C) et T triangulaire supérieure telle que P~1MP = T. Ona xa = xr €t
pour tout polyndme Q € C[X], Q(M) = PQ(T)P~1. Il suffit donc de montrer Q(T') = 0, c’est a dire de montrer le
théoréme pour une matrice triangulaire supérieure.

e Soit T = (t;;) triangulaire supérieure. On a x7(X) = (t1,1 — X)--- (tn,n — X). Soit Vi le sous espace vec-
toriel engendré par les k& premiers vecteurs de la base canonique de C™ et Vo, = {0}. On vérifie facilement que
(T = tg i In)(Vk) C Vi_1 pour tout k tel que 1 < k& < n. On en déduit

XT(T)((Cn) = (T—tLlI) s (T—tn,nl)(Vn) C (T—tl,ll) s (T_tn—l,n—ll)(vn—l) c---C (T—tl,ll)(‘/l) = {0}

d’ou la conclusion.

COROLLAIRE 15.4.3
Le polynéme minimal 1, de w divise le polynéme caractéristique ., .

Si le corps de base est C, ou plus généralement, si le polyndme caractéristique est scindé, il en est de méme du polyndme

minimal. Si Sp(uw) = {A1,..., A, } on aura alors la forme suivante pour ces deux polyndmes :
k=p k=p k=p
X)) =T =X)™ 5 m(X)=J[(X=X)% avec 1< <m; et > my =dim(E)
k=1 k=1 k=1

15.4.5 Applications

Application a I’algébre K[A]

Soient A € M,,(K), u4 son polyndme minimal, et ¢ = deg(u4). On adonc A? € Vect(I, A,--- , A?~1). Une récurrence
facile montre alors que pour tout entier p on a encore AP € Vect(I, 4, --- , A1) et donc que tout polyndme en A appartient

a Vect(I, A,---, A1), Autrement dit K[A] = Vect(I, 4, ..., A9~1). D’autre part, par définition du polyndme minimal, le
systeme (I, A,--- , A7~ 1) est libre, donc dim(K[A]) = deg(pa).
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Calcul de la puissance p-iéme d’une matrice

Soit A € M, (K). La division euclidienne du polyndme X? par x4 s’écrit X? = Q,(X)xa(X) + R,(X) avec R, = 0
ou deg(R,) < deg(xa) = n. Onen déduit A? = Q,(A)xa(A) + R,(A) = R,(A) ce qui permet d’exprimer AP comme
combinaison linéaire de I, A, ..., A™~!; On pourrait évidemment faire la méme chose avec tout polyndme annulateur de A,
en particulier avec le polyndme minimal dont le degré peut étre strictement inférieur a n. Mais le polyndme caractéristique est
souvent plus facile a déterminer que le polyndéme minimal.

EXEMPLE 15.4.3 1 1 1
Soitacalculer AP pourA=| -1 1 -1
1 0 2

Onayxa(X) = (1 - X)%2 — X). Le reste R, de la division de XP par y est de degré au plus 2. Posons R,(X) =
apX? + b, X + c,. Onadonc

XP=(1-X)%2-X)Qp(X)+apyX?+b,X +¢cp
Pour X =1 puis X = 2 on obtient

1 = ap+b+ocp
2P = dap+2b,+c¢p

Comme 1 est racine double de x 4, il est aussi racine du polynoéme dérive. Il vient pX?~! = x/, (X)Qp(X) 4+ xa(X)Q},(X) +
2a,X + b, et en faisant X = 1 on obtient

p = 2a, + by
d’ou facilementa, = 2° — (p+1), b, = —2°P"' + 3p+2etc, = 2P — 2pet

AP = (20 — (p+1)) A% + (—2PT1 +3p+2) A+ (2P — 2p) [s = 2P(A® — 2A + I3) — p(A® — 3A + 2I3) — (A* — 24)

15.5 Sous espaces caractéristiques

Pour des raisons qui apparaitront bientdt, nous commencerons cette section par une bréve étude des endomorphismes nilpotents.

15.5.1 Endomorphismes nilpotents

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui est un exercice classique d’algébre linéaire.

Lemme 15.5.1 (Théoréme des noyaux itérés)
Soit f un endomorphisme d’un K-ev F de dimension finie m. Il existe un unique entier p vérifiant pour tout j entier :
j <p=ker(f7) Cker(fi!) etj > p= ker(f’) =ker(f*1). Deplusp < m.

preuve
Pour tout j, onaker(f7) C ker(f7*1). D’autre part, il estimpossible que toutes ces inclusions soient strictes car les dimensions
de ces noyaux formeraient une suite infinie strictement croissante d’entiers naturels majorée par m. On définit p comme le plus
petit des entiers k tels que ker(f*) = ker(f**1). Onadonc déja j < p = ker(f7) C ker(fi+1).

Montrons maintenant que ker(f7) = ker(f’*!) = ker(fi*1) = ker(f’*2). On aura alors, par récurrence sur j que j >
p = ker(fJ) = ker(fit1). Or, si z € ker(fi2), ona fit!(f(z)) = 0 soit f(z) € ker(fi*!), donc par hypothése,
f(x) € ker(f7), soit fi+1(z) = 0i.e. z € ker(fI+1). L'autre inclusion est triviale.

Posons d; = dim (ker(f7)). Pour j < ponad; < d;;1. On en déduit facilement p < d,, < m.

Exercice

Avec les notations du lemme

1) Montrer que j < p = im(f7t1) Cim(f7) etj > p = im(f/*!) = im(f7)

2) Montrer ensuite que E = ker(f?) @ im(f?), que ces deux espaces sont stables par f et que f induit un isomorphisme de

im(f7).

DEFINITION 15.5.1
Soit F un K-ev de dimension finiem etv € L(F). On dit que v est nilpotent si il existe un entier naturel q tel que v = 0. Le
plus petit de ces entiers est appelé indice de nilpotence de v.
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L’endomorphisme v est nilpotent d’indice 1 ssi il est nul. Sinon, v est nilpotent d’indice 3 si v® = 0 et 71 £ 0.
Le polyndme minimal de v est un diviseur de X, donc de la forme X". Par définition de I’indice de nilpotence, on voit que
en fait c’est X2, On a donc

v nilpotent d’indice 3 < p, (X) = X°
On en déduit en particulier que 8 < m.

THEOREME 155.1

Soient F' un K-ev de dimension finiem et v € L(F). Les proprités suivantes sont équivalentes :
(1) v est nilpotent.

(2) Il existe une base B de F telle que Mat;(v) soit triangulaire avec des zéros sur la diagonale.
(3) Le polynéme caractéristique de v est x, (X) = (—X)™.

preuve
(1) = (2) Soit 3 I'indice de nilpotence de v. D’aprés le lemme des noyaux itérés, la suite {0} C ker(v) C --- C ker(v®) = E
est strictement croissante. (Ici I’entier p du lemme est égal & 3). Soit B; une base de ker(»). On la compléte en une base B, de
ker(12), puis on compléte B; en une base de ker(v?), etc. A la fin de ce processus, on obtient une base B de F dans laguelle
la matrice de v est triangulaire avec des zéros sur la diagonale.

(2) = (3) est trivial.

(3) = (1) résulte immédiatement du théoréme de Cayley-Hamilton.

15.5.2 Sous espaces caractéristiques

DEFINITION 15.5.2
Soient E un K-ev non nul de dimension finie n et w € L(E). Soit \ € K une valeur propre de v de multiplicité my. On
appelle sous espace caractéristique associé a la valeur propre X le sous espace F\ = ker ((u — AI)™*).

On définit de méme les espaces caractéristiques d’une matrice carrée M € M, (K).

Si E), = ker(f — A\I) est I’espace propre associé & A, on a I’inclusion E, C F}.
Puisque « commute avec (u — AI)™*, F) est stable par . Notons u, I’endomorphisme de F) induit par «. Par défintion de
F il vérifie (ux — AIp, )™ = 0. L’endomorphisme v = u — AIr, de F) est donc nilpotent. Avec ces notations, on a

THEOREME 15.5.2

1) dlm(F)\) = m).

2) L’indice de nilpotence de vy est égale a la multiplicité de A comme racine du polynéme minimal de u. Notons la 3.
3) Fx =ker ((u— AI)"»).

preuve
Dans la démonstration, nous utiliserons la propriété suivante de vérification immédiate

Propriété
Soit f un endomorphisme d’un K-ev Eett € K. Ona xs4¢7(X) = x (X —¢) et ppyer(X) = pp(X — 1)

On peut écrire
Xu(X)= (X = A)™Q(X) avec Q(X) #0
On déduit du théoréme de décomposition des noyaux que
E=F,®5 avec S =ker(Q(u))
On a ainsi une décomposition de £ en somme directe de deux sous espaces stables par u. On a donc
XH(X) = Xux (X)Xus (X) ety (X) = ppcm (,LI’UA (X)a ,U'S(X))

De plus, ona Q(us) = 0 et Q(A) # 0 donc A n’est pas valeur propre de ug et par conséquent n’est racine ni de ., Ni de i, ..

e Posons d = dim(F)). v est nilpotent, donc son polyndme caractéristique est (—X)<. D’aprés la propriété, le polyndme

caractéristique de uy = vy + A, vaut x,, (X) = (A — X)% On obtient donc x,(X) = (A — X)%xus(X) avec
Xus (A) # 0, donc d = m ce qui prouve le 1).
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e Désignons par  I’indice de nilpotence de v, et par p la multiplicité de A\ comme racine de u,(X). Le polyndme
minimal de v est X#, donc, d’aprés la propriété celui de uy est p,, (X) = (X — X)?. Ona vu que X\ n’était pas
racine de pg, donc les polyndmes pg et p,, sont premiers entre eux et leur ppcm est égal a leur produit. On obtient
pu(X) = (X = X)P g (X) avec g (X) # 0 donc p = 3. Ceci prouve la deuxiéme assertion du théoréme, en posant

Br=0B=p.
e La troisiéme en résulte de suite.

15.5.3 Décomposition de Dumford

Dans cette partie, on considére un endomorphisme u dont le polyndme caractéristique est scindé sur K. Il en est donc de méme
du polyn6me minimal. Posons

k=p k=p
xa(X) = JTOw = 20™ et pa(X) = JT(X =)™
k=1 k=1

ou les A\ sont deux a deux distincts. Les polyndmes (A, — X)™* sont deux a deux premiers entre eux. Le théoreme de
décomposition des noyaux montre qu’alors E est égale a la somme directe des sous espaces caractéristiques de u

E=F&---0®F,

en posant Fj, = F), = ker ((u — A\, I)™*). Chacun de ces sous espaces de E est stable par u. On a vu que dim(F}y) = mg.
Nous noterons wy, I’endomorphisme induit par u sur Fy, et v, = ux, — A Ir, . On sait aussi que vy, est nilpotent d’indice Sy

Soit pour tout k, By une base de Fj. Alors B = (Bs,...,13,) est une base de E et dans cette base la matrice A de u est
diagonale par blocs
A 0 0
0 A, 0
A= . .
0 0 A,

ou Ay € M,,, (K) est la matrice de uy, dans la base Bj,.

Résumons ceci :

THEOREME 15.5.3
Soitu € L(E) un endomorphisme d’un K-ev E de dimension finien > 1 dont le polyn6me caractéristique est scindé sur K.
E est égal a la somme directe des sous espaces caractéristiques.

. PN p . . k=p . .
Si B est une base de E adaptée a la décomposition en somme directe E = & F),, la matrice de v dans B est diagonale par
k=1
blocs, les différents blocs étant de format (my, my,).

COROLLAIRE 155.1
Soitu € L(E) un endomorphisme d’un K-ev E de dimension finien > 1 dont le polynéme caractéristique est scindé sur K.
u est diagonalisable ssi pour toute valeur propre \;, de u, I’espace propre associé est égal a I’espace caractéristique associé.

preuve
Soit By, = ker(f — AxI). On sait que E, C Fj. Sipour tout k, Ey, = Fy, E est somme directe des espaces propres et u est
diagonalisable.

Réciproquement, si u est diagonalisable, ona £ = E1 & --- @ E, C F1 & --- & F, = E. On en déduit dim(E) =
k=p k=p
Z dim(Ey) < Z dim(F}) = dim(E) ce qui ne peut se produire, compte tenu de dim(F) < dim(Fy) pour tout k, que

SI dlm(Ek) = dlm(Fk) et donc E, = F}, pour tout k. On retrouve ainsi le fait que u est diagonalisable ssi pour tout k£ on a
dim(Ey) = my.

THEOREME 15.5.4 (Décomposition de Dumford)
Soitw € L(E) un endomorphisme d’un K-ev de dimension finie dont le polynéme caractéristique est scindé sur K. Il existe
un unique couple (d,n) d’endomorphismes de E vérifiant les trois propriétés suivantes :
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1. d est diagonalisable, n est nilpotent.
2. d etn commutent : dn = nd.

3 u=d+n.
De plus

4 Il existe des polynémes P et () (dépendant de ) tels que d = P(u) etn = Q(u).

5 L’indice de nilpotence de n est le maximum des ordres de multiplicité 3, des racines du polyn6me minimal.

preuve
Gardons les notations du théoréme précédent.

Existence

OnakFE = ea Fy. Soit m le projecteur sur Fy parallelement a la somme des F;, j # k. |l résulte du théoréme de

decomposmon des noyaux que les 75 sont des polyndmes en w : on dispose donc de polynomes Py, tels que Py (u) = mg.

Définissons d comme I’unique endomorphisme de E dont la restriction & Fj, est I’ appllcatlon x — Agz. Autrement dit,
k=p

d = > A\pm. Cest évidemment un endomorphisme diagonalisable et d = P(u) en posant P = Z A Pr.. On définit ensuite
k=1

n parn = u — d. C’est un polynéme en u et I’endomorphisme induit sur F}, par n est I’ endomorphlsme vk qui est nilpotent

d’indice 8. On en déduit que n est nilpotent d’indice max(3x). Enfin n et d commutent puisque ce sont des polyndmes en w.
On a donc prouvé I’existence d’un couple (d, n) vérifiant 1,2,3 et que ce couple vérifiant aussi 4 et 5.

Unicité
Soit (d’,n") un autre couple d’endomorphismes vérifiant les propriétés 1), 2) et 3) et (n, d) celui construit précédemment.

Puisque d’ commute avec »’, il commute avec n’ + d’ = u donc aussi avec tout polyndme en «, donc avec n et d. On a alors
d—d =n"—n.

e d—d’ est diagonalisable car d et d’ sont deux endomorphismes diagonalisables qui commutent, donc ils se diagonalisant
dans une méme base (théoréme 15.3.2). Dans cette base, la matrice de d — d’ est diagonale.

e n/ — n est nilpotent car n et n’ commutent et sont nilpotents : si n® = 0etn® = 0, ona (n' — n)"tF =
B+5'
> CB L kp/B+6 ~k Et dans cette somme chacun des termes est nul, car soit k > 8 et n* = 0, soit k < £ et
k=0

B+ 8 —k>p etn/ftF -k =,

e L’endomorphisme h = d —d' = n’ —n est a la fois diagonalisable et nilpotent. Sa seule valeur propre est 0 et sa matrice
dans une base convenable est diagonale, donc & = 0. Par conséquent, d = d’ etn = n’.

15.6 Application 1 : équations différentielles linéaires a coefficients constants

Introduction

Soit n > 1 un entier naturel, ao,...,a,_1 n nombres complexes fixés ; on posera a,, = 1. On introduit le polynéme
k=n

P(X) =Y apX*.
k=0

On considére I’équation différentielle

(Ep) y™ +a,_1y™ Y 4 b ay +agy =0

On se donne I un intervalle de R, non vide et non réduit a un point. Par définition, une solution de £p sur I est une fonction
f : I — C n-fois dérivable sur I telle que Vz € I ™) (z) + ap_1f™V(x) +--- + a1 f'(z) + aof(z) = 0. On notera
Ep I’ensemble des solutions de £p sur I. On voit facilement que tous les éléments de Ep sont des fonctions de classe C°.
Soit D : C*°(I,C) — C*°(I,C), D(¢) = ¢’ ladérivation. On a Ep = ker(P(D)). Par conséquent Ep est un sous espace
vectoriel de C*°(I, C) stable par D.

138



Pour A € C on notera e, la fonction I — C définie par e, (t) = e**. On sait (exemple 15.1.2) que la droite vectorielle de base
e, est I’espace propre de D associé a la valeur propre A.

Etude de cas particuliers

e CasP(X)=X -\
Ep est I’équation ' — Ay = 0. Dans ce cas Ep est la droite vectorielle engendrée par la fonction e.

e Cas P(X) = X"
Ep est I’équation y(™ = 0 et Ep est I’espace vctoriel des fonctions polydmes de degré inférieur ou égal an — 1. On a
dim(Ep) = n = deg(P).

e Cas P(X)=(X — )"
Soitg € C(I,C). Ona (D — X)(ex - g) = exg’ = exD(g), d’ou par récurrence (D — AI)™(ex(g)) = exD™(g).
Soit alors f € C°(I,C) etg = e_xf. Onadonc (D — AI)"(f) = exD"(g) de sorte que f € Ep < D"(g) =
0 < g est une fonction polyndéme de degré au plus n — 1. L’ensemble Ep est I’ensemble des fonctions de la forme
t — e (co+ert + -+ cp1t™ ). Il estencore de dimension n = deg(P).

Cas général
k=p

Ecrivons P(X) = [ (X — Ag)™* ol les A sont des complexes deux & deux distincts. Le théoréme de décomposition des
k=1

noyaux donne

Ep = ker(P(D)) = E’l’ ker (D — A\eI)™)
On en déduit que Ep est de dimension finie égale 8 my + - - - +m, = n = deg(P). Une fonction f est solution de £p ssi elle
est de la forme f(t) = kip eMtQy(t) ol Qy, est un polyndme arbitraire de degré au plus my_;.

k=1
Résumons les résultats obtenus :

THEOREME 15.6.1

SiP(X) = X"+ nil a; X7 = ]:[p(X — A)™ € C[X], les solutions de I’équation différentielle linéaire a coefficients

constants y(™ + an,Jlg_/(()”*l) +-+-+a1y’ +aoy = 0 forment un C-ev de dimension n. Toute solution s’écrit de maniére unique

sous la forme f(t) = ]]:Z_jp e Mt Qy(t) ot Qy, est un polynéme de degré au plus my,_ 1, ou, ce qui revient au méme, les fonctions
=1

t — tteMt 1<k <p, 0<i<my— 1formentune base de Ep.

Sous espaces caractéristiques de D
Notons encore D I’endomorphisme de Ep induit par la dérivation. On va a titre d’exemple, déterminer le polyndéme car-
actéristique, le polyndme minimal et les espaces caractéristiques de D.

Notons U; la fonction polyndme sur I, t — t' et By, la base de Fj, formée des fonctions Uiey, 0 < i < mj — 1. On a
D(Usey, ) =iU;—1ex, + ApUiey, enposant U_; = 0. La matrice de I’endomorphisme D, induit par D sur F), est donc

A 1 0o - 0
0 X 2 - 0
0 >\k mkfl

ou Ny est nilpotente d’indice de nilpotence my. Le polyndme minimal de Dy est donc (X — Ag)™* et son polyndme car-
actéristique (A, — X)™*.

E est lasomme directe des sous espaces stables E,, donc le polyndme minimal de D est le ppcm de ceux des Dy, c’est a dire P.
Dans la base (B, - ,B,) de Ep, la matrice M de D est diagonale par blocs. On voit donc que son polyndme caractéristique
est (—1)PP.

Enfin, on a Fy, = ker(D — A,I)™* donc les Fy, sont les espaces caractéristiques de D.
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Complément : solutions réelles

Considérons maintenant le cas ou tous les a; sont réels et ou on cherche les solutions réelles de I’équation. Si P est scindé sur
R, les résultats précédents s’appliquent. Sinon, on peut écrire

k=r j=q
P(X)=<H(X Ar)™ ) H —2)(X = %))”

k=1

ou les \; sont des réels distincts, les z; des complexes non réels avec z; # Z; pour tout couple (j,j'). En appliquant le
théoréme de décomposition des noyaux, comme ci dessus, tout ce qu’il reste a voir est ce qui se passe pour un polynéme P
de la forme P(X) = ((X — 2)(X —z))”. Onpose z = s + iw, s,w € Retw # 0. Notons Sc (resp. Sk ) I’ensemble des
solutions complexes (resp. réelles) de I’équation P(D)(y) = 0. Les fonctions t — tieste’tett — tieste™ ™t (0 < j < p—1)
forment une base de Sc sur C. 1l en est donc de méme des fonctions ¢ — /et cos(wt) et t — /e sin(wt).

p—1 |
Toute fonction appartenant & Sg est dans Sc donc de la forme ¢ — Y t/e** (A; cos(wt) + B; sin(wt)).
j=0

Lemme
Soient A;, B; des nombres complexes, s, w des réels, w # 0 et I un intervalle non vide et non réduit & un point de R. Si la

p—1
fonction ¢t — h(t) = > t/e® (A; cos(wt) + Bjsin(wt)) ne prend que des valeurs réelles sur I, alors les nombres A; et B;
j=0

sont tous réels.

p—1 . . )

En effet, la condition s’écrit > (t/e*'Im(A;) cos(wt) + t/e*'Im(B;) sin(wt)) = 0. Or les fonctions ¢ — t/e*'cos(wt) et
=0

t — tVestsin(wt) , 0 < j < p sont C-linéairement indépendantes, donc a fortiori R-linéairement indépendantes.

On a donc prouvé

THEOREME 15.6.2
n—1 . k=r Ji=q .
SiP(X)=X"+ ) a; X’ = ( (X - )\k)mk> (H (X =z} (X — zj))p’>, ou les z; sont des complexes deux & deux
j=0 k=1 j=1
distincts et tels que z; # Z; pour tout (j, '), les solutions réelles de I’équation différentielle linéaire & coefficients constants
y™ + ap_1y Y + o 4 a1y + agy = 0 forment un R-ev de dimension n.

Toute solution s’écrit de maniére unique sous la forme f(t) = Z et Qp(t) + E et (R;(t) cos(w;t) + S;(t) sin(w;t)) ou
onaposé z; = s; +iw; etol Qy, R;, S; sont des polynémes a coefftc:ents réels de degre strictement inférieur , respectivement

am]wp]ap]

Cas particulier
Rappelons les résultats obtenus dans le cas d’une équation du second ordre a coefficients réels, (£) ay” + by’ +cy =0a # 0.
L’équation caractéristique est aX? + bX + c = 0. Il y a trois cas :

e b2 — 4ac > 0. Si r et r’ sont les racines réelles de I’équation caractéristique, la solution générale de (€) est y(z) =
Ae™ + Be" *, A, B constantes réelles.

e b? — 4ac = 0 La solution générale est y(z) = (Az + B)e~"*/2* A, B constantes réelles.

e b? — 4ac < 0 Si on écrit les deux racines de I’équation caractéristique sous la forme » + iw avec r € R et w € R*, la
solution générale de (&) est y(x) = e™ (A cos(wz) + Bsin(wx)) A, B constantes réelles.

15.7 Application 2 : suites récurrentes linéaires

Introduction

Soient K = R ou C, n > 1 un entier naturel, ag, .. ., a,_1 n éléments de K non tous nuls. On s’intéresse a I’ensemble Ep des
suites (ug)ren d’éléments de K vérifiant la relation de récurrence

(R) Vk €N Ugyn = Gn_1Uktn—1 + -+ + a1ugr1 + aour =0
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On se limitera au cas ou ag # 0 car sinon, par décalage d’indice, on est ramené a une récurrence linéaire d’ordre n — 1.

On vérifie facilement que Ep est un sous espace vectoriel du K-ev KN des suites & valeurs dans K. Pout tout élément
(%o, ...,zn—1) € K", il existe une unique suite appartenant a E'p vérifiant u; = x; pour 0 < j <n — 1.

THEOREME 15.7.1
Avec les notations précédentes, I’application ® qui @ u = (ux) € Ep associe ®(u) = (ug,...,un—1) € K" est un isomor-
phisme de Ep sur K™. En particulier, Ep est un K-ev de dimension n.

n—1
On introduit le polyndme P(X) = X" — Y ap X*.

k=0
Soit 2 : KN — KN I’endomorphisme de décalage, défini par ¥(u) = v ol v est telle que vy = ug1 pour tout k. On a, pour
tout u € KN et tout entier r (X7 (u)), = u,x de sorte que la relation R s’écrit P(X)(u) = 0. On adonc Ep = ker(P(X)).
On retrouve le fait que Ep est un sous espace vectoriel de K ; de plus il est stable par X. Nous noterons S I’endomorphisme
de Ep induit par X.

Matrice de S

Soit B = (Uy,...,U,) labase de Ep image par ! de la base canonique de K". U; est donc la suite vérifiant R et donc la
condition initiale est le j-iéme vecteur de la base canonique de K".

THEOREME 15.7.2
La matrice A dans la base B de I’endomorphisme S est la transposée de la matrice compagnon du polynéme P:

0 1 0 0

0 0 1 0
A= :

0 0 0 1

ag a1 Gp—2 Qap-1

COROLLAIRE 15.7.1
Le polynéme caractéristique (resp. le polynéme minimal) de S est (—1)™ P (resp- P).

preuve

La matrice A de S dans 13 est égale a la matrice de S’ := ® o S o ®~! dans la base canonique de K”. Soit X € K" tel que
X = (zo,...,2n-1). S'(X) est la condition initiale de I’image par .S de la suite de condition initiale X, donc S’(X) est
I’élément de K™ qui en ligne s’écrit (x1, -+ , Tp—1,%,) QVEC Ty, = Ap—1Tp—1 + - - - + @121 + apzo. On en déduit A.

Eléments propres de S
Il en résulte que les valeurs propres de S sont les racines de P. L’hypothése ag # 0 garantit qu’une telle valeur propre est non

nulle. Soit A une valeur propre de S. La suite u est un vecteur propre associé ssi S(u) = Au i.e. ssi Vk € N, ugy1 = Aug. On
adonc

PROPOSITION 15.7.1
Les valeurs propres de S sont les racines de P. L’espace propre associé a la racine A est de dimension 1, engendré par la suite
géométrique de raison ().

Dans la suite, nous noterons par g, la suite géométrique de raison A, telle que g (n) = A™.
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Etude compléte

k=p
Nous supposerons P scindé sur K. Ecrivons P(X) = [] (X — Ax)™* ou les A sont des éléments de K deux & deux distincts.

k=1
Ona .
Ep = ker(P(S)) = ke_ap ker ((S — ApI)™")
=1

et donc tout revient a étudier le cas P(X) = (X — \)™.

o Lecas A =1
Sim =1, Ex_, est I’ensemble des suites constantes. On vérifie sans peine que si m = 2, £ x_1)2 est I’ensemble des
suites de la forme n — an + b avec a, b constantes. Nous allons généraliser ces résultats.
Soit A : K[X] — K[X] I’opérateur différence qui au polyndme @ associe le polyndme A(Q) tel que A(Q)(X) =
Q(X +1) — Q(X). Si Q est constant, A(Q) = 0. Un petit calcul montre que si deg(Q) = ¢ > 1 alors deg(A(Q)) =
g — 1. On en déduit que pour tout entier m, ker(A™) est égal a I’espace K,,,_1[X] des polyndmes de degré au plus
m — 1.
Soit Q € K,,—1[X] et u la suite définie par ux = Q(k). Ona ((S — I)(u)), = A(Q)(k) dol ((S — I)™(u)), =0
pour tout k. L’ensemble des suites de la forme (Q(k))ren pour @ € K,,_1[X] est donc contenu dans ker ((S —
I)™). Or cet ensemble de suites est un sous espace vectoriel isomorphe & K,,_;[X] donc de dimension m. Comme
dim (ker ((S — I)™)) = m, on a I’égalité.
Conclusion : ker ((S — I)™) = E(x_1)= est I’ensemble des suites de la forme (Q(k))k>0 pour @ polyndme de degré
au plus m — 1.

e réductionaucas A =1
Si u et v sont deux suites, on note w - v leur produit défini par (u - v); = ugvg. Soit v une suite quelconque. On a

((S = AD)(gx - v))y, = M ogyr = M H o = X (W (vg1 — vp)) = A(ga - (S = D) (),

soit
(S =AD)(gx-v) = A(gr- (S —1I)(v))
d’ol par une récurrence immédiate

(S =A™ (gn-v) = A" (gr - (§ = )™ (v))

Soit alors  une suite quelconque. Comme \ # 0, on peut définir une suite v en posant pour tout k v, = ug /¥ de sorte
que u = g, - v. En appliquant la derniére relation, on voit que

ueker((S—A)™) e veker ((S—I)M) < 3Q € K,—1[X] Vk vp, = Q(k)

Conclusion : ker ((S — AI)™) = E(x_xp= est I’ensemble des suites u de la forme u;, = A*Q(k) oti @ est un polynome
de degré au plus m — 1.

THEOREME 15.7.3

n—1 k=p
Soit P(X) = X" — Y ap X* = ] (X — A\x)™* avec ag # 0. L’ensemble des suites (u) Vérifiant la relation de récurrence
k=0 k=1
(R) Vk €N Upyn = Gn-1Uktn—1+ -+ + G1UE+1 + GouUg

est un K espace vectoriel de dimension n. Il est formé des suites (uy,) de la forme
Jj=p
up = NQ;(k)
j=1
oul les Q. sont des polyndémes a coefficients dans K de degré au plus m; — 1.

Pour finir, résumons les résultats obtenus dans le cas n = 2. On se donne donc a, b réels ou complexes avec b # 0 et on étudie
les suites (uy) Vérifiant
(R) Vk > 0 ugyo = augy1 + bug

L’équation caractéristique de la suite est X2 —aX — b= 0.
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e Solutions sur C
Il'y a deux cas.
1) a® + 4b # 0. L’équation caractéristique admet deux racines distinctes \; et A, et une suite w vérifie la relation R ssi
il existe deux constantes complexes C et D telles que Vk € N uy, = CA\Y + D)L,
2) a? + 4b = 0 L’équation caractéristique admet une racine double A\ = a/2. Alors une suite v vérifie la relation R ssi
il existe deux constantes complexes C et D telles que Vk € N uy, = (Ck + D).

e Solutions sur R
On suppose a, b réels. 11y a trois cas
1) a® +4b > 0. L’équation caractéristique admet deux solutions réelles distinctes. Les suites réelles solutions de R sont
les suites u telles que ux, = CA¥ + DA% ot C, D sont des constantes réelles arbitraires.
2) a? + 4b = 0. L’équation caractéristique a une racine double réelle A = a/2. Les suites réelles soluttions de R sont
les suites u telles que u, = (Ck + D)\* oll C, D sont des constantes réelles arbitraires.
3) a®+4b < 0. L’équation caractéristique admet deux solutions complexes non réelles conjuguées A = re'® et A = re=%
avec r > 0. Les suites (r¥e*¥); 5 et (rFe=*?),~ o forment une base sur C de I’ensemble des solutions complexes de
R. Il en est donc de méme des suites (r* cos(kf))r>0 et (r* sin(k6))r=o. On en déduit que les suites réelles solutions
de R sont les suites u telles que u, = r* (C cos(k@) + Dsin(k#)) ol C, D sont des constantes réelles arbitraires.

Application : déterminant tridiagonal

Soient a, b, c € C et M,, € M, (C) la matrice tridiagonale telle que m; ; = a pour 1 < i < n, mj i1 = b, m;41,; = c pour
1 < i< n—1. Onse propose de calculer le déterminant A,, = A,,(a, b, c) de M,,. En développant par rapport a la premiére
colonne, on obtient de suite pour n > 3 la relation

An = aAn_l - bcAn—Q

Cette relation subsite pour n = 2 en posant Ay = 1. La suite (A),, est donc définie par la relation de récurrence ci dessus et la
condition initiale Ay =1, A1 = a.

L’équation caractéristique est X2 — aX + bc = 0.

e Placons nous dans le cas a® — 4bc # 0. Notons s et ¢ les deux racines de X2 — aX + bc = 0. |l existe des constantes
A et B telles que, pour tout n, A,, = As™ + Bt™. Pour n = 0 puis n = 1 on obtient les conditions A + B = 1 et

sA+tB=a=s+t. OnobtientA:ﬁetB:ﬁd’oU

Sn+1 _ Z«:n+1

A, (a,b,c) = =" s T st "

s—t

e Danslecasa? —4bc = 0onas =t = a/2 et en procédant de la méme maniére on trouve

aTL

2n

On peut aussi conclure par continuité. La fonction A,, : C* — C est continue. Soit (a, b, c) tels que a® + 4bc = 0. On
peut trouver une suite (ax, by, cx) convergeant vers (a, b, c) telle que V& a3 + 4byci, # 0. On choisit une fois pour toutes
une suite dy, telle que &, = a? — 4bycy et on prend ¢, = (—ax, — 0x)/2 et s, = (—ay + dx)/2. Le couple (¢, si) tend
vers (—a/2, —a/2) d’ou la valeur de A, (a, b, c).

Ap(a,b,e) =(n+1)(-1)"

Application
On se propose de déterminer les éléments propres de la matrice
2 -1 0o ... ... 0
—1 2 -1 0 ... 0
M = 0
0 --- -0 -1 2 -1
0 ... ... 0 -1 2

En anticipant sur le cours sur I’algebre bilinéaire, on constate que cette matrice est symétrique réelle, donc diagonalisable sur
R. Nous n’aurons pas besoin de cette remarque pour faire le calcul.
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Valeurs propres

Soit A € Cet A = det(M — AI,). Onestdans le cas précédentaveca = 2—\etb=c= —1.Onaa?—4bc = (2—\)? -4 =
A2 — 4. Supposons A\ # 0 et A # 4. Dans ce cas on a, en désignant par s,  les racines de I’équation X2 — (2 - \)X + 1 =0,
s+t=2—-X,st=1et(t—s)A =t - gntl,

Pour avoir A = 0 il suffit donc de trouver (s, ¢, \) tels que

s #F ot 5 # t
st =1 e |
gt = gntl < s = 1/t
A = 2—(s+1) A = 2—(s+1)
Désignons par wy = exp ((nﬂfl)> les racines 2(n + 1)-iémes de 1 (0 < k& < 2n — 1). La deuxiéme équation du dernier

systeme implique I’existence d’un k tel que ¢ = wy. La premiere donne s = 1/t = Wy = wWy(n41)—k- La condition s # ¢
exclut les valeurs de k tels que w? = 1, c’est a dire k = 0 et k = n + 1. Dans ces conditions, posons

A =2 — 2cos <(nk:—’7_r1)) = dsin’ (2(;—7;1))

La fonction = — sin®(z) est strictement croissante sur [0, 7/2] donc les nombres Az, 1 < k < n sont tous distincts et
différents de 0 et de 4. On obtient donc ainsi n valeurs propres toutes distinctes pour la matrice M carrée d’ordre n. Elles sont
donc toutes simples et ce sont les seules. 11 n’y a donc pas lieu d’étudier les cas laissés de coté.

Le lecteur remarqueraque lorsque n +2 < k< 2n+1o0nad; = Agpqo_ravecl < 2n+2—k < n.

Vecteurs propres

Z1
Soit X = : un vecteur propre de la matrice M pour la valeur propre A = A\;. On a donc
Zn
(2= Nz — 22 = 0
—x1 + (2 - )\)IQ — X3 = 0
—Zp1+ 22—z, = 0

Introduisons la suite (u;) vérifiant ug = 0, u; = et la relation de récurrence —u; + (2 — A)uj+1 — ujy2 = 0. On aura
z; =u;pour 1 < j < n—1et siu,r1 =0onauraaussi z, = u,. L’équation caractéristique est X? — (2—\)X +1=10
soit X2 — 2 cos(ag) +1 = 00Uy = kr/(n+ 1). Les racines sont e?“* et e~“*, Avec la condition initiale uo = 0 on trouve
u; = Asin(jo) ot A est une constante. Vu la valeur de o on a bien u,,41 = 0. Finalement, I’espace propre associé a la valeur
propre )\ est la droite vectorielle engendrée par le vecteur

sin(ag)

sin(2ay)

sin(nay)
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