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Espaces Metriques

Ces notes constituent uasung de notions usuelles. Leg&fihitions etenoné&s sont dones en @étail. Les @monstrations de
nombreuses affirmations, entre autre de cellésgukes du signéd sont laisges au lecteur. Le sigri® indique la fin d’'une
démonstration.

1.1 Espaces ratriques

1.1.1 Distance

DEFINITION 1.1.1
Soit X un ensemble non vide. On appelle distance Xuune applicationi : X x X — R vérifiant les trois propétés
suivantes:

(1) Vz,y € X, d(z,y) > 0 etd(z,y) =0z =y

(2) Vz,y € X, d(z,y) = d(y,z)

(3) Va,y,z € X, d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) (inégalié triangulaire).

On appelle espaceéatrique un coupleX ,d) ot X est un ensemble non videdtine distance sux .

De (3), on @&duit
(4) V:z:,y,z € X? |d($’z) - d(y’z)l < d(:l?,y)

EXEMPLE 1.1.1
1. R ouC muni de la distancé(z, z') = |z — 2/|. Sauf mention explicite du contraire, on corésiera toujourlR ou C
muni de cette distance.

2. Ladroite nurarique ache#eR = R U {—oc0, +00} peutétre munie d’une distane#r, y) = |arctan x — arctany|, en
convenant de poserctan(—oo) = —7/2 etarctan(+oo0) = /2

3. SoitX un ensemble quelconque ayant au moins d#éments ; I'applicatior x : X x X — R définie parex (z,z) =0
pour toutz etex (z,y) = 1 six # y est une distance sif que I'on appelera distance diste.

1.1.2 Boules

DEFINITION 1.1.2
Soit (X ,d) un espace #&trique,r un réel positif eta € X.

On appelle boule ouverte de cendret de rayornr 'ensembleB(a,r) = {z € X | d(a,z) < r}.
On appelle boule ferée de centre et de rayon 'ensembleB’ (a,r) = {x € X | d(a,z) < r}

On appelle spare de centre et de rayon I'ensembleS(a,r) = {x € X | d(a,z) =1r}.



On notera que si = 0, B(a,0) = () et B'(a,0) = S(a,0) = {a}.

1.1.3 Sous espacesétriques

Soit (X,d) un espace gtrique,Y un sous ensemble non vide &e La restrictiondy ded aY x Y définit une distance sur.
Le couple(Y, dy) est appe? le sous espaceétriqueY de X. En pratique, on notera encafeu lieu dedy la distance ainsi
définie surY'.

Sia €Y, la boule ouverte (resp. feér) de centre et de rayon- dans I'espace EtriqueY est l'intersection avet” de la
boule ouverte (resp. feree) de centre et de rayorr dansX: By (a,r) = B(a,r)NY.

1.1.4 Parties borrees

& Soit (X,d) un espace gtrique non vide efl une partie non vide d& . Les proprétes suivantes so@juivalentes:

1.3a€ X, Ir >0, AC B(a,r)
2.3a€e X, Ir >0, AC B'(a,r)
3.Vae X, Ir>0, AC B(a,r)
4. NYae X, Ir >0, AC B'(a,r)
5. Larestriction del a A x A est majoee.

On dit qu’une partie non vidé est borie si elle erifie I'une (et donc les cing) prof@tés ci dessus. SA est une partie boée

non vide, le diaretre deA est dianf4) = sup d(z,y). Par convention, la partie vide est bém
z,y€eA

1.1.5 Distance d’'un pointa une partie

Soit (X,d) un espace gtrique, A une partie non vide de&{ etz € X. On appelle distance de a A, le nombre
d(z,A) = inf d(z,y).
yeA
Si A et B sont deux sous ensembles non videsdda distance ded a B est le nombrel(A, B) = ( §n£ 5 d(z,y). Ona
x,Yy)EAX
doncd(z, B) = d({z}, B).

Attention! Ceci n’est pas une distance sur I'ensemble des parties non vid€s de

1.1.6 Fonctions lipschitziennes

DEFINITION 1.1.3
Soient (X ,d) et (Y ,d') deux espaces @triques etf une application d&X dansY. Sik est un el positif, on dit quef est
k-lipschitzienne sz, 2’ € X, d'(f(z), f(z')) < kd(z,2').

On dit quef est lipschitzienne si il existe un> 0 telle quef soitk-lipschitzienne.

& La composge de deux applications lipschitziennes est lipschitzienne.
& Si A est une partie non vide d’'un espacétnque(X, d), I'applicationz — d(x, A) est 1-lipschitzienne.

1.1.7 Distance€quivalentes

DEFINITION 1.1.4

Soit X un ensemble non vide dteté deux distances suX. On dit qued et sontéquivalentes (on gcise quelquefois
fortementéquivalentes) si il existe deéels positifs: etb tels qual < ad etd < bd.

Il revient au néme de dire qu'il existe degels strictement positifs etk’ tels queko < d < k'§.



& Deux distanced et sur X sontéquivalentes ssi les applicatiohdy : (X,d) — (X,0) etldx : (X,0) — (X,d) sont
lipschitziennes.

& La relationd estéquivalentea § est une relation &quivalence sur 'ensemble des distancesXsur

& Soit (X', d") un espace gtrique etd et deux distancedquivalentes suk. Alors f : (X,d) — (X', d’) est lipschitzienne
si et seulement §f : (X,d) — (X', d’) est lipschitzienne.

1.1.8 Espaces produits

Soientp un entierp > 2, (X;,d;), 1 <1 < p, p espaces #triques efX = X; x X3 x -+ x X,,.
Pourz = (21,2, ,2p) €ty = (y1,%2, - - , yp) dansX, on cefinit
i=p 1=p
Di(z,y) = Y- di(zi,9:);  Da(w,y) = 4] > di(wi,yi)? €t Deo(w,y) = 1S<UE di(zi,yi)-
i=1 i=1 <I<p

D, D, et D, sont des distances s qui sontequivalentes. On a en effét,, < D; < pDy et D < D2 < /pDo.

Soit, pour chaque, F; C E; et F = Fy x --- x Fp. Notonsé; la distance induite suF; pard;. Sur I'espace produif’,
on dispose des distancés, A,, etA, fabriquesa partir desj; comme lesD1, D,, etD,, a partir desd;. Les distances
A1, As, etA,, sontégales aux distances induites gar, D2, etD,, surF C E.

@ Les projections: = (z1,--- ,x,) — x; sont alors lipschitziennes pour chacune des distances ci dessus.

& Soit (X,d) un espace &trique. Lorsqu’on muniX x X de I'une quelconque des distancédidies ci dessus, I'application
d: X x X — R estlipschitzienne.

1.2 Topologie d’'un espace ratrique

Soit (X ,d) un espace E&trique.

1.2.1 Ouverts

DEFINITION 1.2.1
On dit qu’'un sous ensembiede X est ouvert sa € Q, Ir > 0, B(a,r) C Q.

& Toute boule ouverte est un ouvert.

& SiQ C X, les trois propiétes suivantes so@guivalentes:

1. Q estouvert.
2. VYa € Q, In € N*, B(a,%) cQ
3. Q est Eunion de boules ouvertes.

THEOREME 1.2.1
Soit® = O(X,d) C P(X) la famille des ouverts de I'espaceétrique (X ,d).

1. O est stable pardunion quelconque.(i.e. toutéunion d’ouverts est un ouvert).
2. O est stable par intersectidimie.(i.e. toute intersectiofinie d’ouverts est un ouvert).

3. 0 et X appartiennena O . (L'ensemble vide et I'espace tout entier sont ouverts).

RemarqueOn appelle topologie sur un ensemBietoute famille de parties d& vérifiant les propétes 1), 2) et 3). Ainsi, la
donrée d’'une distance su¥ définit une topologie suk.

Attention. Il est faux qu’une intersection quelconque d’ouverts soit un ouvert.



THEOREME 1.2.2
Deux distanceéquivalented eté sur 'ensembleX définissent la reme topologie. Autrement dit, 8ietd sontéquivalentes,
onal(X,d) = O(X,9).

Preuve

Il suffit de montrer qué < kd = O(X,§) C O(X,d) puis déchanger lesiles ded etd . SoitQ2 € O(X, §). On veut montrer
queQ est un ouvert pour la topologieétinie pard. C'est le cas sf2 = (. Sinon, soita € Q. Puisquel € O(X,d), il existe

p > 0tel queBs(a,p) C Q ou Bs(a, p) est la boule ouverte de centede rayonp pour la distancé. Linégalie § < kd

implique I'inclusionBy(a, p/k) C Bs(a, p) On en éduit queB,(a, p/k) C . R

Attention. La réciproque est fausse. Deux distances suréenmensembl& peuvent éfinir la meme topologie sangtre
équivalentes.

Exercices

1. Pourz,y € R, on posed(z,y) = inf (Jx — y|,1). Montrer qued est une distance siR, gu’elle c&finit la méme
topologie que la distance usuelle, mais qu’elle n’estggpasvalentex cette distance.

2. La topologie déR consicere comme sous espacettrique de I'espace étrigueR = (exemple 1.1.1 ) est la topologie
usuelle.

3. Si X est un ensemble quelconque munie de la distanceatiiscy (définie exemple 1.1.1) toutes les partiesXiesont
ouvertes. On adon®@(X) = P(X) ; latopologie ainsi éfinie s’appelle la topologie disete surX.

1.2.2 Fernes

DEFINITION 1.2.2
Une partieF’ de X est fernge si son com@imentaired®® = X \ F est ouvert.

Du theome 1.2.1 on @duit imneédiatement :

THEOREME 1.2.3
Une intersection quelconque de fa&snest un ferid. Une éunionfinie de fernés est un ferd. () et X sont fernés.

& Toute boule ferrae, toute spére, tout singleton est une partie fé&en

1.2.3 \Voisinages

DEFINITION 1.2.3
Soit A une partie quelconque dé. On appelle voisinage dé toute partiéV de X qui contient un ouvert contenant

Si W et W’ sont deux voisinages dé, W N W' en est un. Si € X, on appelle voisinage detout voisinage ded = {a}.
On noteral(a) I'ensemble des voisinages de

THEOREME 1.2.4
Soit(X,d) un espace #&trique et) une partie deX . Q) est ouvert si se seulement si il est voisinage de chacun de ses points.

preuve
SoitQ2 un ouvert; siz € Q, 2 contient un ouvert{¢ lui méme) contenant, doncf2 € V(x). Réciproquement, supposons que
Q2 soit voisinage de chacun de ses points et montrongjest ouvert. Soit. € 2 ; il existe un ouvertU tel quea € U et

U C Q. CommeU est ouvert, il existe un > 0 tel queB(a,r) C U C Q. Finalement, pour tout € , il existe unr > 0 tel
queB(a,r) C 2 ce qui prouve quél est ouverd

THEOREME 1.2.5
& Soient(X, d) un espace #&trique,a € X etV (a) 'ensemble des voisinages deOn a

1. VvV eV(a), acV



2.V eV(a), YWWCX, VCcW=WeV(a)
3. V(a) est stable par intersection finie.

4. SoitV € V(a) . llexisteU € V(a), U C V tel queVz € U, U € V(z)

On appelle sygime fondamental de voisinagesdéou base de voisinages dé tout sous ensembléy(a) deV(a) tel que,
pour toute parti@?” de X on ait 'équivalencéV € V(a) < U € Vy(a) U C W.

Par exemple, I'ensemble des boules ouvertes (resp é&shue centre et de rayonl /n (n entier naturel strictement positif)
est un sysime fondamental de voisinagesdae

THEOREME 1.2.6 (Séparation)
Soienta eta’ deux points distincts de I'espacetmque(X, d). Il existe un voisinag® dea et un voisinagé’’ dea’ tels que
V NV’ = (. Ondit que la topologie d& est £pake.

preuve
PrendreV = B(a,r/2),V' = B(d/,r/2) our = d(a,a’).

1.2.4 Topologie d'un sous espace

Soit (X, d) un espace #&trique eft” une partie non vide d&. Y est un espace @trique (comme sous espaceXec.f. 1.1.3).
Les ouverts (resp. les fedm)deY” sont les intersections av&tdes ouverts (resp. des fees) deX.

Prouvons le pour les ouverts ; on sait que pour togt Y on aBy (a,r) = B(a,r) NY. On en @&duit facilement que gV
est un ouvert d&X alorsU N'Y est un ouvert d&". Montrons la eciproque ; soit¥ un ouvert de¥” que I'on peut supposer
non vide ; soitz € W ; il exister > 0 tel queBy (z,r) C W. NotonsB, = B(z,r) de sorte queB, N Y C W. Soit
Q= ,cy Bz ;cestunouvertdeX etonal = QNY. W

De méme, sic € Y etsiW C Y , W est un voisinage de dansY si et seulement si il existe un voisinajedea dansX tel
queWw =V nNY.

1.2.5 Topologie produit

Soientp un entier,p > 1, (X;, d;)1<i<p p €Spaces @riques etX = X; x --- x X,. Les trois distances usuelle®l(1.8)
sur X sontéquivalentes doncédinissent la rame topologie, apék topologie produit. Sof C X eta € Q. Q est un
voisinage dex pour la topologie produit si et seulement si il existe- 0 tel queBp__(a,r) C €, ce qui revien& dire que
Bi(a1,7r) x -+ x Bp(ap,r) C £, ou encore qu'il existe des voisinagésdea,; dansX; tels queV; x --- x V,. C 2. Comme
la notion de voisinage dans; ne cepend que de la topologie d&, on voit que la notion de voisinage dakisne cepend que
de ces topologies, ce qui justifie le nom de topologie produit dearta topologie deX.

Plus geréralement, une notion qui n&pend que de la topologie dé (et non de la distanceéfinissant cette topologie) est
dite topologique. Le fait pour un sous ensembleXdd’étre ferng, par exemple, est une notion topologique. Par contre, le fait
pour un sous ensembleédie bor@ cepend de la distance (cf exercice 1§du2.1). On dit que c’est une notionatrique.

SoientF; C E; pouri =1,--- ,petF = F; x --- x F, C E. |l résulte de 1.1.8 quE consiceré comme sous espace Hea
la méme topologie qué’ consicere comme produit des;.

1.3 Sous ensembles d’'un espacegtnique

1.3.1 Intérieur

DEFINITION 1.3.1

Soient(X,d) un espace #&trique,A C X. On dit qu’un pointa € X est inrieura A si A est un voisinage de. Ce qui
revienta dire qu'il existe unr > 0 tel queB(a,r) C A.

On appelle inérieur deA et on noted I'ensemble des points iatieursa A.

PROPOSITION 1.3.1 )
L’int érieur deA est le plus grand ouvert (au sens de I'inclusiondeontenu dangl. En particulierA est ouvert ssi = A.



preuve
Soita intérieura A etr > 0 tel queB(a,r) C A ; la bouleB(a,r) est un ouvert donc voisinage de chacun de ses points.
Donc toutr de B(a, ) est inerieura A, soit B(a,r) C A. Ceci prouve que que l'igtieur deA est un ouvert d&. SiU est

un ouvert deX contenu dangi, par cEfinition tout point ddJ est inerieura A doncU C A. A est donc le plus grand ouvert
contenu dangl.

Attention! Ecrire "le plus grand ouvert” ayant telle prop# (ici contenu dansl) nécessite de montrer que ce plus grand
ouvert existe. La @monstration ci dessus prouve entre autres choses cette existence. On peut aussi montrer directement cett
existence de la madie suivante: d'une part il existe des ouverts contenus ddhensemble vide) et d’autre part launion de

tous les ouverts contenus daAgst encore un ouvert contenu dahget c’est manifestement le plus grand (pour 'inclusion).

1.3.2 Adherence

DEFINITION 1.3.2
Soient(X,d) un espace #étrique etA C X. On dit que le point, € X est adlerenta A si tout voisinage de rencontreA.
On apelle adérence del et onnote A 'ensemble des points adhrentsa A.

Onadonm € A <= (YV €V(a),VNA#D) < (Vr>0,3z € A,d(a,z) <7).

PROPOSITION 1.3.2 o
L’adhérence del est un ferné et c’est le plus petit ferencontenant\. En particulierA est ferne ssiA = A.

preuve
SoitU = X\ A. Il s'agit de montrer qué/ est ouvert. Soit: € U. Par dfinition, z n’est pas adérenta A donc il exister > 0
tel queB(z,r) N A = (). Siy est un point quelconque d&(z,r), B(z,r) est un voisinage dg qui ne rencontre pad. Par
congquenty ¢ A; autrement diB(x,r) C U, ce qui prouve qué&’ est ouvert donque A est ferng. Il estévident qued C A.
Donc A est un ferné contenantd. Enfin, soitF un ferne contenantd. Siz ¢ F, 'ouvert X\ F est un voisinage de qui ne
rencontre pasl, doncz ¢ A et par conéquentd C F.

PROPOSITION 1.3.3 -
& Soit A une partie d’'un espaceétrique(X,d). OnaA = {x € X|d(z,A) = 0}.

Attention! L'adhérence de la boule ouveria, r) est contenue dans la boule fé&eB’(a, r). Mais dans un espaceatrique
guelconque on n'a paségali€é en gréral. Par exemple, soX = Z muni de la distance induite par celle e La boule
ouverte de centre O et de rayon 1 est le singl€idh qui est ferng (comme tout sigleton dans un espacetique). Son
adkerence est donc elleéme. Mais la boule ferée de centre 0 de rayon 1 €31(0,1) = {—1,0,1} # B(0,1) = {0}.

PROPOSITION 1.3.4 ) - - )
& Soient(X, d) un espace gtrique,AC X, B=X\A.OnaB=X\A et B=X\4

PROPOSITION 1.3.5
SoientA et B deux parties d’'un espaceétnique(X,d). Ona:

(1) ANB=A

2) ANBCA
preuve

(1) Lintérieur deA N B est un ouvert contenu dadsdonc dans I'ingrieur deA et dansB donc dans l'inérieur deB ; par
—N o o o o
congquentd N B € AN B. InversementA N B est un ouvert (intersection de deux ouverts) contenu dagtsdansB

e o —N
doncdansAnN B. DouANB C AN B. )
N o I
De méme, l'inrieur deA (resp. deB) est un ouvert contenu dadsU B ; doncAU B Cc AU B
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(2) résulte de la proposition peedente, ou peut faire I'objet d’'uné&honstration directe.

Remarque

L, . » o o —~ . - ,
On n'a pas, engréral, 'égali€ entreAU Bet AU B nientreAN B et AN B. Un exemple est do@parX =R, A = Qet
B =R\ Q. Lintérieur deA et celui deB sont vides, alors que l'igtieur deA U B estR. D’autrepart, AN B = {), alorsque
A=B=R

DEFINITION 1.3.3 -
Soit(X,d) un espace #&trique,A C X. On appelle frongre deA, et on note RrA) oudA I'ensembleAN X — A.

Un pointz est dans la frondire deA si et seulement si tout voisinagede x contient des points appartenantl et des points
n'appartenant pas A. La frontiere deA est un sous ensemble fezrdeX.

DEFINITION 1.3.4 B
Soit(X,d) un espace #&trique,A C X. On dit queA est partout dense dassiA = X.

Plus gréralement, sB C A C X, on dit queB est dense dan siA C B.

A est partout dense daBs si et seulement si tout ouvert non vide 8erencontreA.

EXEMPLE 1.3.1
Q etR \ Q sont denses daff&.

DEFINITION 1.3.5

Soit (X,d) un espace airique,A C X Un pointa de X est un point d’accumulation dé si tout voisinage de rencontre
I'ensembleA \ {a}. Un point d’accumulation dd est donc écessairement aéfenta A.

Un pointa de A est dit isoé dansA si il existe un voisinag® de A tel queV N A = ).

& Soita € X. a estun point is@ deA si et seulement si € A eta n'est pas un point d’accumulation de

& a est un point d’accumulation dé si et seulement si pour tout voisinalfede a, I'ensemblel N A est infini.

& LensembleA’ des points d’accumulation dé est un ensemble fer@ret ona A = AU A'.

1.4 Suites dans un espace @trique

1.4.1 C[efinition, suites extraites

Si X est un ensemble quelconque, une suitdéihents deX est une applicatiom : N — X. On noteu,, = u(n) ou aussi
U = (un)nZO-

Etant dongée une suite: d'€lements deX, une sous suite (ou suite extraite)west une suite de la formev = u o ol ¢ est
une applicatiolN — N, strictement croissante. est donc une suite strictement croissante d’entiers naturels.

Sion noteny, = ¢(k), 0N avy, = uyk) = un,,. TOUte SOus suite d’'une sous suitewdest une sous suite de

Remargue importante Si¢ : N — N est une application strictement croissante, on a pourit@ulN, p(k) > k.

EXEMPLE 1.4.1

Siu est une suite, les suit€s, = uap)p>0 €t (W, = ugp11)p>0 SONt des suites extraites de
1.4.2 Limites, valeurs d’adlerence

DEFINITION 1.4.1

Soit (X, d) un espace #trique,u une suite déléments deX et\ € X. On dit que la suite. converge vers. si pour tout
voisinageV de ) il existe un entielN tel queu,, € V pourn > N. Il revient au néme de dire que,, appartien&V sauf pour
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un nombre fini d’indices.
On dit que la suite: est convergente si il existe @tement\, appeé limite deu tel queu converge vers.
Donc\ est limite deu si et seulement si

Ve>0,AINeN, VneN, n> N = d(u,,\) <¢

& Siune suite est convergente, sa limite est unique. (utilise€leime 1.2.6). On peut dorgrire A = lim u,,.
& Si une suites converge vers, toute sous suite de converge aussi vers

& Toute suite convergente est bém

A& Siles suitegusgy,) et (uzp41) ONt une n@me limite), la suiteu converge vers.

DEFINITION 1.4.2

Soit(X,d) un espace #trique,u une suite céléements deX et € X. On dit que\ est valeur d’adérence de la suite si
pour tout voisinag®” de\ et tout entier nature\ il existe un entier, > N tel queu,, € V.

Cela revient dire que pour tout voisinagé de ), il existe une infinié d’entiersn tels queu,, € V.

A est valeur d’adérence de la suite si et seulement si

Ve>0,VN eN, IneN, n> N etd(up,\) <¢

Attention! Etant dongie une suite, on peut consiérer 'ensembled, des termes de la suite. |l faut prendre gaadee pas
confondre un point adirenta A, et une valeur d’adérence de la suite. Cette derr@re notion fait intervenir I'application
u : N — X alors que la prengre ne fait intervenir que I'ensembilgN). On a en fait :

PROPOSITION 1.4.1
Soit (X, d) un espace #trique,u une suite céléements deX. Posons, poup entier, A, = {u,;n > p}. L'ensemble des

valeurs d’adBrence de la suite est() A,.
n>=0

En effet,\ est valeur d’adérence de: si et seulement si pour toutet toutV” voisinage de\ on aV N A, # ), c’esta dire si
et seulement si pour tout, A € A,,.

Exercice

Soit A une valeur d’adérence de la suitéu,,). On suppose qua ¢ Ay, = {u,, n > 0}. Montrer queX est un point
d’accumulation dedy. Inversement, sk est un point d’accumulation dd, (appartenant ou noa A;), A est une valeur
d’'adhérence de la suite.

PROPOSITION 1.4.2
Soit(X,d) un espace #trique,u une suite celéements deX et\ € X. X est valeur d’adérence de la suite si et seulement
si il existe une sous suite de la suit&ui converge vers.

preuve
Soit A une valeur d’adérence de la suite. On a donc :

(P) Ve >0, VN eN, dneN, (n> N etd(up,\) <¢)

On va construire parécurrence, une suite strictement croissante d’entier$ telle qued(uy,,,\) < L pour toutk. En

k+1
appliquant la propéte (P) avee = 1, et N = 0, on obtient un entien, tel qued(u,,,A\) < 1. Supposonsé&termires des
entiersny, pour0 < k < ptelsqueny < nqg < -+ < ny, etd(uy,, \) < k—}H pour0 < k& < p. On applique (P) avee = ﬁ
etN =1y + 1. On obtient un entien, ;; > n, tel qued(u,,,,, ) < pﬁ. La suite(u,, ), >0 @insi construite est extraite de
la suiteu et converge vers.
& Réciproquement, si il existe une suite extraiteudgui converge vera, \ est valeur d’adarence de.

1.4.3 Suites de Cauchy

DEFINITION 1.4.3
Soit (X, d) un espace #étrique,u une suite célements deX. On dit que la suite. est une suite de Cauchy si ellénfie la
propriété suivante:

Ve>0,ANeN, Vp,geN, (p=> N etq> N) = d(up,uq) <€
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ce qui sécrit aussi, de maareéquivalente et plus facil@ manipuler

Ve>0,INeN, ¥p,geN, p >N = d(up,uptq) <€

Toute suite convergente est de Cauchy.
Toute suite de Cauchy est bém

DEFINITION 1.4.4
On dit que I'espace atrique( X, d) est complet si toute suite de Cauchgléments deX est convergente.

Les proprétes des espaces complets se&ntliees ulérieurement.

1.4.4 Carackrisation de I'adhérence par les suites

THEOREME 1.4.1
Soit(X,d) un espace #trique,A une partie déX eta € X. Le pointa est adkrenta A si et seulement si il existe une suite
(zn,) de points deA qui converge vers.

preuve
Supposons € A. Pour tout entien, I'ensembleB(a, n%rl) N A est non vide. Choisissons un poirf dans cet ensemble.
On obtient ainsi une suite de points detelle qued(z,,,a) < #1 donc qui converge vers. Réciproquement, supposons
gu'’il existe une suitézx,,) de points ded convergeant vers. Pour toutr > 0, il existe un entietV tel qued(z,,,a) < r pour

n > N. Onadonccy € AN B(a,r) ce qui prouve que cet ensemble est non vide. €&it valable pour tout > 0, on a

a € A.

COROLLAIRE 1.4.1
Soit(X,d) un espace gtrique,A une partie deX. A est une partie ferée deX si et seulement si toute suite de pointsAle
qui converge danX a sa limite dangl.

COROLLAIRE 1.4.2
Soit(X,d) un espace &trique,A une partie de&X et(x,,) une suite de points dé. Toute valeur d’adérence de la suite,,)
appartient I'adhérence ded.

1.5 Limites

DEFINITION 1.5.1

Soient(X,d) et (Y,d) deux espaces @triques. Soientl une partie deX, f : A — Y une applicationg un point deX
adrerenta A et A un éléement deY’. On dit que) est limite def ena si pour tout voisinagd@V de )\ dans Y, il existe un
voisinageV’ dea dansX tel quef(V N A) C W. Ce qui sécrit aussi:

Ve >0, In>0, Ve € A, d(z,a) <n=46(f(x),\) <e

La limite de f ena si elle existe est unique ce qui justifi@driturer = lim f(z).
Tr—a

Remarque
Cette @finition appliggea X = R, A = N, eta = oo qui est bien adérenta N lorsqu'onmunitR de la distance &finie
exemple 1.1.1 2 redonne I&fihition de la limite d’une suite.

Supposons qu¥ soit un produit dep espaces #triques(Y;, d;), muni d’une des distancegfihissant la topologie produit.
L'application f s’écrit f = (f1,---, fp),00f; : A=Y, SiA=(A\,---, ) €Y, ona\ = li_I)n f(z) si et seulement si,
pour tout; entre L ep , \; = li_r>n f(x).

x a

THEOREME 1.5.1 ( Composition)

SoientX,Y etZ trois espaces étriques,A une partie déX, B une partie d& , a un point deX adlérenta A, b un point de

Y etc un point deZ. Soientf : A — Y etg : B — Z deux applications. On suppose gffel) C B et quelim f(x) = b.
r—a

Alorsb est adrenta B. Sien outrdirrt g(y) =c,onalimgo f(z) =c.
y— T—a
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preuve

e Soit V un voisinage dé. Il existe un voisinagd/ dea tel que f(U N A) C V. Commef(A) C B, on a en fait
f({UNA) C VN B. Puisqueax est adlerenta A, U N A est non vide, don¥ N B est non vide, dong € B.

. Supposonﬁin})g(y) = ¢ ; soit W un voisinage de. Il existe un voisinag®” deb tel queg(V N B) C W. SiU estun
Yy—r
voisinage de: tel quef(UNA) C V,onago f(UNA) C W.

Si f etg sont des applications dé ¢ X dansR ou C les theoemes usuels sur la limite d'une somme, d’un produit, d’un
guotient restent valables.

THEOREME 1.5.2 (Utilisation de suites)

Soient(X, d) et(Y, §) deux espaces @triques,A une partie d&X, f : A — Y une application et un point deX adtérenta
A. Alors f a une limite quand tend vers: si et seulement si pour toute sufte,) de points ded convergeant vers, la suite
(f(xy)) converge dans .

preuve

Si f(z) tend vers\ quandzx tend verss, il estimmédiat, par composition, que pour toute syitg) de points ded convergeant
versa, la suite(f(z,)) converge vers.

Montrons maintenant lzéciprogue. On suppose donc que pour toute Suitg de points ded convergeant vers, la suite
(f(x,)) converge dany’.

e Soient(z,,) et(y,) deux suites de points dé qui convergent vers. Alorslim f(z,) = lim f(y,).
En effet, @finissons une suitgz,) de points ded parzq, = x, etzsp11 = y,. La suite(z,) converge vers donc la
suite(f(z,)) converge dan¥’. Les suites de termeggerauxf(z,) = f(zan) €t f(yn) = f(22n+1) SONt extraites de la
suite(f(z,)) donc convergent vers laéme limite.

e Notons ésormaish cette limite commune, et montrons par I'absurde tjue f(xz) = A. Si ceci est ené&faut, il existe
r—a

uneg > 0 tel que pour touf) > 0 il existe unx € A vérifiantd(z,a) < n etd (f(z),\) = 0. En appliquant ceci avec
1= 745, pourn € N, on obtient un poink,, € A tel qued(z,,a) < 75 etd (f(xn),\) = eo. (z,) est une suite de
points deA qui converge vers et la suitef(x,,) ne converge pas vers L'hypothese quef ne tend pas vers quandz

tend versz conduita une contradiction, donc elle est fausse.

1.6 Continuité. Continuité uniforme

DEFINITION 1.6.1

Soient(X,d) et(Y,d) deux espaces étriques eff : X — Y. Ondit quef est continue en € X silim f(z) = f(a).
r—a

On dit quef est continue suK si elle est continue en tout point de.

Si f est lipschitzienne, elle est continue.

Soit g une application d& dans un troi®me espace @atrique; sif est continue em et g en f(a), I'applicationg o f est

continue enu.

Soient(Y;, d;) p espaces #triques(i = 1,--- ,p) etY leur produit muni de 'une des trois distances usuelkefinissant la
topologie produit. Les projections : Y — Y; sont continues. Une applicatigh: X — Y est continue en si et seulement
silesp applicationsf; = wo f : X — Y; sont continues ea.

THEOREME 1.6.1 (Caractérisation de la continuité en un point)
Soient(X,d) et(Y, ) deux espaces @triques eff : X — Y. f est continue en € X si et seulement si pour toute sute, )
de points deX convergeant vers, la suite( f(x,,)) converge verg(a).

Résulte imnédiatement du #oeme 1.5.2.

THEOREME 1.6.2 (Caractérisation de la continuité globale)
Soient(X,d) et(Y,d) deux espaces @triques eff : X — Y. Les proprétés suivantes soguivalentes:

1. f est continue suK .
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2. L'image €ciproque paf de tout ouvert d& est un ouvert de&X .

3. L'image éciproque payf de tout ferné deY est un ferné deX.
preuve

e (1) = (2) SoitV unouvertde etU = f~1(V). Soitzy € U. V est un voisinage dg, = f(zo) et f est continue en
xo, donc il existe un voisinagl’ dex, tel quef(1W) C V. On en @&duitW C U ce qui prouve qué est un voisinage
dexq. U est voisinage de chacun de ses points, donc est ouvert.

e (2) = (1) Soitzg € X, yo = f(xp) etV un voisinage dey. Il existe un ouvertv deY tel quey, € w C V. Par
hypotreseU = f~!(w) est un ouvert, contenant,, donc un voisinage de, qui vérifie f(U) C V, ce qui prouve la
continuié def enx,.

e (2) & (3) résulte de larelatioffi ~! (Y \ B) = X \ f~!(B) pour tout sous ensemblg deY .

Exercice
Montrer I'équivalence i continue sutX si et seulement si pour toute parflede X f (4) C f(A).

DEFINITION 1.6.2
Soient(X,d) et(Y,d) deux espaces @étriques eff : X — Y. On dit quef est uniformément continue suX si

Ve >0, In >0, Vz,2’ € X, d(z,2') <n=145(f(x), f(z')) <e

Le point importanétant bien entendu que leeln ne cepend que de (et def) mais pas du point.

& Toute application lipschitzienne est unifoement continue.

& Une application uniforrament continue est continue.

& La compoge de deux applications unifoement continues est unifoBment continue.

& Si (z,,) est une suite de Cauchy dget si f est unifornément continue, la suitgf (x,,)) est de Cauchy d¥ .

Remarque
La notion de continué est une notion topologique ; celle de contiauihiforme n’est pas une notion topologique, mais une
notion nmetrique qui @pend essentiellement des distances agbs

Exercice

SoitY = R muni de la distance usuelle. Sgit = R* . On peut munitX de deux distances: la distan¢ginduite par celle de
R: di(z,2') = |z — 2| et la distancel, définie pards(z,2’) = |x* — 2'2|. Vérifier que ceci dfinit bien une distance su¥.
Montrer que la topologie&finie par cette distance est la topologie usuelle. SaitX — Y I'application f(z) = x2. Montrer
gue si on munitX de la distance usuellg, I'application f n’est pas uniforrament continue. Montrer que si on mufitde la
distanced,, f est unifornément continue.

1.7 Homéomorphisme

DEFINITION 1.7.1

Soient(X, d) et(Y, ) deux espaces @triques. On appelle hadgomorphisme d& surY toute bijectionf : X — Y telle que
f et la bijection Eciproquef —' soient continues. Deux espaceétriigues sont dits hoéomorphes si il existe un h@&omor-
phisme de I'un sur l'autre.

La compoge de deux hoBpomorphismes est un hé&wmorphisme. SoitX, d) un espace #&trique. L'ensemble des hdro-
morphismes d&X sur lui meme, muni de la composition des applications est un groupe.

Soientd; etd, deux distances sWX ; d; etds définissent la rame topologie suX si et seulement si I'application identique
Idx :(X,d1) — (X,ds) estun horBomorphisme.

Soit f est un horeomorphisme déX, d) sur(Y, ).

L'application f. qui & une partied de X associe la parti¢,.(A) = {f(x) ; = € A} (notte habituellemenf(A)) induit une
bijection de I'ensembl& (X, d) des ouverts d& sur I'ensemble)(Y, §) des ouverts d&. De nméme pour 'ensemble des
fermés.
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2

Espaces vectoriels norras

Dans tout ce qui suiK désigne le corp® des nombresaels ou celuC des nombres complexes.

2.1 Espaces vectoriels norés

2.1.1 Norme et distance assoee

DEFINITION 2.1.1
Soit E unK-espace vectoriel. On appelle norme gunne applicatiom : E — R vérifiant

1.Vx € E, n(z) 2 0etn(z) =0 2 =0g
2. VA eK, Vz € E, n(Az) = |\ n(z)
3. Vz,y € E, n(z+y) < n(z) + n(y). (Inégalié triangulaire).
Un K-espace vectoriel noren(K-evn) est un coupléE, n) ou E est unK-ev etn une norme suf. Soient(E,n) unK-evn

et F' un sous espace vectoriel @& La restrictionng den a F' est une norme suf, que I'on notera encore sauf mention
expresse du contrairéF, n) est un sous espace n@&me(E, n).

Soitn une norme sur IK-ev E. L'applicationd : E x E — R définie pard(z,y) = n(z — y) est une distance s, dite
distance assoeean. Muni de cette distanc& devient un espace @rique, et est donc muni d’une topologie, qui sera dite
topologie de I'evn(E, n). Si (F,nr) est un sous espace nardeFE, la distance suf’ assodded la normenr est la distance
induite surF' par la distance d&. Muni de cette distancey est donc un sous espacétrique deF.

2.1.2 Normestquivalentes

DEFINITION 2.1.2
Deux normes;, etns sur un némek-ev E sontéquivalentes si il existe deugelsa etb positifs tels que

Vz € E, ni(x) < ana(z) et na(z) < bny(z)

Il revient au néme de dire qu'il existe degelsstrictement positifsk etk’ tels quékn; < ne < k'ng.

Les normesy; etn, sontéquivalentes si et seulement si les distances a&sote sont.

2.1.3 Norme sur un produit

Soient(E;, n;), 1 < i < p, desK-evn etE = E; X Ey x --- x E, le K-ev produit. Siz = (z1,...,zp) € E, on céfinit
Ni(z) = > ni(zi), Na(z) = > ni(z) et Noo(z) = sup n;(z;). N1, N2 et N, sont trois normegquivalentes
1<i<p 1<i<p 1<i<p

dont les distances assées sont les distancés,, D, et D, définies sur le produil a partir des distance assockes aux
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normesn;. (cf 1.1.8). Les topologiesé&dinies par ces trois normes sur le produit sont donc &ses.E muni d’'une de ces
normes sera appeproduit des evii.
Désormais on utilisera souvent le symbplg pour cesigner une norme.

PROPOSITION 2.1.1
Soit(E, || ||) unK-evn.

e L'applicationE — R, z — ||z|| est 1-lipschitzienne.

e Sion munitE x E d'une des normes produit, I'applicatidh x £ — E, (z,y) — x + y est lipschitzienne.

e Sion munitk x E d'une des normes produit, I'applicati®x E — E, (\,xz) — Az est continue.

2.1.4 Exemples

1.
2.

SurR ou C I'application valeur absolue (ou module) est une norme.
SurR? (resp.CP) on cefinit les trois normegquivalentes
lzlly = > ol elly= [ D =l et e, = max zi| QUz = (21,...,2p))
1<i<p 1<i<p

La deuxeme est la norme euclidienne (resp. hermitienne).

. Soit X un ensemble non vide é&f = B(X, C) I'espace vectoriel des fonctiongfihies surX, a valeurs dan§ et

borrées. L'applicationf — || f||., = sup | f(z)| est une norme sut appeée norme de la convergence uniforme.
zeX

. SoitX = [a,b] unintervalle fernd borré deR (a < b) etE = C ([a, b], C) le C-espace vectoriel des fonctions continues

.On

surX avaleurs dan€ . Soitf € E. Posongf|, = [ |f(®)|dt, || flly =/ [o |£(t)?|dt et]|f]., = sup |£(t)

axlxx

definit ainsi trois normes suUf' et ces normese sont pasequivalentes La premere s’appelle norme de la convergence
en moyenne, la seconde norme de la convergence quadratique et &aglaotime de la convergence uniforme.

. Soit!!(N) I'ensemble des suites = (z,,),>0 de nombres complexes telles que &is> " |z,,| converge. On &finit

une norme suf*(N) en posanflz|| = 3 |z,|.
n=>0

2.2 Applications linéaires continues

THEOREME 2.2.1
SoientE etF deuxK-evn etf : E — F linéaire. Les propétés suivantes so@quivalentes :

1. f estcontinue.

2. f estcontinue efig.

3. llexiste un éelc > 0 tel queVz € E || f(z)||p < c|z|| -

4. f est bore sur la boule urétfermée deE.

5. f est borie sur la spbre unié deFE.

preuve

e (2) = (4): lacontinuié def en0g implique I'existence d'umr > O tel queVz € E, |z||p < r = || f(2)||p < 1. Siz

est unélement de tel que||z||; < 1, z = ra verifie ||z|| ; < 7, donc||f(2)|| < 1 soit||f(z)|p < 1/r.

e (5) = (3) si f est bore sur la spre unié deF il existek > 0 tel queVz € E, 2|z < 1= [|f(2)||p <k.Sizest

unéléement deE non nul,z = e, est de norme 1, dongf(2)|| < k soit||f(z)|| » < k||z| 5. Cette iregali& subsiste
E
siz =0.
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e Les implicationg1) = (2), (4) = (5) sont triviales. Enfinf étant lirtaire, (3) implique qug estc lipschitzienne et
en particulier continue. Don@) = (1) et le thtoeme est prous. B

On noteraL.(E, F') 'ensemble des applications &aires continues d& dansF'. C'est unK-ev .
Soientk > 0, f € L.(E,F), B={x € E ; ||z|p < 1},etS ={z € E ; ||z|z = 1}. |l résulte imnédiatement de la
démonstration greédente que:

Ve e B, [f(@)lp<k=Vzes, ([f@)|p<k=YzcE |[f(@)|p<klz|p=vzecB, [f@)|p<

On obtient donc Egali€ des quatre nombres suivants:

1@
sup [[f(2)llp = sup |f(z)] = sup == E=inf{k>0;Y2 € E ||f(2)lp <k lalg}
[lz|| =1 z|| p<1 z#0 || H
THEOREME 2.2.2
L'application quia f € L.(E,F) associd||f||| = sup |f(z)||r est une norme sukt.(E,F). On a pour toutc € E,

|zl g =

I f @) < Il -zl z etl]|f]]| est la plus petite constante positiveelle que pour tout € E, || f(z)||r < k- ||z 5

La deuxeme affirmation&sulte de ce qui piede ; la preuve de la pregre est laisse au lecteull

THEOREME 2.2.3
SoientE, F, G, troisK-evn etf € L.(E,F), g € L.(F,G) ; alorsgo f € L.(E,G) et||lg o fIll < llglll - NS1I]-

preuve

Soitz € E. On all(g(f(2))llg < Illglll - [|/(@)]r et f(@)llz < A1l - Izl s donclig o f(@)llg < [llglll - [ - |zl 5 ce
qui avec le tkoeme 2.2.2 prouve leesultat.ll
On en é&duit que siu € L.(E), on a pour touk € N*, |||u™||| < |[|ul||” (U u™ =uowuo---ou )etaussi||Idg||| = 1.
—_——
nfois

Application 2quivalence des normé&mn sait que deux norme&sgjuivalentes @finissent la rame topologie. Nous allons main-
tenant prouver lagciproque(r éciproque qui est fausse pour les distances)

THEOREME 2.2.4
Deux normesV; et N, sur unK-ev E sontéquivalentes si et seulement si elléfidissent la reme topologie suF.

preuve

(E, Ny) et(E, N2) ontla méme topologie si et seulementlglg : (E, N1) — (E, N3) est un horBomorphisme, ce qui revient
a dire que cette application et son inversé; : (E, N2) — (E, N1) sont continues.

OrIdg : (E,N;) — (E, N>) est liréaire; elle est continue ssi il existe une constante podittedle que, pour tout: € E
Ny(z) < bNy(z). De méme,Idg : (E,N2) — (E, Np) est continue si et seulement si il existe> 0 telle que pour tout
z € E, Ni(z) < cNo(z) . D'ou le theoeme.

2.3 Applications multilin eaires

THEOREME 2.3.1
SoientEs,--- ,E,, F (p + 1) K-evnet® : E; x Ey x --- x E, — F une applicatiorp-linéaire. On munit le produit
E, x Ey x --- x E, d’une quelconque des normesfihissant la topologie produit. Les propifis suivantes soéquivalentes:

1. ® est continue .

2. ® est continue ef0, - - - ,0).

3. llexisteK > 0 tel queY (z1,...,7p) € By X Ea X -+ x By [|®(21,...,2p)|| < K ||lz1] 5, ---||a:p||Ep.
i=p

4. ® est borge sur le produif | By, (0,1) des boules unétfernées dedt; .

i=1

& La preuve est analoguecelle du tkoeme 2.2.1
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2.4 Exemples

1. SoitE = K" munide lanormég{z|, = > |z;| (0Uz = (21,...,2,)); SOt B = (ey,...,ey,) la base canonique de
E. SoitB* = (ey,...,&,) labase d&* duale de la basB. Soity : E — K linéaire, et(\;)1<i<n les coordonges de
¢ dans la bas®&* de sorte quep(z) = > \;z; pour toutz € E.
1<isn

< i .
onal(o)| < (max Il ) i,

Il en résulte quep est continue et quig|p||| < max [Ail.
<N

Si st el queu| — max [\, on ali(en)] = [nx] = (max A ) o] de sorte quemax [x] < [l o
I égalié.
Par congquent, on &* = L.(E,K) etpourp = > X onalllel|| = [[(A1, .- An) || o -
1<i<n
2. SoitE = C ([a,b],R) I'espace vectoriel des fonctions continues de l'intervidieh] dansR muni de la norme de la
convergence uniforme[{f||, = sup |f(¢)|. Pourf € E, on notel(f) = fab f(t)dt. Alors I est une application

t€la,b]

linéaire continue d& dansR et|||I]|| = b — a.

3. Soientl un intervalle deR, et E' I'espace vectoriel des fonctions continues St integrables ; pouyf € E, on pose
£, = J;1f]+ 1l ll, estune norme sut et pour cette norme I'applicatioh— [, f est linéaire continue de norme 1.

4. Soit(E, < >) un espace euclidien gt : E — E* 'isomorphisme canoniquef(z) =< z, >. Si on munitE de la
norme euclidienne, toute applicationéaire deE’ dansR est continue et I'isomorphismgest continu, de norme 1. En
fait c’est une isorétrie deE sur son dual : pour tout € E, on a||J(z)| z. = |||J(2)||| = ||z|| 5-
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3

Compacite

3.1 Deéfinitions

DEFINITION 3.1.1

On dit qu’un espace &trique(X, d) est compact si il possle la propété suivante (Bolzano Weierstrass) :

(BW) Toute suite de points d€ posede une valeur d’adfrence.

Une partieA d’'un espace trique(X, d) est dite compacte si le sous-espadgnque(A, d) est compact.

Donc A est compacte si et seulement si de toute suite de poinds de peut extraire une sous-suite convergente daftsest
a dire une sous-suite convergente dandont la limite est dangl).

Exemples

1. Tout intervalle ferra borré deR est compact.

2. Soient(z,)»>0 Une suite convergente de points d'un espaégrigue(Y,d), A = limz, etX = {z,, n > 0} U {A}.
X muni de la distance induite par celle Heest compact.
preuve
Soit (ux) x>0 Une suite de points d¥. Distinguons deux cas.

e L'ensemble{uy; ; k > 0} estfini. Il existe alors une suite extraite de la siitg),>o qui est une suite constante.

e Lensemble{u;; k > 0} estinfini; il existe alors une suite extraite = u,,; de la suite(u)r>o dont tous les
termes sont distincts. Montrons que cette suite extraite converge v8atV un voisinage de\.. Par hypotkse,
il existe un entietV tel que pour toutr > N on aitz,, € V. Puisque tous les; sont distincts, il existe un entier
K tel que pourj > K = v; & {xo,--- ,xn_1}. Alors, pour un telj, v; est soit\, soit un dest,, avecn > N,
doncj > K = v; € V.

On a donc moné& que dans tous les cas la suiig ) ;>0 avait une valeur d'adérence dany” Bl

Du dernier exemple onédiuit, en utilisant 1.5.2 leesultat suivant important dans la pratique.

PROPOSITION 3.1.1
Soient( X, d) et(X',d") deux espaces @étriques,f : X — X' une applicationf est continue si et seulement si sa restriction
a tout compact d& est continue.

PROPOSITION 3.1.2
Tout espace &trique hondomorphe un espace compact est luéme compact.

3.2 Propriétes

THEOREME 3.2.1
Toute partie compacte d’'un espacétnque(X, d) est ferngée et borée.
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preuve
SoientY” une partie compacte d€ eta € X.

e Supposond” non borié ; alors, pour tout entier, il existe uny,, € Y tel qued(a, y,,) > n. Toute suite extraitéy,,, )x>o
vérifie alorsvk, d(a,yn,) = ni > k donc est non boge et ne peut converger. Contradiction. Ddhest borré.

e Montrons ensuite qu¥ est ferné: soitz € Y; il existe une suite de pointg;,) de Y qui converge vers. Y étant
compact, cette suite pasde une sous-suitg,,, ) k>0 COnvergeant dank; or cette suite convergeenessairement vers
doncz € Y, ce qui prouve qu& est ferné. B

THEOREME 3.2.2
Toute partie ferrBe d’'un espace étrique compadtX, d) est compacte.

preuve

SoitY une partie ferrae deX compact. Soity,,) une suite de points dg. C’est une suite de points dé compact, donc on

peut en extraire une sous-suftg,, )x>o convergeant vers une X. Mais pour toutk, y,, € Y, doncz = klim Yn, €Y, €t
— 00

Y étant ferné,Y = Y. Donc de toute suite de points #feon peut extraire une sous-suite convergeant vers un poiritetd”
est compacll

COROLLAIRE 3.2.1
Une intersection de compacts est compact.

THEOREME 3.2.3

i=p

Soient(X;,d;), 1 < i < p, p espaces gtriques compacts. L'espaceétrique produitX = [[ X, est compact. (Rappelons
=1

qu’il est muni d’une des trois distanég, D, ouD,,).

preuve(pourp = 2)

NotonsY et Z les deux espaces compacts¥et= Y x Z. Soit(z,) = (yn, z,) Une suite de points d&. PuisqueY est
compact, il existe une applicatioan : N — N strictement croissante telle que la sujte ¢ = (ys@(n>)n>o converge vers
un élementa € Y. PuisqueZ est compact, de la suiteo ¢ on peut extraire une sous-suite qui conve?ge dandl existe
1 : N — N strictement croissante telle que la suite ¢ o ¢ converge vers uglémenth € Z. La suitey o ¢ o ¢ extraite de la
suitey o p converge encore vers Par conéquent, la suite o ¢ o ¢ extraite de la suite converge verga,b) € X .1

COROLLAIRE 3.2.2
Les compacts dB&™ ( resp. deC™ ) (muni de I'une des trois normes usuelles) sont les ésrores.

preuve
Compte tenu du #oeme 3.2.1 il resta montrer que les ferés bor@s sont compacts. On muiiit* de la norme| || . Soit
F un ferme borré deR™. |l existea > 0 tel queF C B’(0,a) = [—a,a]”. D'aprés 1.2.5 le sous espafea, a]” deR™ est

identiquea I'espace produit fois des[—a, a]. On sait qud—a, a] est compact, donc d’aps le tleoeme 3.2.3, il en est de
méme dg—a, a|”. F' est ferné contenu dans un compact donc est compaéb@me 3.2.2). EnfinC™ muni de la normé ||,
est isonétriquea R*™ muni de la norme ||, .

En particulierD’ = {z € C; |z| < 1} est compact.

THEOREME 3.2.4

Soit(K,)n>0 Une suite écroissante de compacts non vides d’un espageigque(X,d). (| K, estun compact non vide.
n=0

preuve

On sait qu’une intersection de compacts est compacte. llagatantrer que l'intersection congige est non vide. Choisissons
pour chaquer un pointz,, € K,,. La suite(z,,) est une suite de points du comp#gt donc elle admet une valeur d’aelience

A dansK,. Soitk — z,, une suite extraite convergeant vexsPour tout entiep, on a pourk > p, ni > n, > p donc

T, € K,. Onen @duit\ € K, = K,, pour toutp, donc € QO K,n
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3.3 Fonctions continues sur un compact

THEOREME 3.3.1
"L’image d’un compact par une application continue est compacte”. PlEsigment, sif : X — Y est une application
continue entre deux espacesétniques X, d) et(Y,d), et siK est un compact d&, alorsf(K) est un compact dg.

preuve
Soit (y,,) une suite de points d& K'). Pour chague on peut choisir un aétédent parf, z,, € K dey,,. K est compact, donc
il existe une suite extraitér,,, )r>o de la suite(x,,) qui converge vers uélémenta € K. Alors, f étant continue au poirt,
on aklim f(zn,) = f(a) € f(K). Donc la suitey,,, ) extraite de la suitéy,,) converge vers uglement def (K').l

— 00

THEOREME 3.3.2
Une bijection continue d’un espacettrique compactX, d) sur un espace étrique(Y, d) est un hordomorphisme d& sur
Y (etY est compact).

preuve
Soit f : X — Y une bijection continue d& surY'. Il s’agit de montrer qug = f~! est continue. On va montrer que I'image
réciproque pay de tout ferné F de X est un ferme deY. On ag=(F) = f(F) ; or F est ferné dansX compact, donc est
compact (teoeme 3.2.2). Dong (F') est compact (thoreme 3.3.1) donc ferén(tieoeme 3.2.1).

THEOREME 3.3.3

"Toute fonction nunérique continue sur un compact (non vide) est berat atteint ses bornes”.

Plus péciment, soientX,d) un espace #&trique etf : X — R une application continue. Saf un compact non vide de
X. Alors f est boree surK et atteint ses bornes, i.e. :

Ja, b€ K, f(a) = inf f(z), f(b) = sup f(z)
zeK z€K

preuve
f(K) estun compact non vide dedonc un ferne borré non vide;f (K') est bori@ non vide donc possle une borne sépieure
M et une borne iréfrieuremn ; f(K) étant ferng, ces bornes appartiennént(K).l

THEOREME 3.3.4

"Toute fonction continue sur un espace compact est unéanent continue.”

Si (X, d) est un espace étrique compact et §i est une application continue @ dans un autre espaceétmque(Y, §) f est
uniformément continue sux .

preuve
On suppose le contraire : il existg > 0 tel quevn > 0, Jz,y € X, d(z,y) <n et é(f(z), f(y)) = 0. Appliquons
ceci avee) = 1/n, pourn € N*. |l existe donce,,, y, € X tels qued(z,,yn) < 1/n etd (f(z,), f(yn)) = €o. De la suite
(z,) ON peut extraire une sous-suite,, )»>o convergeant vers uelementa € X. Commevk, d(zn,, Yn,) < é <f.0na
aUSSikli)ngo Yn, = a. Commef est continue e, les suitegf(z,,)) et (f(yn,)) convergent toutes les deux veféz), donc

0 (f(xn,), f(yn,)) tend vers O, ce qui est contradictoire adeq (z,, ), f(yn,)) = €0 pour toutk.

3.4 Application aux espaces vectoriels norés de dimension finie

THEOREME 3.4.1
Soit E unK-ev de dimension finiel{ = R ouC) . Alors

1. Toutes les normes sk sontéquivalentesk posgde donc une unique topologie d’evn.

2. Pour cette topologie, les parties compacte&diont les parties ferées borges. De toute suite bagr deE on peut
extraire une sous-suite convergente

3. Si(F, | ||) estun autre evn, toute applicationdaire deE dansF est continue.
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preuve

1. Préliminaire
On rappelle qu'il &t prouré (corollaire 3.2.2 ) que dafi§™ muni de lanorm¢] ||, les boules ferrdes sont compactes,
et que par corexjuent, les compacts sont les parties fsemborges.

2. Premereétape
On va montrer que toute normpesur K™ estéquivalentex la norme| ||

e L'applicationp : K™ — R est continue lorsqu’on muniK™ de la normg| || .

En effet, soient = (z1,...,24), y = (y1,---,Yn) €t(e;)1<i<n €St la base canonique &&" ;
onad <p(z—y) < > |zi—wilp(es) <Cllz—yll, o C= 3> p(e;)estune constante.
1<i<n 1<i<n

e L'ensembleS = {z € K"; ||z| ., = 1} estun fern borré de(K", || || ) donc est un compact d&K", || ||.)-

e L'applicationp : K® — R continue sur le compa& est borige et atteint ses bornes. |l existe donc dedsu etb
etunélementz; € S tels quea = ingp(m) = p(z1) > 0 etb =supp(z). Onadond < a < b. Pour toutz non
ze cs

xr
nul deK"™, onaa < p(z/|z| ) < bsoita ||z|, < p(z) < blz|, ; cette iregalié reste valable st = 0, d’ou
le résultat.

3. Deuxemeétape
Deux normes quelconques it sontéquivalentes.
Cela esulte de la prerereétape et du fait queé&quivalence des normes est une relation transitive.

4. Troisiemeétape
Deux normes quelconques slirsontéquivalentes. Soits;)1<i<» Une base d&. SoientN et N’ deux normes Suk.

Soitx = (x1,...,2,) € K*. Onposey(z) = N ( > mig; | etp'(x) = N’ < > 33181) Commer — Y ;&

1<i<n 1<i<n 1<i<n
est un isomorphisme d’espaces vectorielsFdsur K™, on \érifie facilement que et p’ sont deux normes sui€™. ||
existe dond < a < b tels queap < p’ < bp. On en @duitVv € E, aN(v) < N'(v) < bN(v) ce qui ackve la preuve
du 1) du tleoeme.

5. Démonstration des points 2 et 3
Les points (2) et (3) sont vrais dai$' muni de|| || . Sip est une norme s elle estéquivalenta || || , donc (2)
et (3) sont vrais dan&k™, p).

SoientN une norme suF, (e;)1<i<n UNe base d& etp la norme suiK™ définie parp(z) = N ( > xi5i> (cette
1<i<n

norme épend du choix de la bagede F). Lapplicationh : © — > x;¢; de K™ sur E est une isorétrie par
1<ign

construction ; elle est donc continue ainsi due'. C’est donc un ho@omorphisme d&” sur E. Une partieK de E
est compacte (respectivement fé@en borige) dans? si et seulement gi—1(K) est compacte (respectivement fé&en
borrée ) dan€k™ muni dep. D'ou la caradtrisation des compacts d& D’autre part, une applicatiop : £ — F est
continue si et seulementgio h I'est. Or sip est lirgaire,p o h : K™ — F est aussi ligaire, donc continue.

La preuve du thoeme suivant est laiée au lecteur.

THEOREME 3.4.2
SoientEs, - - - , E, p K-espaces vectoriels de dimension finieF'atin espace vectoriel noérmuelcongue. Toute application
p-linéaire® : £, x --- x E, — F est continue (pour I'unique topologie d’evn du produit).

3.5 Application: théoreme de d’Alembert-Gauss

THEOREME 3.5.1
Tout polyrbmea coefficients complexes de dégru moinggala 1 poséde une racine dars

preuve
Soit P(z) = an2™ + - -+ + a1z + ap un polyrbmea coefficients dan€, de degén > 1. (a,, # 0). La ddmonstration se fait
en deuxétapes: dans un premier temps, on va prouver |'existencezd'anC tel que la fonctiore — |P(z)| ait un minimum
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enzp. Ensuite, on prouvera que & est un minimum pour la fonctioa — |P(z)| , nécessairemer®(z,) = 0. Dans cette

deuxime partie, nous utiliserons le fait que tout nombre complexe admet, pour toupentizune racine-ieme. Ceésultat

se prouve l'aide de la forme trigonogtrique des nombres complexes, autrement dit au moyen de I'exponentielle complexe.
1. Preméreétape: existence d’un minimum de la fonctid®.

e Ecrivons pourz # 0

a1
k
P(z) = anz" (1 + Z anznk>
Le terme entre parendses tend vers 1 quang tend vers l'infini et par corégquent P(z)| tend vers I'infini avec

|z|. Il existe donc urk > 0 tel que
2| > R = [P(2)| > [P(0)]

e Soit K le disque ferrg de centre O et de raydR. K est compact, et — |P(z)| est continue donc cette fonction
atteint son minimum suk en un pointzy € K. Pour toutz € C, on a|P(z)| > |P(%0)|. En effet, ou bierr € K
et cela ésulte de la éfinition dezg, ou bienz ¢ K et alors|z| > R, donc|P(z)| > |P(0)| > |P(zo)| car0 € K.

2. Deuxemeétape:P(z) = 0.
Nous allons supposé?(zy) # 0 et montrer que cela condditune contradiction.

e Onserargne aucasy = 0 etP(z) = 1.

Consicerons@Q(w) =

7P(1zo) P(zp + w). Q estun polydme de néme dege queP et on voit que

(P(z0)] = inf [P()| = 1 = Q(0) = inf [Qw)

e On peutécrire

k=n k=n
b
Q(z) =14 bp2P + Z brz® =1+b,2° [ 1+ Z b hp avech, #0etp > 1
k=p+1 k=p+1 p

Soit¢ une racing-iéme de-b, de sorte qué) s’écritQ(z) = 1 — (¢z)Ph(z) aveclin% h(z) =1.
z—

e On termine avec une technique davdloppement limé : consi@rons, pout > 0 :

Il vient
f(t) =1 —"hy(t) avec lim hy(t) =1
t—0

Ona:
[F()]? =1 = 2t"Re (ha (1)) + P b (8)[?

Puisquep > 1, le troiséme terme estéyligeable devant le second lorsquend vers 0, de sorte qué(t)|> — 1
estéquivalent, quandtend vers Gh —2t? (carRe (hq(t)) tend vers 1 quanttend vers 0). Il ené&sulte que pour
suffisamment petitf (¢)|?> — 1 < 0, ce qui contredit le fait que le minimum du module@eest 1.

L'hypothéseP(z) # 0 conduita une contradiction, donB(z) = 0 et le tteoleme est prouzyll

3.6 Compement : caracérisation de Borel Lebesgue des compacts

NB: Ce paragraphe est hors du programme officiel du concours.

Soit (X, d) un espace gtrique. Un recouvrement ouvert dgest une famille d’ouvert§l;);cr, (indexée par un ensemble

quelconque) telle qu& = |J U;
el

DEFINITION 3.6.1
On dit qu'un espace étrique( X, d) posde la propété de Borel-Lebesgue (B.L.) si de tout recouvrement oUe&tcr, de

X on peut extraire un recouvrement fini, i.e. il existe I, J fini, tel queX = | U,.
ieJ
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En passant aux confghentaires, on voit que la propi (BL) estéquivalente la suivante (BL) :

Soit (F;);cr une famille de ferras deX . Si pour tout sous-ensemble fifide I I'intersection (| F; est non vide, alor$) F;
ieJ iel
est non vide.

THEOREME 3.6.1
Soit(X,d) un espace #&trique.X est compact ssi il poésle la propét de Borel-Lebesgue.

preuve

1. SiX pos®de la propété (BL), il est compact.
Soit (a,,) une suite delements deX. SoitA,, = {ay ; k > n}. SiJ est une partie finie d¥, de plus gran@&lémentm,

ona() A4; = A,, # 0 car pour tout on a4, C A doncA,,, C Ag. D'apres (BL) l'intersection (| A,, est non
ieJ n>0
vide, donc la suitéa,,) pos®de une valeur d’aditence X est compact.

2. SiX estcompact, il pogsie la propéte (BL). Soitid = (U;);c; un recouvrement ouvert dg.

(a) Nous allons d’abord montrer gu'il existe un nombre 0 (nombre de Lebesgue du recouvrenigitel que pour
toutz de X, il existe un indice € I tel queB(z,¢) C U;.
Supposons le contraire. Alors, pour teut- 0 il existex € X tel queVi B(z,e) ¢ U;. Appliquons ceci avec
e =1/n, n € N*. On obtient un point,, tel que pour tout, B(z,, 1) ¢ U;. De la suite(z,,) on peut extraire
une suitg(z,,, ) convergente. Soi sa limite.
Puisqué/ est un recouvrement dg, il existej € I tel queX € U;. Puisquel; est ouvert, il existe > 0 tel que

B(A,r) C Uj. La suite(z,, )ken cOnverge vers.. Choisissons un entiek tel qued(z,,,., ) < 5 etng > %
On a alors

1 1
B <mnx) > CcB (/\7 — + d(/\?xnk)) - B()\,’I“) c Uj
ng nK

ce qui est contraira I'nypothése. Le ésultat annor&cest donc prow par I'absurde.

(b) Fin de la @monstration
Supposons qu’il n'existe pas de recouvrement ouvert finKdextrait del/. Soitzy € X. Il existe un indice
ip € I tel queB(zg,e) C U;,. Par hypotkse,U;, # X, donc il existez; € X \ Up. Il existe un indicei; tel
queB(x1,e) C U, ; par hypotleseU;, U U;, # X. De proche en proche, on construit une s(itg) de points
de X et une suitdi,) d’éléements dd tels queB(zx,s) C U;, etz ¢ |J U;, pour toutk entier. |l en ésulte

0<j<k

que pour tout couplép, g) d'entiers distincts on d(z;,,z,) > €. Donc, si(zy,),>, est une suite extraite de la
suite (z,,) on a encoré: # m = d(2n,,Zn,,) > €. La suite(z,,),, n'est pas de Cauchy, donc ne converge
pas. On a donc construit une sujtg,) n'admettant aucune valeur d'agllence, ce qui entre en contradiction avec
la compacié de X. L'hypothése ” il n’existe pas de recouvrement fini extraitZdé conduita une contradiction,
donc cette hypo#se est fausse &f posde la propéte (BL).
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4

Connexitée

4.1 Définition et propri étésélementaires

THEOREME 4.1.1
Soit A une partie d’'un espaceétriqueX . Les proprétés suivantes soiiquivalentes :

1. Les seules partiesla fois ouvertes et feraes deA sontf) et A.
2. Il n’existe pas de partition dé en deux ouverts da.
3. Il n’existe pas de patrtition dé en deux ferms deA.

4. Toute fonction continue sut a valeurs dan§0, 1} est constante.

DEFINITION 4.1.1
Une partieA qui vérifie I'une de ces propgiés (et donc les quatre) est dite connexe.

Attention! Dans cette dfinition, les ouverts et ferés sont des ouverts ou feesmdeA pour la topologie induite. La prog@é
(1) se traduit donc de la manie suivante : soit” une partie ded telle qu’il existe un ouver© de X et un ferné F' de X tels
queY =ONA=FnA;alorsY = AouY =)

De meme (2) peut €crire ainsi: soien®; et O, deux ouverts de&X tels queA € O; U O; et AN O; N Oy = (. Alors on a
ANO; :(Z)OUAQOQ = (.

preuve
Leséquivalences entre (1), (2) et (3) sont triviales. Notéhs: {0, 1} muni de la distance induite par celle Be {0} et {1}
sont fernés dansZ. Supposons (3)arifiee; soitp : A — E continue ; chacun des deux ensembiies (0) etp—1(1) est ferngé
dansA etA = p=1(0)Up~1(1); par (3) I'un des deux ensembles ! (0), ¢ ~1(1) estvide ety est constante. &iproquement,

- i . . 0siz € F
supposons (4) ; softFy, F1 } une partition ded en deux ferras. Soitp la fonction indicatrice dé : p(z) = Lsizc FO'
T 1
Les fermés deE sont), {0}, {1} etFE; leurs imageséciproques pap sontf), Fy, Fy, et A tous fernés dansd doncyp est
continue. Contradictiol

THEOREME 4.1.2 B
SoientA une partie connexe d€ et B une partie de&X telle queA C B C A. B est connexe.

preuve

Soity : B — {0, 1} continue ;A étant connexe, la restrictiany de a A est constante, par exempgalea 0. Tout point

de B est limite d’'une suite de pointg,,) de A ety étant continue on @(b) = lim ¢(a,) = 0, doncy est constante suB.
n—o0

THEOREME 4.1.3

Soit(A;);cr une famille de parties connexes Hed'intersection non vide. Laéunion| ) A; est connexe.
el
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preuve

SoientA = |J A;, a€ ) A;etp: A — {0,1} continue ; soit: € A ; il existe uni € I tel quex € A; ; A; étant connexe,
i€l iel
la restriction dep a A; est constante, dong(z) = ¢(a) ; ¢ est constante dond est connexd

THEOREME 4.1.4 (Image continue d’'un connexe)
SoientA une partie connexe d€ eth : A — Y une application continue dé dans un autre espacettriqueY . Alors h(A)
est une partie connexe &fe

preuve
Soity : h(A) — {0,1} continue. La fonctiorp o h est continue suA connexea valeurs dan$0, 1}, donc est constante; si
est sa valeur on a pour toyt= h(z) € h(4), ¢(y) = p o h(z) = ¢, doncy est constantll

4.2 Connexes d&

THEOREME 4.2.1
Les parties connexes @esont les intervalles.

preuve
Soit A une partie d&R. On va montrer :A connexe=- A convexe = A est un intervalle= A connexe.

e A connexe=- A convexe
Supposonsi non convexe ; alors il existe etb dansA etz €]a, b] tels query ¢ A. Les ensembles— oo, z9[NA et
Jzo, 0[N A constituent une partition dé en deux ouverts. Contradiction.

e A convexe = A estun intervalle
On peut supposed non vide ; soitry € A et 3 = sup(4) (la borne suprieure est prisglansRR : on peut avoir
B = +00). Siy €]z, G, il existe unz; € Atel quey < z; < § par cEfinition de la borne sugieure.A étant convexe,
[zo,21] C A, doncy € A. Il en résulte qugzy, B[C A ; doncA N [xg, +oo[ est soitegala [z, 3], soitégala [zo, []
(avec dans ce casfini). Donc A N [z, +-oc[est un intervalle. De @me pourAn] — oo, z]. Donc A réunion de deux
intervalles ayant un point commun est un intervalle.

e A estunintervalle= A connexe
Supposonst non connexe. |l existe deux feémdeR, F; et Fytelsqued C LU, ANFINF, =0, FiNA#0 et
F,N A # (. Soienta; € F; N A, i =1, 2 avec, par exemple, < as. On afa,as] C A car A est un intervalle. Soient
K; =la1,a2]NF;, i =1, 2. OnaK;UK5 = [a1, a2]. K1 estun ferng borré non vide d&® doncM = sup(K;) € K.
OnaK; N Ky = Detay € Ky doncM < ay et]M,az] C K, ce quiimpliqueM € K, = K, (car K, est un ferné de
R). Contradiction aved(; N K> = (). Donc A est connexe.

4.3 Connexi€ par arcs

DEFINITION 4.3.1
Soit A une partie d’un espaceétrique(X, d). On dit queA est connexe par arcs si pour tout couple de pgintg) de A il
existe une fonction continug: [0,1] — A telle quey(0) = z ety(1) = y.

THEOREME 4.3.1
Toute partie connexe par arcs d’'un espaérigue( X, d) est connexe.

preuve

SoitA C X connexe par arcs. On peut suppade# () ; soienta € Aety : A — {0,1} continue. Soit € Aety:[0,1] = A
continue telle quey(0) = a ety(1) = z. Lafonctionp o~ : [0,1] — {0, 1} est continue, donc constante puisqdel] est
connexe i o vy(1) = ¢ o y(0) soity(x) = ¢(a) ; ¢ est constante dond est connexe.
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COROLLAIRE 4.3.1
Toute partie convexe d’un espace vectoriel n@est connexe. Toute partie convexe d’'un espace a#fgigle dimension finie
est connexe.

THEOREME 4.3.2
Soit E unK-evn etU un ouvert dev. AlorsU est connexe si et seulement si il est connexe par arcs.

preuve
Lemme

Soit A une partie d'un espaceétrique X et p la relation binaire sud définie par(zpy) < 3y : [0,1] — A, ~ continue,
~v(0) = z, v(1) = y. p est une relation &quivalence suA.

e Preuve dulemme :
Nous noterons,, ,, une fonctiorry : [0,1] — A continue telle que/(0) = z ety (1) = .
La relationp est éflexive (pourr dansA, prendrey, . (t) = z).
Elle est syrétrique : sizpy on aypx (prendrey, ,(t) = vz, (1 — t)).
Yoy (2t) si 0<t<1/2

Enfin, elle est transitive: supposongy etypz ; soith définie parh(t) = { (2t —1) si 1/2<i<1

h est une application continue dedansA et vérifie h(0) = z eth(1) = z.

e Preuve du thoeme : Il s'agit de montrer qUE ouvert connexe impliqu& connexe par arcs. On peut suppoSemon
vide. Soitp la relation dequivalence sut’ définie dans le lemme ci dessuseune classe @&quivalence.
C est un ouvert dé ; en effet, soitc € C et soitr > 0 tel queB(z,r) C U. Toute boule dans un evn est convexe donc
connexe par arcs. Tous les pointsBlex, ) sont donc ésax parp. DoncB(z,r) C C.
Soita € U et(C la classe Bquivalence de. Le compEmentaire d€' dansU est une gunion de classesé&tjuivalence,
donc uneunion d’ouverts dé& ; c’est donc un ouvert d& ; il en résulte que” est ferné danst’ donc dand/. OrUest
connexe, et est non vide, ouvert et feendans/doncC = U ; tout point deU est lié aa parp doncU est connexe
par arcl

4.4 Applications

441 Theoreme des valeurs internediaires

THEOREME 4.4.1
Soit(X,d) un espace #&trique connexe et : X — R continue.f(X)est un intervalle.

C’est une consquence imradiate des ttomes 4.1.4 et 4.2.1. En particulier, $i: [a,b] — R est continue et &rifie

f(a)f(b) < 0 alors il existec € [a, b] tel quef(c) = 0.

4.4.2 Homeomorphismes d’intervalles

THEOREME 4.4.2
SoitI unintervalle d&R et f : I — R continue et strictement croissante. Aldrs= f(I)est un intervalle.

1. SiI = [a,b],J =[f(a), f(b)].
2. Sil =a,b] avec—o0 < a <b < +oo,J = [f(a)7iil>r}jf<x)['

3. SiI =la,b] avec—co < a <b+ o0, J =] liin f(z), f(b)].

4. Sil =]a,b] avec—oco < a < b < +oo,J =] lim f(x), lin}?f(x)[.
r—a r—

L'application f est un homl@omorphisme dé surJ et ’homéomorphismeéciproquef — est strictement croissant..
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Enon& analoguemutatis mutandisdans le casw f est strictementé&kcroissante.

preuve

D’aprés le tleoeme des valeurs integdiaires,J est un intervalle. Le cab = [a, b] est facile. Consi@rons par exemple le
cas! = [a, b[. Puisquef est croissante, elle a une limite (finie ou infinie) quarntgnd vers, soit3. Soitz € I. Choisissons
yel, y>x. 0Onaf(a) < f(z) < fly) < B,doncf(z) € [f(a),B[doUJ C [f(a),S]. Prouvons l'inclusion&ciproque :

soitz € [f(a),B[. Puisqueg = :Lmb f(x), il existey € I tel quez < f(y). Par le tleoeme des valeurs inteédiaires,

[£(a), Fw)) € f ([a,y]) € J, doncz € J.

Montrons maintenant la continéitlef —*! sur.J. Soit[u,v] C J eta = f~!(u), b= f~(v); larestriction def a[a, b] est une
bijection continue du compagét, b] sur[u, v] ; c'est donc un ho@omorphisme (thoeme 3.3.2). La bijectioréciproque qui
n’est autre que la restriction ge! a[u, v] est donc continue s, v]. Or tout compact dég est inclus dans un intervalle de la
forme[u,v] ; donc la restriction d¢—! a tout compact dg est continue. Il enésulte quef ~! est continue suy (proposition
3.1.1).

Le taux de variation dg —! entre les points, v de J est I'inverse de celui d¢ entre les pointg ! (u), f~!(v) deI doncil
est strictement positif, ce qui prouve gfie’est strictement croissariik.

Exercice Démontrer la continui de f~* sur.J de manere élementaire, c’esh dire sans faire intervenir lesé@bremes
utilisant la compacé.

THEOREME 4.4.3
Soientl un intervalle d&R et f : I — R continue et injectivef est strictement monotone.

preuve

SoientA = {(z,y) € I xI|ly > z} etT : A — R définie parT(z,y) = W A est convexe donc connexe.
L'applicationT est continue sufA (car f I'est) et ne s’annule pas cérest injective. Donc (thm des valeurs intédmires)l”
garde un signe constant sfirce qui prouve qu¢ est strictement monotoriik.

4.4.3 Structure des ouverts d&R

THEOREME 4.4.4
Soit) un ouvert deR. Q2 est la Eunion d’'une famille finie ou&hombrable d’intervalles ouverts deaixieux disjoints.

preuve

On supposé non vide. On éfinit une relation binaire surQ) parvz,y € Q, zpy < ([z,y] C Qouly,z] C Q) ; c'estune
relation dequivalence. Soi€® une classe &quivalence. Paréinition, siz,y € C, avecz < y, on az,y] C C, autrement
dit C est convexe, donc c’est un intervalle. Sajte C ; Q étant ouvert, il existe > 0 tel queJ =|z¢ — a,zo + a[C Q. Si

z € J,onaxgpx donczx € C' ; onadonc/ C C ce qui prouve qué’ est ouvert. C'est donc un intervalle ouvert.

Soit E = Q/pl'ensemble des classestjuivalence dg ; leséléments de&& forment une partition d& en intervalles ouverts.
Chacun de ces intervalldscontient un rationnet; . Puisque les intervalles sont dequxleux disjoints, ces rationnels sont deux
a deux distincts. On dispose ainsi d'une application injedives Q. CommeQ est cenombrableF est fini ou @nombrable.

4.5 CompEment: composantes connexes

NB : Cette notion ne figure plus au programme.

Soit (X, d) un espace gtrique,A une partie quelconque non vide d&e Consicerons la relation binairg sur A définie par
xpy Si et seulement si il existe une partie connéxee A qui contienta la foisz ety ; p est une relation @&quivalence. (la
transitivitt decoule du tboeme 4.1.3).

DEFINITION 4.5.1
Les composantes connexesAlsont les classes @juivalence de.

PROPOSITION 4.5.1

Soit A une partie non vide d’'un espaceétriqueX. Si B est une partie non vide et connexe MleB est contenu dans une
composante connexe deet une seule.

Les composantes connexesAlsont connexes et fer@es dansi.
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preuve
NotonsI'(z) la composante connexe decontenant elementz de A.

e Soitzg € B. Pour touty € B, on az,py par ckfinition dep , doncB C I'(zg). L'unicité est triviale.

e Soitz € Aety : I'(x) — {0,1} continue. Siy € I'(z), il existe une partie connexg, de A qui contientz ety ;
¢ restreinted C, est constante et vayt(z) ; on adontvy € I'(z), ¢(y) = ¢(x) doncy est constante. Ceci prouve que
I'(x) est connexe.

e Onal'(z) C I'(x) N A C T'(z). Puisquel'(x) est connexe, il en est deémel'(z) N A (thm 4.1.3 ). Comme cet

ensemble contient et est contenu dan$, il est contenu danB(z) ce qui prouveuel'(z) N A = I'(z), donc qud’(x)
est un ferné relatif deA.l

EXEMPLE 4.5.1
e Les composantes connexes@esont les singletons.

e Si A estun ouverf) deR la relationp est la relation éfinie au§ 4.4.3. Les composantes connexegXsont donc les
intervalles ouverts dis dans le thoeme 4.4.4.
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5

Espaces Complets

5.1 Definitions et propriétésélementaires
DEFINITION 5.1.1
On dit qu’une suite de pointg.,, )»>o d’un espace mtriqgue(X, d) est une suite de Cauchy si ellérifie:
Ve >0,3IN =N(e), V0, €N p > N = d(Tptq,zp) < €

Propriétesélementaires
Soit (X, d) un espace &trique.

1. & Lasuite(z,) de points deX est de Cauchy ssi il existe une suiéelle(s,,) de limite nulle telle que pour tout et

pEN, d(zn—&-pyl‘n) < €ne-
2. & Toute suite convergente de points Meest de Cauchy.

3. & Toute suite de Cauchy das est boriee.

4. Toute suite de Cauchy daisqui pos&de une valeur d'aditence\ n’en posgede qu’une et converge vers cette valeur
d’adhérence.
En effet, soit: > 0. Puisque\ est valeur d’adérence, il existe un entier > N(¢/2) tel qued(z,,\) < /2. Sip est
sugerieur ouégalan, on ad(zp,, A) < d(zp, z,) + d(zn, ) < e.

5. & Soit (z,,)n>0 UNe suite de points d& et A,, = {z; |k > n}. La suite(x,),>0 est de Cauchy si et seulement si
diam(A,,) tend vers 0 quand tend vers I'infini.

6. & Soientd; etds, deux distances fortemeatuivalentesdd; < da < bdy, a > 0) sur un néme ensembl& et (z,,),>0
une suite de points d¥. (z,),>0 est de Cauchy dar(st, d,) ssi elle est de Cauchy dafX, ds).

7. & Soient(X,d) et (X', d’) deux espaces @ftriques. Soient’ = X x X’ muni de I'une des distancésdéfinissant la
topologie produit. Une suit@y,,) = (z,,z,,) de points d&  est de Cauchy dan&, d) ssi les deux suite&e,,) et (z/,)
sont de Cauchy dank et X' respectivement.

DEFINITION 5.1.2

On dit qu’espace #trique(X, d) est complet si toute suite de Cauchy de pointXdest convergente. $X, d) est un espace
métrique, une partiel de X est dite compite si I'espace #trique(A,d4) (ol d4 est la distance induite parsur A ) est
complet.

5.2 Propriétes des espaces complets

THEOREME 5.2.1
Toute partie compgfte d’'un espace étrique( X, d) est fernée.
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preuve B
SoientA une partie comgite deX eta € A. Il existe une suitgz,,) € AN qui converge vera. Cette suite est de Cauchy;
étant complet, elle converge daAsionca € A et A = A. A est ferné.

THEOREME 5.2.2
Toute partie ferrbe d’'un espace atrique complet est conigte.

preuve
Soit F fermé de X complet ; soit(z,,) € FY une suite de Cauchy @élements de’. X étant complet, elle converge dais
vers une limitez. On aa € F' = F, donc toute suite de Cauchy deconverge dang’. F' est complet.

THEOREME 5.2.3
Tout espace gtrique compact est complet.

En effet toute suite dans un espace compactguessne valeur d'aditence. La conclusiorésulte de 5.1 assertion 4.

THEOREME 5.2.4
Le produit de deux espacesiniques complets est un espacetrigue complet.

Résulte de 5.1 assertion 7.

COROLLAIRE5.2.1
R™ etC™ sont complets.
Tout espace vectoriel noérde dimension finie est complet.

THEOREME 5.2.5
Soient(X,d) un espace &trique complet etF,,) une suite écroissante de feras non vides d&, dont le diamétre tend
vers Q L'intersection ded',, est un singleton.

preuve
Choisissons, pour chaqueun pointz,, € F,,. SoitA,, = {zx | k > n}; onaA, C F,, donc dianjA,) — 0 et la suite(z,,)
est de Cauchy. Soit sa limite. Pour toup > n, z, € F,, C F,,, donca € F,, = F), ; a appartient l'intersection des, qui
est donc non vide. Si etb sont dans cette intersection, od@, b) < diam(F;,) pour toutn doncd(a, b) = 0 soita = b.

Attention! La condition sur le diamtre est indispensable. Une suitedbissante de ferés non vides dans un espacetrigue
complet peut avoir une intersection vide, comme le prouve la $ijite [n, +oo[ dansR.

THEOREME 5.2.6 (Crit ere de Cauchy pour les fonctions)
SoientA une partie d’'un espaceétrique(X,d), a € A, etf une application del dans un espaceétrique compleY” ; alors
f aune limite quanad tend vers: si et seulement si :

(©) Ve >0, 3V € V(A) tel que dian{f(V N A)) <e

preuve
Dans le sens non trivial, on prend une suite arbitraire de péints € AN qui converge vera. Gracea la condition (C) , on
voit facilement que la suitéf(x,,)) est de Cauchy dar¥$ complet, donc converge. On sait que ce fait implique fij@geune
limite quandz tend versa.

5.3 Théoreme du point fixe

THEOREME 5.3.1
SoientA une partie comgite non vide d’un espaceéamique(X,d) etf : A — A une application contractante (c'estlire
k-lipschitzienne avek < 1).
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Alors f a un point fixea € A et un seul.
Pour toutr, € A, la suite(z,,) de premier terme,, telle quevVn xz,., = f(z,) converge vers et

n

-k

Y d(zn,a) < T

d (o, f(z0))

preuve

Soitzy € A et, pour toutn, z,+1 = f(x,). La suite(z,) est une suite bienédinie délements ded. Par hypotkse, on a
d(pi1,Tn) < kd(zp,2,—1) pour toutn > 1 doncVnd(z,41,2,) < k™d(z1,20). Soit alorsp entier,p > 1. Linégalie
triangulaire donne:

Jj=p Jj=p ' n
(%) A(Tpip, Tn) < Zld(l‘nﬂ‘,xnﬂﬂ) < Z;k"ﬂ_ld(wh%) < md(mhxo)
1= J]1=

Commek est infrieura 1, k™ tend vers 0, donc la suite:,,) est de Cauchy. Elle converge donc versélgmenta € A.
Commef est continue en, de I'egali& valable pour tout 1 = f(z,), on dduit, en passaftla limite,a = f(a), donc
a est un point fixe d¢f.

En faisant tendrg vers l'infini dans (*), on obtientl(z,,,a) < 1’fkd(x1,mo).

Enfin, supposon&a) = a et f(b) = b. On ad(a,b) = d(f(a), f(b)) < kd(a,b) soit (1 — k)d(a,b) < 0, ce qui implique
d(a,b) = 0 soita = b. &

5.4 Espaces de Banach

DEFINITION 5.4.1

On appelle espace de BanachKwespace vectoriel noracomplet. En particulier, toli€-ev de dimension finie est un espace
de Banach.

On appelle algbre de Banach sur le corfis une K-algébre associative unitaird, munie d’une norme| | , vérifiant
114l 4 = 1 €tVu,v € A, |luv]| 4 < |lull4 - [[v]| 4, et telle que I'espace noktA, || || ,) soit complet.

THEOREME 5.4.1
SoientE un espace de Banach,etun sous-espace vectoriel e F' est un espace de Banach si et seulemehtest ferng
danskE.

Cong£quence imradiate des thoemes 5.2.1 et 5.2.2.

THEOREME 5.4.2
Soit E unkK-evn, etF' un sous-espace vectoriel Hlede dimension finieF est ferngé danst.

preuve
F muni de la norme induite par celle deest un espace vectoriel noerde dimension finie, donc complet. L&sultat @coule
du theoeme 5.2.1.

THEOREME 5.4.3 (Un théoreme de prolongement)

SoitG un espace vectoriel nognF' un sous espace vectoriel @epartout dense daris etu : F — H une application ligaire
continue d&F' dans un espace de Bandéhwu se prolonge de magie unique en une applicationéaire continué/ : G — H.
De plus,||U]| = |u]-

preuve

e Soitz € G. Par hypotkse, il existe une suite:,,) de points d&’ qui converge vers.
On allu(z,) — u(ze)ll y < |lull - [|zp — 24|l 1l €n résulte que la suitu(x,)) est de Cauchy dand complet, donc
elle converge. D'ag@s le tleoeme 1.5.2, la fonction : ' — H admet une limite en. Notons AU (z). Soitz € F' et
(z,,) la suite constante telle qug, = z pour toutn. On alU(z) = lim u(z,) = u(z). DoncU prolongeu.

e Soientz,y € G, A € K,(z,) et (y,) deux suites de points d€ convergeant respectivement verety. On a
U(z 4+ \y) = limu(zy, + Ay,) = lim (u(x,) + Au(yn)) = U(z) + AU (y). U est lirkaire.
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e Avec les némes notations, onfau(zy,)| ; < ||ull - [|zx |- Par continuié de la normeju(z, )|, tend vers|U(z)||
quandn tend vers l'infini. On obtient donc en passania limite, ||U(z)||; < |lu] - [|z]| ce qui prouve qué/ est
continue et qugU|| < |lu||. CommeU prolongeu on a (le \erifier!) ||u|| < |U]| d’ou I'égalieé ®

Exercice

En s'inspirant de la preuve duébreme ci dessus, prouver lesultat suivant :

Soient(X,d) et (X’,d’) deux espaces @triques,Y une partie deX dense dans{ eth : Y — X’ une application uni-
formément continue. Sil'espad&’, d') est completh admet un unique prolongement contiflu: X — X’ et ce prolonge-
mentH est unifornément continu.

DEFINITION 5.4.2
Soient(E, || ||) unK-evn et(u,) une suite céléements de. On dit que la érie > w, converge si la suite des sommes
n=>0
. k=n . .
partiellesS,, = > uy; a une limite dangv.
k=0
On dit que la érie de terme gréralu,, est absolument convergente si &ie nunériqued . ||u,|| converge.

THEOREME 5.4.4
Toute €rie absolument convergentétEments d’'un espace de Bandtfest convergente daris.

preuve
: . i k=p+q k=p+q )
Soite > 0. Il existe unN € N tel que, pour toup > N, ¢ > 0onait > |lux| <e. Alors| > wug| < e etdonclasuite
k=p+1 k=p+1
k=n
des sommes partielles, = > uy est de CauchyE étant complet, elle converge.
k=0

Attention! Ce iésultat est faux dans ug-evn qui n’est pas complet. En fait, on pe@ndontrer le gsultat suivant : uik-evn

E est complet si et seulement si touégie absolument convergenteétments dé” est convergente. Autrement dit,/Sin’est
pas complet, on peut trouver unerie absolument convergenteements deil qui n’est pas convergente. (Voir I'exercice 2
ci dessous)

Exercice 1
Soit EFR[X] le R-ev des polydmesa coefficients&els. On pose, pou? € E, |P|| = sup |P(z)|. Vérifier que I'on e&finit

ainsi une norme suf. Soitu,(X) = X™/n!; montrer que la&rie de terme gréralu,, est absolument convergente, mais ne
converge pas darnd, || |).

Exercice 2
Soit (E, || ||) unK-espace vectoriel norétel que touteé&rie absolument convergenteéet¥ments de2 est convergente.

1. Soit(z,) une suite de Cauchy éléments de&. Montrer qu'’il existe une suite extraite:,,, ) telle que, pour tout,
d (xnk+1,xnk) <27k

2. En ceduire que la suitéz,,) pos&de une valeur d’aditence puis qué& est complet.
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6

Suites et &ries de fonctions
a valeurs dans un espace vectoriel norm

6.1 Convergence simple et convergence uniforme d’une suite de fonctions

SoientX un ensemble(E, || ||) unK-evn, (u,),>0 une suite d'applicationséadinies surX a valeurs dan& etw une applica-
tion deX dansE.

DEFINITION 6.1.1
On dit que la suitéu,,) converge simplement vetssi pour toutr de E la suite(u,(x)) converge vera(z). Ce qui signifie:

(cvs) Vee X, Ve>0,IN=N(z,e) eN,VneN, n > N = |luy,(z) —u(z)| <e

Il est essentiel de bien noter que le ra¥g partir duquel I'iregali€ ||u, (z) — u(z)|| < € est \érifiée cepend de mais aussi
dez. La convergence sera dite uniforme si on peut choisl¥ limdépendant de, plus peci€ment :

DEFINITION 6.1.2

Une suite(u,,) de fonctions éfinies sur un ensembl€ a valeurs dans uk-evn E est unifornément convergente (SUf)
vers une fonction, : X — E si pour toute > 0 il existe un entieiN (¢) tel que, pour tout: € X et tout entiem > N ,
|lun(z) —u(x)| < e. Ce quisécrit

(CVU) Ve>0,IN=N()eN,Vze X, VneN, n > N = |ju,(z) —u(z)|| <e

On cefinit de la néme margre la convergence uniforme sur un sous ensembdie X. Il est évident que toute suite uni-
formément convergente vetsest simplement convergente vers

REGLE PRATIQUE
La suite(u,,) d’applications deX dansE converge uniforrament vers: : X — E si et seulement si il existe un entieg et
une suite nur@rique(ay, )»>n, de limite nulle telle que pour tout > ng,Vr € X, ||u,(z) — u(z)| < an.

DEFINITION 6.1.3 ( Crit ere de Cauchy pour la convergence uniforme)
SoientX un ensembleE unK-evn et(u,,) une suite de fonctionsédinies surX eta valeurs dan&. On dit que cette suite
vérifie le criere de Cauchy pour la convergence uniforme sion a :

(C)  Ve>0,3N=N(), ¥p,q €N, p> N = (Yo € X [[uprgle) - up(a)] <)

Si la suite(u,,) converge uniforrament versu, elle \érifie le criere de Cauchy uniforme. L&ciproque est vraie U est
complet :

PROPOSITION 6.1.1
SoientX un ensembleE un espacele Banachet (u,,) une suite de fonctionsédinies surX a valeurs dang et satisfaisant
le critére de Cauchy uniforme. La suite,,) converge uniforrBment vers une applicatian: X — E.
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preuve
D’apres (C), pour tout de X, la suite(u,, (x)) est de Cauchy dans complet, donc converge vers élement deF, soitu(x).
On d&finit ainsi une application : X — E. Soite > 0 et N défini par la condition (C). En faisant tendjevers I'infini dans
(C), on obtient|u(z) — u,(z)|| < e pour toutz de X et toutp > N.1

Remarque
Toutes les @finitions pEcédentes ont un sens en remplag&npar un espace atrique (Y, J), et les conditions de la forme
[u(z) — up(z)|| < e pard (u(z),up(z)) <e.

6.2 Conservation de la continuié

THEOREME 6.2.1
Soient(X, d) un espace #trique,E un evn et(u,,) une suite de fonctionséfinies surX eta valeurs dang et \érifiant les
propriétés suivantes :

1. Pour touh, la fonctionu,, est continue et (resp. est continue S ).

2. La suite(u,,) converge uniforrment suX vers une fonctiom : X — E.
Alors, la fonctioru est continue e (resp. est continue st¥).

preuve
Soientzy € X ete > 0. La convergence uniforme dg, versu implique I'existence d’un entieN tel qu’on ait, pour tout
€ X :||lun(z) —u(z)| <e/3desquer > N. Lacontinuié au pointz, de la fonctioruy assure I'existence d’un voisinage
V dexg telquez € V = |lun(z) — un(xo)| < /3. Alors, pour toutz € V on a

[u(z) = u(zo)|| < llulz) —un (@)]| + llun (z) — un (o)l + lun (z0) — u(zo)|| <€
Doncu est continue en.l

Remarques

Dans I'enon@& du tleoeme, on peut remplacer la condition 1. par : “ il existe un rapgel que pour toutr > ng, u,, est
continue surX ".

Le theoeme reste vrai si les fonctions, sonta valeurs dans un espacétmque(Y, §).

DEFINITION 6.2.1

Soient(uy,,) une suite de fonctionsédinies sur I'espace étrique (X ,d) a valeurs dans l'eviy etu : X — E. On dit que la
suite(u,) converge uniforrament sur tout compact veussi, pour tout compack de X, la suite(u,|x) des restrictions de
u, &K converge uniforrament vers la restriction dea K .

THEOREME 6.2.2
Soient(X,d) un espace #étrique, E un evn et(u,,) une suite de fonctions continueéfahies surX, a valeurs dan€ et
convergeant uniforément sur tout compact vers X — E . La fonctionu est continue suk .

preuve

D'aprés le tleoeme peccdent, pour tout compadt de X la restriction dew a K est continue X étant un espace @rique,
on sait que cela implique la contin@itleu sur X . (proposition 3.1.1)l

6.3 Echange de limites

THEOREME 6.3.1 B
Soient(X, d) un espace #trique,A C X,a € A etE un espace de Banach.
Soit(f,) une suite d’applications dé dansFE vérifiant les propétés suivantes :

(1) Pourtout, f,(zx) a une limite\,, quandr tend vers: : \,, = lim f,(x).
Tr—a

(2) La suite( f,,) converge uniforrament vers une fonctiofi: A — E.
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Alors,

1. La suite(\,,) a une limite\.
2. Lafonctionf a une limite quana tend versa.

3. A= lim f(x),

Autrement dit, on dim ( lim fn(m)> = lim ( lim fn(x)).

T—a n— oo n—oo T—a

preuve

1. Soite > 0. Il existe un entietV (¢), tel queVp,q € N, p > N(g) = ||fp+q(z) — fp(2)]| < e pour toutz € A. En
faisant tendre: versa pourp, g fixés, on obtienfA,+, — Ap|| < € dés quep > N(e). La suite(\,,) est de Cauchy dans
E complet, donc converge vers alement\ de E.

2. Soitp = N(g/3). En faisant tendreg vers linfini dans les iggaliés ci dessus, on obtiefjts — A, || < ¢/3 et
1 () = fo(x)|l < &/3 pour tout € A. Puisque\, = lim f,(x), il existe un voisinagé” dea tel que pourr € VN A
on ait|| f,(z) — Ap|| < e/3.0nen @&duit que pour € VN A4,onal f(z) — Al <e.

Remarques

a) Sia € A, on a recessairement,, = f,,(a), les f,, sont continues en et le tteoeme n’est autre que leébeme 6.2.1
et I'hypotheseF complet est inutile.

b) La preuve ci dessus montre que la coptpdle deZ n'a servi que dans le point 1. Donc si on suppose (dans les hygesh
du theoreme) que la suité),,) converge dan& vers une limite), il n'y a pas besoin de supposErcomplet. En fait ce
cas est un cas particulier duggedent, obtenu en remplacafitpar A’ = A U {a} et lesf,, par leurs prolongements par
continuiéa A’ obtenu en posant, (a) = A,.

6.4 Series de fonctionsa valeurs dans un Banach

SoientX un ensembleE un evn, etu,, une suite d'applications d¥ versE. On pose, pour tout, S, = > ug.
0<k<n

DEFINITION 6.4.1

On dit que la érie >_ u,, converge simplement si pour toute X, la €rie u,(x) converge, c’esh dire si la suiteS,,
converge simplement vers une fonctin: X — E. On dit que la érie " u,, converge uniforrement si la suitéS,,)
converge uniforrament versS.

Donc, 3" u,, converge uniforrament ssi 1)  u,, converge simplement et 2) la suifg, = > ug, qui est donc éfinie,
k>n+1
converge uniforrament vers 0.

DEFINITION 6.4.2
On dit que la érie converge absolument simplement siddesy " ||u,(x)|| converge pour tout.

Si E est complet, la convergence absolue simple défi@ €ntréne la convergence simple.

DEFINITION 6.4.3

On dit que la érie_ u,, converge normalement si les fonctioms sont borges et si la &rie nunérique de terme é&réral

lunll,, = sup ||un(z)|| converge. On éfinit de la néme margére la convergence normale sur un sous-ensesgle X en
X

S
consicérant les restrictions de, a A.

REGLE PRATIQUE
La <rie u,, est normalement convergente ssi il existe une suiteémnigue(a,, ), > telle que :
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1. La €rie > a, converge.
n=0

2.Vz e X,Vn e N, |up(2)] < an.

THEOREME 6.4.1
SoientE un espace de Banachwgt : X — E une suite d’applications boges d’'un ensembl& dansE. Sila €rie)_ u,, est
normalement convergente sHr, elle est unifornrement convergente six.

preuve
La convergence normale implique, de n&eévidente, la convergence absolue simple, déhetant complet, la convergence

simple. Soient?,, = > wuy: X — Elereste d'ordrer de la €rie etp,, = > sup |Ju,(z)||. La suite(p,) tend vers 0
k>n+1 k>n+1x€A
et pour toutr € X, ||R.(x)| < pn Ce qui assure la convergence uniforme Xude la suitgR,,) vers Ol

Les esultats du paragrapheguedent se traduisent pour lesres par les thoemes suivants.

THEOREME 6.4.2
Soient(X, d) un espace #&trique,E unkK-espace vectoriel norgau,, : X — E une suite de fonctions continues telles que la

série " u,, converge uniforrament. La somm8 = »_ w,, est continue suk .
k>0

Attention! Ici, on doit supposer qusuteslesu,, sont continues polétre sur de la contindtdes sommes partielles.

COROLLAIRE 6.4.1
Soit (X, d) un espace gtrique,E un espace de Banachu,, : X — E une suite de fonctions continues telles queddes

> u, soit normalement convergente sur La sommeS = > wu,, existe et est continue six.
k>0

THEOREME 6.4.3
Soient( X, d) un espace #trique,E unK-espace vectoriel norgju,, : X — E une suite de fonctions continues telles que la

série " u,, converge uniforrement sur tout compact dé. La sommes = Y wu,, est continue suk.
k>0

COROLLAIRE 6.4.2
Soit (X, d) un espace gtrique,E un espace de Banachu,, : X — E une suite de fonctions continues telles queddes

> u, Soit normalement convergente sur tout compacXdé.a sommeS = > u,, existe et est continue six
k>0
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Exemples d’espaces de Banach

7.1 LespaceB(X,F)

SoientX un ensemble eff un K-evn ; on notera comme d’habitudeX I'espace vectoriel des fonctionfihies surX a
valeurs dan€?. B(X, E) désignera le sous espaceBé formé des applications boges surX.

THEOREME 7.1.1
L'applicationf — || f||., = sup || f(z)| estune norme sB(X, E), appeée norme de la convergence uniforme.
z€E

Si E est un espace de Bana@tX, E') muni de la norme de la convergence uniforme est un espace de Banach.
preuve

Le fait que| ||, soit une norme est facile. Montrons la cogpide. Soit f,,) une suite de Cauchy dag8(X, E)
adonc:

). On

Ve >0, dN = N(e) €N, vaquapZN:>pr+q_fp”oo<E

Soiite > 0. Pour toutr € X ettoutp > N(e), ||fp+q(z) — fp(x)]| < e. La suite(f,(x)) est de Cauchy dang complet,
donc convergente ; notorf§x) sa limite. En faisant tendrgvers I'infini dans I'inegali& peédente, on obtient que pour tout
x ettoutp > N(e), | f(z) — fp(x)| < e. Onen @duit d'une part quey () — f € B(X, E), donc quef € B(X, E), et
d'autre part qué{ f — f, ||, < e pourp > N(e), ce qui prouve quéf,) converge verg dans(B(X, E), || || ..). B

Remarque

Si (f,) est une suite &léments d&B(X, E) et f € B(X, E), f, converge verg dans(B(X, E), || ||.,) Si et seulement si la
suite f,, converge uniforrament versf. Mais si on se donne une suite de foncti¢ng), u,, € EX convergeant unifor@ment
versu € EX, les fonctionsu,, etu ne sont pas &cessairement boges. Par contre la défenceu,, — u € B(X, E) a partir
d'un certain rang et tend vers 0 dans cet espace muni de la fojme

Dans les cag’ = K la multiplication des fonctions (qu f et g associefg telle que(fg)(z) = f(x)g(z)) munit 'espace
B(X,K) d’une structure d&-algebre. Pourf,g € B(X,K)ona| fgll. < ||fll« 9]l etaussill|, = 1en designant par
1 la fonction constantégalea 1. C'est donc une addpre de Banach.

Exemple
On designe pai>(K) le sous-espace vectoriel @& formé des suites boées. Siu = (u,)n>0 € [*°(K), on pose
|lull, = sup |u,|. Lespaced>(K) muni de la normg| || est un espace de Banach.

n>=0
On désigne paky(K) I'espace des suites @éments deK qui convergent vers 0. C’est un sous-espace vectoriel&feten
1°°(K) muni de|| ||, (cela €sulte du teome déchange des limites 6.3.1) donc, muni de cette norme, c’est un espace de

Banach.

7.2 LespaceCB(X,F)

THEOREME 7.2.1
Soit (X, d) un espace #étrique etE un espace de Banach. L'espat®(X, E) des applications continues et béas deX
dansE muni de la norme de la convergence uniforme est un espace de Banach.
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preuve
(B(X,E),| |) étant complet, pour montrer qUéB(X, E), || ||.,) est un espace de Banach, il suffit de montrer que c’est un
sous espace feferde(B(X, E), || ||..)- C'est clairement un sous espace vectoriel. Montrons qu'il es&feBuoitu € B(X, E)

un élément adrentaCB(X, E). |l existe une suitéu,,) d’élements d€B(X, E) qui converge vers dansB(X, E), i.e. qui
converge uniforrament vers:. D'apres le tleoeme 6.2.1u est continue, done € CB(X, E).l

CB(X,K) avec la multiplication usuelle des fonctions est une&hig de Banach.

COROLLAIRE 7.2.1
Soit(X, d) un espace gtrique compact d un espace de Banach. L'esp@dé&, E) des applications continues dedansE
muni de la norme de la convergence uniforme est un espace de Banach.

7.3 LespaceL.(E,F)

THEOREME 7.3.1
SoientE etF deuxK-evn, F étant complet L'espaceL.(E, F) des applications ligaires continues dé dansF muni de la
norme subordorze aux normes dE et F' est un espace de Banach.

preuve
Soient(f,,) une suite de Cauchy &ements dd..(E, F') et B la boule unié fermée deE.

e Pourtoutr deE linégalie || fr1p(z) — fu(@)ll g < | frtp — full - lz]| ; montre que la suitef,,()),,, est de Cauchy
dansF' complet, donc elle converge vers éémeny (z) € F.

e Siz,ye EetAeK,onaf(Ar+y) =lim f,(Ax +y) =lim (A fn(z) + fu(y)) = Af(z) + f(y) ; f estlireaire.

e Soite > 0 et N entier tel qud| f,.1, — fn|| < e pourtoutn > N, p > 0. Par finition de la norme dank.(E, F'), on
apourtoutr € B || fuip(®) — fr(@)| p < || frep — full < e. En passar la limite, quandg tend vers linfini,n étant
fixé, on obtient|(f — f,.)(z)|| < e pour toutn > N et toutx de B. On en éduit d’abord que I'application liaire
(f — f~) est continue, donc aussi gyieest continue, puis quigf — f,.|| < e pourn > N ce qui prouve la convergence
de la suite( f,,) versf dansL.(E, F). &

COROLLAIRE 7.3.1
SoitE unK-evn ; le dual topologiqué’ (j;ch(E, K) est un espace de Banach.
e

Soit E un espace de Banach. Notahg FE) = L.(FE, E) 'ensemble des endomorphismes continug&ddluni des ogrations
usuelles, c’est une adfpre associative unitaire, dont 'u@iest/dg. La norme subordor@ea celle deE vérifie || Idg| = 1 et
Yu,v € L(E, F), |luv|| < |lu| |lv||. Enfin, d’apes le paragraphe @e&dent, c’est un espace complet. On a p&uv

THEOREME 7.3.2
L’algébre des endomorphismes continus d’'un espace de B&hauaini de la norme subordoégea celle deF est une algbre
de Banach.

7.4 Lespacell(K)

DEFINITION 7.4.1

On césigne pat' (K) I'ensemble forné des suiteu,,),>o € K telles que la&rie " |u,| converge.
n=>0

C’est unK-ev et 'applicationu — [jul|, = Y |ux| €st une norme sut (K).
k

>0

THEOREME 7.4.1
L'espacd (K) muni de la normd ||, est complet.
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preuve
Soit (u(1’>)p>O une suite de Cauchy @élements dé’.

Chaqueu () est donc une suite(?) = (uﬁf’)) - telle que la grie 3 |u{’| converge.
nz n=0
L'hypothese que la suit(éu(l’)) est de Cauchy se traduit par : pour teut- 0, il existe un entierP(¢) tel que, pour tout

p > P(e) ettoutg > 0 on ait
Z ‘ (p+a) _ u(P)

p+a) (p)

Hu(p-%q —u®

Fixonse. Pour toutn € N, p > P(e), ¢ > 0, 0n a‘u( < g, ce qui prouve que la SU|(eL(p))p>0 est (@ fixé) de

Cauchy dan&. Soit\,, sa limite et = (A,;),>o0-
On va montrer que € [! et que la suite(u(”))p>O converge dang vers.

n=N
SoientN € N fixé etp > P(e) ; pour toutg > 0ona Y ‘u,(fﬂ) —ulP | < ||ulrto - u®)||, < e. Sion fait tendrey vers
n=0

I'infini, on obtient

n=N
(%) 3 _u;m\ <e
n=0
Pour toutp > ( ) fixé, cette ikgali# a lieu pour tout entieN ; la suite des sommes partielles de éuisa termes positifs

Ty = |/\ — P | est borge. Donc cette&sie converge. |l enasulte que()\ uPE)) € 1 donc quex € 1.
(p)

n— Un

< &, s0it||A — uP ||, <e, etceci pour

n=0

toutp > P(e), ce qui prouve que la suit@.P)) converge vers dansi'. B
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8

Approximation des fonctions
a valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie

8.1 Introduction et notations

Dans tout ce chapitré&K= R ou C. E désigne uriK-espace vectoriel de dimension finie. On sait que touutes les normés sur
sontéquivalentes. On choisig@achaque fois que I'on en aura besoin une normeisqui sera nate|| ||.

Toute application liBaire deF dans un autr&-espace vectoriel est continue ; en particulier, toutes les formesiles sulF
sont continues. B = (ey,...,e,) estune base dB et si(ey,...,e,) estla base duale, les applicatiepsont continues.

Si (X,d) est un espace @trique et sif : X — E est une application qui &trit en coordongesf(z) = fi(z)e; + --- +
fn(x)en, f estcontinue ssi les applicationsf; : X — K sont continues. Leg; = ; o f sont les applications coordoaes
de f dans la bas&. On a un esultat similaire pour I'existence d’une limite en un point.

Soit X un ensemble non vide éX I'ensemble forné de toutes les applications dédansE. Sif,g ¢ EX et\ € K on
définit f + g et \f par (f + g)(z) = f(z) + g(x) et (\f)(z) = A - f(x). Muni de ces oprationsEX a une structure de
K-espace vectoriel.

8.2 Theoremes d’approximation

8.2.1 Subdivisions

SoitJ = [a, b] un intervalle compact d&. Une subdivisionr de J est un sous ensemble fini decontenant les ex¢émitesa et
b ; on notera une telle subdivisien= {z¢ = a,z1,...,2, = b}. On supposera toujours, le plus souvent implicitement, que
xo < x1 < ...< x,. Une subdivisiorr est plus dite plus fine que la subdivisiersio C 7.

8.2.2 Fonctions en escalier

Une fonctiony : J — FE est dite en escalier si il existe une subdivision= {zy = a,z1,...,z, = b} telle quey soit
constante sur chacun des intervalles z;.1[ pour0 < ¢ < n — 1. Une telle subdivisiorr sera dite adapea . SiT est une
subdivision plus fine que, T est aussi adapéa ¢.

Soienty, 1 deux fonctions en escalies, 7 des subdivisions ada®s respectivemetp et . La subdivisions U 7 est
adapéea la foisa p eta. On en @duit que I'ensemblé(J, E) des fonctions en escalier siira valeurs dan& est un sous
espace vectoriel dB”. Sip € £(J, E) alors la fonctionr — ||p(z)|| appartienf£(J,R). Sip € £(J, E) eth € £(J,K), la
fonctionz — h(z) f(x) est en escalier. En particuligt(.J, K) muni en outre de la multiplication usuelle des fonctions est une
K-algebre.

8.2.3 Fonctions continues par morceaux

Une fonctionf : J — E est dite continue par morceaux sUsi il existe une subdivision = {zy = a,z1,...,z, = b} deJ
et des fonctionsontinuesf; : [z;,z;11] = E, 0 <i < n — 1telle quef coincide aved; sur 'intervalleouvert |z;, z;1].
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Il revient au néme de dire qug est continue suy \ o et qu'elle admet en chaque des limites finies droite (sauf pour
1 = n) eta gauche (sauf poudr= 0).

Toute fonction continue suf (respectivement en escalier slirest continue par morceaux.

L'ensembleCy,(J, E) des fonctions continues par morceaux guit valeurs dang est un sous espace vectoriel Bé qui
contient comme sous espage/, E) et I'espace vectorigl'®(J, E) des fonctions continues sura valeurs dang.

Sif € Cp(J, E), lafonctionz — || f(z)|| appartien&Cys(J, R).

Cu(J,K) est unek-algebre dont(J, K) et C%(J,KK) sont des sous adfpres.
On notera, lorsqu'il 'y a pas d’ambi@@sCy,, C°, € pourCy (J, E), C°(J, E), £(J, E)

Attention! Une fonction en escalier ou une fonction continue par morceaux esefiaitidn definie sur un intervalle ferén
borré deR.

PROPOSITION 8.2.1
& Toute fonction continue par morceaux slirest la somme d’une fonction continue et d’'une fonction en escalier. Cette
décomposition n’est pas unique. Autrement dit atha(J, E) = C°(J, E) + £(J, E) la somme nétant pas directe.

& Toute fonction continue par morceaux slest boriee.

L'expression|| f||, = sup || f(t)|| définit une norme su€',(J, E) (norme de la convergence uniforme).
teJ

Remarque et exercice Cette norme suf'y,(J, E') depend de la norme choisie skt Montrer que si on remplace la norme
| || par une normé¢f ||" les normes obtenues st (J, E) sontéquivalentes.

THEOREME 8.2.1 (Approximation des fonctions continues par morceaux par des fonctions en escalier)

Pour toutef € Cy([a,b], E) et toute > 0 il existe une fonctionp € £([a,b], E) telle que||f — ¢||, < e, i.e. telle que
Il f(z) — ¢(x)|| < e pourtoutr € J.

Ce treoreme admet les delbnon@séquivalents suivants

(1) € est dense dar(s,; pour la topologie éfinie par la normd || . .

(2) Pour toutef € Cyy, il existe une suité<pn)n>0 de fonctions en escalier convergeant unifément vers .

preuve
Soit f continue par morceaux sur. Il existe une fonction en escaligr et une fonction continue telles quef = g + 4. Il
suffit donc de montrer qu'il existe une fonction en escaligelle quel|g — ¥ ||, < e . Lafonctiony = v + 1, vérifiera alors
g est continue suy = [a, b] compact donc unifor@ment continue ; il existe un > 0 tel qu’on ait||g(u) — g(v)|| < € pour
toute paire de points, v € J vérifiant|u — v| < n. Soitn € N* tel que(b — a)/n < netpourk =0,---n, z = a+ k”*T“
Soity la fonction en escalieréfinie surJ pary(z) = g(xy) Sizr < < k41 ety(b) = g(b). On \Erifie facilement que
pour toutz € J on al|g(z) — ¢(x)| <e. A

8.2.4 Fonctions continues et affines par morceaux

Nous dirons qu’une fonctiof’ : [a,b] — F est affine par morceaux si il existe une subdivisiog {z¢ = a,z1,...,2, = b}
de J et des fonctions affined;, 0 < k < n — 1 telles queF(z) = Ax(z) pourzy < z < xgy1. (Les fonctionsdy, sont donc
de la formeAy(z) = zug + vg, avecuy, v, € E). Si en outre la fonctiorF est continue, on @videmmentF'(z) = Ag(x)
pourzy < x < zk4+1 et donc icessairememy, (zx) = Ag—1(xr) pourl <k <n—1.

THEOREME 8.2.2
Soit f : [a,b] — E continue. Pour towt > 0 il existe une fonctior¥ : [a,b] — E affine par morceaux et continue telle que
If = Fllo <&

preuve
Par continuié uniforme def il existe unn > 0 tel que|| f(v) — f(ul| < e pour|v —u| < (b—a)/n. On pose comme ci dessus
z, = a+ k2. |l existe alors une unique fonctioR affine par morceaux et continue siittelle queF(zx) = f(z) pour
0 < k < n. Soitx € I. Siz estl'un dese, on aF(xz) = f(x). Sinon, il existe un uniqué tel quezy < z < zr+1. Ona
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alors||f(z) — f(zx)|| < € et||f(z) — f(zrs1)| < e. Il existe un unique €]0, 1] tel quez = tzy + (1 — t)zp41. Puisque
F est affine sufzg, zx4+1] on aF(z) = tF(zk) + (1 — ) F(xpt1) = tf(zk) + (1 — t) f(zr41) et donc|| f(z) — F(z)|| =
[t (f(2) = fzr) + (1 =) (f(z) = flapp)]| Ste + (1 —t)e=c. W

8.2.5 Fonctions polytomes

THEOREME 8.2.3 (Théoreme de Weierstrass)
SoitJ = [a, b] un intervalle fern borré deR et f : [a,b] — R continue. Pour tout > 0, il existe un poly®meP < R[X] tel
quevz € [a,b], |f(z) — P(z)| <e.

Ce tteoeme est admis par le programme. Donnons dmon@&séquivalents:

e Pour toute fonctiorf : [a,b] — R continue, il existe une suité, de polyrdomes tels que la suite des fonctions pdigres
P,, converge uniforrament sufa, b] versf.

e Le sous espace vectoriel des fonctions potyes sufa, b] est dense dans I'espace vecto€iél([a, b], R) des fonctions
continues sufa, b], a valeurs eelles, muni de la norm || de la convergence uniforme.

Attention! L'énon& analogue est faux si on rempldegb] par un intervalle non compact. Par exemple, la fonctior e*
n'est pas approd@e unifornément par des polyrmes suff0, +-oo[. En effet, si on suppoge” — P(z)| < e pour toutz > 0,
on obtient en divisant pa, |1 — e~ *P(z)| < e~ "¢ pour toutz > 0 d’ou une contradiction en faisant tendrevers I'infini.

Nous dirons qu’une fonctio® : J — E est polynomiale si il existe une bae= (ey,...,e,) de E telle que les fonctions
coordoniges deP dans cette base soient des fonctions poiyas. Il en est alors ainsi dans toute basé& dée vérifier!). Du
théome de Weierstrass oeduit immédiatement :

COROLLAIRE 8.2.1
Soitf : [a,b] — E continue ; pour tout > 0 il existe une fonction polynomial : [a,b] — E telle que||f — P|| ., <e.

8.3 Compement : polyndmes de Bernstein

On se propose de donner une preuve éoime de Weierstrass.
SoitI = [0,1] etf : I — R continue. On éfinit la suite des poly@mes de Bernstein d& B,,(f) par

k=n
Buf)w) = 3 Cif (:) (1 )k

THEOREME 8.3.1
Sous les hypo#ses ci dessus, la suitg, (f) converge uniforrament vers sur|0, 1].

preuve
Soite > 0. On veut prouver I'existence d’'un entiéf tel qu’on ait, poour tout entiet > N

(@) Vo eI, [Bn(f)(x) — f(z)| <e

CommeB,(f)(0) = f(0) et B,,(f)(1) = f(1), l'inégali€ figurant dans (C) est valable pour teytpourz = 0 ou 1. On peut
donc se limitemaz €10, 1].

La fonction f est continue suf intervalle compact, donc uniforement continue. Soif > 0 tel que

Vu,v el o —ul <n=|[f(v) - fu)] < 8.1)

DO ™

Fixons unz arbitraire dang0, 1[. Soit X,, une variable @atoire de loi binomiale de par&tnesn etz : X,, prend ses valeurs

dans{0,1,...,n} et P(X, = k) = CFzF(1 — z)"~*. OnaalorsB,,(f)(z) = 3. f(k/n)P(X, = k). On voit donc que
0<k<n

B, (f)(x) est'esgerance de la variable&@toireY,, = f(X,,/n).
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Par congquent,B,,(f)(z) — f(z) = E (f(Xn/n) — f(x)).

Soit A I'évenementX,,/n — z| > n. Si A n'est pas eali€, on a d'apes (8.1),|Y,, — f(z)| < /2 alors que, dans le cas
contraire on @Y,, — f(z)| < 2| f||- Introduisons la variable &htoireZ égaleaz2 | f|| . surA eta% sur le compkmentaire
deA.Ona

donc

[E(Yn) = f(2)| < E(|Yn = f(2)]) < B(Z) = (1 = P(A))e/2 + 2| f]|, P(4) < g

+2fl P(A)  (82)
On majoreP(A) gracea l'inégalie de Tchebycheff A est I'evénementX,, /n — E(X,,/n)| > n donc

Xn nx(l —x) 1
— | = <
n n2n? 4ann?

1
P(A) < ﬁVar (

ChoisissonsV € N tel queN > || f| ., /en?. Cet entierN est incependant de et pourn > N on aP(A) < donc

compte tenu de (8.2)B,,(f)(z) — f(x)| = |E(Yn) — f(z)| < & d'ou la conclusionll

= MVH

On en cduit le treoeme de Weierstrass dans le césgal au moyen d’un changement de variable affingg Sja,b] — R

est continue, soit définie parh(t) = a + t(b — a). C'est une bijection affine d@, 1] sur[a,b]. La fonctionf = g o h est
continue sur0, 1] donc la suite de polydmesP,, = B, (f) converge uniforrament versf sur|0, 1]. On en @duit facilement
que la suite de polydmesQ,, = P, o h~! converge uniforrament sufa, b] versg.

8.4 CompEment : une autre cemonstration du theoreme de Weierstrass

On va donner une autre preuve dédieme de Weierstrass, utilisant le produit de convolution des fonctions. Une preuve du
méme type est utilise dans la thorie des &ries de Fourier pour prouver que les sommes de Fejer d’'une fonéimdmue
continue convergent unifordment vers cette fonction.

1) Oncommence par le cas d'une fonctipn R — R continue et nulle hors de l'intervallg = [-1/2,1/2].
Soit, pourn € N*, ,, la fonction definie surR par

11—z silz| <1 1
i T e
-1

0 si|z| > 1

et f, : R — R la fonction definie par

+oo

JM@=f*%@%j/ f@—ww@mhi[ju—wwumt

—o0
x  Proprétés de la suite,,.

LVteR, po(t) >0.

2. [pen(t f | en(t) dt = 1 par cefinition dea,,.

3. an > fjl (1 — = [ (1 =) 2tdt = 1/(n +1).

x La suite de fonctiongf,,) converge uniforrament versf surR.

Soite > 0. f est continue suR et nulle hors de I'intervalle compadt, donc est uniforrament continue. Sotf > 0 tel que
|z —yl <n=|f(y) — f(z)] <e/2. Onaalors

| fa(z) — ’/ (x —t) — f(x)] @n(t) dt’ en utilisant 2.
<‘[1vw—w £ (@)t ﬁ+/ﬁfx—t F(@)lpn(t) dt
+/nvw—w—ﬂ@wawﬁ

-1
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Pour|t| = nonay,(t) < (1 —n*)"/an < pn = (n + 1)(1 — n*)" donc chacune des deux prémés inégrales est majée
par2| f|l., pn. La dernére est majdze par(c/2) f:’n on(t)dt < e/2.

On obtient finalement pour tout€ R |f,(z) — f(x)| < 4pn || ]l + €/2. Commep,, tend vers 0, il existe un entigy tel
quen > N = 4p, || f||,, < ¢e/2. Pourunteh, ona|f,(z) — f(x)| < € pour toutr € R.

x|l existe un poly@me P, tel quef, (z) = P,(x) pourz € J.
Le changement de variables= x — ¢t donne

1/2

400 0o
fulz) = / F(& — Dipn(t) dt = / F (W) pn(z — u) du = / F(W)pn(z - u) du

oo —1/2
lz| < 1/2, etfu] < 1/2= —1 <z —u < Ldoncy,(z —u) = [1 — (z — u)?]" d’oli Pexpression def,, pour|z| < 1/2:

1/2
fulz)= L / Fw) (1= (@ — w)?)" du

an J—1/2
En céveloppant par la formule du Bme sous I'inkégrale, on voit qué,, (x) s'écrit bien comme un polydme enz, soit P,.
x Conclusion : on a troune suite de polydmes(P,,) convergeant unifor@ment vers' sur.J.

2) Passons au cagggral : soitg : [a,b] — R continue. Soient, d tels quec < a < b < d. SoitG le prolongement deg a

R tel queG(x) = 0 pourz < c et pourz > d, etG affine sur chacun des intervallgsa] et [b, d]. La fonctionG est continue
SurRR.

Soith : R — R définie parh(u) = ¢+ (d — ¢)(u+ 3). C’est une bijection affine d& sur lui méme qui envoie/ sur|c, d]. La

fonction FF = Goh est continue suR, nulle hors deJ. Pour tout > 0, il existe un poly®meP tel que|P(t) — F(t)| < e pour

toutt € J. Alors Q := P o h™! estun polybme etf|Q(x) — G(x)| < e pour toutz dans[c, d]. A fortiori, |Q(z) — g(z)| < e

pour toutz € [a, b].
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9

Deéerivation

9.1 Deéfinition et propri etesélementaires

On deésigne toujours pakf un K-espace vectoriel de dimension fink€,= R ou C.
SiIcRetaceRonnotel —a={z—a; x €I}

DEFINITION 9.1.1

SoitI unintervalle non trivial d&® , f : [ — E.

Soita € I. On dit quef est erivable au point si la fonctionT, : T\ {a} — E définie parT,(z) = L= 3 une limite
quandz tend vers.. Cette limite si elle existe est unique et seraéegt (a).

f est cerivable sud si f est cérivable en chaque point de; dans ce cas I'applicatian — f'(x) est appede fonction @rivée
def.

On dit quef est de class€" surl si elle est @rivable sud et si sa @rivéef’ est continue sufF.

& Les proprétes suivantes setvifient facilement :

1. Si(f1,..., fn) sontles applications coordoaes def dans la bas8 = (ey,...,e,), f est crivable er (resp. surl)
ssi chacune des applicatiofisest cerivable em: (resp. sul) et on a alorsf’(a) = fi(a)ey + -+ + f1(a)en.

2. f est cerivable emu ssi la fonctionf admet eru un developpement limé d’ordre 1, i.e. si il existe ualemente € E et
une fonctiore : I — a — E vérifiant

flz)=f(a)+ (r—a)e+ (x —a)e(zx —a) et lime(t)=0

t—0
On a alorsf’(a) = e.

3. Toute fonctionf dérivable er: est continue en.

Comme pour les fonctions nuriques, on éfinit par ecurrence la notion de fonctiorsfois derivable, de class€* pour

k > 2: f estk fois derivable (resp. de clasg&®) si f est crivable et si sa&rivee f estk — 1 fois dérivable (resp. de classe
C*~1). f est de class€ si elle est de class€”* pour toutk.

Les ensemble®*(J, E), Ck(J,E), etC>(J, E) des fonctions: fois dérivables (resp. de clasge®, C>) sont desk-
espaces vectoriels. Ladvation est une application Eaire deC*(J, E) dansC*~1(J, E) pourk > 1, de D¥(J, E) dans
D*=1(J, E) pourk > 2,deD'(J, E) dansE”’ et deC>(J, E) dans lui néme.

9.2 Cas des fonctions nur@riques (rappels)

On rappelle ci dessous quelques préf@s particukerement importantes des fonctioeelles d'une variableselle.

1. Soit] unintervalle deR et f : I — R dérivable. Sif pos&de un extremum local atteint en un pairintérieur al,

F'(e) =0.
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En effet, pourr assez voisin de, le taux d’accroissement entrest c a un certain signa gauche de et le signe oppds
a droite. Sa limite est donc nulle.

2. Théoreme de Rolle Soit f : [a,b] — R continue suia, b], dérivable sura, b] et telle quef(a) = f(b). Il existe
¢ €la,b[ tel quef’(c) = 0.
En effet, f continue sur le compagt, b] atteint son minimum et son maximum. Sest constante, tout pointconvient ;
sinon le maximum et le minimum sont atteints en des points distincts. Pujgale= f(b) I'un de ces points est
intérieura]a, b[. D'ou le résultat en utilisant 1.

3. Théoreme des accroissements finis Soit f : [a,b] — R continue sufa, b], dérivable sula, b[. Il existec € ]a, b] tel
quef(b) — f(a) = (b—a)f'(c).
Il suffit, pour le voir, d’appliquer le teoeme de Rollé la fonctionz — g(x) = f(z) — W:c

4. Sif : I — R est cerivable sur l'intervalle etsiVa € I f/(z) =0, f est constante sur.

5. Sif : I — R est cerivable sur l'intervallel et siVe € I f'(z) > 0 (resp. f/(x) < 0), f est croissante (resp.
déecroissante) suf.

6. Inégalité des accroissements finis Soit f : [a,b] — R continue sufa, b], dérivable sufa,b[. Siil existek > 0 tel
quevz €la,bl, |f'(z)| <k onalf(b) — f(a)| <k(b—a).
Les trois derrgéres propites Esultent imnédiatement du #oeme des accroissements finis.

PROPOSITION 9.2.1
Soit E unK-espace vectoriel de dimension finleyn intervalle d&R f : I — E dérivable sui telle quef’(x) = 0 pour tout
x € 1. f est constante sdr.

preuve
On fixe une base d&. Si f’ est identiquement nulle, il en est d&me de chacune des applications cooréasrdef ; ces
applications sont donc constantes, dgraussi.

9.3 Operations

9.3.1 Formule de Leibnitz

THEOREME 9.3.1
SoientE, F, etG trois K-espaces vectoriels de dimension finicBet F x G — E une application biligaire. Soienf un
intervalle non trivial d&, f : I — F, g : I — G deux applications eb : I — E définie par®(x) = B (f(z), g(x)).

1. Sif etg sont cerivables erx € I, ® aussi et®’(z) = B (f'(z),g(z)) + B (f(z),d'(x)).

2. Sif etg sontde class€™ surl, ® aussi et
k=n
o) () = > ChB (f¥) (@), ¢ M (@)
k=0

ot par conventiorf(©) = f.
preuve

1. Par hypothse, poul assez petit pour que+ h € I, on a

f(x+h) = f(z)+ hu(h), g(z+h)=g(x)+hv(h) avec }lblir%) u(h) = f'(z) et ]113% v(h) = ¢'(x)

On en c&duit
O(z+h) — P(x)

= % (B (f(x) + hu(h), g(z) + hv(h)) = B (f(z), g(x)))

= B(f(z),v(h)) + B (u(h),g(x)) + hB (u(h),v(h))

Les espaces’ et G étant de dimension finig3 est continue.
Donc B (f(x),v(h)) = B(f(x).g'(2)) B(u(h),g(x)) = B(f'(x),9(x)) hB(u(h),v(h) = 0
d’ou la conclusion.
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2. On cemontre par&currence sur la propriete

k=n
(HR,) Si f etg sont de class€™ surl, ® aussi e®™ (z) = > C*B (f*(z), g ¥ (z))

k=0
La premere partie montre (HR car sif et g sontC?, la continui€ de B implique la continui¢é de®’' = B(f’,g) +
B(f,g'). Soitn > 1 et montrons que (HR) = (HR,,.1). Soient dongf etg de class&™*!. Les fonctionsf’ etg sont
de class&™, donc d'apés I'hypottese deé&currence, il en est deéme deB(f’, g). De méme pourB(f,g'). Donc®’
estC™ et® estC™"!. Enfin, on a®’ = B(f’,g) + B(f,¢'). Toujours d’apeés I'nypottese deé&currence, il vient

(I)(nJrl)(x) _ ch ( k+1 (), g (n— k) ) ch ( g(nt1- k)( ))

m=n+1 m=n
— m—1 (m) (n—m+1)(z) m (m) (n+1—m)
PR B (™ (2), 9" )+m_oan(f (2), 9" ") (@) )
— n 1) — m—1 m (m) (n—m+1)(x) (n+1)
B (f(2),9"" )+mz_1 (Crmt €Y B (1) (@), 0@ 4 B (£ (@), g(x))
m=n+1

= X OB (e @)

ce qui ackeve la preuve.
Le point 1 du tieoreme se gréralise bien entendaides application’ linéaires.

APPPLICATIONS
Ce thteoeme a de &s nombreuses applications. En voici quelques unes.

1. En prenant pouB I'applicationK x E — E, (t,v) — tv on obtient :
Soientu : I — E et : I — Kde class&. Alors la fonction) - u : z — A\(z)u(z) estC! et

(A w)'(z) = N(z)u(z) + Az)u'(x)

2. Soit(E, <, >) un espace euclidien & : E x E — E le produit scalaire. On obtient :
Soientu,v : I — E de class&!. La fonctiony : z — ¢(z) =< u(z),v(x) > est de class€" et

¢'(x) =< u/(z),v(z) > + < u(x),V'(z) >

On en eduit en particulier que si : I — E est de class€" et vérifie |[u(z)|| = Cte (la normeétant la norme
euclidienne), alors pour toutles vecteurs:(z) etu’(x) sont orthogonaux.

3. Soit(E, <, >) un espace euclidien de dimension 3 oréeetB le produit vectoriel. On obtient :
Soientu,v : I — E de class&'*. La fonctionu A v : z — u(z) A v(z) est de class€’ et

(uAv)'(z) = u'(z) ANv(z) +u(z) Av'(x) (attention a l'ordre!)
4. SoitB l'application M,,(K) x K* - K" (M, X) — MX. On obtient :
SoientA : I — M, (K) etV : I — K" de class&'!. L'applicationF : z — A(z)V () est de class€! et
F'(z) = A'(z)V(z) + A(z)V'(z)

On a des &sultats analogues pour les divers produits matriciels possibles, et aussi en renigfapantunK-espace
vectoriel de dimension fini& et M,,(K) parL(E).

5. SoitM : I — M,(K) une application de classg'. NotonsCi(z),---,C,(x) les colonnes de la matrick¥/ (z).
Ci,...,C, sont des applications de clagsé de dansk™. La fonctionz — D(x) = det M (x) est de class€! et

D'(z) = det (C1(z), Ca(z) + -+, Cn(@)) + det (C1(z),C5(2), - -+, Cn()) + - -+ + det (C1(z), Ca(z), -+, Cp(2))
Il suffit d’apliquer le tleoeme (@rérali€ aux applications multili@éaires) I'applicationn-linéairedet : (K*)™ — K.

On a unénoné analogue en remplacant les colonnes de la matrice par ses lignes.
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9.3.2 Fonctions compases

THEOREME 9.3.2
Soientl etJ deux intervalles non triviaux de, v : I — J etf:J — E.

1. Siu est cerivable eru € I et f dérivable erb = u(a) € J, g = f o u est cérivable er etg’(a) = u'(a) f' (u(a)).

2. Sif etg sont de classes™ (n € N* oun = c0) il en est de rBme def o u.
preuve

1. Soitd : J — E définie pard(y) = w poury # betf(b) = f'(b). La derivabilite def end implique la continuié
ded enb. On a alors, pourtout € I, = # a

r—a r—a

En effet, l'égalié est triviale siu(z) # u(a) et siu(z) = u(a) les deux membres sont nuls. On obtientdsuitat en
prenant la limite quand tend versa.

2. Le résultat se prouve pagcurrence sur € N. Siu et f sontC?, il en est de reme dey etg’ = v’ - (f ou). Supposons
prouvé que siu et f sontC™ alorsg estC™. Soientu et f de class&™t!. Alors f’ estC™, v aussi, donc par hypotise
de 'ecurrencef’ o u aussi. Ensuitey’ estC™, donc d’'apes le tleoeme de Leibnitz, le produii’ - (f’ o w) aussi ; par
congquenty’ estC™ etg est de class€™ 1.1

9.4 Inégalite des accroissements finis et coeguences

THEOREME 9.4.1

Soit E unkK-espace vectoriel de dimension finjig) une norme suk. Soient|a, b] un intervalle compact d®, f : [a,b] —
continue sufa, b] et cérivable suta, b]. On suppose qu'il existe ugel positifk tel que, pour tout €]a, b[ on ait|| f'(z)|| <
Alors [ f(b) = f(a)]| < k(b —a).

E
k

preuve
On va prouver que, pour toat> 0 on al| f(b) — f(a)|| < (k+¢)(b—a) +¢.

Le résultat en dcoulera en faisant tendtevers 0.

Soite > 0. Définissond, = {z € [a,b] | ||f(z) — f(a)|| < (k+¢)(x —a) +¢€}.

e Soit p définie parp(z) = || f(z) — f(a)|| — (k + ¢)(x — a) — e. I. est'image éciproque du fer@] — oo, 0] par la
fonction continues. C'est donc un feri.

e Onay(a) = — < 0. Par continuié dey, il existea’, a < a’ < btel quep(z) < 0 poura < z < a’. Doncla,d’'[C I,

e I, est non vide et majér Soitzy = sup I.. Commel, est ferng, zg € I..

e Le theoeme sera prowes/si on montre queg = b. Supposons le contraire. Oma< a’ < xo < b ; par congquentf est
dérivable enzy. Il existe donc um > 0 tel quezy + n < b et tel que pour: €]xzg, zo + 1| on ait

I1f(2) = f(z0) = (x — o) f' (o) || < e(w—x0) donc |[|f(z) = f(zo)ll < (If'(o)|| + &) (z—m0) < (k+e)(z—0)

Commezxy € I, ona
[f(zo) = f(a)ll < (k+¢)(zo—a)+e

donc,
[f(z) = fa)ll < [[f(z) = fl@o)l + [ f(zo) — fla)] < (k+e)(x—a)+e

ce qui prouve que € I.. Orz > xo = sup I.. L'hypothesex, # b conduita une contradiction, dong, = b. B

On peut retrouver ainsi lé&sultat @ja proue (prop. 9.2.1) :

COROLLAIRE9.4.1
SoitI unintervalle non trivial d&® et f : I — E une fonction.f est constante sgiest cérivable de érivée nulle.
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preuve
Il est clair que sif est constante, elle esedvable de érivee nulle. Inversement, supposofiéz) = 0 pour toutz € I. Soit
a € I fixé. Pourz € I on applique lirégali€é des accroissements finis sur l'intervalle d’éntittsa et z aveck = 0 pour

conclure quef(z) = f(a).

THEOREME 9.4.2 (Prolongement des fonctions de classg!)
SoientE unK-espace vectoriel de dimension finje; |a,b] — E continue, @rivable. Si|f'(x)|| est bor@ pourx €]a,b], f
admet une limite quang tend versa.

preuve
Soit (z,,) une suite de points de, b] convergeant vers. Si K est un majorant de la norme ¢giéon a d’apes I'inégalié des
accroissements finisf (z,) — f(@n+p)| < K|z, — ,+p| C€ qui prouve que la suilgf (z,,)) est de CauchyE étant complet,
elle converge, d'o le résultat.( 1.5.2).

Remarque

Dans le casE = R le résultat peut se prouver de mare plusélementaire ; en effet, dans ce cas la fonction
g(x) = f(z) — Kz est decroissante suju, b] puisque sa &rivée est Bgative. D’autre part elle est b&e car, par exem-
ple,|g(z)| < |g(z) — g(b)] + |g(b)] < 2K (b — a) + |g(b)]. Donc elle admet une limite finie quandend versa.

COROLLAIRE 9.4.2
Soit f :]a,b] — E de class€*. SiL := hin f'(z) existe,f se prolonge par continétena, le prolongemenk’ est de classe

C* surla,b) etF'(a) = L.

preuve
f' est continue suja, b] et a une limite eru donc est borée sur]a,b]. Donc f se prolonge par contind@tena. Soit F' le
prolongement.

Soite > 0. Il s'agit de montrer qu'il existey > O tel quea < x < a+n = ||F(z) — F(a) — L(z — a)|| < &(z — a).
Consicerons la fonctiorp définie sutja, b] parp(z) = F(x)— F(a) — L(x—a). Cette fonction est continue slar, b], dérivable
surla, b| et sa @rivee esty’(z) = f'(x) — L. Par hypotBse, il existe) > 0telquea < z < a+n=||f'(z) — L|| <e.Ona
donc, pouls < z < a+ 1, |o(z) — ¢(a)|| < e(x — a) soit||F(z) — F(a) — L(z — a)|| < e(x — a).

Par une gcurrence facile, on eréduit :

COROLLAIRE 9.4.3

Soitf :]a,b] — E de class&€™. Si li_r>n ™ (x) existe,f se prolonge en en une fonction de class&® surla, b].
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10

Int egration des fonctions continues par

morceaux
sur un intervalle compact

Soit E un espace vectoriel de dimension finiez 1 sur le corpsk = R ouC. On munitE d’une norme|| ||. Soit d’autre part
un intervalle compacf = [a,b] deR ou a < b. Ce chapitre se propose deepenter la téorie de I'ineégration des fonctions
continues par morceaux siira valeurs dan&. Ceci englobe bien entendu le cas des fonctionséarigques (en prenatit = R
ou C muni de la valeur absolue comme norme).

On utilisera les notations du chapitre 8. En particuligl], £), Cys(J, E), et C°(J, E) désignent respectivementlieespace
vecoriel des fonctions en escalier , continues par morceaux, continuds&waleurs dan&. On omettraJ et E siil n'y a
pas d’ambigités.

10.1 Intégration des fonctions en escalier

Soity € E(J,FE) eto = {x9 = a,z1,...,z, = b} une subdivision adapea ¢. Soit, pourd < i < n — 1, ¢; la valeur de
@ sur]z;, z;+1[. Le nombrel (¢, 0) := Zogignfl (xi41 — z;)c; ne cépend pas de. En effet, sit € J on \érifie facilement
quel(p,o U{t}) = I(p,o0), donc par écurrence qué(p,o U {t1,...,t,}) = I(p,0), Sit1,...,t, sont des points dd.

Alors, sio eto’ sont deux subdivisions ad@@sa ¢ on al(p,0) = I(p,0 Uo’) = I(p,0’). Cetélement deF est apped

intégrale dep sur|a, b] et est nat [, ¢ ou f;’ pou enfinf;7 () dz

& Les proprétes suivantes setvifient sans difficults :

1. L'application] : E(J,E) - E: ¢ — fJ  est une application lieaire def dansk : sip,p € EetA € Kona

[oerir=af o+ [

2. Pourtoutep € £(J, E) la fonctiont — ||¢(t)|| appartien&€(J,R) eton a

’ /abap(t) dt

Donc I'application lireairel est continue lorsqu’on mundt de la norme de la convergence uniforme.

b
< / le()]| dt < (b= a) ||,

3. SiE =R, I est une forme ligaire positive, i.e. sp est positive {z € J, ¢(z) > 0),onaf, p > 0.

4. (Relation de Chasles) Saite £([a,b], E) etc €]a, b[ ; la restriction dep & chacun des intervallgs, ] et[c, b] est en

escalier. Ennotanf ¢ = [“¢ |, g Ona
b c b
[oo=fen e
a a c
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10.2 Intégration des fonctions continues par morceaux

10.2.1 Construction

Soit f € Cy ; 1l existe une suitgp,,) de fonctions en escalier qui converge unifémemnt versf. La suite(I(¢,))
est de Cauchy dan® car ||1(¢n) — I(@nip)|| < (b — a) ||@nip — @nll; E est complet (car de dimension finie), donc
cette suite converge vers une E. On \Erifie ensuite que\ dépend seulement dé et non de la suitéy,,) choisie. On
note (provisoirementf(f) := \. On \eérifie ensuite que I'applicatior est lircaire et qu'elle prolongé. De l'inégalie

1 1(¢n)]l < (b—a)|l¢n| valable pour tout on céduit”f(f)H < (b—a) | f| - Lapplication lingairel est donc continue.
L'application] prolongeant’ on noteral = I et pourf € Cys , I(f) = [, f= f;’f = fab f(z) da.

Remarque
La construction ci dessus est un cas particulier @oime 5.4.3. On applique ce&beme aveds = Cj; muni de la norme
de la convergence uniformé&, = £ qui est bien dense dad,; etu = I.

THEOREME 10.2.1
L’int égrale posde les propétés suivantes:

1. L'applicationI : f — [, f est une application liaire deCy;(J, E) danskE : si f,g € Cy etA € Kona

/J(Af+9)=A/Jf+/Jg

2. Pourtoutef € Cy(J, E) la fonctiont — || f(t)| appartienaCy(J,R) et on a

‘/abf(t)dt

L'application linéairel est continue lorsqu’on munit,; de la norme de la convergence uniforme.

b
< / £ dt < (b—a) ||l

3. (Relation de Chasles) Sdite Cy([a,b], E) ete €]a, b ; la restriction def a chacun des intervallés, ] et|c, b] est
continue par morceaux. En notafftf = [ f |(..q ona

/abf=/:f+/cbf

& La preuve se faid partir des propétées (1), (2) et (4) du paragraphespedent par passagela limite.

10.3 Cas des fonctions numriques

Notons que I'ensembl€'y; (J, K) muni des oprations usuelles est uiiealgebre dontC?(J, K) est une sous atgpre.
Si f € Oy (J,K) (resp.C%(J,K) ), il en est de rame de la fonction f |.

10.3.1 Positivie

THEOREME 10.3.1
L'applicationI : Cy;(J,R) — R est une forme ligaire positive, i.e. sf est positiveXx € J, f(x) >0), onaf, f > 0.

preuve

Soit (¢,,) une suite de fonctions en escalier convergeant unéamemt versf ; posonsy,, = sup(¢n,0), i.e. P,(z) =
on(z) Sipn(z) = 0 ety,(z) = 0sinon. Onapourtout € J | f(z) — ¥n(z) |<| f(z) — pn(x)]| carf(z) > 0donc la suite
(¢) converge aussi uniforement versf. Ona/, 4, > 0doncf, f = ILm J;¢n = 0.

COROLLAIRE 10.3.1
Soientf,g € Cp(E,R) ;si Ve e J f(z) < g(z) onaf, f< [,g.
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THEOREME 10.3.2
Soitf : [a,b] — R une fonction positive et continue par morceaux telle ﬁjﬁlé(t)dt = 0;siz € [a,b] estun point a f est
continue, on & (z) = 0.

preuve
En effet, si on suppos¢ continue enx et f(z) > 0 il existe un intervallel contenu dansa, b] et contenant: tel que
f(t) = f(x)/2 pourtoutt € I ; soité : [a,b] — R la fonction en escalier telle quigt) = f(x)/2 pourt € I et¢(t) = 0 si
t ¢ I.0Onadond’t € [a,b] ¢(t) < f(t) ce quiimplique

0< f Yong(I /qS /abf(t)dt

d’ou la contradiction.

COROLLAIRE 10.3.2
Soitf : [a,b] — R une fonction positivegontinue et non identiquement nulle. Onfé’ f(z)dx > 0.

COROLLAIRE 10.3.3
SoitE unK espace vectoriel norgde dimension finie. L'applicatiofi— | f||, := f; |l f(x)|| dx est une norme sur I'espace
vectorielC°([a, b], E).

Cette norme est appi norme de la convergence en moyenne. On a pour foat€([a,b], E) || f|l; < (b—a) | fll
Exercice

Soit f, : [0,1] — R vérifiant £,(0) = f.(2/n) = f.(1) = 0, f.(1/n) = /n et affine sur chacun des intervalles
[0,1/n], [1/n,2/n] et[2/n,1] . Montrer que la suitéf,,) converge en moyenne vers la fonction nulle. Edudire que les
normes| ||; et | ||, ne sont pagquivalentes.

10.3.2 Iregalite de Cauchy Schwarz

Soientf, g : [a,b] — C continues par morceauet f I'applicationt — f(t) (complexe conjug@ def(t)).

& Lapplication(f, g) — f F(t)g(t) dt estune forme hermitienne positive €y, ([a, b], E), dont la restrictio C°([a, b], E)
est c&finie positive d apes le theoreme 10.3.2. On enédluit :

THEOREME 10.3.3
1. (négalite de Cauchy SchwarzPourf, g € Cis([a,b], C)

b b
| < [\rPde- [ o)
2. L'application(f,g) — f f(t)g(t)dt est un produit scalaire complexe sif ([a,b],C) dont la norme assaeé est
donrée pat| f||, = \/fa |f(t Pdt.
3. De néme, I'applicatior(f, g) — f f(t)g(t) dt est un produit scalaireel surC°([a,b], R) dont la norme assogé est

donrée paf f||, := \/f;f )2 dt.

La norme|| ||, est appete norme de la convergence en moyenne quadratique. &ifeVf ||, < vb—all ||,
Une preuve de l'iegali€ de Cauchy-Schwarz pour une forme hermitienefinte positive est dorée au chapitre 11. Elle est
bien entendu ingépendante de toute notion dé@grale!

10.3.3 Formules de la moyenne

THEOREME 10.3.4
Soientf,g : [a,b] — R ; on suppose qug est continue sui, b] et queg est continue par morceaux et de signe constant sur

[a,b]. Alors, il existec € [a,b] tel que[’ f(t)g(t) dt = f(c) [7 g(t) dt
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preuve
On peut supposer positive. La fonctionf continue sur I'intervalle feri@ borré [a, b] est bor@e. Soitm = inf,<;<p f(¢) et

M = SUP.<t<b f(t) :

Puisquey(t) > 0, on a, pour tout € [a,b] mg(t) < f(t)g(t) < Mg(t) donCmf g < f fg < Mf g. S|f g=0,ilen
est donc de i@me deff fg ettout pointc € [a, b] convient ; sinonJ; g > 0 et I'existence du point résulte du teoeme des
valeurs interrddiaires appligéa la fonction continug et de I'inegalie m < f: fa/ f:g <M

COROLLAIRE 10.3.4
Soit f : [a,b] — R continue ; il existe: € [a, b] tel que;*— f f(t) f(e)

10.4 Sommes de Riemann

DEFINITION 10.4.1

Une subdivision poiréte d’un intervalle ferr@ borré [a,b] est un coupldo,7) oo = (zo = a,21,...,2, = b) €st une
subdivision déa, b] etT = (tg,t1,...,tn—1) Unn-uplet de points érifiantvi € N,,_; = {0,1,...,n — 1} ,z; < t; < Tjy1.
Le pas de la subdivision esto) = o Jnax 1(‘75”1 —x;).
X' n_l
Soitf : [a,b] — E. La somme de Riemann deassodéea la subdivison poie(c, ) estS(f,o,7) = > (zit1 — =) f(t:)
=0

THEOREME 10.4.1
Soitf : [a,b] — E continue par morceaux ; pour tatt> 0 il existe unny > 0 tel que pour toute subdivision poé#(c, ) de
pas inkérieuran on ait

<Le€

b
/ f(tydt — S(f,0,7)

preuve
Notons que pous, 7 fixées l'aplicationf — S(f, o, ) est lirtaire et erifie ||.S(f,o,7)|| < (b —a) || fll

a) On commence par prouver l&theme pour la fonction caraatistiquey d'un intervalle K quelconque, d’exémitesa
et 8, contenu danga, b]. Soiente > 0, n < min(¢/2,8 — «) et (o, 7) une subdivision poie de pas irdrieura .
Soient; et j tels quex € [z;, z;41] €t € [z, x;41]. Puisqued — o > p(o) on ai < j. Il vient

$k+1 Tit1 Tjt+1
[ - steon Z / x(w) o= [ o) - x@) do+ [ (o) - x(t) da
donc
b
/ X =S80, 7)| < (@ig1 —x) + (Tj41 —x5) <2 <€
b) On en @&duit le tleo®me pour une fonction en escaligr [a,b] — E. Une telle fonction fcrite(t) = Y. xx(t)ag

1<km

ou lesx sont des fonctions cardtstiques d’intervalle et les, deséléments non nuls dE. D’apres le a), pour chaque
k, il existe unn, > 0 tel que S(xk, o, 7')‘ < aanT POUr toute subdivision poiae de pas irdfrieuran. Si

n= 1g}cm 7%, ON & pour toute subdivision poéd de pas irdrieuran

(g7 <

c¢) Fin de la preuve: soijf continue par morceaux s, b]; soite > 0 ete’ = £/3(b — a). Il existe une fonction en escalier
o telle quelj¢ — f||, < €. Pour cette fonctionp il existe d’apés le b) uny > 0 tel quer;Qp - S(p, 0, T)H <e/3
pour toute subdivision poiée telle que (o) < n. Pour une telle subdivision on a alors

<

b b
(f_(P> / 90_5(9070'77)

< (b—a)d +e/3+(b—a)|f—¢ll,<cl

b
f—S(f,O‘,T) +HS(()0_f70-vT)H
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Exercice

Donner une autre@mnonstration (plus courte) dugbeme dans le cas d’une fonctigrcontinue sufa, b] (Utiliser la continuié
uniforme def).

Exemple usuel

Pour un entier, > 1 on consiere la subdivision@guliere defa, b] de pagb —a)/n : zx, = a+ k2=2; on choisitt), = z, pour

toutk entre 0 etn — 1. On obtient
n—1 b 1 b
nlingonzf( )Zb—a/af

limlkfff b-a
nﬁoonkzl n

Si on choisitt;, = xx1, 0n obtient

10.5 Intégration et primitives

10.5.1 Proprietés d’'une integrale fonction de sa borne sugrieure

DEFINITION 10.5.1
SoitI un intervalle deR et f : I — E. On dira quef est localement continue par morceaux si la restrictiorf @etout
intervalle fern& borré J C I est continue par morceaux.

NB Cette @finition pratique n’est pas standard.

Soit f : I — FE localement continue par morceaux dueta,b € I. Sia < b I’intégralef;’f est donc éfinie. Sib < a on
pose, par conventioyif f=- fb“ f et aussifa“ f = 0. Avec ces conventions, la relation de Chasles a lieu sous sa forme la
plus ¢grérale : sia, b, ¢ € I, on afabf = facf+fcbf.

THEOREME 10.5.1
Soitf : I — E localement continue par morceauxc 1. SoitF' : I — E définie parF (x f f @)

1) F est continue sur.
2) Sif estcontinue au pointy € I, F' est crivable ery et F'(zg) = f (o).

3) Sif estcontinue suF, F est de class€" surl.

preuve

Soitz € I; on choisit deux points etd del commme suit : sy n'est pas une ex@mite del on prende < zg < d ; Si zg est

I'extrémité inféerieure del on prende = zg etxg < d ; enfin siz, est I'extémité suggrieure del on prende < zy etd = xg.

J = [e, d] ainsi cefini est un voisinage de, dansI. Sur l'intervalleJ, f est continue par morceaux, donc beer il existe

M > 0telquevz € J, || f(z)|| < M. Pourz € Jona|F(z) — F(xo)| = fwof dtH wo FGI dt‘ M|z — xo|.

D’ou la continuie deF' enzy. Soite > 0 ; si f est continue ey, on peut choisic et d comme ci dessus de sorte que

Il () = f(zo)]| < epourc <t <d. Alors, siz € [¢,d],ona

F(x) — F(xo) 1 ¢

FELZFE0) )| [ 0 - sy a [ 1) sl @ <
o

ol

T — To :1;0|

d’ou le point 2). Le 3) enécoulel

COROLLAIRE 10.5.1
Toute fonction continue sur un intervallea valeurs dans un espace vectoriel de dimension Firmemet des primitives.

Il suffit de choisira € I et de prendré’(x f f()

COROLLAIRE 10.5.2 (Th éoreme fondamental du calcul inégral)
Sif : I — E est une fonction contlnue et Bi est une primitive dg surl, on a, poum,b € I, f flz = F(b) — F(a)
quantié noke traditionellement (t)]:=

(l
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preuve
Soit F' une primitive quelconque d¢ et G définie parG(z f f(t)dt; G est une primitive def d’apres le corollaire
précedent. La diferences — F' a une @rivée nulle sud, donc est constante sfirOn en @duitF' (b) — F(a) = G(b) —G(a) =

[P ft)de. m

COROLLAIRE 10.5.3
Soientl un intervalle non trivial d&®, a € I etf : I — E de class€*. On a, pour tout € I, f(z) = f(a)+ [ f(u)du

10.5.2 Applications

COROLLAIRE 10.5.4 (Int égration par parties)
SoientE unK espace vectoriel de dimension finie; [a,b] — K etv : [a,b] — E declasseC' . On a

b b
/ W (#)0() dt = u(B)o(b) — u(a)v(a) — / w(t)' () dt

Car la fonction continue’v + uv’ admet la fonction,v comme primitivelll

Ce corollaire n’est qu’un cas particulier desultat suivant plusaréral:

COROLLAIRE 10.5.5
SoientE, F, etG troisK espaces vectoriels de dimension firile; E x F — G une application bilibaire,u : [a,b] — FE
etv : [a,b] — F declasseC! . On a

b b
| B0 dt = B (u(b),v(t) - B(ula)v(@) - [ Bla(t),v'(0) de
La preuve est la @me: la fonction continu®(v’, v) + B(u,v") admet la fonctiorB(u, v) comme primitivelll

COROLLAIRE 10.5.6 (Changement de variables)
Soitf : [a,b] — E continueety : [a, 3] — [a,b] declasseC. On a

B8 »(8)
/'wwfww>ﬁ=/’ £(u) du

o (@)

En effet, siF' est une primitive def sur[a,b], F o ¢ est une primitive d&’ - f o ¢ sur[«, 8]. On voit alors que les deux
membres sorégauwxa F' (¢(8)) — F (p(a)).M

THEOREME 10.5.2 (Inégalité des accroissements finis)
SoientE un K espace vectoriel norende dimension finief : [a,b] — E etg : [a,b] — R de classeC! vérifiant
vt € [a,0], [|f/(1)] <g'(t). Ona

1£(6) = fa)|| < g(b) — g(a)

preuve
C'est imnediat : || f(b) —

(t)dt| < [V @) de < [ g @ dt = g(b) ~ g(a). W

THEOREME 10.5.3 (Formule de Taylor, reste ingrale)
SoientE unK espace vectoriel de dimension finiefet [a,b] — E de classeC™*!. On a

F0) = f(a) + (b~ a)f'(a) Af/ 0 F 1) di
preuve
Soit, pour0 < p < n, I, = f — )P fPHL(¢) dt. Il vient en ingrant par parties (ce qui est possible puisgjest de
classeC™t! I, = bpf) f®(a) + I,_1. En ajoutant d@ = 0 ap = n on obtient le ésultat voulu en tenant compte de

I'égalitely = f(b) — f(a).M
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COROLLAIRE 10.5.7 (In égalité de Taylor Lagrange)
SoientE unK espace vectoriel de dimension finfe, [a,b] — E de classeC™ ! etM > 0 tel quevt € [a,b], ||f""1(t)| < M.
Ona

k=n
(b—a)k (bia)nJrl
Hf(b) ~ (e = 30 S V)| < M
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11

Espaces pehilbertiens

11.1 Produit scalaire

11.1.1 Cefinitions

DEFINITION 11.1.1
Soit E unR-ev ; on appelle produit scalaire stir une forme bilireaire synétrique finie positive sulf, c’esta dire une
application( | ) : E x E — R vérifiant :

1. Pour tout: € E I'applicationy — (z |y) deE dansR est lintaire.

2.Vz,ye E, (z|y) = (y|z)
3.VzeE,xz#0= (z|z)>0.

DEFINITION 11.1.2
SoitE unC-ev ; on appelle produit scalaire sHrune forme sesquilieairea synétrie hermitienne éfinie positive suf, c’est
a dire une applicatiof1| ) : E x E — C vérifiant :

1. Pour tout: € E I'applicationy — (x |y) deE dansC est linéaire.

2. VryeE (zly) = (ylr)

3 VzeFE,xz#0= (z|z)>0.
Dans le cas d'un espace complexe, en utilisant (1) et (2), on voit que,ypbixé dansE, I'applicationz — (z|y) est
semi-lintaire, c'est dire qu’elle erifie :

Vi, 20 € E, (z1+22ly) = (21 |y) + (22 |y)

Vee E,VAeC, Axly)=A{zy)

Notons aussi que (2) implique qye |z ) est Eel.

DEFINITION 11.1.3
On appelle espace @hilbertien tout coupléE, ( | )) ot E est un espace vectoriel sRrouC et (| ) un produit scalaire sur
E. SiK = R I'espace est dit ghilbertien éel, siK = C, préhilbertien complexe.

EXEMPLE 11.1.1
1. Un espace @hilbertien gel (resp. complexe) de dimension finie est un espace euclidien (resp. hermitien).

2. SoitE = C° ([a, b], C) le C-espace vectoriel des fonctions continues|sub] a valeurs dan€. L'application(f,g) —
[2F(t)g(t) dt est un produit scalaire SU.
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3. Cetexemple est essentiel daiude desésies de Fourier. Soff I'ensemble des fonctions: R — C, 2w-périodiques,
localement continues par morceaux (i.e. dont la restricitaut intervalle compact de est continue par morceaux), et

verifiantVz € R, f(z) = 3 Jim fly) + Jim, f(y))

y>x y<x
Pourf,g € E on pose(f |g) = 02” Ff(H)g(t)dt. (E, (| )) estun espace ghilbertien complexe.

Si E est un espace ehilbertien etF’ un sev deF, la restriction du produit scalaig@F x F munit F' d’'une structure d’espace
prehilbertien.

Dans toute la suiték désignera soiR soit C. Pour) € K , \ désignera le complexe conjuguae) siK = C et le nombre\
lui méme siK = R. Avec ces conventions, la&finition 2 suffita dfinir un produit scalaire dans tous les cas.

11.1.2 Iregalité de Cauchy-Schwarz

THEOREME 11.1.1
Soit E un espace g@hilbertien, y deuxéléments deés. On a| (z |y) |?> < (z|z) (y |y). L’égalié a lieu si et seulement si le
syséme(x,y) est lié.

preuve

Pour touth € K, on a(Az +y |Az +y) > 0, sOitAX (z|z) + Az |y) + A(y|z) + (y|y) = 0. Posonsz |y) = pu avec

p =0, |u| =1 avec la conventiom = 1 si (z |y) = 0. Prenons\ de la forme\ = tu, avect réel.

llvient: Vt € R, 2 (z |x)+2tp+(y|y) = 0. Siz = 0, 'inégali© a prouver est triviale. Dans le cas contraire, dm &) > 0

et l'inégali& & prouver s'obtient eacrivant que le triime du second degt? (z |z ) + 2tp + (y |y ) a un discriminant agatif
ou nul.

Supposons qu’'on aité&galig; si = ouy est nul, le systme(z, y) est lé. Sinon, le tridme ci dessus a un discriminant nul,
donc admet une racine doulite On a alors en posany = tou, (Aoz + y |Aoz + y) = 0, ce qui implique (propéte 3 de la
définition) Aoz + y = 0. La réeciproque est facile.

THEOREME 11.1.2
Soit E un espace @hilbertien. L'applicatior: — ||z|| = +/(z |z ) est une norme sut.

preuve
La seule propéte non triviale est l'iegali triangulaire. On &||z|| + |jyl|)* — ||z + yl|* = 2 (||z|| |ly|| — Re ((z |y))) pour
tousz,y € E. OrRe ((z |y)) < [{z|y)| < ||z|| ||ly|| d’aprés l'inégali de Cauchy-Schwarz .

Complément important

Linéegalie ||z + y|| < ||z|| + |ly|| est stricte sauf si I'on est dans I'un des deux cas suivants : I'un des vegteurg est nul
ou il existek > 0 tel quey = kx.

En effet, supposons qu'on aitéjalie avecxz et y non nuls. D’apés la preuve ci dessus, on a les derpaliés
Re((z|y)) = [{z|y)| et {z|y)| = |lz|| lyl|]. De la deuxtmeégali®, on dduit qu'il existek € K tel quey = kz. En
reportant dans la prefsie, il vientRe(k ||z||*) = || ||z||* ce qui impliqueRe(k) = |k| donck > 0 puisquel|z|| > 0.

Un espace m@hilbertienE sera toujours muni de la norme ci desseéfirde, asso@e au produit scalaire. Toutes les notions
topologiques habituelles auront donc un sens danisa convergence pour la normeghilbertienne dans le cas des exemples
2 et 3 du paragraphe@edent s’appelle convergence en moyenne quadratique. Un€ Auite’ élements de&& converge donc

en moyenne quadratique vefss E ssi li_>m 02” |f(t) — fn(t)|?dt = 0.
n (oo}

THEOREME 11.1.3
Soit E un espace @hilbertien. Le produit scalaire est une application continu€ ¢eFE danskK.

preuve

C’est un conéquence de l'iagalie de Cauchy-Schwarz. En effetas), yo € FE on a pour tous,y € E
[z ly) = (o lyo) | < [{z =0 ly) [+ [{zoly —yo) | < [z — ol 1yl + [lzoll lly — woll-
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11.1.3 Formulaire

Soit E un espace j@hilbertien, etr,y € E. On a
lz +y|? + |z —yl|* =2 (||a:H2 + Hy||2) (identite du paraklogramme)

SIK =R, (zly) =+ (o +yl” - = - yII°)
SIK=C, (zy) =1 <||a: oyl =z —yl® — (Hx +ay))? - ||z — in2)) (identit de polarisation).

11.2 Orthogonalite

11.2.1 Proprietesélementaires
DEFINITION 11.2.1

Deux vecteurs: ety d’'un espace m@hilbertienE sont dits orthogonaux si leur produit scalaire est nul. On natera la
relationz est orthogonady.

Noter que(z |y) = 0 < (y |z) = 0. Larelation ” est orthogonal ” est synétrique.

THEOREME 11.2.1 (théoreme de Pythagore)
SoientE préhilbertien, et:,y € E. SizLy onallz + y||* = ||z||* + ||y|°.
La réciproque est vraie & = R.

Attention! La réciproque est fausseli= C.

DEFINITION 11.2.2
Soit A une partie d’'un espace ghilbertienE. On appelle orthogonal dé et on noteraA* I'ensemble des vecteurs dg
orthogonawa tous les vecteurs dé: A+ = {z € E|Vy € A, (y|z) = 0}.

Remarques

1. At = Vect(A)*L.
2. {0}+ =E.

3. E+ = {0} (Le produit scalaire est dit noregerere).

PROPOSITION 11.2.1
Pour tout vecteur non nald’'un espace fhilbertienE, I'orthogonal de: est un hyperplan ferén

Cela Esulte imnédiatement du fait que I'applicatian— (e |z ) est une forme ligaire continue non nulle.

COROLLAIRE 11.2.1
Pour toute partiel d’un espace @hilbertienE, A+-est un sous espace vectoriel férm

En effet, A- = (N ot est une intersection d’hyperplans feé¥sn
a€A

DEFINITION 11.2.3
Un syséme(e;);c1 de vecteurs d’un espacegbiilbertienE est dit orthogonal si+ j = (e; le; ) = 0. Il est dit orthonorré si
il est orthogonal et si pour tout||e;|| = 1.

THEOREME 11.2.2
Un syséme orthogonal de vecteurs non nuls (en particulier urésysiorthonorra) est un systme libre.
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preuve
Soit (e;);cr un syseme orthogonal de vecteurs non nuls. Soit I un sous ensemble fini. Il s’agit de montrer que la famille

(ej)jes estlibre. Soit(\;),cs des scalaires tels qug. Aje; = 0. Soitk € J . Ona0 = <Z Aje; |ek> ce qui se éduita
jeJ jeJ
e llex]|? = 0 doncA, = 0. M.

PROPOSITION 11.2.2 o o
Soit(ey, ..., e,) une base orthonorge d’'un espace philbertien de dimension finiB. Siz = Y zrer, y = Y. yrer ONa
k=1 k=1
k=n k=n
op=(exlz) (@ly) = zrye et [z’ = |l
k=1 k=1

11.2.2 Pro@dé d'orthogonalisation de Gram-Schmidt

THEOREME 11.2.3

Soit (u;)1<i<n (resp(u;):en) une suite libre finie (resp. une suite libre) de vecteurs de I'espétsiipertienE. Il existe une
unique suite orthonorére(e;)1<i<n (resp.(e;)ien) Verifiant, pour tout entiek compris entre 1 et (resp. pour tout entiek) :
Vect (e1,...,e,) = Vect (u1,...,u,) €t (eg|ug) >0

preuve
SoitVj, = Vect (ug, ..., ug).
OnaVy; C V5 C --- C Vi etdim(V;) = j ; la droiteKu; est un sup@mentaire, dang; deV;_;, pour2 < j < k.

1. Existence
On construit la suitéey, )1<k<n Par currence suk. On poses; = u./ ||uq||. Supposons les vectewrsconstruits pour
1 < j < k. lls vérifient doncVect(eq, . ..,e;) = Vect(ui,...,u;) et{e;ju;) > 0pourl < j < k. En particulier,
onaVipy1 = Vect(es,...,ex,urs1). On chercheey ,; € Viyq, orthogonal aux;, 1 < j < k tel queVyy, =
k
Vect(eq, .. .,ek,e;ﬁq). Il est clair que cette deréie condition sera remplie si on choisj.;rl = Upy1 + Zl Aje;,
J:

quelles que soient les valeurs des scalalresOn écrit ensuitee; |e),, ; ) = 0, ce qui donnde; [ux41) + A; = 0. Le

k
vecteure),, | = upt1 — 21 (ej luk+1) e; N'est pas nul, cat1 ¢ V. On peut donc @finir e =€,/ [}, ]|- La
]:
suite(e;)1<<k+1 Veérifie les prop@tes voulues.

2. Unicité

Supposons que la suitex)1<r<n réponde aussi la question.Vect(e1) = V; donce; est colireaireae; : il existe

A € Ktel ques; = Aey. On aller|| = |A| |lex]l et(e1 |ur) = A(e1 |u1), d'oU A = 1 etX > 0, soitA = 1 ete; = e;.

Supposons pro@e; = e; pourl < j < k et montrons,1 = ex41. Puisques,1 € Vg et que(es,. .., ext1)
k+1 j=k

est une base orthono&e deV.1, on peutecriree,11 = > (ejlex+1)e; = D, (ejlen+1) € + (ent1 |€h+1) ehr1 =
j=1 j=1

(eg+1|€k+1) ex+1. Les vecteursy 1 etex11 sont donc coliaires. En raisonnant comme dans le cas,den obtient

I égalié.

En resung, le systme chercé est doné par les formules

j—k—1
e : ! e
el =ui, e; = m, puis, pourk > 2, e}, = uy — Z (ej luk ) e;, ete, = ||e£€||
1 k

j=1

THEOREME 11.2.4
Tout espace @hilbertien de dimension finie non nulle péds une base orthonoéa (bon).

preuve

On choisit une base quelconque Beet on lui applique le praaé d’orthogonalisation pour obtenir une base orthorém e
E. On peut aussi@montrer directement ceghreme, par &currence sun. (Voir par exemple la @monstration de I'existence
de basesg-orthogonales pour une forme bitiaire synétriqueb).
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11.3 Projection orthogonale sur un sev de dimension finie

THEOREME 11.3.1
Soit E un espace @hilbertien et un sous espace de non nul et de dimension finie. Alors :
1. E=Fa&F*
2. La projectiorp surF paralElementi F- est liréaire continue de norme 1.
3. Pour tout: deE on a||z — p(z)| = ylgg |z —y|| = d(x, F) etp(z) est l'unique vecteus de F vérifiant|z — v|| =
d(z, F). Autrement dit, pour touj € F, on al|z — p(z)|| < ||z — y|| et cette igalié est stricte sj # p(x)

4. Si(e;)1<icn €StUNEe bON d€', onap(x) = Y, (e;|x)e;.
1<i<n

L’applicationp s’appelle la projection orthogonale skir

preuve
Tout d’abord,F N F+ = {0} car tout vecteur de cette intersection est orthoganai méme donc est nul. Soik;)1<i<n
une bon deF' ; posonsp(xz) = > (e;|x)e; ; p est lirtaire et pour tout: on ap(z) € F. Pourl < kK < nona
1<i<n
(ex |z —p(z)) = (ex|z) — > ({e;|x)dix = 0doncx — p(x) € F-. Commer = (z — p(z)) + p(z) on a proue 1) et 4).
1<i<n

Soity € F ; x — p(z) est orthogonah p(z) — y donc (Pythagore)z — y||* = ||z — p(z)||* + |lp(z) — y||* ce qui prouve 3).
Onaaussjp(z)|> = ||lz|* — ||z — p(z)||* donc||p(z)| < ||| ;on en dduit que I'application ligairep est continue et que
llp|l < 1. Enfin, F étant non nul (c’est uniquement ici qu’intervient cette hyps#), on peut trouver un vecteur non au F
eton a alorg(a) = a donc||p(a)|| = ||a| ce qui prouve qudp|| > 1 et donc legali& ||p|| = 1.

Remarque
Avec les notations de laédnonstration du #oeme de Gram-Schmidt, si on note, pauk 2, pi : Vi — Vi_1 la projection

orthogonale dé/, surVj_; (C'esta dire la restrictiora V;, de la projection orthogonale s¥,_1, la formulee) = u; —
k—1

> (ej|uk ) e; s'écritel, = ug — pr(uk).

j=1

11.4 Suites orthonormales

Si (e1,...,€,) €st une base orthonoém d'un espace philbertien de dimension fini&, on a pour toutt € E I'égalié

x= Y. (ej|z)e;. Onse propose de voir comment ésultat est modi& si on ne suppose plusde dimension finie. Dans
1<5<n

tout ce paragraphéF, ( | )) est un espace @hilbertien, suppdsde dimension infinie. Softy,)xen Une suite orthonorée de

vecteurs de¥. Pourz € E on posexy, = (ex |z ).

THEOREME 11.4.1 (Inégalité de Bessel)
SoientE un espace @hilbertien,(ex)ren Une suite orthonorée de vecteurs dE. Soientz € E, et pour toutk entier

z), = (ex |x). La Srie nunérique Y |zx|? converge efy |zx|? < ||z|*.
k>0 k>0

preuve
Soit p,, la projection orthogonale suf,, = Vect(eg,...,e,) ; (eo,.-.,en) étant orthonor@ on ap,(z) = Y. xxey et

2 . 2 2 2 .
[pn (2)[I” = 0<Zk:< |z[? s on az — py (@) Lpn(z) donc||z||” = [lpn ()]|” + [z — pn ()| soit
IR

2 k=n
2
= [lz]* = okl
k=0

k=n
X — E TLEL
k=0

k=n
On en eduit 3 |22 < ||z||* ; les sommes partielles de lar&e & termes positif$” |z,|2 sont majoées, ce qui assure sa
k=0

convergence ; on obtient I'egali€ voulue en faisant tendrevers I'infini.
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THEOREME 11.4.2

SoientE un espace @hilbertien,(e,) une suite orthonorée de vecteurs dB. Soit enfin€ = Vect(ey,...,€n,...). Les
propriétés suivantes somiyuivalentes :
2 N
1) VzeE |z|" = Y |zk|* o0z, = (ex|z)
k>0

&)
2) VY(z,y) € E? la srie de terme @réralzyy;, est absolument convergentelet|y) = > ZTryk.
k=0
00 . k=n
3) Yee Ex= > ape, ie. lim |z — > zreg|| =0.
k=0 n—roo k=0

4) & estdense dars.
preuve

e (1) & (2) résulte de l'identié de polarisation et de la majoratit#ys| < 1 (|zx|* + |yx|?).
2

k=n
e (1) & (3) résulte de kgalie ||z — > zrex
k=0

k=n
= ||lz||* = 3 |zx|? obtenue dans la preuve dietheme 1.
k=0

k=n
e (3) = (4) estclair : pour tout: € F la suite< > :z:kek> d’éléments de& converge vers:.
k=0 n>0

e (4) = (3) Soientz € E ete > 0. Par hypotkse il existe urelementz € £ tel que||z — z|| < e. Par cfinition

k=N
de& il existe un entietN > 0, des scalaires, 0 < k < ntelsquez = > Ayer. Soit alorsn > N. Le vecteur

k=0
k=n

X, = 3 zye est le projet orthogonal des suré,, = Vect(eo, . .., en) etz € &, donc||z — X, < |lz — z|| < e.

k=0
Donc la suite( X,,) converge dan& versz.

Suites orthonormales indexes parZ
A. Suites complexes inde&es parZ

Soit (2, )nez une famille de nombres complexes inéeg par 'ensembl® des entiers relatifs. On posera pewentier naturel
k=n k=n

Um = Zm + Z—m (ON NOtera quewy = 2zp). Soit, pourn € N, S, = > 2z, = % + Y uyg. Silasuite(S,,) converge on
k=—n k=1

notera$S sa limite. On prendra garde au fait qu'il ne s’agit pas d’ueiéesau sens usuel du terme. En particuligreut exister

alors que leséxies > z,, et > z_,, divergent; pour s’en convaincre il suffit de prendre= n pourn € Z. Les proprétes
m=0 m=0

ci dessous sor#lementaires.

o0
Propriété 1.La suite(S,,) converge ssi laérie de terme gréralw,,, est convergente et alofs= % + > Up.
m=1

[e.°] [e.°]
Propriéte 2. Si les deux éries > z,, et > z_,,convergent, la suitéS,,) convergeelS = > z, + > z_m.
m21 m2=1 m=0 m=1

Propriéte 3. Les trois propites suivantes soiquivalentes :

1. Les deuxéries Y z, et > z_,sont absolument convergentes.
m2>1 m>=1

2. Larie Y (|zm| + |2—m|) converge.
m=1

3. ll existe un éel K tel que pour toute partie fini& deZ, > |z < K.

keF
. L. “+o00 —+o00
Dans ce cas, on dit que large Y z, est absolument convergente et on notgra > z,.
— 00 — 00

( Ce cas est celuitola famille (z,,) ez €st sommable).

Propriété 4. Si pour toutm, z,, € R, la suite(S,,) converge ssi les deukses > z,, et > z_,, convergent.
m=>1 m2>=1
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B. Suite orthonormale indexée parZ

Consictrons de nouveau un espaceélplbertien(E, (| )) de dimension infinie et soite,,),ecz une famille orthonormale
d’élements deF, indexée parZ. Pourx € E etn € Z on posera encore, = (e, |z). Soit enfin€ = Vect ((e,)nz) le sous
espace dé’ engende par les:,,. Le theoreme 11.4.2 sedéralise comme suit :

THEOREME 11.4.3
Sous les hyposes peccdentes, les pro@és suivantes soiquivalentes :

L. —+o00 9 “+o0
1) Pourtoutr € E la srie Y |z,|? est convergente ét:|” = Y |z, |2
— 00 — 00

+0o too

2) VY(z,y) € E? la srie " Ty, est absolument convergente(etly) = > Tryx.
k=n

3) VzeFE lim ||z — > xgex

n—oo

=0.

k=—n

4) & estdense daris.

La preuve est semblabéecelle du tkoeme 11.4.2

11.5 Polyromes orthogonaux

11.5.1 Introduction

Le programme de I'aggation comporte " exemples de suites de poiyes orthogonaux ”. Ce paragraphe n’est donc pas
stricto sensu au programme ; il donne le cadre d’ensemble et quelquestogrrerales des suites de pofmes orthogo-
naux. Ce paragraphe suppose connue la notion de fonctigratile sur un intervalle quelconquelle

On se donne un intervallede R non vide et non&duita un point et une fonctiop : I — R appeée poids @rifiant les trois
proprietes suivantes :

(P1) p estcontinue suf.

(P2) Vtelp(t)>O0.

(P3) Pourtout: € N, la fonctiont — t"p(t) est inegrable sul.

E désigne I'ensemble des fonctiofis I — R continues telles que— |f(t)|*p(t) soit integrable sur.

Soientf, g € E. Linégali& |f(t)g( )\p( ) < (|f( )12 +19(t)|?) p(t) montre que — f(t)g(t)p(t) est inégrable sud. On
peut donc poseff |g) = [; f(t)g(t)p(t)dt.

PROPOSITION 11.5.1
(E, (] )) estun espace ghilbertien éel.

preuve
E est non vide car il contient la fonction nulle. ic EetA € R,ona\f € E. Sif,g € E,ona0 < (f +9)*» =
Pp+g*p+2fgp < 2f%p+29°p, donc(f + g)?p estinégrable suf et E est bien uriR-espace vectoriel. | ) est clairement
une forme bilireaire syrétrique positive. Enfin/, f2(¢)p(t)dt = 0 impliqueVt € I f?(t)p(t) = 0 car f?p est positive et
continue donc, vu (P2), = 0.1

Notons provisoiremenf' I'espace des restrictiond I de fonctions polydémes. D’apés (P3),E contient les fonctions
mordmes, doncF C E. Par ailleurs, on sait] n’étant pasé&duita un point queF est isomorphé R[X]. On pourra
donc identifierF’ et R[X]. Dans toute la suitey et F' seront munis du produit scalaire aingifihi.

Posons pour tout € N, e, (t) = t" etV,, = Vect(eo,...,e,) C F. V, estun sous espace vectoriel de dimensiop 1
de F, isomorphea R,,[X]. Lapplication du proédé d’orthogonalisation de Gram-Schméltla suite(e;) définit une suite
orthonorngee de polydmes(py,).

On appelle suite de polgimes orthogonaux toute suit€, ), >o aveck,, = k,p,, ol k,, est une constantéelle non nulle.
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Par construction @me, on a don®,, € V,, et P, ¢ V,,_1, donc pour tout, P, est de dedrn.
Attentiona la terminologie dans ce paragraphe, on utilisera le terme de fty@ normalié dans son sens habituel : un
polyndme est normalissi le coefficient du terme de plus haut degst 1 (et non pas si sa horme vaut 1).

Dans les exemples classiques, la stig),,>o n'est pas orthonoée, mais seulement une suite orthogonale. Le choixges
déepend des exemples. L'une des choix possibles est d'imposer gHg sssent normaligs.

11.5.2 Exemples classiques

I=[-1,1] ;o pt) =1 ;  polyndbmes de Legendre
I=]-11[ ; p@) = \/1177152 ;  polyndbmes de Tchebycheff
I=100,400[ ; pt)=et ;  polyndmes de Laguerre
I=R o op(t) =e /2 : polyndmes d’Hermite

11.5.3 Proprietés genérales
Dans tout ce qui suip est fixe, et(P,,) est la suite de polydmes orthogonaux pour le poigstelle que pour toutk, P, soit
normalis.

Justifiez I'emploi de I'article dfini " la " dans la dfinition ci dessus.

N P tp(t)dt
On a donc en particulieP, = 1. Vérifier queP, = X + g avecl = —ff;)((t).
I

Par constructior,, est orthogonal au sous espace engeparlP,, . .., P,_; c'esta direaV,,_; identifié avedR,,_1[X]. En
particulierP, — X P,,_; est de dedr strictement irérieuran donc orthogonah P,,. On a donc legalié

[¥n>1 (XP,_1|P.) = (Pu|Py)] (11.2)

Attention! Cetteégali€ n'a pas lieu si les polydgmes ne sont pas supgssnormaliés.

THEOREME 11.5.1
Pour toutn, P,, admetn racines éelles distinctes qui appartiennent toladsntérieur del .

preuve
Soitn > 1. Onal0 = (1|P,) = [, P, t)dt. On en @duit queP,, admet au moins une racine d’ordre de multipécit
impaire dans l'inérieur del car sinon, Ia fonctloer serait continue, non nulle et de signe constant, don&bjrele serait
différente de 0. Soient;, ...,z 1 < r < nlesracines distinctes d@, de multiplicitt impaire et appartenaﬂl’intérieur del.
Posong)(X) = (X —z1)--- (X —z,). Le polyrbmeP,,Q est de signe constant siidonc(P, |Q) = [, P, p(t)dt #

0. Par congquent@ ¢ (RP,)* = R,,_;[X]. Commedeg(Q.,,) < n on en @&duitdeg(Q) = n etr = n. || en resulte que les
racines deP,, sont simples.

THEOREME 11.5.2 (Relations de €currence)
Il existe deux suites deels(\,)n>2 et(un)n>2 telles que, pour tout > 2

]Pn = (X + M) Pa1 — finPo_s \ (11.2)

De plus, on gu,, > 0 pour toutn.

Attention! silesP, ne sont pas normaks la forme de la relation esidgerement diférente.

preuve
—1

Soitn > 1. P, — X P,_; appartien&iR,,_; [X] dont une base e$f%, . .. _1). On peutécrireP,, — XP,_; = Z v; P,
=0

ou lesw; sont des&els. La suitg P;) étant orthogonale, on eréduit(Pn — XP,_1|Pj) = ~; (P;|P;). Or (P, |P ) =

doncw; (P; |Pj) = —(XP,_1|P;) = —(P,—1|XP;j), la dernéreégali€ résultant de I'expression du produit scalalre Si
j < n—3,XP; estde dedr au plusn — 2, donc orthogonah P,,_;. Comme(P; |P;) > 0, on en @&duity; = 0. Pour
j=n-—2ilrestey, o (P, o|Py_2)=—(Py_1|XP,_2)=—(P,_1|P,_1) < 0 dapres (1). Ceci adkve la preuve, en
prenant\, = v,—1 €ty = —Yn—2 = [|[Pa_1]* / | Paz|® > 0.
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THEOREME 11.5.3
Sil'intervalle I est compactF’ = R[X]| est dense dans I'espac®, ( | )).

preuve
Soit f € E. Il existe une suite de polymes(A,) telle que||f — A,||, = sup|f(t) — An(t)| tende vers O (toeme de
tel

Weierstrass). On a aloff — A,[* = [, |f(t) — A (t)[>p(t)dt < ||f — An|?, [, p(t)dt quanti& qui tend vers O quand
tend vers l'infinill

J 2
11.6 Lespacée(C)
Cette partie prsente un exemple d’espacélpitbertien complexe de dimension infinie, partiesdiment important en analyse.

DEFINITION 11.6.1
On notel? (C)I'ensemble des suitds.,)en de nombres complexes telles queédais) " |u? | converge.

De méme on notéZ(C)I'ensemble des suites., )ncz, indexées paf.,, de nombres complexes telles que leges Y |u, |
n>0

et Y |u_n|? convergent.
n>1

Lemme 11.6.1 +oo
Soient(u,,) et(v,) deuxéléments déZ(C)(resp.l2(C)). La rie " u,v, (resp. > u,v, ) est absolument convergente.

n=0 —o0

Cela résulte imnédiatement de l'iagalié [Ty| < % (|z|* + |y|?) valable pour tous nombres complexest y.

THEOREME 11.6.1
12(C)(resp.l2(C)) est unC-espace vectoriel.

L'application qui au coupléu = (u,), v = (v,)) € [3(C) x 4(C) associe le complex@:|v) = Y u,v, estun produit
n=0

scalaire sut?(C).

De méme I'application qui au couple. = (uy,), v = (v,)) € 12(C) x [2(C) associe le complex@.|v) = > u,v, estun

produit scalaire sug(C).

Les \erifications sont faciles et laises au lecteur.

THEOREME 11.6.2
Les espace (C) etiZ(C) munis de la norme asség au produit scalaireédini ci dessus sont complets.

preuve pouiZ(C)
Soit (u?) ;>0 une suite de Cauchy @féments déz(C). Chaqueu’ est donc une suite’ = (u,),,>o de nombres complexes
telle que la érie > |u/ |? converge. Le fait que la suife:’) soit de Cauchy s’exprime par

n=0
Ve >0, 3J(e) EN,Vj,k €N, j > J(e) = |[uf —uw/™F|| < e

soit encore ' _
(C)  Ve>0,3J(e) eENVEEN, j2J(e) = > |uf, —ul*|? <&

n>0

a) Soite > 0 etn € N. Pour toutj > J(e) ettoutk € Non alu), — u)™*| < ||u/ — u/™*|| < e ce qui prouve que pour tout
n, la suite(u, ) jen est de Cauchy darfs. Elle est donc convergente. Notomssa limite.
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b) Soit N un entier naturel fi& quelconque. Sojt > J(¢) etk € N. On a d’apés (C)

n=N

D fud —ul PR Y, — P <

n=0 n=0

. . . . . . n:N : : .
En faisant tendré vers l'infini dans l'iregalie > |u/, — uZt*|? < €2 on obtient
n=0
n=N
(E) VieNj=J(Ee) = > |ul, — vl <&

n=0

e En choisissant par exempje= J(1), on voit que la &rie a termes positifsv,, = |uj, — v,|? a ses sommes partielles
borrées. Elle est donc convergente, ce qui prouve(géie v) € I%(C). Commeu’ € i4(C) on en @&duit quev € I%(C).

e En prenant maintenaat> 0 quelconquej > J(¢) et en faisant tendrd’ vers I'infini dans (E), on obtient

oo

Sl — v <

n=0

On a donc mon&
Ve>0 3JeNVjeN j>J=|u/ —vf| <e

ce qui prouve que la suitew’) converge, dan&;(C) versv. Ceci acleve la @monstration.

La preuve pout?(C) est similaire. On a degsultats analogues pour les espacésifivertiens eelsi? (R) etiZ(R).
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12

Series de Fourier

12.1 Rappels du cours d’'Inggration

12.1.1 Fonctions priodiques

DEFINITION 12.1.1

Une fonction2r-périodique sera dite continue par morceaux si sa restriétibimtervalle [0, 2x] I'est. Il en résulte que la
restriction def a tout intervalle compact est continue par morceaux. On n®tdaeC algébre des fonctionsr-périodiques et
continues par morceaux.

Une fonctiom2r-périodiquef deR dansC sera diteC' par morceaux si il existe une subdivisiary = 0, x1, ..., z,, = 27)
de l'intervalle|0, 2] et pouri € {0,1,...,n — 1} des fonctions de clas§¢', g; : [z;,z;+1] — C telles que

Vo €]z, i1 f(x) = gi(w)

On notera qu’une fonctio@’! par morceaux n’est pagoessairement continue. Elle est par contre continue par morceaux.

Le lemme suivant facile est d’'un usage courant.

Lemme 12.1.1
Soit f deR dansC continue par morceaux ; on a pour taut R

27 a+2m
F(t)dt = / F(t)dt.

0
Si f est continue par morceaux, elle admet en tout poidés limitesa gauche e droite. On notera un peu abusivement

f) =lim f(y) et f(z7)= lim f(y)

y>zx y<x

DEFINITION 12.1.2
On noteraF I'espace vectoriel des fonctiofs -périodiques, continues par morceatétitiant

Vo €R f(z) =5 (f@) +F)).

N =

Pourf etg dansE on pose

27
< f.g>= %/0 F(#)g(t)dt.

THEOREME 12.1.1
<, > est un produit scalaire siit et donc(E, <, >) est un espace philbertien complexe.
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preuve
Soit f € E telle que(f |f) = 0. Soitb € R tel queb etb + 27 soient des points de continéi def. La fonction|f|? est
positive et erifie f:”” |f(t|?dt = 0. D’apres le tieoeme 10.3.2 , elle est nulle en tout point de conti@diéf sur[b, b+ 27],
c’esta dire partout sur cet intervalle sauf au plus en un nombre fini de pointsz 8aipoint de discontinugétde f. Il existe
un intervallel =]z — a,z + a[C [b,b + 27] tel que f est continue suf \ {a} donc nulle sur cet ensemble. Les limites
droite etad gauche d¢ enx sont nulles, donc compte tenu de Efidition deE, on af(z) = 0 et finalementf(z) = 0 pour
x € [b,b+ 27]. Par periodicite, f = 0. La veérification des autres progitées d’un produit scalaire est inediate.

Remarque
On auraa consi@rer deux normes distinctes siit D’une part, la norme &finie par le produit scalaire ; on la notefd,.
D’autre part, la norme de la convergence uniforme que I'on nditgra. On aura donc, pouf € E

27
f||2=\/2l7r | o et il = s If)

te(0,27]

On a pour toutef € E, | f]l, < | fll.-
Exercice : Veérifier que ces deux normes ne sont pgsivalentes.

Lemme 12.1.2
Soitf € P ; il existe une fonctiorf, € E et une seule dont la restricti@r{0, 2x] coincide avec celle d¢ sauf au plus en un

nombre fini de points. On ﬁf” fo(t)dt = 02” f(t)dt. On dira quef, est la fonction de& assodgea f.

preuve

Existence : On pose, pour taute R fo(z) = % (f(z™) + f(z7)). Onafyo(x) = f(z) en tout pointr ou f est continue. Soit
z € R. Il existe unn > 0 telle quef soit continue sud =]z — n, z [U] z,x + n[. Poury € A on a doncfy(y) = f(y) et par
congquentfo(z*) = f(z™) et fo(z™) = f(27) doncfo(z) = % (fo(z™) + fo(z ™)) ce qui prouve quey € E.

Unicité : Soientfy, f1 € E répondant la question. Soient € R etn, A comme ci dessus. Onfa(y) = f1(y) = f(y) pour
touty € A etdoncfo(z™) = fi(z™) etfo(z7) = fi(z™) donc fo(z) = fi(z).

L’ égalie des inkgrales estvidente.

Pourf, g € P on notera encoréf |g) = % fo% f(t)g(t)dt. (| ) est, surP, une forme sesquilgrirea syneétrie hermitienne
positive, mais qui n’est plusadinie.

12.1.2 Lemme de Riemann-Lebesgue

Lemme 12.1.3
Soit f de[a, b] dansC continue par morceaux ; les éyralesff sin(At) f(t)dt et f;’ cos(At) f(t)dt tendent vers 0 quardréel
tend vers linfini.

Ce theoeme est prou dans les comphments d’analyse (chapitre @grales @pendant d’'un paradtre, exemple de la trans-
formation de Fourier).

12.1.3 Produit de convolution

DEFINITION 12.1.3
Soientf etg deux fonctions d&® dansC, 2w-périodiques et continues par morceaux. On appelle produit de convolutipn de
etg et on notef * g la fonction &finie par

1 2

frg(z)= /. f(z —t)g(t)dt.

On resume dans le lemme ci-dessous les principales @tprilu produit de convolution :

Lemme 12.1.4
Soientf,g € P.
Dfxg=gx*f.
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2) f * g est2w-périodique.
3) L'application(f, g) — f * g est bilirtaire.
4) f = g est continue suR.

preuve
Les points 1, 2 et 3 seavifient facilement. Montrons la contingitlef * g. Fixons f et distinguons plusieurs cas paur

1. Sig est continue, pour toute suite,,) tendant vers;, la suite de fonctiona,, (¢) := f(t)g(z,, —t) converge simplement
vers la fonctiomi(t) = f(t)g(x — t) et la convergence est dord par la fonction iréigrable|| f|| . [lg/l.. X .., dONC
d’apres le tleome de convergence doréf « g(x,,) converge verg x g(x), d'ou la continuié def * g dans ce cas.

2. Sig|o,2+] €st la fonction caraétistique d’un intervalléc, 8) on a2 f * g(z) = ff fla—t)dt = [[7 f(u)duetla
continui€ résulte des thoemeselémentaires sur les igrales fonctions de leurs bornes.

k=p
3. Dans le cas@eral, la restriction dg a [0, 27| peut sécrite sous la formgy + > Axxx OU go €st continue, les
k=1
sont des nombres complexes et Jgs sont des fonctions caragtstiques d'intervalles contenus dajis2x]. Alors
k=p
fxg=f*xgo+ > A\f * xi estcontinue comme somme de fonctions continues.
k=1

12.2 Polyrobmes et gries trigopnometriques

Notations
1. Pourk € Z on notee,, la fonction deR dansC définie parey (t) = ei*t. e, estévidemment uglement dek.
2. Pourk € N, on noteC}, (t) = cos(kt) et Si(t) = sin(kt). C, et Sy sont de€léments dev.

3. On notef le sous espace vectoriel deengende par les fonctiongey ), k € Z et, = Vect(e_n,e_(n—1),--+,€05- - €(n—1,€n)-
La suite croissante de sous espaces vectdfjetspour Eunioné.
Par les formules d’Euler, on voit qé&, = Vect((Co, C1,...,Cn, S1,...,5,). £ est donc aussi le sous espace vectoriebde

engende par les fonction§’y,, k € N etSy, k € N*,

DEFINITION 12.2.1 (Polyndmes trigonomnetriques)
On appelle polydme trigononétrique toute fonction dg.

THEOREME 12.2.1
1. (ex)kez €stun systme orthonorra de(E, <, >).
2. De néme,(Co,v/2C1,v/281, ..., /2Cp,\/2S,,, .. est un systme orthonoria dans E, <, >)

La preuve esklémentaire. |l ené&sulte que ces deux sgstes sont libres, donc qdém &, = 2n + 1.

Soit P un polyrdme trigonongtrique. SiP est constant il appartieatf, ; sinon, il existe un unique entiertel queP € &, et
P ¢ &, 1. On peut donc Bcrire

k=n k=n k=n k=n
P= Z crer = % + Z(akck + by Sy) soit encoreP(t) = Z cre’tt = % + (ax cos(kt) + by, sin(kt))
k=—n k=1 k=—n k=1
avec /
Co = Qo 2
= >
(R) e =1/2(ax —iby), k>1 & { Z’“ ~ Z?EC@*_C*C’“ ) z;(l)
c_r =1/2(ap+ibg), k>1 k= k= 0=k z
Puisquee;) —n<;<n €St Une base orthonoém def,, on a
1 27‘(‘ .
Vk€Z ¢ = (e |P) = %/0 ekt p(t)dt
et de néme,
1 2 1 2
VkeN ap =— P(t)cos(kt)dt et VkeN* b, =— P(t) sin(kt)dt
™Jo ™Jo

Attention! a,, etb, sont en gréral conplexes ; ce ne sont donc pas erégal les partiesaelles et imaginaires dz,,.
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DEFINITION 12.2.2 (Séries trigopnométriques)
On appellera@rie trigononétrique une &rie de fonctions d& dansC dont le terme gréralu,, est, poum > 1, de la forme

Up, = Gy, cos(nt) + by, sin(nt)

le terme d’indiced étant constant ecritug(t) = ag/2.

Remarque
La somme patrtielle d’ordre d’une telle €rie sécrit

k=n k=n
t) = Z un(t) = Z cpettt
k=0

k=—n
ol lescy, sont céfinis par les relationgR).

La convergence de l&ge trigononétrique signifie I'existence d’une limigela suiteS,, (¢) et non bien entendu la convergence

sepake des@ries Y cpettt et Y cpett (c.f. 11.4)
E>0 k<0

12.3 Coefficients et &rie de Fourier

DEFINITION 12.3.1
Soitf € P, on appelle coefficient de Fourier (exponentiel)fdel’indicen € Z le nombre complexe

1 27

cn(f) =<en, f>= % f(t)e "tdt.

On appelle coefficients de Fourier (trigonétriques) def, d mdlcen € N les nombres
1 2

an(f) = en(f) +en(f) = = f(t) cos(nt)dt

™ Jo
et pourn > 1
. 1 .
bu(f) = ilen(f) —con(f)) = — | f(t)sin(nt)dt
0
On appelle érie de Fourier d¢ la rie trigononétrique assoéea la suite ci dessus : les sommes partielles de cetie sont
donc

k=n k=n
Sn(f)(@) = Z cr(f)ettt = @ + Z (ar(f) cos(kt) + by (f) sin(kt))
k=—n k=1

Remarques
(1) On a pour tout, € N
an(f):2<cnaf>etb (f) 2<Sn7f>

(2) Sila fonctionf est paire on a pour tout € N b,,(f) = 0 eta,(f) = % fo ) cos(nt)dt.

(3) Sila fonctionf est impaire on a pour tout € N a,,(f) =0 etb =2 fo ) sin(nt)dt.

(4) Sila fonctionf esta valeurs gelles, les coefficients trigonc6m|ques sonterels etona
c—n(f) =cn(f) an(f) =2Re(cn(f)) €tbn(f) = —2Im(cn(f))

(5) Soitf € P et fy € E sa fonction assoee (lemme 12.1.2). Ces deux fonctions ont léswas coefficients de Fourier et
donc la néme €rie de Fourier.
(6) Il résulte du lemme de Riemann-Lebesgue que pour thaté?, ona lim ¢, (f) = 0.

|n|—o0

EXEMPLE 12.3.1
Soit f : R — R la fonction27 périodique telle quef(z) = L_fx pour0 < z < 27 et f(0) = 0. Il estimmédiat quef € E.

D'autre part,f est impaire car st €] — 2m,0[, on af(z) = f(z 4 27) = T— (x2+ 2m) _ —xz— T = —f(—z). Donc
an(f) = 0 pour toutn € N.

Ensuite poun € N*, b,(f) = %foﬂ(ﬂ—az) sin(nz)de = -T2 cos(nx)]o — % Jy cos(nz)dz = % La serie de Fourier
de f estdonc laé&rie > Sm(mg)

n=1
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12.4 Densié des polyrbomes trigononetriques

12.4.1 Theoreme de densi

Le but de cette section est de prouver ledime suivant

THEOREME 12.4.1
Soit Ey le sous espace vectoriel deformé des fonctions continues. L'espateales poly@mes trigonoratriques est dense
dans l'espacé&, muni de la norme de la convergence uniforme.

Ce tteoreme est une coaguence imradiate des deux propositions suivantes :

PROPOSITION 12.4.1
Soit(P,) une suite de polydmes trigonorétriques erifiant les propétés suivantes :

(P1) Vn € N, VteR P() 0
(P2) Yn €N, f t)ydt =1
(P3) Vée€lo,7, Jim f6 ) ( dt— lim f P,(t)dt =0

Pour toute fonction continue &tr-périodiquef : R — C la suite f = P,, est une suite de polgmes trigonorétriques
convergeant uniforément vers .

PROPOSITION 12.4.2
Il existe des suites de polgmes trigonorétriques erifiant les trois propétés (P1), (P2) et (P3).

Preuve de la proposition 12.4.1
Soit f : R — C continue etr-périodique.

1. SoitP un polymme tngonoretrlque La fonctlor]f x P est un polyme trlgononetrlque
k:n . .
En effet, siP(t) = Z cre*t onaf x P(z) = 27r f P(z —t)dt = 27T kz (ck 02” f(t)e‘””dt) e‘** Donc,

k=—n =—n

les f x P, sont des polyames trigonoratriques.

2. Lasuitef = P, converge uniforrament versf.
Soite > 0. La fonctionf est continue suR et 2r périodique. Elle est donc boee surR et uniformement continue sur
R. Il existe donc urd > 0 que I'on peut choisir strictement iafieura = tel que

Vu,v €R o —ul <0 = [f(v) - f(u)] <

| ™

Fixons un telb. Compte tenu de la prog@te (P2), on peuécrire

f@) ~ FPule) = o [ (@) = flo =) Pt = (o) + La(m) + ()
en posant
1 0
hin) = 5= [ (1@ = fle=0) Pu(ty
T -4
B(n) = 5= [ (7() = fla =) Puttdt et Is(n) = 3= [ (7o) = Fla = 1) Pal)

e Pourlt| < §on a|f( ) — f(z —t)] < e/2donc|I(n %%f P, (t)dt. Or P, est une fonction positive,
doncfféP < J7_ P,(t)dt = 1. Donc, pourtouh |I1(n)] < eg/2.

e Dautre part, on d2(n)| < —2||f|| [5 Pa(t)dt et de néme|I3(n)| < i2||f|| f_ dt D’apres la

propriéte (P3), il existe un entieN tel que pour toutr > N on ait [; P,(t)dt < etf P,(t)dt <

4||f||

1 Hfll . Cet entierN est incependant de et pour toutr > N on a|lz(n)| + |I3(n)| < €/2.
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e Alors, pourtoutn > N ettoutz € R, ona|f(z) — f * P,(z)| <e.

Ce qui ackeve la preuve.

Preuve de la proposition 12.4.2

Posons pour tout entier naturel b, (x) = cos?" (%) an = [7 hn(z)dz et P,(z) = 2—:hn(m). La suite(P,,) réponda la

a

guestion.
En effet, par constructioR,, vérifie%7T J7 . Pu(z)dx = 1etP,(z) > 0 pour toutz. D'autre partcos®(z/2) = 2*—6”44’67_”
donc P, est un polydme trigonongtrique.
Il restea verifier la propréete (P3).
Pourd < |t| < mona|P,(x)| < b, oub, = 3—: cos?"(§/2). Le changement de variabte= 2t donnea,, = 2 ffgﬂ cos? (t)dt =
16 f0”/2 cos™ tdt. Cette derrre inegrale est une iégrale de Wallis. Un exercice classique montre qu’elleegsivalentea
\/ 2y doncb,, ~ Ay/ncos®(3/2) o A > 0 est une constante. Donim b, = 0 d’ou I'on déduit (P3).

n—oo

12.4.2 Theoreme de Fejer

Nous allons donner une autre preuve de la proposition 12.4.2 qui fourniésultat plus pecis que le thoeme 12.4.1

DEFINITION 12.4.1
Soitf € P. On appelle sommes deéfer la suite des moyennes aritétigues des sommes partielles deéaes de Fourier de
f, c’esta dire la suite de fonctiongdinie par

1
En()(@) = =7 So(f)(@) + S1(f)(@) + -+ + Su(F)(2))
ouSy,(z) = kin cx(f)et*® est la somme partielle d’indiee de la €rie de Fourier d¢.
k=—n

THEOREME 12.4.2 (Théoreme de Fejer)
Soitf : R — C une fonctior2r périodique etontinue. La suite des sommes déjer def converge uniforrément verg sur
R.

Noyau de Dirichlet et Noyau de Fejer

DEFINITION 12.4.2
1) On appelle noyau de Dirichlet la sultB,,).,>o de polyrdmes trigonoraétriques éfinie par

k=n

Dn(t) — Z eikt

k=—n

2) On appelle noyau de Fejer la suite des moyennes atthoes des noyaux de Dirichlet, c’&stlire la suite de polydmes
trigononétriques K., ),>o définie par
1

Kn(t) = "+ 1(D0(t) +"'+Dn(t))

Lintroduction de ces suites de polymes trigonorétriques est justiéie par le

Lemme 12.4.1
Soitf € £. Onapourtouh € N, S,,(f) =D, * f etX,(f) = K, = f.
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preuve

k=n k=n 2 2m
) 1 . 1
_ tkx _ _© ik(z—t) jp . _— _ _
Su1)e) = 3 e =5 3 | st = o [ 0Dy it = £+ Dy(a)

La deuxemeégali€ résulte de la linaré& du produit de convolution.
Calcul des noyaux
PROPOSITION 12.4.3
Ona

ke sin((n+1)¢) .

——<+ Sit € 2nZ
D,(t)=1+2 Z cos(kt) = sin (%) 7 2m

k=1 2n+1 Sit € 2nZ

preuve

La premere relation éfinissantD,, (¢) résulte des formules d’Euler. Supposens 0 mod 27 ; alorse® # 1 donc

k=n —nit (n+1)it
i e —e
Dpt)= > e =—F—

k=—n
d’ol en mettant en factewdf/2 en haut et en bas

e—(n+1/2)it _ o(n+1/2)it  gjp ((n 4 %) t)
Dn(t) = o it/2 _ git/2 - sn (L)

Le cast = 0 mod 27 est imn&diat. On peut aussi retrouver ksultat en prenant la limite quandend vers 0 dans la formule
préctdente, puisqu®,, est une fonction continue.

PROPOSITION 12.4.4

1 sin? (n '2i_ 1t>
Sit & 277
Kalt) = 4 TFT G (1) & 2m
n+1 Sit € 2nZ
preuve
e—kit _ o(k+1)it .
Supposons # 0 mod 27 ; on remplaceDy(t) parﬁ. Il vient
k=n k=n
(n+1)(1—e"K,(t) = Z ekt _ Z ikt 1)t
k=0 k=0

donc (n+1)it it (n+2)it
X 1—e(? 7 it _ (n 7
(n+1)(1 — e K, (t) = —2 e —¢

1— e—it 1— eit

On multiplie le nunérateur et le @nominateur de la dergie fraction pae~*. Il vient

1 1

1 2(1—cos((n+1)t)) 1 sin® (221)
n+1(1—et)(1— 2

. (2 _ p(nt1)it _ ef(nJrl)it) _ _
) n+1  2(1—-cos(t)) n+1 sin®(3)

e ‘

Kn(t) =

[SIEY

Le cast = 0 mod 27 s’obtient par exemple en prenant la limite quanénd vers 0 dans la formulegmédente.

PROPOSITION 12.4.5
La suite(K,,) pos€de les propétés (P1), (P2) et (P3).
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preuve
(P1)La formule peccdente montre quE&,,(t) > 0 pour toutn et toutt € R.

(P2) Commef02’T eft = 0sik # 0on af027r D, (t)dt = 1 pour toutn, donc aussyﬁ’T K,(t)dt = 1.

i5 < |t < in? > sin? < < 1 ‘ol le ré :
(P3) Sid < [t| < monasin®(t/2) > sin“(§/2), donc0 < K, (t) < D sn’(0/2) d'ou le résultat

Le theoreme de Ejer est alors une coaquence de la proposition 12.4.1

12.5 Convergence en moyenne quadratique

12.5.1 Meilleure approximation quadratique

THEOREME 12.5.1
Soit f € E. Pour tout polydme trigononétriqueP € &, on allf — S,(f)|l, < ||f — P||, avecégalié si et seulement si

Lemme 12.5.1 (Iregalité de Bessel)
Soitf e Pona

k=n 9 1 27
> <=5 [ 1soPa

k=—n

Ces deux &sultats sont des caomguences imidiates du thoeme 11.4.1 et de sa preuve. Rappelons eavbment les
démonstrations :

Sn(f) estla projection orthogonale gesuré,, donc||f — P||5 = || — Sn(£)Il3+11S.(f) — P||5 carf—S.,(f) est orthogonal
as,(f) — P doule treoRme; pour 'iregali€ de Bessel, on peut supposer ¢ue E car les deux membres de légali€ ne
changent pas de valeur si on remplgcpar sa fonction assa@ fo. On a||S,.(f)|2 = IIf113 = I = Su ()5 < |If]3. La

k=n
suite croissantg¢ > [cx(f))]? est majoee, donc elle converge. Dlda conclusion.
k=—n
n=0

Remarque
La convergence de cettérie permet de retrouver, sans utiliser le lemme de Riemann Lebesgue, le fajt(flieend vers O
guandn tend verstoo.

12.5.2 Un treoreme de densit

THEOREME 12.5.2
Le sous espacg des polydmes trigonorétriques est dense dans 'espacehilbertien(E, ( | ))

Soit f € E. Il s'agit de montrer que pour toat> 0 il existe un polydme trigononétriqueP € £ tel que||f — P||, < e.

preuve
Commencgons par montrer que pgue E et toute > 0 il existe ¥ € E continue telle qug f — ¥, < /2.

e Soitd'abordd < a < b < 2w ety : [a,b] — C continue. Montrons que pour toait> 0 il existes : [a, b] — C continue
telle quey(a) = ¥(b) = 0 et%f: lo(z) — ¥(x)|?dz < 2. Soith > 0 vérifiant2h < b — a. Soit®y : [a,b] — C
continue telle queb(a) = (b) = 0, égaled ¢ sur l'intervalle[a + h,b — h] et affine sur chacun des deux intervalles

a,a + h] et[b — h,b]. Soitx € [a,a + h]. On ay(x :Mz—a donc|vy(z)| < |||, et par congquent
h [eS)

lo(z) —Y(x)| < 2| ¢| - La meme majoration est valable sigr— h,b]. On en @duit

b

1t 1foth 1 4
3 | 1e@ —v@Pde = o [ letw) —vlo)Pde + o [ o) - v(@)Pde < 2 el

21 Jy—n

qui peutétre rendu ingrieurac? par choix deh.
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e Soit f € E; il existe une subdivisiomg = 0 < 21 < -+ < z, = 27 et pour0 < k < p — 1 des fonctions continues
fr ¢ [zk, ziy1] — Ctelles quef(z) = fr(z) pourz, < x < zp41. Soite > 0 ; on dispose pour chaqued’une

Tha1 2
fonction vy, : [zk,zx+1] — C continue, erifiant iy (zx) = Yr(xrs1) = 0 et%fz:+ |fr(z) — i (z)]Pdr < i—p.

p—1

Notons¥,, la fonction [0, 27] — C égalea ¢y, sur [z, zx+1] €ta O ailleurs. Soit? = > ¥,. C'est une fonction
k=0

continue suf0, 27r]. Comme¥(0) = ¥(27) = 0, ¥ se prolonge en une fonctidhr-périodique et continue, quiérifie

p—1 " 2
I =Wl = g X [0 (@) — vne)Pde < 5

La fonction¥ étant continue, il existe un polgme trigononrétrique P vérifiant|| ¥ — P||_ < /2 etdonc|¥ — P||, < /2.
Onadond|f — P|l, <l

12.5.3 Theoreme de Parseval

Les ©sultats qui suivent sont des cégsiences du #oeme 11.4.3 vu lors dedtude des espacespilbertiens et de la denséit
de& dans I'espace philbertienE.

THEOREME 12.5.3
Soitf € E. La rie de Fourier d¢ converge en moyenne quadratique verg\utrement dit li_>m Ilf = Sn(f)ll, = 0.

Rappelons la preuve :

Soite > 0. D’apres le tleoeme pécedent, il existe un entier naturél et un polyrdme trigonongtrique P € &y tel
que| f —PJ||, < e; pour toutn > N onaP € &,, donc d'apés le tltoeme de meilleure approximatuion quadratique,

1f = Sa(Dlly <Nf =Py <el

THEOREME 12.5.4 (Formule de Parseval)

Soitf € P. Ona
+oo ) 1 2 )
SlendP =g [P
et - )
2laolNP+ Y (en( PP + alNP) =+ [ 1P
n=1 0
preuve

Les deux membres dégaliés ci dessus ne changent pas de valeurs si on remplaaesa fonction assdm f, € E. On peut
donc supposef € E. Dans ce cas, on peut appliquer [édieme 11.4.3. Rappelons la preuve :

k=n
ona Y ()= I18u(DI2 = [IfI2 = If — Su(f)]2. Le résultat @coule du tBome pecedent.

k=—n

Exemple
L'application de ce thoemea la fonction consiéréea I'exemple 12.3.1 donne

212:1/2”(77—’3)2@:”2

n>1

COROLLAIRE 12.5.1
Pourf,g € E, la rie de terme gréralc,,(f)c,(g) est absolument convergente et

2m

+oo
> eDents) = 3= | Tt

Résulte du tkoeme 11.4.3
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COROLLAIRE 12.5.2
Soientf, g € E telles quéin € Z c,,(f) = cn(g). Alors f = g.

preuve
La fonction f — g est dansF et a tous ses coefficients de Fourier nuls. Déaspiegalie de Parseval sa norme est nulle, donc
f=g

Remarque

Si f, g sont dansP et sic,(f) = ¢.(g) pour toutn, on peut seulement conclure qgfiex) = g(x) en tout pointz € [0, 27|
sauf en un nombre finegentuellement nul) de points.

12.6 Etude de la convergence uniforme

12.6.1 Convergence uniforme desesies trigonomeétriques

THEOREME 12.6.1 o
Soit (v, )nez Une suite complexe telle que la sufte = > ~,e™*® soit uniformément convergente. Alors la limite de cette

k=—n

suite est une fonction continue2t périodiquef et on a pour tout, € Z ¢, (f) = vn.-

En termes de coefficients trigon@tniques, [enon& devient :
o0
Soitag/2 + Y (o cos(kzx) + Bi sin(kz)) une €rie trigonongétrique unifornément convergente. Sa somme est une fonction

k=1
continuef dont les coefficients de Fourier trigon@itniques sont lesy, et less;.

+oo
Remarquons que les hypetes du thoreme sont @rifies si la &rie indexee parZ, > |v,| est convergente (resp. si larie
— 00

o0

> (Jan| + |8n]) est convergente).

n=1

preuve

S, est continue et converge unifoement versf, donc f est continue. Soik € Z. On a|f(t)e i — S, (t)e" | =

|f£(t) — Su(t)] < |If — Shll, donc la suite de fonctiorit — Sn(t)e*““t)@o converge uniforrament sur{0, 2] vers la

fonctiont — f(t)e~. Il en résulte que (f) = lim % fozw S, (t)e~*tdt. Or des quen > |k
n—oo

égalea~y,. Donceg(f) = .

, cette derrére inegrale est

COROLLAIRE 12.6.1
Soitf € E. Sila rie de Fourier d¢ est unifornément convergente alofsest continue egégale en tout poird la somme de
sa rie de Fourier.

preuve
En effet, soitF' la somme de la&rie de Fourier d¢'. La convergence uniforme implique giieest continue et que l&se de
Fourier deF’ estégalea celle def d’apres le tleoeme peccdent. Il Esulte du corollaire 12.5.2 que = f.

12.6.2 Estimations de coefficients de Fourier

DEFINITION 12.6.1
Soit f une fonctior2r-périodique, continue &t par morceaux. Parédinition, f admet en tout point uneédivéea droitef),
et une @rivéea gauchef, et en tout point: € [0, 2n1] sauf au plus un nombre finf, est cérivable et on &(z) = f;(z).On

notera dans la suitg la fonctionégale en tout point a3 (f}(x) + fi(x)). f' coincide donc avec laétivée def la ai elle
existe et est une fonction appartenai.

Lemme 12.6.1 (InEgration par parties)
Soientf, g : [a,b] — C deux fonctions ave¢ continue et de class€* par morceaux ef de class&*. On a

/ £ (g ()t = F(B)g(b) — f(a)g(a) - / F(H)g (H)dt
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preuve
Il existe une subdivisiofizg = a, z1, ..., z,, = b) de l'intervalle[a, b] et pouri € {0,1,...,n — 1} des fonctions de classg',
fi o [wi,i41] — Ctelles quevr €]z, x4 f(x) = fi(z). Ona

[ rwsa=3" [ fiwgtein =

Or f est continue, dong,(zx) = f(zx) , fr(zri1) = f(@r41) €t fi(t) = f(t) dou

n—1

> (fk(xk+l>g(xk+1) = fr(zr)g(@e) — /Ilc+1 fk(t)gl(t)dt>

k=0 Tk

Tk+41

/ f'(t)g(t)dt = Z_:(f(wkﬂ)g(wkﬂ) — f(zr)g(z)) — z_:/ f()g'(t)dt = f()g(b) — f(a)g(a) —/ f(t)g'(t)at

k=0 k=0"Y Tk

PROPOSITION 12.6.1
Soitf : R — C 2w-périodique, continue &' par morceaux. On a

Vn€Z cn(f') = nicy(f)

et
Y eN an(f') =nbu(f) bu(f) = —nan(f)
preuve
C’est une application du lemmegmédent aveg(t) = e~ . Il vient :
27 2T
en(f) = L f/(t)e ™dt = x ( f2m)e 2™ — £(0) + ni f(t)e”“dt) = nic,(f)
2 0 2 0

COROLLAIRE 12.6.2
Soitf : R — C de class€”?. On a pour touk entre 1 ep et toutn € Z,

en(f*)) = (ni)*en(f)

Ce tesultat subsiste i estC™~ ! et si f(»~1) estC! par morceaux.

COROLLAIRE 12.6.3
Soitf : R — C de class&?. On ac,(f) = o <73|p> En patrticulier, sif estC>, on ac,(f) = o <|nl|’“> pour tout
n— o0

entier naturek:.

12.6.3 Application

THEOREME 12.6.2

Soitf : R — C 2n-périodique, continue ef' par morceaux. La&ie de Fourier dg converge normalement, donc uni-

formément suR et sa somme eggalea f en tout point.

preuve

Pourn # 0 on ale,(f)| = Wll‘c”(f/” < % (# + \cn(f’)P). D'apres le tieome de Parseval, l&se > e, (f')|?
neEZ
converge. On en&huit la convergence de l&se > |c,(f)|, donc la convergence normale de &is de Fourier d¢. On

nez
sait dans ce cas que sa sommefeorollaire 12.6.1) .

12.7 Etude de la convergence simple

THEOREME 12.7.1 (Théoreme de Dirichlet)
Soit f deR dansC 2r-périodique et de classgé' par morceaux. Alors pour tout € R la rie de Fourier dg converge
simplement et on a

“0U) 3 (an(f) cos(he) + by(f)sinka).
k=1

%(f(a:"‘) + f(z7)) = nli_)n;ozck(f)eikm _
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Si f est dan€Z on obtient

£@) = tim 3" (e = S (ay () con(h) + be( ) sinin).
—-n k=1

preuve

k=n
e Rappelons que le noyau de Dirichleg® defini comme la suite de fonctior{®,, )< telles queD,, (t) = 5. et et

k=—n

queS,(f)(z) = f x D,(z). Le noyau de Dirichlet &rifie les proptes suivantes :
(D1) % Jo Dn(t) = % ffﬂ D, (t)dt = % car D,, est paire etz% [T Dn(t)dt =1
sin ((n + %) t)

sin (%)

(D2) VteR\27Z D,(t) =
e Ona

™ 0 T
Sn(f)(@) = f* Dyp(x) = %[ f(z —t)D,(t)dt = i/ f(z —t)D,(t)dt + %/0 f(z —t)D,(t)dt

2 J_,
donc, en utilisant (D1) .
Sn(f)(@) =5 (f@") + f(z7)) = I"(n,2) + I (n, )
en posant

flz—t) = f(z™)
sin(t/2)

+ _1 ’ + _1 ’ +(4) o +(4) —
I (n,x)f—/ (Fw =1) = f@@) Du(t)dt = 5 [ *(t)sin((n+1/2)t) avech* (1) =

et

I“(n,z) = — /0 i (f(z —t) — f(a™)) Du(t)dt = % /O ! h=(t)sin (n + 1/2)t) avech—(t) = L (z Si:l)(mjg(””)

) — gt
e La fonctionh™ est continue sup—=,0[. Au voisinage de 0, on A" (t) ~ 2f(x t)t I ). Par hypotkse,f est
C'! par morceaux, donc admet erune cerivéea droite, donc}in% h*(t) = —2f}(z) et par congquenth™ se prolonge
—
<0
en une fonction continue s{0, «|. Il résulte alors du lemme de Riemann Lebesgue tue I (n,z) = 0. On voit de
n—oo

méme quelim I~ (z,t) = 0 ce qui ackeve la preuve.
n— oo

Exemple

Reprenons I'exemple 12.3.1. La fonction corsék est clairement’! par morceaux et appartieatE. Le theokme de
Dirichlet s’applique. On a donc

in(nx)

NE

Ve eR f(z)= p

n=1

et en particulier

T— >, sin(nz)
vz €]0,2r[ — =Y .
n=1
Remarque
La fonction f n’est pas continue en 0. Il edsulte que laé&rie de terme gréral S‘“Elim) n'est pas uniforrament convergente
sur [0,2r]. Par contre une application classique de la transformation d’Abel permet de montrer queeGetsverge
uniformément sur tout intervalle de la forni& 2z — J] ol 6 vérifie0 < § < 7.
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12.8 Cas des fonction§-periodiques

On indique ci dessous les formules relatives aéres de Fourier de fonctionig périodiques @ T est un eel stricte-
ment positif. On noterd&r le C-espace vectoriel des fonctiofispériodiques, continues par morceaugrifiant f(x) =

% (f(z™) + f(z7)). On munitEr du produit scalaire &fini par
SR
<fg>=7 [ T
0

Muni de ce produit scalairefsr est un espace ghilbertien complexe. On pose = 27 /T (en physiquev s'appelle la
pulsation). Dans cet espace le produit de convolution&aticoar

f gl /fw—t

On c&finit enfin les fonctionsy, Cy, Sy pares(t) = e?*“t, Ck(t) = cos(kwt) etSk(t) = sin(kwt). Les systmes(ey,) ez et
(Co, V2C1,V281, ..., /20, /28, ..) sont orthonorrés. Les polydmes trigonoratriques sont éfinis de la néme margére.
Pourf € Er, les coefficients de Fourier gesont cfinis par

T T
en(f) ={enlf) = / fe ™tat, a,(f) = %/0 f(#) cos(nwt)dt, b,(f) = %/0 £ () sin(nwt)dt

On a les Mdmes relationgR) entre ces coefficients. L&se de Fourier d¢ est la €rie dont les sommes partielles sont

k=n k=n
a0 = Y e = U L3 () costhor) + () sin(hor)
k=—n k=1

Si f estC' par morceaux, onéfinit f’ de la néme margre et on a pour tout € Z

Cn(f/) = niwcn (f), an(f/) = nwby, (f), bn(f/) = —nway(f)

et sif estC¥, onac, (f*) = (niw)*c,(f).

Tous les tkoemes stendent. On peut le prouvarpartir de ceux @montés dans le cag = 27 par un changement de
variables. Sif € Er, lafonctionf® définie parff(u) = f(u/w) est2r-périodique et a les Bmes propétés de egularie que
f. Les coefficients de Fourier usuelg f%) de % vérifientc, (f*) = ¢, (f). Lapplicationa f* des tieomes des paragraphes
prectdents donne legsultats correspondants pglurEn particulier la formule de Parsevaéstit

[e9) T T
SlenlhP = [ 1fOPa ou Gao(r) \2+Z en O+ u00F) = 7 [ 10
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13

Calcul diff erentiel

13.1 Preliminaires : notations

Dans tout ce chapitre, on utilisera les notations suivantes :

1.

E et F sont desR-espaces vectoriels noaes de dimension finig,etn respectivementQ est un ouvert non vide d&
et f : Q — F une application. Ondsumera tout ceci par la notatidh> ENy )

Poura € 2, on cesignera par, un réel strictement positif tel quBg(a,r,) := {z € E | d(a,z) = ||z — a|| < 1.} C
Q. Siiln'y a pas d’ambigité, on noteraB(a, r,) pour Bg(a,rs).

. Bg = (e1,...,ep) €stune base d&, Br = (u1,...,u,) une base dé". Ces basesalinissent des isomorphismes

®p, :RP — Eetdg, : R" — Fpar®g,(z1,...,2p) = z1e1+- - +xpep €18y, (Y1,...,Yn) = Y11+ -+ YnUn.

. L'applicationf est donge parf(z) = Zil fi(z)u; ol f; : @ — R. Les f; dépendenévidemment de la badgr. On les
=1

appellera composantes de

~ Jj=p ~ -
. SoitQ) = @gé(ﬂ) ={[z1,...,2p) ERP |z = " xje; € Q}. Q estun ouvert d®?. On ckfinit f; : @ — R par
j=1

Jj=p
filer, ) = fi | Y wje;
j=1
Enfin, on noterg : QO — R” 'application
(1, 2p) = (Fr(@, s )y @,y 2p))
f est I'expression d¢ en coordonaes, les basesy et B étant fixees et on a

f=®glofods, f=0.0fodz!

Enfin, siE = R? et ' = R" on choisira toujours, sauf mention explicite du contraire pBgret B les bases canoniques,
auquel cag et f sont identiques.

13.2 Différentiabilité

13.2.1 Cerivée suivant un vecteur

Soient? > 0 L F, e € Eeta € Q. Sie # 0, lafonction d’une variablegellet — f(a + te) est definie pourjt| < r,/||e]|-
Sinon elle est dfinie pour tout.
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DEFINITION 13.2.1
On dit que la fonctiorf admet au point une cerivée suivant le vecteursi la fonctiont — f(a + te) est cérivable en 0. Dans
ce cas, on notera cettéuléed, f (a).

On a donc, souseserve d'existence
0. f(a) — tim L1010 = 1@

t—0 t

Cette crivée est donc uglement def.

On notera que toute fonction admet uréide suivant le vecteur nul et que cetéidée est le vecteur nul dé.

i=n
By étant fixe, on allettel=l(a) _ s~ filattea)-file),, de sorte que’ admet une @rivée suivant ssi chacune des applica-

=1
tions coorodnaesf; en admet une, auquel cas on aura

0.£(a) = 3 0. fila)ui
=1

) Jj=p Jj=p
Sia = Zl aje; ete = ‘21 ajejona
j= i=

fila+te) = fi(a)  filar +toq,...,ap +tay) — fias, ..., ap)

t t

doncf; admet eru une cerivée selore ssi f; admet enas,...,ap) Une crivée selonay, ..., a,) et dans ce cas ceénvées
sontégales. On peut donc toujolgtudier le pradme de I'existence de€dvées def en coordonées.

Attention! f peut avoir des @rivees en un poini selontousles vecteursy sansétre continue en.

2
Consictrons par exemple I'applicatioh: R?> — R définie parf(0,0) = 0 et f(x,y) = $4x+yy2 si(z,y) # (0,0).

Sie = (a,b) # (0,0) on aj(t) := f(te) ; 10 _ tzaﬁfzi 2 Sib = 0, 6(t) = 0 pour toutt, donc tend vers 0. Si

b # 0, tlin% 5(t) = a%/b. Donc f admet des @rivées selon tout vecteur d&°. Mais f n’est pas continue ef0,0) car
—

lim (L, %) =3 #0=£(0,0).

n— o0

Dérivees partielles

La baseBg = (eq,...,e,) de base d& étant fixee, soitj un entier,1 < j < p. On appelle @rivee partielle dgf suivant la
j-ieme variable la &rivée, si elle existe, d¢ selon lej-ieme vecteur de la bad®;. On note cette &rivee partielled; f(a) ou

%(a) ou encoref; (a).
J

On prendra garde au fait que cette noti@péend de la base choisie. Dans le cas particilier R?, on prend pouf3g, la base
canonique. On a alors, sousserve d'existence

ﬁ(a) _ 9, f(a) = lim fla1,...,aj—1,a; +t,aj41,...,0p) — f(a1,...,ap)
a(Ej ’ t—0 t

13.2.2 Differentiabilit &

Soith € E tel que||h|| < r,. On a alorsy + h € Q. Ceci permet de poser l&finition suivante :

DEFINITION 13.2.2
On dit quef est differentiable em < Q si il existe une application lerireL € L(E, F) telle que

i fla+h) = (@)~ L(R)

h—0 [|R]|
h+#£0

=0
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Ceci revienta dire qu’'on a un éveloppement limé d’ordre 1
fla+h) = f(a) + L(h) + ||h||e(h) avec %ig%e(h) =0

ol e est une fonction éffinie sur la boulBg(0,r,).

PROPOSITION 13.2.1
Si f est differentiable em, f admet ern une @rivée selon tout vectewrde E, dérivée dongée par

e f(a) = L(e)

preuve
C’est vrai sie = 0. Sinon, poutt # 0

flatte) — fla) _  flatte) — f(a) — L(te)
t |Ite]|

lell + L(e)

le signe+ étant+ sit > 0 et— sinon. Par hypotbse, le premier terme du second membre tend vers 0 guand vers

COROLLAIRE 13.2.1
Si f est differentiable em, I'application linéaireL figurant dans la éffinition est unique.

En effet,Bg = (e1, ..., e,) désignant toujours une base HBeon aL(e;) = 0., f(a).
L s’appelle la diferentielle def ena. Il'y a plusieurs notations pout : d,f, df(a) ou encoref’(a). Dans la suite, nous
utiliserons le plus souven (a).

DEFINITION 13.2.3
On dit quef est differentiable suf) si elle est diférentiable en tout point d@. Dans ce cas, on dispose d’une application
df : Q@ — L(E, F) quiaz € Q associe la di€rentielle def enx, df (x).

THEOREME 13.2.1
SoitQ unouvertder etf : Q — F. Si f est direntiable e < (2, alorsf est continue en.

preuve
E étant de dimension finie, I'application Bairedf(a) : E — F est continue, don¢(a + h) = f(a) + df (a)(h) + ||h]|e(h)
tend versf(a) quandh tend vers 0.

PROPOSITION 13.2.2

1. Soientf,g : Q — F différentiables em € Q2 et\ € R. La fonctionf + A\g est differentiable er etd(f + A\g)(a) =
df (a) + Adg(a).

2. L’ensemble des fonctiol@ — F différentiables em est un sous espace vectoriel de I'espace vect6t(€l, F) des
fonctions finies suf) & valeurs dang’ et I'applicationf — df (a) est une application liaire de cet espace dah&F, F').
3. L'ensemble des fonctioris — F différentiables en tout point d&est un sous espace vectorielBEY, F) et I'application
f — f' = df estune application ligaire de cet espace daf$), L(E, F)).

PROPOSITION 13.2.3
SoientE > 0 L5 Feta e Q. f est differentiable em ssi chacune des applications composalfifesst differentiable em, et
alors, pour touh € E, on a

F@H) = Y di@)(h)

Les \erifications sont faciles.
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PROPOSITION 13.2.4

Soitf : Q — F eta € (.

1. SoieniG un espace vectoriel de dimension finiebet L(F,G) une application ligaire. Sif est differentiable em, ® o f
est differentiable em etd(® o f)(a) = ® o df(a). Si® est un isomorphismg, est differentiable em ssi® o f I'est.

2. SoientH un espace vectoriel de dimension finiajet H — E un isomorphisme. L'ensembf¢ = H~1(Q) est un ouvert
deH etf estdifferentiable em ssif o ¥ est differentiable e = ¥~1(a). On a alorsi(f o ¥)(c) = df(a) o ¥

preuve

1. Soith € Bp(0,74). Ona® o f(a+h) = @(f(a) +df(a)(h) + ||hlle(h)) = @ o f(a) + @ o df (a)(h) + ||1]|@(e(R)). OF

E étant de dimension finigd est continue, don@®(=(h)) tend vers 0 aved. Par congquent® o f est differentiable er et
d(® o f)(a) = @ o df (a).

Si @ est un isomorphisme et &io f est differentiable em, on applique ce qui @oede en rempacarftpar® o f et® par®—*

pour en conclure qug est differentiable em.

2. ¥ est continue’ est ouvert comme imageéciproque d’un ouvert par une application continue. Il existe un0 tel que
By(e,r) C Q etf(Bu(e,r)) C B(a,7q)-

Supposong différentiable em. Soitk € By (0,r). Onafo¥(c+k) = f(a+¥(k)) = f(a)+df (a)(T(k))+]||P(k)||e(P(k)).
La continui€ de I'application li@aire¥ fournit une constanté’ telle que||¥ (k)|| < C||k||. Quandk tend vers 0 (k) aussi,

[W(F)|| e(¥(k))

donce(¥(k)) aussi etw tend vers 0 ave& ce qui prouve qug o U est differentiable ere. On montre la
réciproque comme dans le 1.

Application
D’ apres la proposition f@cedente, I'applicationf : Q — F est differentiable suf) (resp. ena ) ssi I'application f =
<I>B o f o ®p,, estdifferentiable suf) (resp eni = <I>B (a)) et pour toutz € Q on a, en posarit = <I>B (z),

df (z) = Bp, o df(Z) o Byt

En clair, une fois choisie les basBg et By, si f est I'expression en coordoges def, f est differentiable em ssif 'esten
a = (a1,...,ap) etl'écriture en coordorées deif (a) : E — F estdf(a)

Ce qui pécede est une justification @cise que I'on peut faire tous les calculs dans des bases et se ramen&damaipplica-
tionsR? — R™.

Remarque importante

Les notions de diffrentiabilie comme de érivee selon un vecteur sorgfihies en termes de limites. Comme toutes les normes
sur E et surF’ sontéquivalentes, il est facile de voir que ces notions sorépetidantes des normes choisies. Autrement dit, si
f est differentiable em pour les normesVg et N surE et F, elle I'est encore, et avec lagme diférentielle si on muni&

et F d'autres normesVy, et Ny.

13.2.3 Exemples

EXEMPLE 13.2.1 (Application constante)
Si f : Q — F est constantef est differentiable en tout € Q etdf (a) =

EXEMPLE 13.2.2 (Application affine)

Soity € L(E,F)etf : Q — F une application affine d’application Baire assoée . f est differentiable en tout point
a € Qetdf(a) =

En effet,f(a + h) — f(a) = ¢(h) par cefinition d’'une application affine.

Notons que dans ce cas, I'applicatigh: Q@ — L(FE, F') est constante.

EXEMPLE 13.2.3 (Cas des application®R — F)
SoientQ un ouvert deR, f: Q — F eta € Q. f est differentiable em < f est cerivable er. Alors, sif'(a) € F estla
dérivee usuelle d¢, on a, pouth € R, df (a)(h) = hf'(a).

Lapplication L(R, F) — F quiaL € L(R, F) associeL(1) € F est un isomorphisme et alof§h) = hL(1) pour tout
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h € R. Ceciétant, on a

f différentiable em <
dL € LR, F), f(a+h) = f(a)+ L(h) +o(|h]) <
INeF, fla+h)=f(a)+hA+0o(h) &

f est cérivable emu et f'(a) = A

L' équivalence annoke en ésulte. On voit que l'identification entg(R, F') et F' identifiedf(a) € L(R, F) et f'(a) € F.
Ceci justifie que I'on note souvetft(a) pour la difierentielle def ena dans le caséréral.

EXEMPLE 13.2.4 (Application bilin éaire)
SoientF, E5 et F trois espaces de dimensions finielet E; x E; — F une application bilidaire. B est differentiable en
tout point(aq, a2) de By x Es et

Vh = (hl,hz) € F1 x Ey dB(al,ag)(hl,hg) = B(al,hz> + B(hl,ag)
En effet, l'applicationh = (hi, he) — L(h) = B(a1, ha) + B(h1,a2) est lirtaire etB(ay + hi,a2 + ha) — B(a) — L(h) =

B(hy, ha). MunissonsE = E; x E, de la norme éfinie par||h|| = ||h1]| + ||h2]|. L'aplication bilinéaire B est continue,
donc il existeC' > 0 telle que||B(h1, h2)|| < C||h1|| - ||h2]] < C||h]|?. On en @&duit

HB(al + hi,as + hz) - B(a) — L(h)”
[|A]

<Cln|.m

13.2.4 Expression de la di#rentielle

Jj=p
SoientE > Q L F etBg une base d&. Soith = ) hje; € E. Supposong différentiable em. On a
j=1

H(@)(h) = df(a) (i hjej) Zh dfa)les) = 3 by 5 (a)

THEOREME 13.2.2

SoientE > 0 L F, a € Q etBg une base fige deE. f est differentiable em si et seulement si les deux conditions suivantes
sont \érifiées :

(1) f admet des érivées partielles ea dans toutes les variables, . . ., z,,.

fla+h) - fla) - fg’%x (a)
AT

J=pr
(2) lim =0 ou h= Z hj@j
h—0 j=1
preuve

On sait que sjf est differentiable em elle admet em des @rivees partielles. Vu I'expression ci dessus de leedéhtielle, la
condition (2) exprime simplement la céifentiabilie def. La condition est doncétessaire.

p
Supposons inversement gfieérifie (1) et (2). L'application : h — Z h; 8f ( ) est une application lizaire deF dansF'

fla+h) = f(a) = L(h)
IRl

et la condition (2) se traduit pe%rn% = 0 ce qui prouve qug est differentiable em.
—

Exemple

3
On se propose dtudier la difErentiabilie en (0,0) de I'applicatiorf : R? — R définie parf(0,0) = 0 et f(z,y) = xfifyz
si(z,y) # (0,0). Les applications: — f(z,0) ety — f(0,y) sont nulles doncé&tivables er). Par congquent,f admet des
dérivées partielles en (0,0) toutes deux nulles. Si elle estrdifftiable erf0, 0) sa differentielleL ne peugtre que I'application

nulle.
On munitR? de la norme euclidienne. On a algfér, y) — £(0,0) — L(z,y) = f(z,y) et

‘If I‘ e )32 S < (@ +9*)'2 =||(z, )]

3:+y
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Donc lim S.y) = 0 ce qui prouve qu¢ est differentiable erf0, 0) et que sa difrentielle en ce point est nulle.
(2.9)—(0,0) [1(z; y)l]

13.2.5 Matrice jacobienne

SoientR? > 0 L R™ f = (f1,...,fn). Supposong différentiable eru. On appelle matrice jacobienne geena la
matrice, dans les bases canoniques de I'applicati@aiiadf (a). Compte tenu de I'expression df(a) établie ci dessus cette
matrice est

Ofi () ... P

Oz

@ - @

Dans le ca? S Q L5 F, la matrice ci dessus est la matrice djf(a) et c’est aussi la matrice dans les ba&Bg, Br) de

df (a).

13.2.6 Ogerations

Dans les preuves qui suiventg1, €5 sont des fonctionséfinies surB(0, r,,) qui tendent vers 0 quarfdtend vers 0.

THEOREME 13.2.3
Soitf : Q — C* différentiable em € Q). Alorsg = % est differentiable e et

dg(a) = —ﬁdf(a)

preuve

Ici C* est consiéré comme un ouvert d€ identifie en tant qu’espace vectori&R?.

1 1

gla+h)—g(a) = —m(f(a +h) — f(@)) = —m(df(a)(h) + |\h|\5(h))
done 1 1 1 (h)
glat 1)~ o) + 7z @) = (75~ Frarra ) @O0~ Il res s

E étantde dimension finiéf (a) est une application liaire continue, donc il existe une constafite- 0 telle quel|df (a)(h)|| <
C||h||. D'autre part,f différentiable em est continue en, donc}llin% f(a+ h) = f(a). On obtient
—

1

\g<a+h> ~9l0) + o

df(a)(h)] < |[Rlln(h)

1 1 ()| tend vers 0 quand tend vers (

otn(h) = | oy ~ f(a)f(a+h)|c+ [f(a)f(a+n)

THEOREME 13.2.4

SoientE, F1, F»>, G quatre espaces vectoriegeis de dimension fini€) un ouvert non vide d&, f1 : Q — Fi, fo : Q — F
des applications diffrentiables ena et B : F| x Fy — G une application bilidaire. L'applicatiory : Q — G définie par
g = B(f1, f2), c’esta direg(z) = B(f1(z), f2(x)) est differentiable em et pour touth € E

dg(a)(h) = B(df1(a)(h), f2(a)) + B(fi(a), df2(a)(h))

preuve
NotonsL I'applicationh — B(df1(a)(h), f2(a)) + B(f1(a),df2(a)(h)). C'est une application lizaire deE dansG. Posons
A(h) = ||g(a + h) — g(a) — L(h)||. Il s’agit de montrer qué\(k)/||k|| tend vers 0 quand tend vers 0.
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e L'application bilinéaire B est continue pusiqué; et F5> sont de dimension finie. |l existe une constafte> 0 telle que
1B(y1,y2)ll < Kl[y1l|ly2] pour tout(yy, y2) € F1 x Fj.

e |l existe des fonctionsy, e; de limite nulle en 0 telles quey(h) := fi(a + h) — fr(a) = dfx(a)(h) + ||h||ex(h) pour
k = 1,2. Par continui¢ des applications l&airesdfy (a), il existe des constantes, telles quel|dfi(a)(h)|| < Cy ||h|| ce qui
implique [|lux (h)|| < [|]| [Ck + [ex(h)]]-

e En utilisant la bilirearié deB, il vient

gla+h)—g(a) = B(fi(a)+ui(h), f2(a) +uz(h)) — B(fi(a), f2(a))
= B(u(h), f <))+B(f1() 2(h)) + B( 1(h),u2(h))
= B(dfi(a)(h) + [|b] e1(R), f2(a)) + B(f1(a), df2(a)(h) + |[h]| e2(h)) + B(ui(h),ua(h))
donc

gla+h) —g(a) = L(h) = |[A]| [B(e1(h), f2(a)) + B(fi(a),e2(h)] + B(u(h), uz(h))

Par continuié deB, le terme en facteur dg:|| tend vers O aveha. Pour le dernier terme on a

1B (ur (h), uz (W) < K [luz (B)]| luz(h)| < K [IR])* (C1 + |er (R)])(Ce + [e2(h)])

donc Alh
i AL _
h—0  ||h]|
/ I
Ces deux thoemes @réralisent les formules bien connu(e%) = —% et(uv) = v'v 4+ uwv'.

13.2.7 Composition

THEOREME 13.2.5
SoientE, F, G trois espaces vectorieléels de dimension finie. Soiefitun ouvert non vide d& etU un ouvert non vide de
F. Soientf : Q@ — F etg : U — G des applications. Soit enfinc Q2. On supposeérifiées les propéités suivantes :

Q) cU

2) f est differentiable en.

3) g est differentiable e = f(a).

Alorsgo f : Q — G est differentiable em et

d(g o f)(a) = dg(f(a)) o df (a)

COROLLAIRE 13.2.2
Avec les némes notations que dans l@theme, sif est differentiable suf) etg surU, g o f est differentiable suf).

preuve
La preuve est essentiellement celle de la composition de darelabpements limés d’ordre 1.

e Il exister, > 0 telle queBr(b,r,) C U. Puisquef est differentiable eru, elle est continue en, donc il existep > 0,
p <rqtelqueBg(a,p) C Qetf(Bg(a,p)) C Br(b,ry).
o |l existe des fonctions; : Bg(0,p) — F etey : Br(0,r,) — G vérifiant

flath) = f(a) + df(@)(h) + |[blles (), lim e1() =0
g(b+ k) = g(b) + dg(v) (k) + | Kllea(k),  Jim es(k) = 0
e Par continuié des aplications l#airesdf (a) etdg(b) on dispose de constant€s> 0 etC’ > 0 telles que
ldf (a)(R)I| < C|Inl| et [|dg(b)(K)|| < C'[|K]]
e Puisqueb = f(a), pour||h|| < ponal|f(a+ h) — f(a)|]| < rp. Posong = f(a+h) — f(a) = df(a)(h) + ||h|le1(h). On
a
[Ik[] < (C +[lex()]) ||

On peut maintenant terminer |&ihonstration :

go fla+h)—go fla) —dg(b) o df(a)(h) = dg(b)(||hller(R)) + [[Klle=(k)
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donc
lgo fla+h)—go f(a) —dg(b) o df (a)(h)|| < [|h|In(h)
avec
n(h) = C'llex(MI| + (C + llex ()] le2 (k)]

Quandh tend vers 0k tend vers 0, dong(h) tend aussi vers O ce qui aale la preuve.

Ce theome, et les deux predents, permettent dans la plupart des cas de prouver &dtfiffabilie d’'une application.
Détaillons sur un exemple.

Exemple Etudions la diferentiabilie de I'applicationf : R? — R définie par

(cos(zy) — 1) sin /a2 + 3>

x2—|—y2

f(0,0):O etf(xay): Si (l‘ay)7é(070)

Posong) = R?\ {(0,0)}

e Les applicationgz,y) — z et(z,y) — y sont lirkaires donc di#frentiables en tout point. En utilisant leetdeme sur les
produits, on voit que les applications (z,y) — zy, (z,y) — 22 et(z,y) — y? sont aussi diférentiables. Il en est donc de
méme deD : (z,y) — 2% + 2.

e La fonctiont — /¢ est cerivable suiR-+*, donc diferentiable sur ce domaine (exemple 13.2.3). Parémunent, d’apés le
theome de composition, I'application; : (z,y) — +/D(z,y) = /22 + y? est differentiable suf2. Comme I'application
sin : R — R est cérivable, elle est diffrentiable, donc I'application; : (z,y) — sin y/z2 + y? est differentiable suf).

¢ De méme, de la drivabilite de la fonctiorcos, on deduit par composition que la fonctiens ov est differentiable suR2. I
en est donc de éme de la fonctioms : (z,y) — cos(zy) — 1.

e Le thtorme 13.2.4 assure queg- u, est differentiable suf). Le theoeme sur les quotients assure qu® est differentiable

surQ). Enfin, le tleoreme 13.2.4 montre qug= (us - us) - % est differentiable suf).

o Restea étudier la diferentiabilie en 0. Posong = /z2 + y2. p est la norme euclidienne de,y). D’'apres l'inégalie

des accroissements finis, on a pour towt R |cos(t) — 1| < t2/2 et|sint| < [t|. On en @duit, pour(z,y) # (0,0)
z*y? 13 _ i _ i

|f(z,y)] < Q\/TTyQ < 4p°. Commef(0,0) = 0, on voit quef(z,y) — f(0,0) = o(||(z,)||) ce qui montre queg est

différentiable erf0, 0) et quedf (0, 0) est I'application lirgaire nulle.

THEOREME 13.2.6

Soient) un ouvert non vide d&? etU un ouvert non vide dR™. Soientf : Q@ — R™ etg : U — RY des applications. Soit
enfina € Q. On supposeérifiée les propétés suivantes :

Q) cU

2) f est differentiable em.

3) g est differentiable e = f(a).

Notonsz = (x1,...,zp) un élément @rérique deQ), y = (v1,...,yn) Un élément @rérique deU. Posonsf(z) =
(fr(x),..., fn(z)). Soitenfinh = go f : Q@ — RY. On sait qué est differentiable em. On a, poul < j < p

Z afz
3:1: y 3z J ayl

preuve
On adh(a) = dg(b) o df (a) doncMat(dh(a)) = Mat(dg(b))Mat(df (a)). 8h ( ) est laj-ieme colonne délat(dh(a)).
L’ égalie a prouver n'est autre qu’une forme condeasle la formule donnant Ie produit de deux matrices.

Cette formule est souvent appel’regle de chaines’chain ruledans les ouvrages en anglais).
Notons qu'il s’agit d'uneécriture conderée puisqué = f(a). En particulier sif est differentiable suf) etg surU on a en

fait I' égalie de fonctions
ofi ( 9g
ij ; Oz . (33/2 >

Bien entendu, on a des formules identiques dans l&cas? I, Fsiles espaceg et ' sont munis de bases.
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13.2.8 Notation differentielle

Définition
Supposons qu soit un ouvert d&R? et soitf : Q — F différentiable suf2. Soit(eq, ..., e,) la base canonique d&® et
(e1,...,€&p) la base duale. Soit = (z1,...,z,) unélément quelconque d@. Pourl < j < p désignons encore pat;

l'application quiaz € Q associe sg-ieme coordongez;. C'est bien sur un abus de notation, puisqu’@sidne de la @me
mankre une fonction et la valeur qu’elle prend en un point quelconque. L'applicajiest la restrictiora 2 de I'application
linéairee ;. Elle est donc direntiable en tout point de etdz;(a) = ¢;. Par condquentdz; est I'application constante de
dansL(RP?,R) quiaz € Q associe;.

Soith = (h1,...,hp) € RP. Ona

B = 3 hy o (@) = lda )W) 2L (a)
i=1 J j=1 J
Soit encore _
Vo € dife) = Y finy(a)]- 50

Jj=p
(1) df =) %dxj

Remarque sur les notations
SoientFE et F deuxK-espaces vectorielg, € E* (dual deF) etu € F. On note usuellement ® ¢ I'application linéaire de
E dansF quiat € E associep(t)u.

C’est cetteécriture que I'on utilise ici, en supprimant ¢e. %(m)dxj est I'application lireaire deE dansF quiah € E
J
: 0
assouela:j(h)a—gg;(z).
Sila fonctionf esta valeurs eelles, cetté&criture ne pose aucun prébhe : Ies%i_(m) sont des nombres et |ds; des formes
J
linéaires.

Composition

Revenons maintenaidt la situation du teoeme 13.2.6. On suppodé = R", U est un ouvert dR"™ et f est telle que

f(£2) C U. On se donne ausgi: U — G différentiable en tout point d€. Notonsy = (v, .. ., y») Unélément @rérique de
U. Onadonc 4
=" 89
2 dg = dy;
( ) g ; Av; Yi
Ecrivonsf = (f1,...,fp) et soith = g o f. Passer dg a h revienta remplacer dans I'expressiafyi, ..., y,) y; par
fi(z1,...,z,). Larelation (1) appliqgea f; s’écrit
J=p
ofi
df; = d
f X 8mj i
Jj=1

La regle de chaine donne




donc

i) = 35 (@dx]:i(i o () 5 )) da,
_ N0 N2 Ofi
= 3 @) (Z S (a)d )
i=n ag
= 3 gy U@

Autrement dit, pour obtenir la difrentielle dey o f, on remplace dans I'expression (2) de la&@iéntielle dey Ies 8

0
85 o f etlesdy; par lesdf;, puis on regroupe les termes &n; :

si dg = Zg dy; alors d(go f) = (gyg of) df;

i=1 =1
C’est cette propété qui fait I'intérét de la notation diffrentielle.
Exemple : passage en polaires
Soit f : R? — R différentiable. Soip : R? — R? définie par

¢(p,0) = (pcos b, psin)

etF = f o . Lapplicationy s'écrity = (¢1, p2) avec

¢1(p,0) = pcost
¢2(p,0) = psinf
d’ou
dp1 = cosfdp — psinfdl
dps = sinfdp+ pcosfdb
Ona of af
d —dr + —
= Or + 8y
Donc
dF(p,0) = af( .)(cosBdp — psin 6dO) + 8—f( .)(sin Bdp + p cos 6d6)
= (cosQ +sm0 )d (51110 i( .)+cosﬂg£(.,.)) pdb
ou, pour abeger(.,.) = (pcos 8, psin 0)
On en eduit
OF B of . . Of .
8—p(p, 0) = 00598$ (pcosb, psinf) + smﬁay (pcosb, psin )
OF B . Of . of .
%(p, 0) = —psmﬁax (pcosf, psinf) + pcos@ay (pcos@, psinf)
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13.2.9 Gradient

Soit Q un ouvert d'un espace euclidi€i, ( | )) et f : Q — R différentiable suf2. La structure euclidienne d& permet
d'identifier E et son dualE* par I'isomorphisme canonique gaitout vecteue de E asssocie la forme lgmirev — (e |v).

Or la différentielle def en un point: de{2 est une forme lidairedf (z) sur E, c'esta dire unélement deE™*. |l existe donc un
unique vecteu¥/ (z) de E tel que pour tout € E, df (z)(h) = (V(x) |h). Ce vecteuV (z) s'appelle le gradient d¢ enx et

se notegrad f () ou plus souvenV f(z).

SiB = (ey,...,ep) estune baserthonorméede E et si(hq, ..., h,) désignent les coordoies dans cette base d’un vecteur
Jj=p

arbitraireh on adf (z)(h) = > %(m)hj de sorte qué/ f(x) est le vecteur
1 J

Vi =Y 2

=
jzla J

(z)e;

ou, rappelons Ie%(x) est la érivée def enx selon le vecteug;.
J

13.3 Fonctions de classe 'C

E et F' étant deux espaces vectoriels némie dimension finie, 'espadd E, F') des applications ligaires deE dansF' est
de dimension finie et pedtre muni d’'une norme. On choisira eargral la norme subordo@ea celle deE et deF' qui est
donrée, pourp € L(E, F) par

llelf = sup  |lo(@)]]
z€E, ||z||<1

DEFINITION 13.3.1
SoientQ un ouvert dek et f : Q2 — F une application. On dit qu¢ est de class€' sur( si elle est diferentiable et si
'application differentiellef’ = df : Q — L(E, F) est continue suf.

SiQ est un ouvert d&, I'identification deL(R, F') avecF identifie la differentielledf (x) avec la @rivée usuellef’(z). Donc
f estC! au sens de la nouvellefinition si elle I'est au sens habituel. Cettéfidition est donc uneé&réralisation de la
définition des applications de clas§é d’un ouvert deR danskE.

THEOREME 13.3.1

1. SoitE O Q ENy: et(f1,..., fn) les composantes dedans une basBr. f estC' ssi chacune def estC!.

2. Soientg,h : Q — F de class&'! et\ € R. \g + h est de class€. L'ensembleC* (), F) des fonctions de classg*
de() dansF est un sous espace vectorielBEY, F) et I'applicationf — df deC'(Q, F) dans I'espac€®(Q), L(E, F)) des
applications continues dé dansL(E, F) est liréaire.

3. Soitf : Q — C* une application de class¢'. Alors1/f est aussi de classe'.

4. Soientt, Iy, F», G quatre espaces vectoriegels de dimension fini€) un ouvert nonvide d€, f1 : Q — Fy, fo : Q — Fy
des applications de class¢ et B : Fy x F, — G une application biliaire. L'applicationg : Q — G définie par
g = B(f1, f2), c’esta direg(z) = B(f1(z), f2(z)) est de class€.

5. SoientE, F, G trois espaces vectorieléals de dimension finie. Soiefitun ouvert non vide d& etU un ouvert non vide
deF. Soientf : Q) — F etg : U — G des applications de clas€@ telles quef(Q) C U. Alorsgo f : Q — G est de classe
ct.

preuve
Prouvons le point 5. D’aggss le tleoeme 13.2.6¢ o f est differentiable en tout point de etd(g o f)(z) = dg(f(x)) o df (x).
Montrons quel(g o f) : @ — L(E, G) est continue.

e Par hypotkse, I'applicatiof2 — L(E, F), x — df (x) est continue.

e De méme, l'applicationV — L(F,G), y — dg(y) est continue.f étant diférentiable est continue, donc par composition
I'applicationdg o f : Q@ — L(F,G) est continue.

e Il en résulte que I'applicatio® : @ — L(F,G) x L(E, F) définie par©(z) = (dg(f(z)), df (z)) est continue.

e L'application B : L(F,G) x L(E,F) — L(E,G) définie parB(p,%) = ¢ o ¢ est continue caB est bilirkaire et
L(E, F), L(F,G) sont de dimension finie. On e@duit que la comp@&eB o © = d(g o f) est continudll
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La preuve des autres points est laissau lecteur. Pour 3 (resp. 4) on utilise la formule d@npar le ttoeme 13.2.3 (resp.
13.2.4).

THEOREME 13.3.2
SoientE > Q0 L F etBg = (e1,...,e,) Une base d&. f estde class€’ ssif admet des @rivées partielles dans toutes les
variablesey, . .., z, et si ces érivées partielles sont continues.

Si f estC! elle est diferentiable donc admet desériliées partielles. Laé&tivée partielle par rappott la j-iéme variable est
donree parr — 9, f(x) = df (z)(e;). Siz — df (x) est continue, il en est de@me der — df (x)(e;).

Réciproque : on sait qu’une fonction peut avoir désikes partielles sarggre continue, dona fortiori santre differentiable.

La difficulté de la preuve consiste montrer que sf admet des @rivees partielles continues sfir, elle est diferentiable.

J=pP
Ensuite, on voit facilement en utilisadf(x) = > %(m)dmj que l'applicationdf est continue.
J

j=1
Ce fesultat est admis par le programme. On en trouvera une preuve dans I'appendice.

Remarque
Il en resulte que sf admet des érivées partielles continues relativemantne baséz de E, il en est de rdBme relativement
a une autre basé/;, ce qui peuévidemment se voir aussi avec &gle de chaine.

13.4 Exemples et applications

EXEMPLE 13.4.1 (Courbes)

Soit E 5 Q L5 F de classe!. Soit d'autre parf un intervalle ouvert d&® non vide ety : I — Q une courbe paraétree de
classeC!. Soit enfinty, € I. L'application]' = g o« : I — F est une courbe paraé@tée de class€'!. Posonsng = ~(to).
Ona

I'(to) = df (mo)(v'(t0))
Autrement dit, le vecteur vitesse au tentpsleI" est I'image padf (v(¢o)) du vecteur vitesse deau tempg.
t

En effet, le tleoeme de composition donr'(ty) = df (mo) o dvy(to). Maisdy(to) est I'application lireaireR — E définie
parh — hy'(to), doncdl (to)(h) = df (mo)(hy'(to)) = hdf (mo)(v'(to)) d’ol la conclusion.

EXEMPLE 13.4.2 (Plan tangent)
SoitQ un ouvert deR? et f : Q — R une fonction de class@'. SoitX le graphe de¢f :

T ={(z,y,2) €R’| (z,y) € Qetz = f(z,y)}

On dit queX est la surface &quationz = f(z,y). Soit(xo,yo) € Q. La differentiabilie def se traduit, poufz, y) € Q, par

0 0
1) = Flao,0) + (@ = 20) o (20, 30) + (0 = o) 51 (a0 o) + (2 = 20} (0 = g0 — 0.~ o)
ol ¢ tend vers 0 en 0. Congédons la fonction affineé@finie surR? par

A(X,Y) = f(zo,y0) + (X — wo)%(mo,yo) + (Y - yo)%(iﬂo,yo)

Son graphe est le plan affiied’équationZ = A(X,Y). Ce plan s’appelle le plan tangenta surface au poiritcy, yo). Le
plan vectoriel directeuﬁ dell a pouréquationZ = X%(zo, Yo) + Y%(mo, Yo)-

SoientI un intervalle ouvert déR contenant O ety : I — R3 une courbe de classé' dont le support est inclus dans
¥ et telle quey(0) = (xo0,y0). Enécrivanty(t) = (z(t),y(t), 2(t)) on voit que le support dg est inclus dan& ssi
Vi eI z(t) = f(z(t),y(t)). En uilisant la égle de chaine, on obtient

of i

2 (t) = 2'(t) 5 (x(), y(¢)) + y’(t)afy(w(t% y(1)

et pourt = 0 ) )
(0) = ()3 (20,30) + 1 O 3 (20,0

100



ce qui montre que le vecteur vitesg&0) = (z'(0),y’(0), 2’(0)) appartient au plan vectoridl . La tangente au point de
parangtre 0 dey est donc une droite affine contenue dans le plan
Réciproguement, soiD une droite affine contenue dafiset passant par le poirt/y = (xo, Yo, 20). Soite = (a,b,c) un

vecteur directeur d®. On ae € II donce = a%(mo,yo) + b%(zo,yo). Consicrons la courbe parggtee~(t) =

(o + at,yo + bt, f(zo + at,yo + bt)). v est ckfinie etC! dans un intervalle ouvert de R contenand, le support dey est
contenu dang, ety/(0) = (a,b,ag—gfc(zo,yo) + bg—g(xo,yo)) = (a,b,c) = e. Commey(0) = My, la tangentér~y en le

parangtre 0 est la droitd.
II est donc la&union des droites affines passant p&yrqui sont les tangentes d’arcs pakiras de class€'!, tracs sury, et
passant par ce point.

EXEMPLE 13.4.3 (Norme euclidienne)

Soit(E, (| }) un espace euclidien dt|| la norme assoée. C’est une application dé dansR. Posonsp(z) = ||z||.
L'applicationy est de class€! surE \ {0} et sa diferentielle en un point # 0 est I'application li¢aire

{alh)

lal]

h — dp(a)(h) =

Autrement dit a

preuve

SoitQ = E\ {0}. Onap =usou; avecu; : @ = R, z — (z|z) etus : R% — R, us(t) = v/t. On a bienu; () C RY.
eOnauj(a+h) =ui(a)+2(alh)+||h||%. h — (a|h) estlintaire ef|h||> = o(||h||). Doncu; est differentiable em et
dui(a)(h) =2{alh).

e uy estC! surR% et pourty € RY, dus(tp) est la multiplication paws(ty) =

1
2Vt
differentiable em etdp(a)(h) = dus(||al|?) o dui(a)(h) = <ﬁc|f|b|> . Il est clair quedy(a) dépend continuement de B

Par congéquenty = g o u; est

Remarque 1 : SF est un espace vectoriel noeduita {0} et siN est une norme suF, N n'est pas diferentiable en 0. En
effet, sie est unélément non nul de&", I'application deR dansR ¢ — N(te) = |t|N(e) n'est pas érivable en 0 pusique
N(e) # 0. Or siN était differentiable en 0, cette application serdtidable en 0.

Remarque 2 : Le calcul fait pour; est en fait valable pour toute forme quadratiqusur un espace vcetoriebel £ de
dimension finie : sb est la forme bilieaire synatrique assoéieaq, on a pour tout,, h € E q(a+h) = q(a)+2b(a, h) +q(h).
L'applicationh — 2b(a, h) est liréaire etg(h) = o(||h||). (Le verifier 1) doncdg(a)(h) = 2b(a, h).

EXEMPLE 13.4.4 (Déterminant)

Consicerons I'applicationD : M,,(R) — R définie parD(M) = det(M).

e D estC!. En effet, siX = (z; ;) onadet(X) = > £(0)T1,5(1) " - Tn,o(n)- LapplicationX — z; ; est lintaire donat
ceES,

et D s’écrit donc comme somme a fonctions qui sontC'! chacune comme produits a@efonctions de class€'!.

=n
e Onadet(X) = > z; ;A;; ou A; ; est le cofacteur de; ;. La variabler; ; n'apparait pas dans leegdeloppement dd; ;
=1

de sorte que
oD
8511‘1"]‘
SoitH = (h; ;) € M,(R). OnadonalD(X)(H) = ) h; jA; ;. Soit Cof X) la matrice des cofacteurs dé. On voit que
i

(X) =4,

Z hi,in,j = lin (Jin hi,j[tCof(X)]j,l) =tr (HtCOf(X)) donc
1,7 j

i=1 \ j=1
dD(X)(H) = tr (HtCof(X))

En particulier, si on choisik = I,,, la matrice des cofacteurs &sf et la differentielle de I'application @&erminant au point

I,, n'est autre que I'application trace.

Application
SoitA € M,(R) etf: R — M,(R) I'applicationt — det(exp(tA)). On sait que — exp(tA) est cerivable en 0 et que sa
dérivée estA. Par composition on a donc

£'(0) = tr(4)
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EXEMPLE 13.4.5 (Inversion des matrices)
Soit® : GL(n,R) — M,(R) I'application cefinie par®(M) = M~!. Cette application est de claség et pourA4 €
GL(n,R)ona

VH € M,(R) d®(A)(H)=-A"*HA™!

e & estC'. Désignons paf; ; I'application quia une matricél/ associe le cofacteur detlement d'indice(s, 5). 7; ; est une
- Tya(M) 1
3= det (M) estC! surGL(n,R)

comme quotient de deux fonctiod® celle figurant au @hominateur ne s’annulant pas. DahestC".

fonction polynomiale en les coefficients € doncM — T; ;(M) estC*. Ensuite®(M);

e Soit A € GL(n,R). Considcrons I'applicationl\/ — M®(M). Cette application est constante, donc ssédéftielle est
nulle. Mais d’autre part, c'est la comgaEsde I'application bilieaire(M, M') — M M’ et de I'applicationM — (M, ®(M)).
La différentielle de la seconde &8t — (H,d®(A)(H)) donc la diferentielle end de M — M®(M) estH — H®(A) +
Ad®(A)(H). Par congquent, on &H € M,(R) H®(A) + Ad®(A)(H) = 0 doncd®(A)(H) = —A"'H®(A) =
—~AT1HAL,

Remarque : Leésultatétabli ci dessusé&réralise donc la formule donnant |&mivée dex — 1/x. En effet, poum = 1,

GL(1,R) s'identifiea R* et ® est 'applicationz — 1/x. Sa drivee ena # 0 est—1/a?, donc sa diférentielle enn est
h — —h/a?. Les lsultats concident (ouf!) car la multiplication dan®/; (R) est commutative!

13.5 Inegalités des accroissements finis

Sia etb sont deux points d’un espace vectorieéfrE, on noterda, b] le segment d’exémitesa etb, c’esta dire I'ensemble
{1—ta+th; 0<t< 1),

THEOREME 13.5.1

Soient) un ouvert non vide d’un espace vectoriel nérde dimension fini€&, F' un autre espace vectoriel ncgrde dimension
finie, f : Q — F une application de class¢' et L(E, F) I'espace des applications éaires de& dansF' muni de la norme
subordonie aux normes dE etF.

Soienta, b € Q tels quda,b] C Q etK > 0 tel que

Ve € la,b] [ldf(z)]| < K

Alors

1£(b) = fla)l| < K[[b — al|
preuve
Soity : [0,1] — F définie parp(t) = f(a+t(b—a)). Par compositiony est de class€. Onay’(t) = df (a+t(b—a))(b—a)
donc|l¢'(t)]| < K ||b— al|. L'inégalie des accroissements finis pour une fonctoraleurs dans un espace vectoriel nerm
donne||¢(1) — ¢(0)]] < K||b — al| ce qui est le&sultattnoné.

COROLLAIRE 13.5.1
SoitQ) un ouvert connexe dE etdf : Q) — F de classe&*. Si la differentielle def est identiquement nulle sqr, f est
constante.

preuve

Soienta € QetD ={zx € Q| f(z) = f(a)}.

o f étant continueD est un fern@ deQ2 comme imageéciproque payf du ferme {f(a)} deF.

e Soitm € D. Soitr > 0 tel queB(m,r) C Q. Toute boule est convexe, donczse B(m,r) le segmenim, z] est contenu
dansB(m,r) donc dan€2. En tout pointu de ce segment ondf(u) = 0, donc d’apés I'inégalié des accroissements finis
appliqiee aved< = 0, on af(z) = f(m) = f(a). Ceci montre qué3(m,r) C D donc queD est un ouvert dé& donc def).

e D est un ferngé ouvert non vided € D) de{ connexe, don® = Q etVz € Q f(z) = f(a) doncf est constante.

Enfin, pour les fonctiona valeurs gelles, on dispose d'unégralisation de Bgali€ des accroissements finis :

PROPOSITION 13.5.1
SoientQ un ouvert d'un espace vectoriel de dimension filjef : Q — R de class€* eta,b € Q tels quela, b] C Q. Alors
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il existed €]0, 1] tel que

f(b) = f(a) =df (a+0(b—a))(b—a) = a—f(( — 0)a + 0b) (b; — a;)

;i Mg

Pour le montrer il suffit d’appliquer le #oeme des accroissements finis usiela fonctiony : [0, 1] — R introduite dans la
demonstration du #oreme ci dessus.

13.6 Derivees d’ordre sugerieur

13.6.1 [erivées partielles d'ordre suggrieur

DEFINITION 13.6.1 ,
SoientE D Q ENgY etBg une base d&. Soientj,i entre 1 ep. Sous éserve d’existence, on noge% la dérivée partielle
Li0Tj

par rapport lai-iéme variable de laativée partiell f f de f par rapport laj-iéme variable :

o’f 9 0
aLL‘ian o Bxl 8Ij
Plus ¢geréralement, on &finit par Ecurrence lesé&tivées partielles de tout ordre, soéserve d'existence :

amf af < 8m71f >

&vim tee 8$i1 8xim 8561'7”71 R 83:,»1

Sidim E = p, il y a p™ dérivées partielles d’ordren.

DEFINITION 13.6.2
On dira quef estk fois dérivable suk) si toutes les @rivées partielles d’ordrk de f sont cfinies suk).

Si f estk fois dérivable, toutes lesativees partielles d’ordrer < k existent donc danQ.

Soit Br = (u1,...,u,) une base dé&'. Sionécrit f(x) = fi(x)us + - - + fn(z)u, avecs; : & — R on voit facilement que
f estk fois dérivable ssi chacune dgsestk fois dérivable.

13.6.2 Fonctions de classeC

Si l'applicationf : Q@ — F est differentiable, on dispose de I'applicatigh= df : @ — L(E, F) et L(E, F') est un espace
vectoriel el de dimension finie.

DEFINITION 13.6.3

SoientE, F' deux espaces vectoriels nagas de dimension fini€) un ouvert det et f : Q — F. Soitk un entierk > 2. On
dit quef est de class€* surf) si f est de class€" et si I'applicationf’ = df : Q — L(E, F) est de class€*~1.

On dit quef est de class€ si elle est de classe”* pour toutk.

Il s’agit donc d’une @finition par induction suk. On c&finit ensuite la diferentiellek-ieme def comme la diferentielle de la
différentielle(k — 1)-ieéme def. On la note en grérald” f ou f(*)

Posonsty = F, F = L(E, F) et pourk > 2, Fy, = L(E, Fx_1). Une cefinition équivalente est la suivantef:est de classe
C* si il existe une suite d’applicationg”) : Q — F; de classe&’! telles quef(® = fetf) = dfU—Y pourl < j < k.

13.6.3 Etude de la diférentielle seconde
Si f estC?, d? f est une application d@ dansL(E, L(E, F)).
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Un peu d’algebre multillin éaire

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels3(E, F') 'espace des applications biéaires deE x E dansF. Soitu €
L(E,L(E,F)). Pourz € E, u(x) € L(E,F) donc poury € E, on peut calculer:(z)(y) qui est unélement deF.
Définissong,, : E x E — F par

bu(z,y) = (u(z))(y)

On \érifie facilement qué,, est bilireaire. On dispose donc d’une applicationL (E, L(E, F)) — B(E,F) u — b,.

o Cette application est lgaire. (imnédiat)

e Elle est injective : sb,, = 0, on a pour tout: fixé danst u(z)(y) = 0 pour touty, doncu(x) est I'application ligaire nulle.
Ceci ayant lieu pour tout, u = 0 etker b = {0}.

e Elle est surjective. Soit en effét: E x E — F bilinéaire. Pour: € E, I'applicationy — 3(z,y) est linkaire deE dansF'.
Notons lau(x). Il estimmédiat quer — u(x) est une application liaire deF dansL(E, F') et queb,, = 3.

Exercice
Montrer de néme qu'il existe un isomorphisme naturel enfteet I'espace des applicatiokslinéaires de=* dansF.

Application a d?f

Par congéquent, sif estC?, d*f peutétre considrée comme une application dedans I'espace3(E, F) des applications
bilinéaires de& dansF'.

Fixons une basBg = (e1,...,¢,) de E etnotongey, . .., £,) sa base duale. L'applicatiaif est alors donées par
Jj=p
of
df =3 o~
j=1
2 1. Of 1 : or
Alors f C* < df C' & 5L estC" pour toutj entrel etp. Dans ce cas on a, pour taut= ) hje; € E
=1

0x;

fﬂmmzzdgzyww@

Mais

donc

Jj=p
Simaintenany = ) yje; € Eona

fﬂwwxwz__<_ 5f<wm>w=4' O ()hay,

On voit qued? f () s'identifiea la forme bilireaire de matrice

Hy(a) = (@F(@)(eives)) = (7o (a)
! - v o axlaxj
Dans le cas gréral ai f esta valeurs dang’, on a encore, en utilisant le calcul ci dessus pour chaque composafite de
) Jj=p [i=p agf
d f(x)(h)(y):z ;m thyga 2,01, (z)
ou cette fois les drivées partielles secondesaliees enc sont des vecteurs de.
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13.6.4 Caracérisation des fonctions de classe'C

On voit facilement qu’une fonctiod O Q I, F estde class€™ ssi chacune de ses composantes dans une bdsdets.

THEOREME 13.6.1

SoientE > 0 L5 F etBg une base d&. Pour quef soit de class€* sur) il faut et il suffit quef soitk fois dérivable sur
Q et que toutes lesélivées partielles d’ordrk (relativement la basé3 ) soient continues si2

Ce tésultat est &ja connu pouk = 1. Montrons le pouk = 2. Enécrivantf dans une base d&, on peut se ramener au cas
ou f esta valeurs gelles.
e Supposong de class&?. On a,(¢;) désignant la base duale #g;

Z axj

et Ies% sont les composantes de I'applicatighdans la bas¢s;). Puisquedf estC?, ces composantes sont ellegmes
J

C"*, donc admettent desdvées partielles d’ordre 1 continues. Ce qui prouve que touteglagds partielles d’ordre 2 dg
existent et sont continues.
e Supposons que toutes leériyées partielles d’ordre 2 existent et sont continues. Chacune des fon%ié)m donc des

derivées partielles continues. Ces fonctions sont d6hc En particulier elles sont continues, dojficest differentiable.
Jj=p

Commedf = > %ej, chacune des composantesdfeestC?, doncdf estC! et f estC?.
j=1"7

La démonstration dans le caéiggral se fait par&currence suk. Elle est seulement un peu plus lougecrire.

EXEMPLE 13.6.1
Les applications cons@és dans les exmples 13.4.3, 13.4.4 et 13.4.5 sont de ¢l&8se

13.6.5 Theoreme de Schwarz

THEOREME 13.6.2
SoientE > Q L5 FetB g une base dé&. Soienta € ) eti, j deux entiers distincts compris entre IpetOn suppose que les

2 2
dérivées partielles second f et o°f sont céfinies dans un voisinage deet continues en. Alors
Jli8$j 8I]6$1

% f o 9% f
8171'815]' n 81?]81‘1

(a)
Ce tfeoeme est admis par le programme.

COROLLAIRE 13.6.1
SoitE > Q L5 F de class€?. Pour tout: € ), 'application bilinéaired® f (z) : E x E — F est synétrique.

preuve
Choisissons une ba#:; de E. En prenant lesé&fivees partielles par rappditcette basei® f(z) est donge par la formule

) = 3 bty (o)

()

Lirie € o O N _ 0°f
La synetrie lesulte de kgali€ - (z) = YD (z) valable en tout.
[ 7 7 [

k
On peut prouver parécurrence suk que pour une fonctiorf de classeC’*, dans le calcul dea—afaT on peut sans
ik

741

changer la valeur diesultat permuter arbitrairement I'ordre desidations. Par cogsjuent, si dans la listgy, .. .,i,),ily a
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m; fois l'indice jq, --- ,m, foisl'indice j,. avecm; +---+m, = kona

ok f o f ok f

. - . .. . . . .. - _. m ... mi
O0xi, -+ 0xy, Oz, -+ O0xj, -+ Oxj, -+ 0y, Oxy'" -+ - Ol

m,.fois m1 fois

la dernre expressiogtant une notation conderes Ainsi pour une fonction de deux variablesty de classeC?, il y a en
tout quatre érivees partielles enggéral distinctes calculer :

s

0x3’ Oyoxz?’ 0oy?0x’ 0Oy®

ou, par exemple
o° f Bf  *f  0f

Oyoz? B Oydxdx  0x0ydxr  0xdxdy

13.7 Formule de Taylor Younga 'ordre 2

THEOREME 13.7.1
SoientE > 0 L5 F de class€?, a € Q etr, > 0 tel queB(a,r,) C Q. On a, pouh € B(0,r,)

Flath) = Fla) +df(a)(h) + 3 F(@)(h,h) + |[h][*<(h)  avec Jim =(k) =0

ou, en coordonges, aved = (hq,. .., hp)

j=pr 9 1 52
f(a—l—h):f(a)—&—Zhjazi(a)—l-Q Z hihjémaj;j(a)+|h|25(h)
=1 1<i,j<p ’

Ce theoreme est admis. Une preuve est deaen appendice.

13.8 Probkmes d’extremums

13.8.1 [Efinitions

DEFINITION 13.8.1 (Extremum local)
SoientD un sous ensemble de, xo € D etf: D — R.
1. On dit quef présente un maximum local es si il existe un voisinag¥/ dex, dansFE tel que

zeUND= f(z) < f(zo)
2. On dit quef présente un maximum local strict eg si il existe un voisinag€ dex, danskE tel que
(w € U etz # xg) = f(x) < f(wo)

Définitions analogues pour un minimum.
f présente un extremum local (resp. stricthgrsi f a enzy un maximum ou un minimum local (resp. strict).

Dans cette éfinition, D est un sous ensemble quelconquek@on recessairement ouvert.

DEFINITION 13.8.2
SoientD un sous ensemble de, xo € D etf: D — R.
On dit quef a un maximum (resp. un maximum strict) ensiVe € D f(x) < f(zo) (resp. sNx € D, x # o = f(z) <

f(zo).

Définition analogues pour un minimum.

Un maximum esévidemment un maximum local. $iest continue sub et si D est compact, on sait quéa toujours au
mMoins un minimum et un maximum sur.
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DEFINITION 13.8.3
SoientQ) un ouvertdeE, a € Q et f : Q — R différentiable suf). On dit quea est un point critique d¢ sidf (a) = 0.
Si E est muni d’une structure euclidienregst un point critique d¢ siV f(a) = 0.

13.8.2 Extremums : conditions @cessaires

THEOREME 13.8.1
SoientQ) un ouvertdel, a € Q etf : Q — R différentiable suf). Si f présente un extremum local enalorsa est un point
critique def.

preuve
Soite € E. Puisque? est ouvert, la fonction d’une variableellet — f(a+te) est cfinie dans un intervalle ouvert contenant
0 et pesente en 0 un extremum local. Comme elle ésteble en 0, sa&tivee en 0 est nulle. Mais cettérivee vautif (a)(e).
DoncVe € E df(a)(e) = 0 ce qui prouve qudf(a) = 0.

Congquence :
Soit D un sous ensemble quelconquedet f : D — R différentiable sur I'ingrieur deD. Si f présente un exémum local
enxzg € D, ily a deux possibiliés :

ou z¢ € D etdf(zo) =0
ouzgeD\D

Soient(2 un ouvert def et f : Q@ — R de class&?. Soita € Q2. La formule de Taylor en s'écrit

1
fla+h) = f(a) +df(a)(h) + 5 f(a) (h, ) + ||PI[*e(h)
D’apres le tieoeme de Schwarz, I'applicatidit, k) — d? f(a)(h, k) est une forme biligaire synétrique eth — d*f(a)(h, h)
est la forme quadratique asseei On la noterdl ;(a)(h). Hy(a) S'appelle la Hessienne ¢feena. En coordonges

2 f

81‘1‘81‘j .

Hg(a)(h) = Vhih;

1<6,§<p

THEOREME 13.8.2

Soient) un ouvert deét, a € Q etf : Q — R de class€?.

Si f présente un maximum local enla forme quadratiquél ;(a) est regative.
Si f présente un minimum local en la forme quadratiquél s (a) est positive.

preuve
Supposons qug présente un extremum local enAlors a est un point critique d¢. Soith € E,h # 0. La formule de Taylor
appliguee au vecteuth, t € R s’écrit

fla+ th) = fla) + SEPH(@)(R) + 2h]=(eh)
donc 5
Hy(a)(h) = lim 2 (F(a -+ th) ~ [(a)

Si f présente un maximum (resp. minimum) localere second membre eségatif (resp. positif) ou nul poyt| assez petit,
d’ou la conclusion.

13.8.3 Extremums : condition suffisante

DEFINITION 13.8.4
SoientQ un ouvert det, f : Q — R de class&€? eta € Q un point critique def. Le point critique est dit noné@bgnréré sila
forme quadratiquél s (a) est non écérérée (i.e. de rang = dim E).
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THEOREME 13.8.3

SoientQ) un ouvert de, f : Q — R de class€&? eta € Q un point critique def .

1. Sila forme quadratiquH ;(a) est finie régative,f présente e un maximum local strict.

2. Sila forme quadratiquE ;(a) est céfinie positive,f présente ea un minimum local strict.

3. Si la forme quadratiquH ;(a) n’est pas de signe constaffitne pésente pas d’extremum local en

preuve
Le point 3. Esulte de la conditiongtessaire d’extremum local.
On peut faire la @monstration en coordoaas, ce qui revieri supposeF = RP. MunissonsR? de sa structure euclidienne

2
usuelle. Supposons(a) définie positive. La matric{%(a)) est diagonalisable et ses valeurs propres sont strictement
1ULg

positives. Soif\ la plus petite de ces valeurs propres. On a alfféa)(h) > A||h||%. La formule de Taylor donne alors

a5 > (5 —em) Inl?

Puisques(h) tend vers O avea, il existep > 0 tel queB(a,p) C Q et tel que|lh|| < p = |e(h)| < %. Alors, pour

x € B(a,p)onaf(z) — f(a) > %Hm — al|? ce qui prouve qug admet era un minimum local strict.
Si Hy(a) est tefinie regative, on applique ce quiguedea — f pour conclure.

Conclusion : Sk est un point critique d¢ de classe’?, le seul cas d'ambigté est le casila forme quadratiquél;(a) est
de signe constant eedererée.

Si Hy(a) est non égerérée de signe non constant, on dit que le point critigest un point col ou selle.

Cas de la dimension 2

SoitQ un ouvert deR? et f : Q — R. On noteraz, y) les coordonaes dan®?. Soit(a,b) € R2.
Notations de Monge : on note

_of
P= Or
La formule de Taylor €crit

0 02
(a,b) ¢= a—z(a,b) r:a—xé(a,b) s

_of
~ 0z0y

82
(a,b) t= a—y{(a,b)

1
fla+h,b+ k)= f(a,b) + (ph + gk) + = (rh® + 2shk + tk*) + (h* + k*)e(h, k) lim e(h,k)=0
2 (h,k)—(0,0)
La matrice de la forme quadratiquiy (a, b) s’écrit ( Z ‘; ) . Cette forme quadratique est noaggrérée ssirt — s2 # 0. Si

rt — s? > 0 les deux valeurs propres sont démme signe. Comme = H(a)(1,0) sir > 0 la forme est éfinie positive et si
r < 0 elle est @&finie regative. D'al les critres en dimension 2 :

e (a,b) point critique def & p=¢ =20
e Si (a, b) est un point critique, alors
sirt —s2 > 0etr > 0, (a,b) estun minimum local strict.

sirt — s> > 0etr <0, (a,b) estun maximum local strict.
sirt — s? < 0 le point critique est de type selle £in’a pas d’extremum efu, b).

Dans ce qui preéde on peuévidemment remplacerpars. Notons que sit — s> = 0 la forme quadratiquéf ¢ (a, b) est de
rang O ou 1, donc est de signe constant. dans ce cas on ne peut pas conclure en utilisso®faedtti dessus et il faut faire
uneétude plus dtaillee.

13.8.4 Exemples

Exemple 1Etudier les extremums d&(z, y) = zy In(z + y).

festC®surD = {(x,y) € R? |z +y > 0}.

of xy of Ty
ax(ﬂf,y) yn($+y)+x+y ay(m,y) wn($+y)+x+y
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&_ 2y wy 0% f Cn(zty) 41— Ty 827f_ 2z wy
0z x+y (v+y)?  Oxdy Y (z+y)? 0y zt+y (z+y)?

Les points critiques sont solutions du sysEe

On a donc deux cas envisager :

e z=yet2zln(2z) +z = 0S0itzg = yo = 1e~1/2. En ce pointy =t = 3/4, s = 1/4; doncrt — s? > 0 avecr > 0
et le point(xg, yo) €st un minimum local strict.

e z+y=1etxy = 0 ce quidonne les deux points= (1,0) etB = (0,1). EnAonar =0, s=1,t=2,enB,ona
r=2, s=1, t=0etdans les deux cas — s> < 0, doncA et B sont des points selles. Il est clair gdeet B sont de
méme nature car la fonctiofverifie f(z,y) = f(y, x) pout tout(z, y) € D.

Exemple 2

Pourétablir gu’un extremum local est un point critique, on a wilis fait que sif avait ena € Q par exemple un maximum
local, alors la fonction d’une variabléellet — f(a + th) avait ent = 0 un maximum local.

L'exemple qui suit montre que la&ciproque de cette propte n’est pas vraie : soif : R?> — R définie parf(z,y) =

(y — 22)(y — 32%) = y? — 4yx® + 32*. L écriture def montre que le Dk en (0,0) estf(z,y) = 32 + o(x? + y?). Par
congquent(0,0) est un point critique et la hessienne en 0 est la forme quadratiqye — y2 qui est positive dgerérée.

e Soit (a,b) # (0,0). Soitp(t) = f(ta,tb) = t2(b? — 4tba® + 3t2a*). Sib # 0, ¢(t) o b%t? doncy(t) > 0 pourt non
nul assez petit. i = 0, alorsa # 0 etp(t) = 3a*t* donc & encorep(t) > 0 pourt non nul assez petit. |l s’ensuit que la
restriction def a la droiteD de vecteur directeuiu, b) passant paf0, 0) présente un minimum local striétI'origine.

e Pourtant, l'origine n'est pas un minimum local. S&itun voisinage d€0,0). Pour|z| assez petit(z,2z%) € V et
f(x,22%) = —2* < 0 = £(0,0) pourz # 0.

13.8.5 Compément : étude des points selle

Ce petit comg@ment n’est pas explicitement au programme, mais est facilesirtstructif @onetriguement.

Soit ) un ouvert deR™, f : O — R de classeC2. Considctrons un point critique nonégdgréré de type selle d¢. On peut
toujours, quittea faire un changement d'origine daR& supposer que ce point critique est 'origine. On peut aussi supposer
pour simplifier quef (0) = 0. On munitR™ de la norme euclidienne usuelle. La formule de Taylor ere@r# alors

1 0%f
f@) =3 — 0,0,

27

(0)ziz; + ||z][*e(x)

ou (z1,...,xz,) sontles coordorges der dans la base canonique.

2
Soit H = <834
xiaxj
(p, q) sa signature. Onp+ g = n. Soient\, ..., A, les valeurs propres strictement positivesl@t —\,1,...,—\, les
valeurs propres strictemenégatives. Soit enfilf = (e, ..., e,) une base orthonoree deR™ formée de vecteurs propres de
H et telle que

(0)). H est une matrice syatrique Eelle. La forme quadratique de matrieeest non égerérée. Soit

H(Xie1+ 4 Xpen) = M X7+ + X2 = M1 XJ 0y — = A X7

Soit alors(Xy, ..., X,) les coordonées der dans la bas#. La formule de Taylor devient

1
f(z) = 5(>\1X12 o A X = A1 X — = M XD) + (XT - XDe(a)

Soit F' = Vect(eq, ..., ep) €tG = Vect(egt1,- -, €n).

Soitz € F.OnaX,;; == X,, =0doncf(z) = %(AlX% o N X2) (X XD)e(a)

La restrictionf|r de f a F présente donc en 0 un minimum local strict.

Soitz € G.OnaX; =--- = X, = 0doncf(z) = —%()\p+1X§+1 o A X2) (X2 -+ X2)e(x)
La restrictionf|s de f aG présente donc en 0 un maximum local strict.

On a donc proud
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THEOREME 13.8.4

SoitQ un ouvert d&R™, f:Q — R de class€? eta € Q un point critique de type selle. Il existe unéadmposition d&™
en somme directe de deux sous espaces orthog@iaux F & G telle quef|..r (resp. f|.+G) présente ema un minimum
(resp. un maximum ) local strict.

Ceci justifie la @nomination de point col ou selle. Dans le eas= 2, eta = (0,0), f(0,0) = 0 pour simplifier, on peut
trouver deux directions orthogonalé€sX et OY telles quef(x,0) > 0 pourxz # 0 assez petit ef(0,y) < 0 poury # 0
assez petit. La surface d’équationz = f(z,y) ressemblé une selle de cheval au voisinage(@e0). Un prototype est la
quadrique déquationz = z2 — 32 (paraboloide hyperbolique).

13.8.6 Application : position d’'une surface par rapporta son plan tangent

On se donn&? un ouvert deR?, f : © — R une fonction de class€?. Soit (zg,y0) € Q etz = f(zo,y0). Soit
My = (z0,y0,20) €t X la surface dequationz = f(z,y). On a vu que le plan tangeatX: en M, était le plan affindl
d’équationz = zy + p(z — xo) + ¢(y — yo) en utilisant les notations de Monge au paing, yo). On se propose étudier
la position deX par rappor&IT au voisinage dé{,. Notonsm = (z,y) un point de2 et M le point deX de coordonées
(z,y,2m = f(z,y)). Le point P dell qui se projette sum a pour cotezp = zg + p(z — o) + q(y — yo). On adonc

2y —zp = f(z,y) — f(zo,y0) — p(* — z0) — q(y — ¥o)

D’apres la formule de Taylor etdtude de signe faite pledemment, on a, les notations de Momge ¢ étant prises efizo, yo)

Sirt —s? > 0etr > 0, zyy — zp > 0 pour (z,y) assez voisin déxg, yo). La surface est au dessus de son plan tangent au
voisinage deVl,.

Sirt —s? > 0etr <0, 2y — zp < 0 pour(x,y) assez voisin dézg, yo). La surface est au dessous de son plan tangent au
voisinage deVl,.

Sirt —s? < 0 z); — zp N'est pas de signe constant dans un voisinagk/glet dans tout voisinage de ce point, il y a des points
deX au dessus dH et des points d& au dessous dd.

En utilisant le comg@ment pecedent, on voit qu'il existe deux droites affinéset D’ deR?, passant pamg = (zo,yo) €t
perpendiculaires entre elles telles que les points de la surface se projetant en un poinesie. deD’) soit au dessus (resp.
au dessous) du plan tangéhen M.

Dans le cast — s? = 0, il faut faire uneétude spcifique.
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Appendice : preuve de quelgues thoremes

Les cemonstrations ci dessous ne sont pas au programme. Elles sont cependant instructives mettant en pagticidiecen
I'utilisation des fonctions partielles et de légali€ usuelle des accroissements finis.

A Preuve du théoréme de carackrisation des fonctions de class€

On va ici prouver leésultat suivant :
SoitQ) un ouvert deR? et f : O — R admettant desé&tivees partielles par rapport aux deux variables continuestaualors
f est diferentiable sur.

On munitR? de la normg|(z, y)|| = max{|z|, |y|}. Soita = (zo,y0) € Q etr > 0tel queB := B((xo,%0),7) C Q. Avec
cette normeB =]xg — r,zo + [ X Jyo — 7, Yo + 7.

Il s'agit de montrer qug est differentiable erixo, yo). Sic'est le cas, sa défentielle est @cessairement I'application Baire
L : R? — R définie par
of of
L(h,k) = h— k—
(h, k) Oz (w0, o) + By (w0, y0)
Posons, poufh| < r et|k| < r

0 0
A(h,k) = f(xo+ h,yo + k) — f(x0,y0) — <h<‘9i($0’y0) + ka;;(ﬂﬁo,yo)>

Soite > 0. Le résultat sera mor#rsi on trouve um > 0 tel que

(In] <netlk] <n) = [A(h, k)| <el[(h, k)|| = e max{|h], ||}
e On dispose, par conting@itdes érivées partielles d'up €]0, r[ tel que

3] 0
(1) max{|ul, [v|} <n = £($o+u,yo+v)— a{(%,yO)

€ 0 0 €
<§ et ‘f(550+%y0+“)—f($07y0) <§

oy oy
e OnécritA(h,k) = Ay(h, k) + Aq(h, k) avec
Ai(h, k) = f(zo+ h,yo + k) — f(xo,y0 + k) — h%(iﬁo,yo)
of
Aq(k) = f(zo,y0 + k) — f(w0,%0) — k@(fo,yo)

et on va majorer&paément ces deux termes.
On suppos@ partir de maintenant que| < n et|k| < n.

e Consickrons la fonctiorp :] — n, n[— R définie par

@(t) = f(wo +t,y0 + k) — f(wo,y0 + k) — t%(moayo)
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Cette fonction esté&tivable ety’ (t) = %(xo +t,yo+k)— %(xg, Yo)-
Puisquelk| < n, on a, d'apés l'inégalie (1)Vt €] — n,n[ |¢'(t)| < % Pour|h| < n, l'inégali€é des accroissements finis
donnelp(h) — ¢(0)| < || soit
3 g
(A1, B)] < SIRl < S1(h, B

e Consictrons maintenant la fonctian :] — n, n[ — R définie par
of
Y(t) = f(@o, 90 +1) — f(z0,y0) — ta*y(l‘o, Yo)

¥ est cerivable ety)’(t) = g—i(xo,yo +t) — g—i(mo,yo). Toujours d’'apeés (1), on ¢’ (t)| < % et d'apes l'inegalie des
accroissements finig (k) — 1(0)| < %|k| soit encore

€ €
Az (k)| < Skl < S lI(h, K]

¢ En ajoutant, on obtient(h, k)|| < n = |A(h, k)| <el|(h,k)||. A

La preuve dans le casip > 2 est analogue : o&crit f(z1 + hi,...,zp + hp) — f(z1,...,2p) COMMe une somme de
differences 0 dans chacune de ces éifénces seule une coord@envarie et on majore de laBme marére en appliquant
fois I'inégali€ des accroissements figigles fonctions d’une variabléelle.

Si f esta valeurs dan®™, on applique ce qui @edea chacune de ces composantes pour prouverfgest differentiable.
Enfin, si les espaces déphrt et d’arriée sont des espaces quelcongliest F', on se rargne au cas de? etR” en fixant des
bases d&’ et deF.

B Preuve du theoreme de Schwarz

On peut supposer, en travaillant sur les composantgside f esta valeurseelles. D’autre part, comme leérivées partielles
croisees eru en les variables; etz; ne font intervenir que la fonction de deux variables

(.Ti,{]]j) — f(al, ey Q15 LGy Qg 1y e - - ,aj,l,xj,ajJrl, e ,ap)

on peut supposer qugest une fonction de deux variables seulement. Enfin gaittemposer avec une translation, on peut
supposen = (0,0)

On va donc prouver legsultat suivant :

2 2
Soient(2 un ouvert deR? contenant(0,0), f : Q — R admettant desé&tivees partielles secondes cn’aEs({?y—afx et aaTafy
.. . 62 82
dans un voisinage d@, 0) et continues ef(0, 0). Alorsng(ao, 0) = 83:8fy (a0,0)
2 2
PosonsA = %(0,0) etB = aiya%(o,oy On munitR? de la normeg|(z,y)|| = max{|z|,|y|}. Soitr > 0 tel que
B(0,r) =] — r,r[x] — r,r[C Q et telles que les dewédivées partielles croées soient &finies et continues sus (0, 7).

e Principe de la @monstration

On cefinit une fonctiory : B(0,r) — R parg(z,y) = f(z,y) — f(z,0) — f(0,y) + f(0,0).

Lo lg(u,v) — Auv| < e|luv]
On va montrer que pour toat> 0 il existen > 0 tel que||(u,v)|| < n = 9w, v) — Buv| < eluy|
Il en résultera par difrence qu&s > 0 |A — B| < 2e donc qued = B.

e Mise en oeuvre
L'hypothese de continuit des @rivees secondes assure I'existence djur 0 tel qu’on ait
o f o*f
ozxdy Oyox

(u,v)—A’ <e et

(u,v)—B‘ <e

pour||(z,y)[| <n
SoitW = B(0,n). Définissons, poufz,y) € W, ¢(z,y) = g(z,y) — Bxy. Ona

0 0
o2 w) = 9L w) ~ P (w,0) ~ By
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donc en particulier
dp
g (@0 =0

8 [0y | o*f
E (835) (x,y)‘ = ‘W(m7y) —B‘ <e

puis

Fixons(u,v) € W.

Soitx tel que|z| < 7. Consicrons la fonctiont — h(t) = %‘g(m, t). Cette fonction esté&tivable et sa @rivee pourt entre 0
etv est majoée pars. Donc d’apes l'inégalié des accroissements finjg(v) — h(0)| < &|v| soit‘%‘g(az,v)‘ < elv]. et cette
inégali& est valable pour tout tel que|z| < 7.

Consicerons maintenant la fonctian— k(t) = (t,v). k est cerivable,|k'(t)| = ‘ (¢, v)‘ < ¢|v| pourt €] — n,n[. Donc,
d’aprés I'inégalié des accroissements fimigu) — k(0)| < e|v]|u| soit|g(u,v) — Buv| elul|v].

On pro@de de la rame marere avec la fonction(z,y) = g(x,y) — Azy en cérivant d’abord ery puis enz ce qui fournit
l'autre inégalie &

C Preuve de la formule de Taylor

En prenant des coordoges, il suffit détablir la formule poulR? > Q Lr s’agit d'un développement limé. La formule
sera vraie si elle I'est pour chacune des composantgsddms une basBr de F. On va donc montrer

Soient) un ouvert deR?, a € Qetf : O — R de classe>?. Alors

fla+h) = +Zh +f > h”a a (a) + [|l[*e(h)
1<7,,j<p
MunissonsR? de la normg|(z1, ..., z,)|| = max{|z;|}. Soitr > 0 tel queB(a,r) C Q.
Définissons la fonctioa : B(0,r) — R pare(0) = 0 et
1 =P 1 a2f
eh) = ——5 | fla+ hihj ——— (a) pourh = (hy, ..., hy) # 0
Al Z; 2 )73 2 Mg ol

Il s’agit de montrer qu%ir% e(h) =0.

Fixonsh tel que||h| < r. Définissonsp : [0,1] — R pare(t) = f(a + th). La formule de Taylor avec reste égrale sécrit

ww=w@+wﬂm+ﬂu—wwmﬁ

Or

Za—f a+th)h; et o'(t)= > 0°f (a4 th)hih;

1<igep 97i0%3
Soiteg > 0. Par continuié des @érivées partielles secondes, il exigte- 0 tel que

o f
aib’iaﬂ'}j

2f
8:ci6mj

(@) <22

(z) -

Hw<n:WJ]

Supposongh|| < 7, onaalorge” (t) — " (0)| < £33 |hihj| < eo||R]|?. On en @&duit
3

P1< i<p

1 1
(/OMW@W@WA<%MW/OU£<MWP
0 0
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ce qui sécrit aussi

1

(1) = ¢(0) = ¢'(0) = 5¢"(0)| <ol [AI[?

soit en remplagarith||?|e(h)| < &o]|h||?. Finalement, pour tout, > 0, on a trouen > 0 tel que||h|| < n = |e(h)| < o,
ce qu'il fallait demontrer.
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14

Diff eomorphismes, fonctions implicites

14.1 Diffeomorphismes

DEFINITION 14.1.1

SoientE et F' deux espaces vectoriels nazade dimension finid] un ouvert non vide d& etV un ouvert non vide dé’.
Soitk € N* U {oo}. UnC* difféomorphisme d& surV est une bijectior® : U — V de class&* telle que la bijection
réciproqued—* : V — U soit aussi de classg”.

U etV sont ditsC* diffeomorphes si il existe un débmorphisme de class& deU surV .

Si @ est un diftomorphisme d& surV, ® et®~! sont continues, don® est un hordomorphisme d& surV. Deux ouverts
diffeomorphes sont don@oessairement hamorphes.

THEOREME 14.1.1
SoientE etF deux espaces vectoriels ndraide dimension fini€] un ouvert non vide d& etV un ouvert non vide dé'.
SiU etV sont diftomorphes, onédim FE = dim F

preuve
Soit® : U — V un diffeomorphisme. Soiente U,b = ®(a) € V. Par hypotkse® et®~! sont de class€! au moins et

<I>_1O(I):IdU

donc en diferentiant e
d®1(b) 0 d®(a) = d(idy) = idp

et de néme, en diférentiantd o @~ = idy enb on obtientd®(a) o d®~1(b) = d(idy) = idF.
Par congquentd®(a) est un isomorphisme dé sur F d’'inversed®~!(®(a)). En particulierdim E = dim F.

Notons qu’au passage on a ma@ngue si® est un diftomorphisme d& surV avec®(xz) =y ona

(d®(z))

1 -1

=d® ' (®(z)) ou d®'(y) = (d® (@ '(y))) (14.1)

THEOREME 14.1.2

SoientE et F deux espaces vectoriels nazsde dimension finid] un ouvert non vide d& etV un ouvert non vide dé’.
Soity : U — V une application de class& qui est unC* difféomorphisme d& surV . Alors p est unC* difféomorphisme
deU surV.

preuve
Posong) = ¢~ 1. Par hypotRsey) existe et est de clas§& sur(Q. Il s’agit de \erifier quey estC*. Ordy = (dpo)~L. Si
on suppose que estC’ avecj < k, commedy estC*~! la compogedy oy estC?. Par ailleurs, 'applicatiodso(E, F) —
Iso(F, E) qui a un isomorphisme ligaire f associef ! estC> (exemple 13.6.1 ) dondw estC’ ety estC+l. Par
récurrence finie, on erédiuit quey estC*.
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Changement de variables

SoientU etV comme ci dessus @ un C* diffeomorphisme dé& surV. SoitG un espace vectoriel noémde dimension
finie et C*(U, G) (resp. C*(V, G)) I'espace vectoriel des applications de clag®ede U (resp. V) dansG de classeC*.
L'application C*(V,G) — C*(U,G) quia f € C*(V,Q) associef o ® est une bijection d&*(V,G) sur C*(U, G), la
bijection ©ciprogquettant I'applicatiory — g o ®~1.

Exemple d'utilisation £quation des ondes.

Soitc > 0. On se propose de trouver toutes les fonctipnR? — R veérifiant 'équation diteéquation des ondes
2
(E) Y(z,t) € R? %(m,t) - 02%(1',75) =0
A cette fin, on consiére I'aplication® : R? — R? définie par®(z,t) = (x + ct,z — ct). ® est un isomorphisme leaire de
R?, donc unC* difféomorphisme eb ! (u,v) = (“TH, %) @ induit donc une bijection d€?(R?, R) surC?(R? R)
définie parG — g = G o ®. Soitf € C*(R,R) etF = f o ®~1. Onadonc
f(z,y) = F(z + ct,x — ct) = F(u,v)

en posantt =z — ct,v = x + ct.

OF oy _OF O Of L OF L oF
ax(x,t)—au(u,@)—&— (u,v) at(m,t)— c (u,v)—i—cav

ov ou (u,v)
et, en omettantz, t) et (u, v)

827f_82F+282F +82F
or?  Ou? Oudv >

ﬁ,fz 7827F+82F L 762F+827F I 82F7262F+82F
a2 =\ o " oudv uov 902 ) " C \au?  “oudw | o
dou 0% f 0% f 0*F
- J 27 4.2
ot? ¢ x> de oudv
On en eéduit quef est solution de (E) sdi” est solution de
2
F
/ 2 —
(B V(u,v) € R 50 (u,v) =0

Mais % (%—5) (u,v) = 0 & %—I;(u, v) ne cépend pas de donc ssi il existe une fonctioh;, d’une variable telle que

%—f(u, v) = hi(v). CommeF doit étre C?, h; est recessairemen®. Soith une primitive deh;. h estC?. La fonction

(u,v) — F(u,v) — h(v) doit avoir une @rivée par rappord v nulle, donc doit rétre fonction que de, soit g(u) avec
nécessairement de classeC?. Réciproguement, sj et h sont deux fonctions de clasé® d'une seule variable, la fonction
(u,v) = g(u) + h(v) vérifie (E').

En conclusion, les solutions de&fuation des ondes (E) sont les fonctions de la forme
(z,t) = g(x — ct) + h(z + ct)
ol g et h sont des fonctions arbitrairegfinies etC? surR.

Cas de la dimension 1

PROPOSITION 14.1.1
SoitU un intervalle ouvert d& ety : U — R une application de class&®, k > 1 telle quevz € U ¢/ (z) # 0. Alors o(U)
est un intervalle ouvert et est unC* difféomorphisme d& surp(U).

En effet, o’ est continue et ne s’annule pas gliconnexe, donc elle est de signe constant. Il s’ensuitgest strictement
monotone suly. Par congquent, c’est un hogomorphisme dé/ sur (U) qui est recessairement un intervalle ouvert.
Ensuite, le tkome sur la drivee des fonctionséciproques garantit que=! estC! avec(¢~t) = 1/¢’ o o1, De cette
dernire relation on @duit facilement que—! estC*.

Remarque : Bquation (14.1) est uneegéralisation de la formulép =) = 1/¢’ o o~ 1.
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14.2 Le theoreme d’inversion locale

En dimension 1, si une applicatignd’un intervalleU dansR vérifie ¢’(z) # 0 pour toutz dansU, cette application est un
diffomorphisme déJ sur I'intervallep(U). En dimension sugrieure olegalea 2, ce esultat ne subsite pas :iiest un ouvert
deRP etsip : U — RP de class&! vérifie dp(x) inversible pour toutr dansU, ¢ n’est pas Bcessairement injective sUr,
donc n’'est pas un d&iomorphisme d& suro(U) en ¢réral.

DEFINITION 14.2.1

SoientE, F deux espaces vectoriels dé&me dimensiop, 2 un ouvert defZ ety : Q — F de class&*, k > 1. Soit enfin
a € Q. On dit quep est unC*-difféomorphisme local em si il existe

e un voisinage ouvelll dea dans2

e un voisinage ouvelt’ deb = ¢(a) dansR?

tels que la restriction de aU soit unC* difféomorphisme d¥ surV'.

Il faut noter que cette&finition est locale. En particulier, le poibt= ¢(a) peut avoir parp d’autres arécedents que, mais
ces ankécédents seront bien entendu d&n§ U.

En appliquant lesésultats de la section g@dentea |y, on voit que sip est un diffomorphisme local ea, dy(a) est un
isomorphisme ligaire deF sur F'.
Le theoreme d’inversion locale affirme que lagiproque est vraie.

THEOREME 14.2.1 (Theoréme d’inversion locale)
SoientE, F deuxR-espaces vectoriels de dimension fifleyn ouvert def ety : Q — F de class&€*, k > 1. Soita € .
Sidp(a) est un isomorphisme dé surF', ¢ est un diftfomorphisme local em.

Ce theoEme est admis.

Remarquons que I'hypoéise sudp(a) impliquedim E = dim F.
Si ¢ est don@ en coordonees par

o(x1,...,xp) = (gpl(ml, ceyZp), e epl, . ,xp))
on appelle jacobien de au pointz le determinant de la matrice jacobienne, i.e. de la matfiser) c’esta dire

0 0

ﬁ% (@) - i@ac;, ()
Jp () = det

O Oy

&vf () 8955 ()

On note souvent

Le theoreme sénonce donc en abge sous la forme,(a) # 0 = ¢ est un diftomorphisme local em.

EXEMPLE 14.2.1 (Coordonnées polaires)
Soity : R? — R? I'application cefinie par

¢(p,0) = (pcos b, psin )
Le jacobien vaut
| cos§ —psinf |
Jo(p,0) = sinf  pcosf |
© est donc un diomorphisme local en tout poify, 8) avecp # 0.

Ceci se traduit conétemment de la madie suivante : soitzo,yo) # (0,0). Choisissons un couplgy, o) tel quez, =
po cos By, yo = posinby. Alors il existea > 0, > 0 tel que I'applicationp soit unC*° difféomorphisme dé&y — 7, po +
n[x]60o — o, 6y + [ sur un voisinag@” de(z, yo)-

Il est bienévident quep n’est pas une bijection d&? \ {(0,0)} surR? \ {(0,0)}.

Exercice : @montrer directement (de mané élémentaire) que la restriction de est unC> difféomorphisme dé&),
R% x] — m, 7 surUp = R? \ {(z,0) ; = < 0}.
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THEOREME 14.2.2 (Théoréme d’inversion globale)

SoientE etF deux espaces vectorielsals de dimension fini€) un ouvert det ety : Q — F de class€* vérifiant les deux
propriétés suivantes :

(1) ¢ est injectif.

(2)Vx € Q dp(x) est un isomorphisme dé surF.

Alors () est un ouvert dé ety est unC* difféomrophisme d& surF.

preuve
PosondV = ¢(9Q).

o W est ouvert

Soitb € W. ll existea € Q tel quep(a) = b. dp(a) est un isomorphisme l@aire, dongy est un diftomorphisme local ea.
Il existe des ouvert¥ etV contenant respectivemedetb tels quep induise un diffomorphismepy; deU surV. On a donc
V =p(U) C ¢(2) = W ce qui prouve quéV est ouvert.

o ¢ estunC'! diffeomorphisme de surlv.

Puisqueyp est injectif, c’est une bijection d@ surW. Posons) = ¢~1. Soitb € W. Montrons que) estC* au vosinage
debd. Avec les notations @edentes, on a, puisqueest injectivey |y = (ch)’l. Donc dans le voisinage ouvértdeb, ¥
caincide avec I'application de clasé& (o) ~!. Par conéquent) estC* dansV’. Commeb est arbitrairey estC* sur(Q.

EXEMPLE 14.2.2 (Coordonnées splkriques) .
On se place dans un espace affine euclidiele dimension 3 oriebt (O, i, j, k) est un repre orthonorré direct. On consigre
I'application® : R® — £ qui au triplet(r, 6, ¢) associe le poind/ défini par

o - —
OM:r(coscpﬁ—Fsingak) avec u =cosfi+sinf j

On a donc, en notart:, y, z) les coordonées delM

r = rcospcosl
y = rcospsinf -
z = rsing

(r,0, ) est apped syskme de coordorées sphriques dée\/.

cospcosf —rcospsind —rsinpcosf
La matrice del® est| cospsind rcospcosf —rsinpsing | de o
sin 0 T COS o :
déterminant/s (r, 0, ¢) = r2 cos . fn

.

Sy
L

SoitQ) = R x| — m,w[x] — 7/2,7/2[. On erifie facilement queb|, est
injective. Par ailleurs son jacobien est partout non nufsubponc® est un
C* difféomorphisme d€ sur ®(Q). Des calculslementaires montrent
que® () = £\ II ouTl est le demi-pladl = {m(z,0, z) ; = < 0}.

NB: 6 est la longitudey la latitude. En physique, on prend souvent pputangle (E, OM), c'esta diremr/2 — ¢ ; on obtient
alors un jacobiegalar? sin(y) et le nouveay varie entre 0 etr.

14.3 Théoreme des fonctions implicites

14.3.1 Casf:R? =R

THEOREME 14.3.1
SoientQ un ouvert deR?, f : Q — R de class€ et(a,b) € Q2 tel quef(a,b) = 0. On suppose qu%%(a, b) # 0. Alors, il

existe un intervalle ouvetf deR contenant, un intervalle ouvert/ deR contenanb et une fonctiornp : U — V de classe

C! telle qu’on ait léquivalence
(z,y) eU XV { xelU
F; &
LR Al v = ()
et
/ of
V(z,y) €U XV fy(z,y) = a—y(w,y) #0
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De plus, pourr € U on a

Enfin, sif estC*, ¢ estC*.

Le theoeme des fonctions implicites est admis par le programme. Nous en donnerons cependantamstrdtion dans le cas particulier ci
dessus, @monstration qui est une application dédeme d’inversion locale.

Consicerons I'applicationd : Q — R? définie pard(z,y) = (z, f(z,v)). Lamatrice jacobienne au poiit, b) estJ = < 7 ((11 b f (2 b) )
Son jacobien elfa, b) est donc non nul. Par coeguent,® est un diftomorphisme local d’un voisinad& de (a,b) sur un voisinaze de
(a,0). Quittea restreindrd?’, on peut le supposer de la forié = U x V ou U, V sont des intervalles ouverts contenant respectivement
aetb. SoitW’ = &(U x V).

1. Commed®(z, y) est inversible en tout point d&, on af, (z,y) # 0 pour(z,y) € W.

2. Pour(z,z) € W/, onad *(z,2) = (x,%(z, 2)) avecy : W’ — V de classe*. Alors, pour(z,y) € U x V ona

flz,9) =0& ®(z,) = (2,0) & (z,y) = ' (2,0) & y = ¥(=,0)
La fonctionp(z) = ¥(z, 0) est céfinie sur un voisinag&”’ de0. Quittea remplacet/ parU N U’, on a le ésultat voulu.

Puisqueyp estC?, en cerivant enz I égalié Vo € U f(x,¢(x)) = 0 on obtient la relation donnamt’ (). Enfin, une écurrence finie
classiquex partir de cette formule montre quefsestC* alorsy estC* .l

Il estimportant de noter que ceathieme est local aussi bien er{(U voisinage de) qu’eny (V voisinage dé). En particulier,
il peut parfaitement exister d’autres fonctiops : U — R telles quef(x, p1(x)) = 0 pour toutz € U mais ces fonctions
seronta valeurs danR \ V.

Exercice
Montrer que la relatiomrctan(zy) = exp(x + y) — 1 définit au voisinage d€0, 0) une fonctiony = f(z) et determiner un
développement limé&a I'ordre 4 def en 0.

14
donc £ (0,0) = —1. On peut donc appliquer le&bme des fonctions implicites. Il existe deux intervalles ouvéres V/
(x,y) eU XV @{ zelU

F(z,y) =0 y = ()

On a facilement#” (0,0) = —1 donc f/(0) = —1. Puisquef estC elle admet un éveloppement limé d’ordre 4 en 0 soit
f(x) = —x + az? + bx® + ca + o(z*). (Le coefficient dex estf’(0) = —1). La fonctionz — g(z) = arctan(z f(z)) —
exp(z + f(z)) + 1 admet donc elle aussi un Rlen 0. Comme cette fonction est nulle, ce DL est nul et on obtiemdra
par identification.
arctan(u) = u — u3/3 + o(u?) avecu = —z2 + az® + bz + o(z*) ~ —2? doncu® ~ —2% = o(z?) et

PosonsF(z,y) = arctan(zy) —exp(z +y) + 1. F estde class€> et F(0,0) = 0. On aF} (z,y) = #@/2 —exp(z+y)

contenanb et f : U — V de class& tels que{

arctan(zf(z)) = arctan(—z? + az® + bz + o(z?)) = —2% + az® + bz + o(z?)
v=2z+ f(z) = ax® + bx® + cz* donc
exp(z + f(z)) = 1 +v+v?/2+ o(z*) = 1+ ax? + ba® + ca* + a®z*/2 + o(z*)
g(x) = —(a+ 1)2® + (a — b)z® + (b — ¢ — a®/2)z* + o(z?)
Dolla= -1, b= -1, c=-3/2etf(z) = —z — 2% — 2% — 321 /2 + o(z?)

Application géometrique

Soient P un pl&n_}affine euclidien rapp@r& un regre orthonorra (O, i, ) et Q un ouvert deP. Soit f : © — R une
application. SOM = zi + yj on noteraf (M) = f(z,y). On supposg de class&!. On se propose étudier les lignes de
niveauCy = {M ; f(M) =k} pourk € R.

On dira qu’un sous ensemblede P est un morceau de courbe de claé8esi il existe un intervalle ouvert non videet une
applicationy : I — R de class&! telle quel’ = {M(z,y) |z € I ety = ¢(z)} oul = {M(z,y) |y € I etz = ¢(y)}.

PROPOSITION 14.3.1

Soit My € Cy. Supposons qu¥ f(M,) # 0. Il existe un voisinage ouvel de M, dansP tel quel’ = C;, N W soit un
morceau de courbe de clagsé. De plus, en tout poink! € T on aV f(M) # 0 et la tangent@l’ enM est la droite passant
parM orthogonal&V f(M).
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preuve
Soit (o, yo) les coordonaes deM,. On aVf(My) = f.(x0,y0)i + fy(xo,yo)7 Puisque ce vecteur est non nul, on a par
exemplef, (zo, yo) # 0. On peut alors appliquer le¢breme des fonctions implicitesf en ce point. Il existe des voisinages
ouvertsU etx, etV deyy et une fonctiony : U — V de classe’? tels qu’on ait lequivalence F) et fy(z,y) # 0 dans

U xV.SoitW = {M(z,y) ; (x,y) € U x V}. Cestun voisinage d&f, etC) N W est le graphe de.

La tangente en un poidt/ deT" est dirigee par le vecteur+ ¢'(z)j. Compte tenu de la formule donnagi(z), on voit que ce
vecteur est orthogonalV f(M).

Si fy(wo,90) = 0 0naf;(zo,yo) # 0 et on obtient les @Mes ésultats elechangeant ledles dex et dey.

Exemple : tangenta I'ellipse
Dans le plan affine euclidieR on se donne deux points distinétet F’ et on considre l'ellipseE = {M | MF+MF’ = 2a}

ol 2a > 2¢ = FF'. Soit f la fonctionf(M) = FM + F'M = HFMH + HF’MH La fonction f est differentiable en tout
pointdeP \ {F’, F} (c.f. l'exemple 13.4.3), donc en tout point dket

FM F’M

Soientu = 7 et F M .OnaVvf(M) =0« u+u =0, cestadire ssiM appartient au segmeftF” prive de ses

extrémites, mais dans ce ca@\/[ + FM' =2c < 2a et M ¢ E. On peut donc appliquer I&@sultat peccdent en tout point de
E. Au voisinage de chaque point I'ellipse est un morceau de graphe et la tangevitestnia perpendiculaire passant pdr
au vecteuri + «’. Mais ce vecteur est un vecteur directeur de Ia bisectriéziqtre de I angldﬁ/[\F’ Donc la tangente en
un pointM d'une ellipseF est la bissectrice e&tieure de I angIeFMF’

14.3.2 Cas des fonctiong : R?* — R

THEOREME 14.3.2

SoientQ un ouvert d&R3, f : Q — R de class& et(a,b,c) € Q tel quef(a,b,c) = 0. On suppose qu%(a, b,c) # 0.
Alors, il existe un ouvert/ deR? contenanta, b), un intervalle ouvert/ deR contenant et une fonctionp : U — V de
classeC! telle qu’on ait I'équivalence

(Fy) { (z,y,2) eUXV @{ (2,y) €U

f(z,y,2) =0 z=¢(z,y)
et 5
Wo,,2) €UV fiw,9,2) = L (2,9,2) £
De plus, poufz,y) € U on a
dp fa(@y,0(z,y)) ¢ Sy e(z,y)
7Y = ey ew) Y T T Ry e@y)

Enfin, sif estC*, p estC*.

Application géométrique

Soit £ un espace affine euclidien de dlmen5|or@(3,z,g, ) un regere orthonorraé direct. On dira qu’'un sous ensemblale
E est un morceau de surface de claSSesi il existe un ouvert connexe non vide C R? et une applicatiop : U — R de
classeC? telle quex = {M(z,y,2) | (z,y) € U etz = p(z,y)} ouX = {M(z,y,2) | (y,2) € U etz = ¢(y,2)} ou
Y= {M(:L'? y7z) | (33,2’) eUety = (p(iL',Z)}

Soit alorsQ un ouvert de& et f : Q — R de class&? et Sy, = {M € E | f(M) = k}.

PROPOSITION 14.3.2

Soit My(xo, Yo, 20) € Sk. Supposon¥ f(My) # 0. Alors il existe un voisinage ouveW de M, danskE tel quex = S, NW
soit un morceau de surface de cla€8e De plus en tout poindl € ¥ on aV f(M) # 0 et le plan tangena > en M est le
plan passant pavl et orthogona&V f(M).

La demonstration est la &@me que dans le cas des courbes.
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14.3.3 Cas des fonctiong : R3 — R?

Sig, h : R? — R sont deux fonctions de clasé#, on noteray etv désignant deux variables distinctes pammi, =

D(g, h)
D(u,v)

9o o

= det Y

THEOREME 14.3.3
SoientQ un ouvert d&3, f = (X,Y): Q — R? de class€"* et(a,b,c) € Q) tel quef(a,b,c) = 0.

on suppose que leéterminant

pxy), | Grand Fabo
D(y2) @4 A Y o
’ gy \ b g\ e

est non nul.
Alors, il existe un ouvert/ deR contenant, un ouverty deR? contenantb, c) et une fonctior{p, ) : U — V de class€*

telle qu’on ait I'équivalence
(z,(y,2)) e UxV zelU
(F3) X(z,y,2)=0 & y=9()
Y(z,y,2) =0 z=y(x)

et

D(X,Y)
V(z,(y,2)) €U xV m(x,y,z) # 0

De plus, pour: € U, ¢'(x) ety’(x) sont solutions du sy8ine de Cramer

{X;(wvw(x),w(x)) + X, (@, 0(@),¢(@)¢'(z) + Xi(z,0@),¢(@)¢ (@) = 0
Yi(z, (), v(z) + Yj(@,0),¢@)e' () + Yi(z,e@),d@)¢(z) = 0
Enfin, sif estC*, p ety sontC*.

Application géometrique

Soit E un espace affine euclidien de dimensiori@, i, 7, E) un regere orthonorra direct.

On dira qu'un sous ensemhlede E est un morceau de courbe de clag8esi il existe un intervalle ouvert non videC R
et deux applications : U — R, 8 : I — R de classe&’? telle quel’ = {M(z,y,2) | z € I etz = a(z), y = B(z)} ou
['={M(z,y,z) |y e Uete =a(y), z=B(y)} oul' ={M(z,y,2) |z € U ety = a(z), z = B(x)}.

SoientQ un ouvertdeF et f = (X,Y) : Q — R? de classe€'. SoitC = {M f(M) = 0}

PROPOSITION 14.3.3

Soit My € C. On suppose que les vectedr (M,) etVY (My) sont indépendants. Alors, il existe un voisinage ouvért
de M, dansE tel quel’ = C' N'W soit un morceau de courbe de claé8e De plus, pour toud! € T, les vecteur§/ X (M) et
VY (M) sont indépendants et la tangerd& enM est la droite passant paf et orthogonal&VX (M) etaVY (M), c’esta
dire coliréaireaV X (M) A VY (M) si on oriente I'espace.

SiVX (M) etVY (M) sont independants, ils ne sont pas nuls. On peut donc appliquer la proposiégdpnte. Il existe un
voisinageW de M , telqueX = WN{M | X(M) =0} et =W n{M | Y(M) = 0} soient des morceaux de surface.
OnaalorC NW =XNYX.

La conditionV X (M) et VY (My) indépendants exprime le fait que les plans tangadieta X’ en M, sont non paradlles,
donc en fait distincts. La proposition affirme que cette condition impliqueljast un morceau de courbe et que la tangante
C en M, est l'intersection des plans tangentsidp a > et>'.

preuve
Orientons I'espace directeur dg de sorte que le répe don@ soit orthonorré dircet. Dire quevX (M) et VY (M) sont
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indépendants revierdt dire que leur produit vectoriel est non nul. Or ce produit vectoriel a pour composantes

(D(X,Y) D(X,Y) D(X,Y))
D(y,2) " D(z,z) " D(z,y)

Soit My € C. L'une des composantes de ce produit vectoriel est donc non nulle. Supposons par exemple que ce soit la
premere. On peut alors appliquer legtveme des fonctions implicites. On obtient un intervalle oulede R, contenantz,

un ouvertV deRR? contenan{yo, 29) et deux fonctionsp : U — R ety : U — R telles que(ip, 1) soita valeurs dan¥’ et

qu’on ait I'equivalence (F). SiW = {M(z,y,2) | x € U et(y, 2) € V'} on voit queC N W est le morceau de courbéfihi

parz — (x,p(z),¥(x)). Un vecteur tangerif en M, a(C) apour composantds, ¢’ (xo), ¥’ (x0)) et le syseme de Cramer
donnant(¢’(zo), ¢’ (zo)) exprime exactement le fait qt@ est orthogonad VX (M) etaVY (Mp).

14.3.4 Enoné du theoreme des fonctions implicites dans le caggeral

Soient2 un ouvert deR? x R? et f : QO — R? une application de clasgg'. Soita € RP, b € R tels quef(a,b) = 0. Notons
(z,y) e R? xRl etz = (21,...,%p), ¥y = (y1,--.,Yq). ENfin, notonsf = (f1,..., f;). On suppose que

Ot () .. Oian)
D(f £.) oy 0yq
b 14l b = det ; ;
D(ylaqu) 8f 8f
J(av b) 7q(a7 b)
3y1 ayq
est non nul.
Alors il existe un ouvert/ contenant;, un ouvertl’ contenand et une applicatiop : U — V de class&’! tels que
D(f17~~~afq)
V(z,y) e U XV ————=(x,y 0
(#:3) D(yl,---,yq)( )#
et

{ (x}(y;j)U;OV { yiecp[(]w)

Autrement dit, ce thoeme donne une condition suffisante pour qu’on puisse localerdsodre le sysme

f1($17~--amp7y1a'-'7yq) =0
(S) :

fq(ivl,-n,xp,éh,...,yq) —0
sous la forme
y1 = p1(z1,...,2p)
Yg = goq(x.l, )
Enfin, les @rivees partielles des; par rapport la variabler,, fixée sont obtenues e@idvant lesg identites
fm(:131,...,xp7901($1,...,wp),...,goq(xl,...,mp)) -0 1<m<gq

tD(fl)"'afq)

par rapporiz. Le syseme obtenu est lgaire et a pour&erminan
D(yl)"'ayq)

(z,(x)) # 0 donc est de Cramer.
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15

Equations et syseémes diferentiels lineaires

Dans tout ce chapitr& = R ouC.

15.1 Equations diferentielles lineaires scalaires du premier ordre

15.1.1 Theoreme de Cauchy

Soit I un intervalle non trivial (i.e. non vide et noBduita un point) deR etp, f : I — K deux fonctions. On conside les
équations diferentielles
(E) v +p)y = f(t)
et
(Bo) ¢ +pt)y=0
Une solution d€ F) sur un sous intervalld C I est une application&tivabley : J — K telle que
VteJ ¢'(t) +pt)e(t) = f()

Soity : J — K une solution de (E). S) : J — K est cerivable,y) est solution de (E) ssh — ¢ est solution de (). Sip et f
sont continues, toute solution de (E) €5t

THEOREME 15.1.1
Soientp : I — K continuejty € I etyy € K. Il existe une solution de (& définie surl tout entier, et une seule telle que
©(to) = yo. Elle est donge par

WET o) = mex - /t:p<s>ds)

preuve
PosonsP(t) = f:o p(s)ds. Puisquep est continueP estC'. Soity : I — K de classeC! et(t) = ¢(t)ef®. On a

P/ (t) = eP® (¢ (t) + ¢(t)p(t)) doncy solution de () ssivt € T ¢'(t) = 0 < Vt € I (t) = C ol C est une constante.
Doncy(t) = Cexp(—P(t)) etla conditiony(ty) = yo donneC = y,. A

Les solutions de (§ forment donc urK-ev de dimension 1. Misa part la fonction nulle, une solution deyjEhe s’annule
jamais sur.

Méthode de variation de la constante

Soitp, f : I — K continue etpy une solution suf de I'equation homogne (g). Soitty € I. Soitg : I — K une fonction de
classeC* quelconque. Soit : I — K la fonction définie parz(t) = 50(78)' Puisquep, estC! et ne s'annule pas, estC! et
Vvt eI g(t) = z(t)po(t) de sorte que

g'(t) +p(t)g(t) = 2’ (t)po(t) + 2(t) (@o(t) + p(t)eo(t)) = 2’ (t)po(t)
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On en eduit queg est solution de (E) suf ssiz’'(t) = g(ft)) .
0

(e,
o=, soigee+©) ool

En prenantP(t) ft s)ds etyg(t) = e~ P on obtient

On en @&duitz par inggration. Finalement les solutions de (E)
surl sont donges par

ou C est une constante arbitrairet@te 1.

¢
g(t) = Ce P® 4 e*P(t)/ f(s)eP®ds

to

THEOREME 15.1.2
Soientp, f : I — K continuejt, € I etyy € K. L’équation (E) admet une solution dup et une seule érifianto(to) = yo.
Elle est donie par

o(t) = PO <y0+ f()eP@d ):yoe O f( Jeli P avec p(t) = /tp<s>ds

to

D’un point de vue pratique, pouésoudre (E), on commence p&soudre (§). On trouve un espace vectoriel de solutions
{A¢o ; A € K} ou g est une solution non nulle de {E Ensuite, on recherche une solution partierdiy de (E). Siil n’y en

a pas dévidente, on cherche sous la forme)(t) = z(t)po(t) donc en remplacant la constantg@ar une fonction inconnue
z, d’ou le nom de rathode de variation de la constante.

15.1.2 ProbEmes de raccordement

Soient maintenant un intervalle non trivial d& eta, b, c : I — K trois fonctions continues sur On consi@re lesequations
differentielles

(B))  a®)y +bt)y=0 et (E)  a(t)y+b(t)y =c(t)
L'ensemble des solutions defEsur I forme unkK-ev, soitSol; (Ej). L'ensemble des solutions de (E’) sliest soit vide, soit
un espace affine d’espace direct8ul; (E}).

Si J est un sous intervalle desur lequel ne s’annule pas, &quation (E’) secrit, surJ 3’ + p(t)y = f(t) avecp = b/a et
f = c¢/a. Les gsultats pecedents s’appliquent donc sur tout intervallesur lequela ne s'annule pas. Mais I'ensemble des
solutions sud tout entier peuétre vide, ou de dimension strictement &ripurea 1.

Exemple 1

Consicerons lequationzy’ + y = 0. Les solutions suR’_ (resp. suiR* ) sont les fonctions — C. /z (resp.x — C_ /x).
Soit ¢ une solution suR. ¢|r: est solution suRk’, donc il existe une constant, telle quevz > 0 ¢(z) = Cy/z. De
méme, il existe une constanté_ telle quevVz < 0 ¢(x) = C_/z. Puisquep est solution suR, elle est continue ef. On a
doncCy = C_ = 0 ety = 0 qui est bierevidemment solution suR. L'espace des solutions sBrest ici ieduita {0}. En
employant la réme n&thode, le lecteurérifiera sans peine quesfjuatiomy’ + y = = admet une unigue solution sBrqui
est la fonctionr — 3.

Exemple 2

Consicerons maintenant&quationzy’ — y = 0. Les solutions suR’ (resp. suiR* ) sont les fonctions: — C, z (resp.
z — C_x).

Soite une solution suR. ¢ R+ est solution suR* , donc il existe une constante, telle quevz > 0 ¢(z) = CLz. De méme,
il existe une constant€'_ telle quevz < 0 (x) = C_z. ¢ doit étre cerivable erd, doncy;;(0) = ¢ (0) d'ou C} = C_.
Réciproquement, pour todt € R, la fonctionz — Cz est solution suR.

Exemple 3
Consicerons enfin Bquationzy’ — 2y = 0. Les solutions sulR* (resp. surR* ) sont les fonctionse — C,z? (resp.
x — C_x?).
Soit ¢ une solution suR. ¢ r; est solution sulR* , donc il existe une constant, telle queVz > 0 ¢(z) = Cyz?. De

méme, il existe une constanté_ telle quevz < 0 p(z) = C_1z?

Cix? siz>0
Réciproquement, pour tout couple,, C_ de éels, la fonctionp(z) = ¢ 0 siz = 0 est solution sulRk. En effet, elle
C_z? siz<0
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est solution suR* et en 0,p(0) = 0 ety est cbrivable ave’(0) = 0, donc I'equation differentielle est &rifiee enz = 0.
Dans cet exemple, I'espace des solutions Ruest de dimension 2, une bagtant fornée des fonctionspg, p; ol

(2) x2 Six>Oet (@) 0 siz=>0
€Tr) = xTr) = .
o 0 siz<0 1 2?2 siz <0

15.2 Sysémes lireaires d’ordre 1

15.2.1 Enoné du probleme

On se donne un intervalle non trividlde R, E unK-ev de dimension finied : I — L(FE) et B : I — E deux applications
continues. On conséde le systme diférentiel

(S) Y' = A@t)Y + B(t)
et le syeme homogne assoé
(So) Y' = A(t)Y
Si J est un sous intervalle de une.J-solution de (S) est une applicatidh: J — E dérivable telle que

Vte J Y'(t) = A@t)Y (t) + B(t)

Si Y est une solutiont — A(¢)Y (t) + B(t) est une fonction continue, doi¢ est recessairement de classé. Si A et B
sont de class€™, toute solution est de clas€&™**.

Nous noteronsol ;(S) (resp. Sol;(Sy)) I'ensemble des solutions surde (S) (resp. de (3. Soientf etg deux fonctions
continues su avecf solution de (S). Alorg est solution de (S) sgi— f est solution de (§.

Il est immédiat queSol ;(Sy) est unK-espace vectoriel et quinl;(.S) est soit vide, soit un espace affine d’espace directeur
SOIJ(S()).

Probléme de Cauchy

Soientty € I etY, € E. Le probBme de Cauchy relatif la donige initiale(¢q, Y;) consistea rechercher toutes Igssolutions
de (S) telles quey € J etY (¢y) = Yo.

15.2.2 Theoreme de Cauchy-Lipschitz lireaire

THEOREME 15.2.1

SoientE unK-ev de dimension finid, un intervalle non trivial d®, A : I — L(E) etB : I — E continues.

1. Pour toute dorke initiale(ty,Yo) € I x E il existe unel-solutionY et une seule du sy@neY’ = A(t)Y + B(t) vérifiant

Y (t9) = Yo.

2. Pour tout sous intervallé de I contenant,, il existe une uniquée/-solution du prolBme de Cauchy avec la condition
initiale (to, Yo) qui est la restrictior J deY .

Ce tleoreme est admis par le programme. Une preuve est&oen fin de chapitre.Dans la suite, on nofidS,) = Sol;(Sy)
et de néme pour (S). Le terme solution de (¥signera uné-solution de (S).

THEOREME 15.2.2
SoientE unK-ev de dimension finid, un intervalle non trivial d® etA : I — L(E) continue. Soit, € I fixé. L'application

et : S0l7(So) — E © — o(to)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

preuve
L'applicatione;, est clairement lidaire. Le ti@oeme de Cauchy-Lipschitz affirme que tdgt € E a un unique aicédent
pare;,. C’'est donc une bijection.
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COROLLAIRE 15.2.1
L'espace des solutions dey()®st de dimensiofim E.
SiB : I — E est continueSol(S) est un espace affine de dimensiim E.

COROLLAIRE 15.2.2

Soient toujoursA : I — L(E) continue. Soienp:,...,yp, p solutions de¥’ = A(t)Y. Les proprétés suivantes sont
équivalentes :

(1) (¢1,--.,9p) estun sysme libre dan8ol(Sy).

(2) 3o €I (pi(to),--.,pp(te)) estun sysme libre dev.

(3) Yt eI (pi1(t),...,pp(t)) estun systme libre deb.

preuve
D’apres le tieoeme de Cauchy-Lipschitz, pour taug, e; est un isomorphisme d&l(Sy) sur E, d’ou I étant non vide, les
équivalences entre (1) et (3) et entre (1) et (2).

COROLLAIRE 15.2.3

SoientA : I — L(E) continue etps,...,p, n = dimFE solutions deY’ = A(t)Y. Les proprétés suivantes sont
équivalentes :

(1) (¢1,-..,%n) estune base dl(Sy).

(2) Fto € I (p1(to),---,pn(to)) estune base db.

(3) vVt eI (¢1(t),...,pn(t)) estune base de.

Wronskien

DEFINITION 15.2.1
SoientA : I — L(E) continue e3 = (es,...,ey,) Une base fige deE. Soientyps, ..., e, n solutionsd&” = A(t)Y. On
appelle wronskien dans la baBalu syséme(y1, . . ., ¢n) la fonction

t — wgp(t) = detp (p1(t), ..., on(t))
Ecrivonsp;(t) = i @i j(t)e; on a donc
=1

e11(t) - p1al(t)
wg(t) = det (Wg(t)) avec Wp(t) = . )

oni) - pun®)

Si E = K™ on appelle wronskien du syshe le @terminant dans la base canoniquékéte

COROLLAIRE 15.2.4

SoientA : I — L(E) continue,B = (ey,...,e,) une base fige deE ety,,...,¢o, n = dim E solutions d&" = A(t)Y.
Les proprétés suivantes somiquivalentes :

(1) (¢1,-..,%n) estune base dl(Sy)

(2) 3to € I wp(to) #0
(3) Vt € I wg(t) # 0.

THEOREME 15.2.3
SoientA : I — L(E) continue3 = (ey,...,e,) une base fige deFE etys,...,p, n=dimFE solutions d&” = A(t)Y et
w leur wronskien relatif la basés. w vérifie I'équation diférentielle scalaire

vVt eI w'(t) =tr(A(t))w(t)

etdonc, sty € I

YVt eI w(t) =w(ty)exp (/t tr[A(s)]ds>

to

126



preuve
On a en omettant d’indiquer la baBe

w/(t) - det(gp’l(t), ‘PQ(t)v EER) Qan(t)) + det(<p1(t)v 90,2(t)a @3(75)7 ce Qan(t)) +oeeet det(spl(t)v 902(t)’ tey (,Ofn(t))
det(A(t)p1(t), 2(t), -, on(t)) + det(@1(t), At)p2(t), - .., n(t)) + -+ + det(p1(t), ..., At)n(t))

La fin de la preuve&sulte du lemme d’afgpre lirtaire suivant :

Lemme 15.2.1
SoientE unK-ev de dimensiom etf € L(F). Soientvy, ... ,v, n vecteurs dé&& etB une base d&. On a

j=n
Zdetg (’Ul, sy U1, f(Uj),Uj+1, . ,’Un) = tI‘(f) detlg(v1, . ,Un)
j=1

Preuve du lemme

L'application® qui a(vy,...,v,) associe le premier membre dédali€ a prouver est manifestememtinéaire. |l est facile
de voir qu’elle est alteie. Or I'espace vectoriel des formedinéaires alter@es sur un espace vectoriel de dimension
est de dimension 1. Il existe donc un scalaireel que® = M detg. Pour calculer\, on applique cettégalie au systme
B = (e1,...,e,). Le second membre vaut alokxsSi A = (a; ;) = Matg(f), ona

i=n
detlg (61, ceey €51, f(ej), €jitly--- ,6n) = detg (61, ceey €51, E A, 5€3y €541y -y 6n> = Qi
i=1

donch = lin a;; = tr(f).
i=1

15.2.3 Methode de variation des constantes

Soient(y1, . .., p,) Uune base de solutions du Sste ().

Lemme 15.2.2
Soienty : I — E continue (resp. de clas§¥ ). Il existe des fonctionsy, : I — K, 1 < k < n continues (resp. de classes
C!) telles que

k=n
Vee T ()= ur(t)pn(t)

preuve
L'existence des fonctions;, estévidente, puisque pour tott (¢1(t), ..., vx(t)) est une base dE. Il faut vérifier qu'elles
sont continues (resp. de de clags®). SoitB = (ey,...,e,) une base fixe d&. Soit W(t) = Matg(p1(t), .- -, pn(t)).

k=n
Dans labas# on ay(t) = > ¥ (t)er avecyy continue (resp. de clasé€) pour toutk. La formule de changement de base
k=1

donne
uy(t) Yi(t)
Lo =)
up (1) Yn(t)
Comme l'applicationGL(n, K) — M, (K) qui & P associeP~! est de class€', il en est de rame det — (W(t)) " par
composition. Donc les fonctions, sont continues (resig.!).

k=n
Soit alorsy) = > uyepy, de class€t. On a
k=1

k=n

k=n
W = A = (o + urpl — urApr) = Y upipk
k=1

k=1
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k=n
Le lemme garantit I'existence de fonctions continggs: I — K telles queVt € I B(t) = > Br(t)px(t). Puisque
k=1

(p1(t),...,pn(t)) est une base dE pour toutt, on en @duit quey est solution d¢S) ssiuj, = Gy . Par quadrature, on peut
donc en @duire une solution de (S).

Donc si on connait une base;, . .., v, ) de solutions de (§, on peut par ce pr@k trouver les solutions de (S). La solution
k=n

gérérale de (9) est > Axpr. On cherche une solution de (S) en remplagant chacune des constamasune fonction
k=1

numérigue inconnue, et on remplace dans (S); dide nom de la réthode. Le prolime est alors raméta cecomposeB(t)
sur la baséyp, ..., ¢,) eta effectuem quadratures.

15.3 Equations differentielles lineaires d’ordre n

15.3.1 Lien avec un systme linéaire d’ordre 1

Dans toute cette partie on se donne un intervalle non trivil R et (n + 1) fonctions continues, .. ., a,, etb del dansk.
On consi@re lesequations difrentielles

&)y Far@®y" Y 4t ana ()Y +an(t)y = ()

et
&) Y Har @)y 4+ a1ty +an(t)y =0

On appelle solution sur un intervalleC I de (&) une fonctiony : I — K n-fois dérivable surJ telles que
Vi€ I (1) +ar()e™ V() + - + an_1(8)@' (1) + an(t)p(t) = b(t)

Toute fonction solution estatessairement de clasSé.
Il est clair que I'ensemble des solutions suBol;(&y)) de (&) est unK-ev et que I'ensemble des solutions sude (£) est
soit vide, soit un espace affine dieigarSol ;(&y))

Définissons une applicatigh: C"(I,K) — C*(I, K™) en posant, poup : I — K de class&™,

2

S0/

®=6(p) = :

(p(n_l)

0 est lintaire. Introduisons les matrices

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
Alt) = : Lo : et B(t) = :
0 0 --- 0 1 0
—an(t) - o —ax(t) —ai(t) b(t)

Ceciétant, on erifie facilement la propété suivante :
Si ¢ est solution dé&) la fonction® = () est solution du syséme(S) Y’ = A(t)Y + B(t).
Réciproguement, sb est solution déS), la premere coordon@ep; de ® est solution d& et de plus® = 6(¢1).

L’ eétude de€quations likaies scalaires d’ordreest donc ramerea I'étude de sysimes lirgaires d'ordre 1 particuliers.

15.3.2 Conggquences
Le probléme de Cauchy

Le probEme de Cauchy pour (S) consistese donnet, € I etY, € K" eta chercher les solutions de (9,telles que
d(ty) = Yo.
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L'analogue pour&) consiste doné se donnet, € I etn scalairesyo,y1,...,yn—1 €ta rechercher les solutionsde (S)
Yo
telles qued () soit solution du prolme de Cauchy pour (S) et la d&®i,, Yy = :
Yn—1
Autrement dit, le prolime de Cauchy poy£) pour la condition initiale(to, (Yo, - - - ,yn,l)) consistea chercher les solutions
v de(€&) telles que
o(to) =10, ¢ (to) =y, , 9" V(to) = yn—1

Théoreme de Cauchy

Le theoreme de Cauchy pour les sgaies donne alors

THEOREME 15.3.1
Soientay, . ..,a,,b: I — K n+ 1 fonctions continuegy € I et(yo,y1,--.,yn—1) € K". Il existe une solutiorp de (E)
définie surl et une seule telle que

o(to) = vo, ¢ (to) =1, "V (te) = yn_1

THEOREME 15.3.2
Soientay, . ..,a, : I — K n fonctions continues, € I. L'application

Sol(€) = K" ¢ = (p(to), ¢/ (to), -+ 9" i(to))

est un isomorphisme de I'espace vectosiél £y)) surk™.

COROLLAIRE 15.3.1
L'espacesol(&)) est de dimension. L'espacesol(£)) est un espace affine de dimensiardirigé parSol(&y)).

COROLLAIRE 15.3.2

Soientyp, ..., n solutions de quation&y) et®;, = 6(¢y). Les proprétés suivantes soiquivalentes :
(1) (¢1,-..,0n) €stune base dl(&)).

(2) Fto € I (P1(to),--.,Pn(to)) est une base d&™.

3) VteI (P1(t),...,P,(t)) estune base d&".

La matrice dans la base canoniqudiiede (®4(t),. .., ®,(t)) est la matrice

pr(t) e en(?)

eit) o eh(t)

W(p1,...,en)(t) = '
n—1 n—1
AU e )

Cette matrice est app la matrice fondamentale du ®ste de solution$y;, ..., ¢,). C'est la matrice wronskienne du
syseme(®4,...,®,) de solutions d&”’ = A(t)Y. Son ceterminant est le wronskien de ce syse. Commer(A(t)) =
—ay(t) la fonctionw(t) = det(W (¢1, - - ., pn)(t)) vérifie I'équation lireaire scalaire du premier ordre

w'(t) = —ay (t)w(t)

et donc

w(t) = w(ty) exp (— /t t al(s)ds>
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15.4 Equations differentielles lingaires scalaires du second ordre

Nous allons reprendre e€thiller les esultats @reraux obtenus au paragraphégedents dans le cas degquations ligaires
scalaires du second ordre. Dans toute cette partést un intervalle non trivial d&, p,q, f : I — K sont des fonctions
continues. On conséde lesequtaions direntielles

(Eo) y" +p(x)y + q(z)
(E) v +p@)y +q(z)y = f(z)

15.4.1 FResultats genéraux
On noteraS, (resp.S) le K-espace vectoriel (resp. K-espace affine ) des solutions dude I'équation () (resp. (E)). On
sait que(Sy) est de dimension 2.
Le syseme lirtaire d'ordre 1 assaen () est
(So) Y'=A(x)Y avec A(z)= < 0 L )
0 —q(z) —p(z)
et celui assoéa (E) est

(S)  Y'=A(2)Y + B(z) avec B(z) = ( f(ow) )
Yy

Si une fonctiony : I — K de classe&>? est solution de () (resp. de (E)) la fonction vectoriellg = J ) est solution
de () (resp. de (S)). Bciproquement, s¥ : I — K2 est solution de (§ (resp. de (S)), la fonctiol” est de la forme
Y = ( z, > ety est solution de (B) (resp. de (E)).

L’ énoné du tteoeme de Cauchy-Lipschitz devient
Pour toutz, € I et(yo,y,) € K2 il existe une solutiorp de (E) et une seuuleddinie surl tout entier et telle ques(zo) = yo

ety'(zo) = g
En particulier, pour tout, € I, 'applicationS, — K2 qui & associg¢(zo), ¢’ (zo)) est un isomorphisme dg, surk?.

15.4.2 Methode de variation des constantes

Soit (u,v) une base de solutions deyE Les fonctionsU = < Z, ) etV = < Zj, ) forment une base de I'espace des
solutions dgSp) dont le wronskien est
w=det(U,V) =uw —u'v
Dans ce cas patrticulier, puisqueet v sont solutions de (§ on a de suite
w' =w" —u"v=u(—pv — q) — (—pu’ — qu)v = —pw

et donc

wlo) = wlan)exp (= [ p(s)as)

0

Soity : I — K de class&’? et U = ( z, ) Le lemme 15.2.2 garantit I'existence de deux fonctiaret i de I danskK de
classeC! telles quel = \U + uV soit

v o= du+pw

,ZZ)/ — )\ul JF ,LL’U/
ce quiéquivauta

Y = Au-+pv

0 = MNu+pv

On en cduit
w// +pw/+qw — )\lu/+‘u/v/
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Par conéquenty) est solution de (E) ssh = \u + uv avec
N(z)u(z) + p/(z)v(x) = 0
N(z)u!(z) + p'(2)0'(z) = f(=z)

Pour toutx de I, le syseme lirtaire aux inconnue¥'(x), p/(z) est de Cramer. Soréterminant n’est autre que le wronskien
w(w) = u(z)v'(x) — v (x)v(z) # 0. On obtient de suite

Ve el {

' f@(@) u(z)f ()
YO =@ 0=
D'ou R -
Az) = —/ f(w)(:g )dt+a; wu(z) :/ Wdt—kb

a etb étant des constantes arbitraires. En particulier, la solutiote (E) nulle ency ainsi que sa@rivee est donee par
“ ut)v(z) — u(z)v(t)
= t)dt
w@ = [ e O
Remarquons que puisqué = A\u’ + pov’, on a en prime, sans utiliser deetioreme de @rivation sous le signe somme
/ “u(t)v'(x) — ' (z)v(t)
= t)dt
@)= [ o O
La solution grérale de (E) est alorg = vy + au + bv, a etb étant des constantes arbitraires.

Exemple

Consicérons lequation (E) y" +y = o5 surlintervallel = -5.5[
L' équation lireaire assoéke esty” +y = 0. Une base de solutions €st, v) avecu(x) = cos z etv(z) = sinz. Le wronskien
est constanégala 1. On cherche une solution partiért de [equation (E) sous la formg(z) = A(z) cosz + p(z)sinz en
imposant

N (z)cosz + p/(x)sinz =0
De sorte que)’(z) = —\(z) sinz + u(z) cos z. On cerive et on reporte dangljuation (E). On obtient

2

cosd z

En résolvant le sygtme de Cramer forgnpar les deux deraieséquations, il vient

—\N(x)sinx + p'(z) cosw =

2sinx 2
N@)=-——=—; W) =—
COS™ T COS™ T
On peut choisir
1
(¢) = ——5— et u(a) = 2tana
ce qui donne une solution particéite de (E) :
1 sin? z cos 2x
bla) = ——— 2= -
COsS T COS T COS T

La solution grérale de (E) suf est doncr — — CCOOSS%;;” +acosz +bsinz , aetbétant des constantes arbitraires.

15.4.3 Cas a l'on connait une solution ne s’annulant jamais de [equation homogne

Supposons que : I — K soit une solution de &quatiorny” + p(z)y’ + q¢(x)y = 0 telle quevx € I u(x) # 0. Soity : I — K

de classeC?. Puisqueu est de class€? et ne s'annule pas, la fonction= % est aussi de clasgg?. On peut donc poser
¥ = uz avecz de class€?. En cerivant, il vienty' = v’z + uz’,, " = vz + 2u'2’ + uz”. On a donc

P+ 4+ qp = (W + pu’ + qu)z + (2u + pu)2 + u2” = (20 + pu)2’ + uz”
Donct est solution de (E) sgRu’ + pu)z’ 4+ uz” = f ce qui sécrit aussi puisque ne s’annule pas

u/
Z//+ <2u +p) Zl = f

On est donc raméa uneéquation lirgaire du premier ordre en la fonction inconnieOn trouve ensuite par quadrature.
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15.4.4 Proprietesélementaires des @ros des solutions

On prend iciK = R. On consiére I'equation (i) : y” + p(z)y’ + ¢(x)y = 0 ou p etq sont des fonctions continueéfthies
surl a valeurg éelleset onétudie les solutionstelles de cettéquation.

PROPOSITION 15.4.1
Soitu une solution non identiquement nulle de JH_es Zros de. sont isoés.

preuve
Soitzg € I tel queu(zy) = 0. Ona

o (z0) #0

En effet, dans le cas contraire,serait une solution telle que(zy) = v/(z9) = 0. Or d’apes le tleoeme de Cauchy, la

fonction nulle est I'unique solution quévifie cette condition initiale et est suppose non nulle.

On aalorsu(z) = (x — o) (u/(zo) + £(z)) avec lim e(x) = 0. Soitn > 0 tel que|z — x| < n = |e(z)| < |v'(xo)|. Pour
T—xTo

x €]zg — N, xo + N etz # xo, 0N au(z) # 0.

En fait, dangxzo — n, z¢ + n[ , u(x) est du signe de’(x¢)(x — zo). Doncu change de signe exy.

COROLLAIRE 15.4.1
Soitu une solution non identiquement nulle de JEu n’a qu’un nombre fini de &os dans tout intervalle compact contenu
dansI.

preuve
SoitK = [a,b] C TetZ = {z € I | u(z) =0}. LensembleZ est ferné dansl, doncZx = Z N K est ferné dansk
compact, donc est compact. Or un compact foda points isd@s est fini.ll

COROLLAIRE 15.4.2
Soitu une solution non identiquement nulle deg JEL'ensembleZ des £ros deu est au plus énombrable.

preuve
Si I est compactZ est fini. Sinon/ peut sécrire comme#&union d’une suite d'intervalles compadts, (le vérifier !). On a

alorsZ = |J (ZnK,) etchacun de€NK,, estfini. Or unegunion énombrable d’ensembles finis est au plasambrabldl
n=0

COROLLAIRE 15.4.3
Soitu une solution non identiquement nulle de JBur un intervalld de la formel = [a,b[, b < 400. Siu a une infinié de
zéros sut on peut les nui@roter en une suite strictement croissgntg ;> .

preuve
Soit (b, ) >0 UNne suite strictement croissante de pointg de limiteb avecby = a. Soitl,, = [by, b,]. w n"a qu’un nombre fini
(éventuellement nul) deezos dand,,, donc aussi dang, = I, \ I,—; pourn > 1. Soitm,, le nombre de &ros deu dans.J,,
etmg le nombre de &ros deu dansly. On nunerote les 2ros deu dansl, de manére croissante ery < 1 < -+ < Zymg—1,
les Zros dey dansJy enx,, < -+ < Tmot+m,—1 €tC...

Remarque

Si A est un sous ensemblémbmbrable d&® ;. par exemple, on peut toujours némter lesléments ded en une suit€a,, ),
par cefinition d’'un ensemble &ombrable. Mais il n’est pas toujours possible de le faire de énamiroissante comme le
prouve I'exemple d€), .

PROPOSITION 15.4.2

Soientu etv deux solutions inépendantes de §Esurl.

1. u etv n'ont pas de éros communs.

2. Sia etb sont deux &ros con8cutifs deu, il existe un Zro dev dans l'intervallda, b|.

preuve
1. Toute solution de (&, est combinaison ligaire deu etv. Sion avaitu(zg) = v(zo) = 0 pour unz, € I, toute solution de
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(Eo) s’annulerait erxy ce qui est en contradiction avec l&tdeme de Cauchy.
2. Supposons(a) = u(b) = 0 aveca < b etu(z) # 0 poura < z < b. La fonctionu garde un signe constant sur l'intervalle

]a, b[. Quitted remplacer par —u, on peut supposer(z) > 0 poura < z < b. Commeu’(a) = lim w ona

T—a

x>a
u’(a) = 0. Par ailleurs on sait qué& (a) # 0 doncu’(a) > 0 et de némeu’(b) <
Consicerons alors le wronskiew(z) = u(z)v'(z) — v/ (z)v(z). On aw(a) = —u'(a)v(a) etw(b) = —u/(b)v(b). Orw
ne s’annule pas, donc est de signe constanfsl. On en @duitw(a)w(b) > 0 doncu/(a)v’ (b)v(a)v(b) > 0. Comme
uw'(a)u'(b) < 0, il vientv(a)v(b) < 0 doncv s’annule entre etb.

15.4.5 Exemples de @thode de Esolution

Nous allons passer en revue éiféntes rathodes de&solution sur un exemple gguation
(E) dry’ +2y —y=0

Notons d'abord que le #oeme de Cauchy-Lipschitz s'applique Rit et surR* .

1. Utilisation de sries enteres

Nous allons rechercher les solutions de (Eyeloppables eresie entéere.
e Soit f(xz) = Y a,z™ la somme d'uneé&rie entére de rayon de convergenBe> 0. Pourz €] — R, R[on a

n>0
Z 4(n+ Dnapp1z™ + Z n+1)api12" Z anx

dzf"(z) +2f'(2) - f(x)

n=0 n=0 n=0
= Z 2(n+1)2n+ a1 —ap]a™
n>=0
1

est solution de (E) ssi la suite,,) vérifie la relation de&currence W N ap4+1 = n
f (E) te,) R) V€N a1t = 5 501 2)°

e Siap = 0 larelationR impliquea,, = 0 pour toutn. Pourag # 0 fixé la relation(R) définit une suite unique dont tous les
termes sont non nuls. L'application de kEgte de d’Alembert prouve que l&e entéere assoéea un rayon de convergence
infini et donc que la sommég de cette érie est solution suR de (E).

AT 1 _ . _ " .
e Un calcul imnediat donnez,, = —(%)!ao. Pourag = 1, on obtientfy(z) = ngo 2n)l Il vient
2n
Z>:o (E/Zi))' = cosh (v/z) siz >0
~ /—\2n
folz) = z>: (—1)”7( (2;5)' =cos (v/—z) sita0
n=>0 :
1 siz=0

(E) admet donc des solutiongvkloppables erésie entere surR tout entier. L'ensembl® des solutions @veloppables en
série entére de (E) forme donc un espace vectoriel de dimension 1 erigpadia fonctiorny.

2. Méthode de variation d’'une constante (15.4.3)

Posond = R*. La fonctiony(z) = cosh(/x) est une solution de (E) surqui ne s’annule pas. On peut donc chercher les
solutionsy de (E) surl sous la forme; = zy. Il vient

dry” + 2y —y=4x(2" o +22'¢" + 2¢") + 2(Z'p + 2¢") — zp = 42" + (8xyp’ — 2¢)2’

doncy est solution de (E) suf ssiz est solution de Bquation

o+ (25 - 50) 7 =
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Z(z)=C \/52 =C Ve et z(z) = gtanh(\/f) +D

cosh?(y/x) 2

ou C et D sont des constantes.
On en eduit les solutions de (E) sii’, :

f(z) = Asinh(v/z) + Dcosh(y/z) , A, D constantes

3. Utilisation de changement de variables

Posons/ = R*. On dispose d’une solution suf, la fonctiony(z) = cos(y/—z). Nous allons &soudre quation sut/ au
moyen du changement de variables /—z. Plus peciment, I'applicatiord : R* — R’ définie parf(z) = /—x estun
C difféeomorphisme qui induit une bijectigh : C*(R%,R) — C?(R* ,R) définie par©(g) = g o 0 la bijection éciproque
etantO~1(f) = fohtoud=1(t) = —¢2.

Soitf € C*(R_,R) etF = fof~1. Posong = f(z) = v/—z. On af’(z) = —3 1 — —% d’ou

3

/(@) = F'(0@)# () = ~ . F'(1)

f'(z) = (2121?/(75) - thF”(t)> 0'(z) = —% <212F’(t) - 21tF”(t)) _ éF”(t) 3 ﬁ/(t)
dzf" () + 2f'(z) — f(z) = —F"(t) — F(t)

Donc f est solution de (E) sUR* ssiF' est solution suR* dey” 4y = 0 ce qui donné(t) = Acost + Bsint, avecA, B
constantes. Les solutions dRt de (E) sont donc les fonctions

f(z) = Acos (vV/—z) + Bsin (vV—1)

4. Raccordements

Pour finir, cherchons les solutions dtide (E). On sait dja que les fonctiona fy , A € R sont solutions. Soit une solution
surR de (E). Larestriction de aR* (resp.aR* ) est solution suR’ (resp. suiR* ). Donc il existe des constantés B, C, D
telles que

u(z) = Acos (v/—z) + Bsin (v—x) siz <0
| Ccosh (yz) + Dsinh (yz)  siz >0

La continuié deu en 0 impliqgued = C. Mais la fonctionv = u — A f; est solution suR. Or dans un voisinage droite (resp.
a gauche) de 0, on&x) ~ D+/z (resp.v(xz) ~ By/—z). Commev doit &tre cerivable en 0, on ené&tluit (en regardant le
taux d’accroissement dg que recessairemer’® = D = 0.

Finalement, les seules solutions 8ude (E) sont les fonctionsfy, A € R.

15.5 Appendice :preuve du tleoreme de Cauchy

Cette é&monstration n’est pas au programme. Mais c’est un bon exercice sur I'utilisation de suites de fonctions.
E est unK espace vectoriel de dimension finie et on se do#ind — L(E) etB : I — E continues.

1. Soity : I — E continue. On a Bquivalence

@ solutiondeY’ = A(t)Y + B(t)

o(to) = bevier o =vo+ [ (a6 + B

En effet, sip est solution de (S)arifiantp(ty) = Yo o estC* donc

p(t) = ¢(to) + /tt ¢ (z)ds = Yo + /tt (A(s)p(s) + B(s))ds
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Réciproquement, sb : I — E est une fonction continuetvifiant

t
(5') o) = Yo+ [ (A(s)els)(s) + B(s)ds
to
puisque la fonction sous le signeé&gtale est une fonction continue dep estC? ety (t) = A(t)p(t) + B(t) pour toutt € I. D'autre
part, on a manifestement(to) = Yo.
Donc esoudre le proime de Cauchy congie sur! revienta chercher une fonction continde— E vérifiant (S’).

2. Existence :
On va utiliser la nethode des approximations successives :&ini une suite de fonctiong,, : I — F en posantyo(t) = 0 pour toutt et
pourn > 0
t
Vtel pnii(t) =Yo +/ (A(s)en(s) + B(s))ds

to

e La suite(y,) est unifornément convergente sur tout compactldeEn effet, soitK’ = [a, b] un intervalle compact contenu dahst
contenanty. MunissonsE d’une normel| || et L(E) de la norme subordoie que nous noterons augg|. Posons

C =sup[|A(t)

te K

| M = sup ||¢1(t) — o(t)|
teK

Ces quantits existent puisque les fonctiohs— || A(t)|| ett — ||¢1(t) — @o(t)|| sont continues sur le compakt. (Avec le choix fait ici
depo onaM = ||Yol|).
Montrons par écurrence surn € N* que

(Clt —to)" "

VtE€ K |on(t) —on1(t)|| <M (n—1)!

Cette relation estérifiee poum = 1 par cfinition deC et M. Supposons létablie pour un entiet. On a

%H@wwaw=/[M@w4@fwﬂwmw

to

d’ou
¢ (Cls —t Clt — to|)"
lonss(®) = en® < | [ 146 lon(s) — on-s(s) ds| < | [ LD g - gy (ClE—lol”
to :
Si on notef la longueur de I'intervalle compadt, on en @duit
(C’Z)"*l
n(t) — on- SMi——
WEK llen®) = paa (O] < M,

On en cduit la convergence normale, donc uniforme detldesde fonctions de termeégeral o, — p,,—1 €t par con8quent la convergence
uniforme de la suite des sommes partielles

e La suite(p,,) converge donc uniforément sur tout compadét de I vers une fonctiorp : I — E continue.
Sur l'intervalle compackK consiceré ci dessus, la suit¢,, = Ay, + B converge uniforrament vers) = Ay + B. En effet, pout € K,
on aljy(t) — Y (t)|| < [JA@)| le(t) —en(t)] < Csup llo(t) — ¢n(t)]| qui tend vers O quand tend vers l'infini. Par coresjuent

f n(s)ds converge verj s)ds. Depnt1(t) = Yo + f n(s)ds on ceduit, pour tout € K

¢m=n+[%@m=%+/7amw@+mmws

to

Ceci a lieu pour tout intervalle compakt contenu dang et contenant,. L' égalie obtenue est donc vrai pour taut 1.

3. Unicite
Soienty, et p1 deux solutions suf de (S) telles quepi(to) = p2(to) €th = p2 — 1. On a donch(t f A(s . Soit K
un intervalle compact contenu dahst contenant,. Posonsn = sup ||h(¢)]|. On cémontre comme au pomt 2., pamurrence sun
te K
I'in égalie
Clt — to|)"
vie K [h@) <m0l

Le second membre tend vers 0 quantend vers l'infini, dond:(t) = 0 pour toutt € K. Par congquent,K étant arbitrairér = 0.
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16

Sysemes diferentiels lineairesa coefficients
constants

K=RouC.

16.1 Exponentielle d’endomorphisme

16.1.1 CEfinition générale de I'exponentielle

Rappelons qu'un&-algebre de Banach est ufie-algebre A associative, unitaire, norme compéte et dont la normeérifie

Yu,v € A |jvul] < ||v]||jul et||la]] = 1. L'exemple qui nous sera utile dans la suite 4st M, (K) muni d’une norme
sous-multiplicative o4 = L(F) ou E est unK-evn de dimension finie, la norme d€ E') étant la norme subordoéea la

norme dek.

THEOREME 16.1.1
SoientA une algbre de Banach. La&se de terme @réral 1, u™ converge pour tout € A et converge normalement sur tout

sous ensemble bagrdeA. Sa somme est apée exponent/elle de et noéeexp(u).

Par convention dans ceéhon@«’ = 1 4. Dans ce chapitre, oréservera la notatioe® a I'exponentielle complexe.

preuve
Soit R > 0. Pour|ju] < Ronalu"|| < |u/|™ < R" doncH H , qw est le terme @réral d'une &rie nunérique

convergente, d'o la convergence normale annéec Commed est compﬂate toute &rie absolument convergenteée#ments
de A est convergentll

Notons que sh € K, on aexp(Al4) = e* 1 4.

COROLLAIRE 16.1.1
L'applicationexp : A — A est continue.

C’est la somme d’uneésie de fonctions continues (~ u™/n!) normalement convergente sur tout compact.

k=n
Dans la suite, pout € A ouz € K on poseras,(z) = Z T

PROPOSITION 16.1.1
Pour toutu € A et toutP € K[X], P(u) etexp(u) commutent.

preuve
On a pour toutr, uS,, (u) = Sy, (u)u doncu exp(u) = exp(u)u. On utilise ici la continuié des applications leairesv — uw
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etv — vu, continuié qui esulte des iagalies||uv| < ||ul |Jv|| et]jvu| < ||ul ||v]]. Puisquex commute aveexp(u), il en
est de néme de toute puissance dget de tout polybme enu.

THEOREME 16.1.2
Soientu,v € A tels queuwv = vu. On aexp(u + v) = exp(u) exp(v).

preuve
Posonsl, = {(i,5) [0 <i<n, 0<j<n,i+j>n}. Puisqueu etv commutent, on peut calculér + v)* au moyen de
la formule du bidme. Il vient,

k=n r=~k i=n j=n
1 _r ut I
Sn(u+0) = Su(W)Sulv) = Zm< Ci! )‘( ) 25
k=0 r=0 i=0 j=1
u” v ut vl
- Y sy ay
r+s<n oikn
0<jsn
_ ut vI
-y
(4,4)ETn
On en aduit , .
[[ul* [Jo]”
[Su(utv) =SS, ) < > T
(4,5)€Tn

La second membre, par leéme calcul que ci dessus vait(||u| + ||v||) — Sr(|lu])Sn(]|v]]). Quandn tend vers l'infini, il
tend versellul+lvll — ellullelivll = o d’apres les propétes deja établies de I'exponentielléelle.

COROLLAIRE 16.1.2
Pour toutu € A, exp(u) est inversible d'inversexp(—u).

En effet,u et —u commutent etxp(04) = 1 4.

16.1.2 Exponentielle d’endomorphismes

Dans la suiteF’ est unK-espace vectoriel de dimension finie3B = (e, ..., e,) estune base d8. On munitE d’une norme

et L(E) de la norme subordoge.

On munit aussiM,, (K) de la norme subordo@ea une norme d&". Une telle norme est sous-multiplicative i.e. telle que
IPQ| < [|P] QI pour toutes?, Q € M, (K).

L'applicationu — Matz(u) de L(E) dansM,,(K) est un isomorphisme lgaire. Comméd.(E) est de dimension finie elle est
continue.L(F) et M,,(K) sont des algbres de Banach.

Lemme 16.1.1
1. Soitu € L(E) etM = Matg(u). AlorsMatg(exp(u)) = exp(M).
2. SoientA € M, (K) etP € GL(n,K). On aexp(P~'AP) = P~ texp(A)P.

En effet, pour toup on aMatg(S,(u)) = Sp(M). La conclusion enésulte en prenant la limite quapdend vers l'infini et
en utilisant la continué de I'applicationu — Matp(u). De méme, on @duit 2. de legalie S,(P~'AP) = P~1S,(A)P.

THEOREME 16.1.3

Soitu € L(E).

1. L'applicationy : R — L(E) définie parp(t) = exp(tu) est un morphisme du grougR, +) dans le groupéGL(E), o).
2. L'applicationy est de class€* etvt € R ¢'(t) = u o exp(tu) = exp(tu) o u.

On a unénon@ analogue pour— exp(tA) quandA € M, (K).
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preuve
1. Pourt, s € R, su ettu commutent dong(t + s) = exp((t + s)u) = exp(tu) exp(su) = (t)p(u).
2. Montrons quep est cerivable en 0 avee’(0) = u. On a

o(t) — »(0)
t

—u = %(exp(tu) —Id)—u= Z ttl_!lu" =tH(¢)

n>2

avecH(t) = Z;O %U"“- Pour|t| < TonalH(t)|| < Z;O% |u||"** qui est une constante, dotien tH () = 0 ce qui

prouve la conclusion.
Maintenant, st € Ron a

(exp(tu) — exp(tug)) = <t !

—, Pt —to)u) - id> exp(tou)

t—to
quantie qui tend vers exp(tou) quandt tend vers 0.

Ce treoreme admet uneeciproque

THEOREME 16.1.4
Soity : R — GL(E) un morphisme de class¢' etu = ¢'(0). On a pour tout € R, ((t) = exp(tu).

preuve
Onap(s+to) = p(to)p(s) =
pour toutt € R ¢’ (t) = p(t)u = up(t).

Posons)(t) = exp( tu)p(t). ¢ estC? cart — exp(—tu) ety le sont. On @)’ (t) = — exp(—tu)up(t) + exp(—tu)p'(t) =
exp(—tu)( — up(t) + ¢'(t)) = 0 doncy est constante sik, ¢ (t) = ¢(0) = Id etp(t) = exp(tu).

©(s)p(to) donc en @rivant par rappom s ens = 0, ¢’ (tg) = ¢(to)¢’(0) = ¢’ (0)p(to), donc

EXEMPLE 16.1.1

0 -1

SoitJ = ( 1 0

>. On a, pour tout € R
cost —sint
exp(tJ) = ( sint cost )

Premire preuve
OnaJ? = —I,doncJ?* = (—1)*I, et J?*+1 = J2k J = (—1)*J. On en @duit

k=n . t n o1 t2k71
Son(tJ) = (Z( 1) 2%)! ) I+ <Z(_1) (2/{:—1)') J

k=0 k=1

d’ou le résultat en prenant la limite quandend vers l'infini.

Deuxime preuve

On identifieR? orien& muni de sa structure euclidienne usuelle &@et’endomorphisme: deR? de matrice/ dans la base
canonique devient la muntiplication par u(z) = iz donc 'endomorphisme asséa¢J esttu : z — itz. Par congquent
Sn(u)(2) = Sp(it)z et en prenant la limitexp(tu)(z) = e‘z. Doncexp(tu) est la rotation d’angle. Sa matriceexp(tJ)
dans la base canonique est donc la matrice ireiqu

16.1.3 Exponentielle d’'endomorphismes : propgtées algbriques

Soitu € L(E). Tout polyrdbme enu commute aveexp(u), donc les espaces propres et les espaces édsdicjues de: sont
stables paexp(u).

THEOREME 16.1.5
Soientu € L(E) et\ € K une valeur propre de. Alorse* est valeur propre dep(u) etker(u—MId) C ker(exp(u)—etid).
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preuve
Siv € ker(u — AId) on auP(v) = APv pour tout entiep, doncS, ( )(v) =
quia f associef (v) est continue dondim (Sp(u)(v) = lim (Sp(u))(v)
résultat est proua.

Sn ( )v Pourv fixé, l'applicationL(E) — E
= (v). CommeS,, (\)v tend vers*v, le

THEOREME 16.1.6
Soitu € L(E) dont le polydme caradristiquey,, est scin@ surk.
Jj=

. " ] m]
Sixu.(X) = HI(AJ- — X)™3 alorsxexpu) = 1 (€Y — X)
=

preuve
Dans une basB convenable, la matric€ dew est triangulaire sigrieure avec une diagonagalea

()\b"'v)\l?"' 7)\7“7"'7)\7“)
—— ——
m fois m,. fois

La matriceS,,(T") de S, (u) dans la @me base est triangulaire gujeure avec une diagonagalea

(Sn(A1), s Sn(A1), -+ s Su(Ar)s oo, S (W)

m fois m,. fois

En prenant la limite, la matricexp(7") deexp(u) est triangulaire sugrieure avec une diagona@galea

(e>‘1,...,e>‘1,~-- ,eAT,...,eAT)

m fois m,. fois

d’ou la conclusion.

COROLLAIRE 16.1.3
Soitu € L(E). On adet(exp(u)) = (%),

preuve
SoientB une base d& et A = Matg(u) € M, (K). On peut appliquer le toeme qui peccde en consiglantA comme
appartenara M, (C). On en @duitdet(exp(u)) = det(exp(A)) = et*(A) = ebtr(w),

THEOREME 16.1.7

Soientu € L(E) dont le polydme caradristique est scirelsurK etu = D + N la décomposition de Dumford de. La
B—1

décomposition de Dunford dep(u) estA + v avecA = exp(D) etv = exp(D)(exp(N) — I,,) avecexp(N) = 1;0 %N k

ou (3 est I'indice de nilpotence di .

preuve
Par hypotlseD et N commutent, donexp(u) = exp(D) exp(N). On peut doné&crire

exp(u) = exp(D) + exp(D) (exp(N) — I,,)

o || existe une bas® telle queMatg(D) soit diagonale, soifiag(A1, ..., A,). Alors Matg(exp(D)) = exp (Matp(D)) =
diag(e?t,...,e ) doncA = exp(D) est diagonalisable.

B
e CommeN” = 0onaexp(N) = Y %N’C doncexp(N)—1I, = NM avecM = I + %N+~ : ~+ﬁ
k=0 """ : .
N et M commutent, exp(N) — In)ﬁ = NP MP = 0 donc(exp(N) — I,,) est nilpotente.
Ensuite,D et N commutent, donexp(D) etexp(N) aussi, donexp(D) commute aveexp(N)—I,,. Comme peccdemment,
on en eéduit que leur produit est nilpotent, d’indice de nilpotence au glus
e Enfin,exp(D) etexp(D)(exp(N) — I,) commutentll

NB-1 Comme

COROLLAIRE 16.1.4
Soitu € L(E) dont le polyome caradristique est scirilsurk. exp(u) est diagonalisable ssiest diagonalisable.
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preuve
exp(u) diagonalisables v = 0 < exp(D)(exp(N) — I,) = 0 < exp(N) = I, carexp(D) est inversible. Le corollaire
sera proug si on montre quexp(N) = I,, & N = 0. SupposonsV # 0. L'ordre de nilpotence? est donc au moinggala 2.
C'est alors un exercice classique de montrer@igN2, ..., N#~1) estun systme libre. Il enésulte quexp(N)—1I,, # 0.l

16.2 Sysémes diferentiels lineaires du premier ordre a coefficients constants

16.2.1 Systme homo@ne

Dans cette partie, on congige unK-ev de dimension fini&Z, A € L(E) et le systme diférentielY” = AY. Bien entendu,
tous les teormes du chapitre pedent s’appliquent, mais on a ici d&sultats plus @cis.
PourA € L(E) etv € E on noteradv pour A(v).

THEOREME 16.2.1 (Théoreme de Cauchy)
SoientA € L(E), to € R, Yy € E. Le sysemeY’' = AY admet une unique solutign surR vérifiantp(tg) = Y. Elle est
donrée par

o(t) = exp ((t — to)A)YO

preuve
Soity(t) = exp ((t — t9)A)Yo. Onap(to) = Yo et en utilisant le thoeme 16.1.3'(t) = Aexp ((t — to)A) Yy = Ap(t). Si
¥ est une solution@rifianty(ty) = Y, on deriveh(t) = exp (— (t—to)A)w(t). Il vient b/ (t) = exp (— (t—to) A) (— Ay (t) +
¥/(t)) = 0 doncVt h(t) = h(to) = Yo et doncy(t) = exp ((t — to)A)Yo.

Remarques
1. Siyp estune solution quelconque Bé = AY et siYy = ¢(0) on ap(t) = exp(tA)Yy par unicié.
2. SoientB = (uq,...,u,) une base d& ety;(t) = exp(tA)u;. (¢1,. .., pn) €St une base de soluionsHé= AY'.

3. SoitA € M, (K). Les colonnes de la matrieap(tA) forment une base de solutions du gyseY’ = AY. En effet, la
i-ieme colonne de cette matrice esp(¢A)e; ol (eq, .. ., e,) estla base canonique dé, (K).

4. SoitA € M,(K) et(¢1,...,9n) une base de solutions @€ = AY. SoitW(t) = Mat(¢1(t),...,p.(t)) la matrice
dont les colonnes sont les;(t). On a en utilisant la remarque W () = exp(tA)W (0) doncexp(tA) = W (t)W(0)~!. La
connaissance d’une base de solutions dwesystpermet donc de calculerp(tA).

5. Si A est diagonalisable, et si on choisit pdBiune base de vecteurs propres4le Ae; = Aju;, on obtient une base de
solutions d&”’ = AY : 1 (t) = e Mtuy, ..., pu(t) = e*lu,.

16.2.2 Structure de I'ensemble des solutions

Commencons pagtudier le cas particulieripA = A d + v avecr € L(E) nilpotent. On aexp(tA) = e Mexp(tv) =
-1 .

eM(Id+tv+ -+ (ﬂtﬁ_l),uﬁ*) ou g est l'indice de nilpotence de. En posant’; = 17 (Y;), on obtient la solution qui

prend la valeuly pourt = 0:

Y’ ot
Y(t)—e <1/0+tY1+"‘+(B_1)!Y5_1

DEFINITION 16.2.1

Nous dirons qu'une fonctiol’ : R — E est polydmiale si il existe un entiem et des vecteursy, ..., V,, € E tels que
Vt F(t) = Vo +tVi + - - - t™V,,. Une telleécriture est alors unique. Il revient ailéme de dire que les composaniésde F
dans une base;, . .., e,) de E sont des fonctions polyimes usuelles de la variabile Si F' n’est pas nulle, onéfinira son
degeé comme le plus grand des entiértels queV;, # 0. C’est aussi le maximum des dégrdes composantés deF.

On voit donc que sh = \I,, + v avecv nilpotent d’indiceg, toute solution d&”’ = AY est de la formé&’ (t) = M P(t) ol
P est une fonction poly@miale de degr au plus3 — 1.
Attention! 1l est faux que toute fonction de cette forme soit solution duesyst!
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Revenons au caggeral et plagons nous toujours dans le caseopolyrbme caradristique deu est sciné surkk, ce qui est
Jj=r

toujours le cas sK = C. Ecrivons ce polyéme sous la formg, = [[ (A\; — X)™. SoitF; = ker(u — A\;Id)™ I'espace
j=1

caraceristique assoéia la valeur propré\;. On sait qu’on & = 69 F;.

NotonsA; 'endomorphisme induit pad sur F;. Il est de la forme4 = \;jId 4, + vj ouv; estnilpotent.

SoitY, € E. On le cecompose ety = V4 + --- + V. avecV; € F;. On a alors
= = = thi—1 B
exp(tA)Yy = Zexp(tA)Vj = Zexp(tAj)Vj = Z e’ (Vj + (Vi) + -+ Mu/”(%))
j=1 =1 j=1 I

Jj=r
Conclusion : toute solutiop deY’ = AY peut sécrire comme somme = ) ¢, de solutions, chacune des étanta
j=1
valeur dans I'espace caréacistiqueF;. Chacune deg;(t) est le produit de*:* par une fonction polydmiale de degr au
pIUSdiij —1= m; — 1.

16.2.3 Systme avec second membre

On se donnel € L(FE) fixée,I un intervalle non trivial d&®, B : I — FE une application continue. On conséie le systme
(S) Y’ = AY + B(t)
Si on connait une solutiothy : I — FE de ce systme, I'ensemble des solutions €8t = vy + ¢ ; ¢ solution deY’ = AY'}.

Meéthode de variation des constantes

On va cktailler la néthode en se plagant dans le cas matriciel. Soit dbre M, (K) etB : I — M, 1(K) = K" con-
tinue. Soit(p1,...,¢,) une base de solutions d¢ = AY et W(¢) la matrice dont les colonnes sont lgs : W(t) =
Mat(p1(t), ..., en(t)). Pour toutt, W(t) estinversible et on &' (¢t) = AW (¢). On cherche une solution particéiie sous la
forme®(t) = W(t)Z(t) avecZ : I — K™ de class€". llvient®'(t) = W' (t)Z(t)+W () Z'(t) = AW () Z(t)+ W (¢) Z' (t)
donc®’(t) — A<I>( )= W( ) ( ) de sorte qué&” est solution de (S) st verifieVt € I Z'(t) = W(t)"'B(t). Sity € I, on
peut choisirZ (t ft B(s)ds. On obtient une solution particelie

=W t)/t W(s)fl(s)B(s)ds:/t W ()W (s) "' B(s)ds

Si on prend comme base de solutigngt) = exp(tA)e; ol (eq, ..., e,) €st la base canonique &', on alW (t) = exp(tA)
et
t
Yo(t) = / exp ((t — s)A)B(s)ds
to

de sorte que la solutiorégérale de (S) est

Y (t) = exp(t4)Xo + / exp ((t — s)A)B(s)ds

to

16.3 Equations differentielles linairesa coefficients constants

16.3.1 Egquation homogne

Soitn > 1 un entier naturelgg,...,a,_1 n nombres complexes f&s ; on posera, = 1. On introduit le polydme
k=n j=r

P(X) = Y arpX* qui se factorise dan§[X] en P(X) = [] (X — \;)™, les); étant dewda deux distincts.
k=0 j=1

On consia@re I'equation diférentielle
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(SP) y(n) + an—ly(nil) 4o+ aly/ + apy = O
L' équationP(z) = 0 s'appelleéquation caraétistique dg£p). Ces racines sont les;, de multiplicie m;.

THEOREME 16.3.1
La solution grérale dgEp) est donée par

j=r

plt) =) eNip;(t)

j=1

olip; est un poly@me quelconqua coefficients complexes,de dégu plusn; — 1.

preuve
o Le syséme diferentiel assoéiesty”’ = AY avec

0 1 0 0
0 0 1 0
A = : . :
0 0 0 1
—ag cc r —p_g —ap_1
12
S0/
et une fonctionp est solution d&€p ssiy = ) est solution d&”’ = AY. Le polyrdme caradristique deA est
(1)

égal au signe @rs au polydbmeP.

e Il résulte de letude faite au paragraphe 16.2.2 que toute solution de censysst de la form& = JZ Y; ol Y;(t) =
j=1

e*it?j(t) les ?j étant des fonctiod — F; C E polynomiales. En prenant la preéné coordonée deY’, on voit que toute

solution de(€p) est de la forme indigee dans Enoné.

e SoitS I'espace des solutions d& . On sait que c’est uff-ev de dimensiom.

e SOitH = Cppp,—1[X] X Cpppy—1[X] X -+ X Cppp, —1[X]. H estunC-ev de dimensionn; + --- + m,, = n. Considrons

enfin 'application® : H — C*(R,C) qui a (py,...,p,) associe la fonction — e ip,(t) + --- + e ip,(t). Cette

application est liaire. On vient de voir qu§ C ®(H). On adimS = n etdim H = n. Le thto®me du rang donne

dim(®(H)) = n — dimker ®. On en @&duitker ® = {0} etS = ®(H) ce qui est prci€ment ce que I'on voulait&montrer.

NB : Une autre preuve de césultat qui n'utilise pas les syshes diferentiels lirgaires ni I'exponentielle de matrices figure
dans le cours d'akpre (chapitreéduction des endomorphismes).

Le theoreme de Cauchy s'applique bien entendu. Pourtpwt R et (ao,...,a,—1) € C™, il existe une unique solutiop
telle quep)(ty) = a; pourd < j <n — 1.

16.3.2 Equation avec second membre exponentielle-poyme

Soienta € C etR € C[X]. On consi@re maintenant &quation

(E) Y+ an 1y 4+ ary + agy = e R(t)
. - . . . k=n . - - -
Si a est racine de Equation caraéristique > a,x* = 0 on noteran sa multiplicie. Sinon, on posg: = 0.
k=0

THEOREME 16.3.2
Il existe une solution paticiédie de (E) de la forme — e**Q(t) ot Q est un polydme etdeg Q = deg R + m. De plus si
m = 0, c’esta dire sia n'est pas racine dedquation caraéristique() est unique.

preuve
La preuve repose sur deux lemmes
Lemme 1
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Soientyy, ...,v» € C et R € C[X] de degé p. On suppose en outrg # 0. L'équationy,y™ + --- 4+ v19 + vy = R
admet une unique solution poymeQ etdeg Q = deg R.

preuve
Si Q est un polydme de ded ¢, 7,Q™ + --- + 4 Q est un poly@me de ded¥ ¢ puisquey, # 0. Si I'équation con-
sideree admet une solution polgyme celle ci est doncéatessairement de dégegala p. Considrons alors I'application
F : Cp[X] — C,[z] qui & un polydme Q associe le polypme F(Q) = 7,Q™ + --- + Q. Sa matrice dans la base
canonique d€,,[X] est triangulaire, leléments de la diagonaigant touggauxay,. C'est donc un isomorphisme @& [ X
sur lui meme. Le polydme R admet un unique aatédent par¥’, ce qui prouve le lemme 1.

Lemme 2
SoitQ € C[X] de degéq et f(t) = e**Q(t). On a, en posanP(X) = X" +a,, 1 X" 1 + .-+ aq.

P+ arfOI@) 4 af () +aof (1) = ‘“Z QW (1)

preuve

=k . )
La formule de Leibnitz donng®) (t) = 3= Cia*~7e**QU)(t). On en @duit (en posant,, = 1)
=0

k=n k=n [j=k
Z akfk(t) _ Z akciak—JQ(J)(t)eat
k=0 k=0 \j=0
i=n [k=n (¢
= e k(k—1)---(k—j+ 1aga®7 Q'()
J=0 \ k=j J:
i=n o
PG )
= ot .'(a)Q(J)(t)
=L

Montrons pour finir que ces deux lemmes impliquent kotame. On cherche une solution deduation de la form¢(¢) =

i=n p() .
e**Q(t). Le lemme 2 montre qug est solution de (E) s€) vérifie ) P]T(o‘)Q(J)(t) = R(t). Compte tenu de laé&finition
j=0 :

(m)
dem, cetteéquation fcrit Z j( )Q(J )(t) = R(t) etle coefficientPT,(a) est non nul. Il ésulte du lemme 1 gqu’il

] m

existe un unique polydme.sS de dege égal au dedr deR tel que Z j( )Q(J)( t) = R(t) & Q™ = S. Par congquent,

] =m

sim =0, Q = S est unique et sin > 0 toute solution @rifie deg Q™) = deg R doncdeg Q = deg R + m.

16.4 Sysémes lireaires d’ordre 2 a coefficients eels

On se donned = ( Z 2 ) € M>(R) et on considre le systme lirtaireZ’ = AZ soit en posanf = ( ZI/ )
7 = ar+cy
(S) { y = br+dy

Une solutiony de ce sysime est une applicatioR — R?, c’esta dire une courbe para@née. On appelle trajectoire le
support de cette courbe paramee. On se propose&udier dans ce paragraphe I'allure des trajectoires des solutions de (S).
La solution nulle a une trajectoiréduitea un point, I'origine. Si la matricel est nulle, toutes les solutions sont constantes et
tout point deR? est une trajectoire. Dans la suite on supposeea 0.

Soient(f, f) la base canonique d%?,(f, f) une autre base? la matrice de passage. Sditune solution du systne (S). Posons
U= ( i,( ) = P~1Z. U verifie deU’ = P~1Z' = P~'AZ = (P~1AP)U. Pour cterminer l'allure des trajectoires de
(S), on peut donc se placer dans une autre base, mieuxéadaphétudiera donc des syshes plus simple¥’ = BY en

choisissant une matricB semblablex A.
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Le polyndme caradristique ded esty 4 (7)) = T? — tr(A)T + det A. Son discriminant vau = (tr(A4))% — 4 det A.
1. Casdet A = 0.

0 1
00
sontX = yot + zg, Y = yo. Les trajectoires sont les droites pagddsa I'axe desX et distinctes de cet axe et les
points de I'axe de<.

(@) tr(A) = 0. A estsemblablé B = . Le syseme assoéisécrit X’ =Y Y’ = 0 donc les solutions

A0
0 0
les solutions sonk () = z¢eM, Y (t) = yo. Les trajectoires sont les points de I'axe dégcasz, = 0) et pour
chaque valeur dg, les deux demi-droites contenues dans la drBite y, d’origine le point(0, yo).

(b) tr(A) # 0. SoitA = tr(A). A est semblablé@ B = ( ) Le syseme assoéiséecritX’ = AX, Y/ =0

2. Casdet A # 0.
(@) det(4) <0

La matriceA admet deux valeurs propresailes, I'une strictement positive, I'autre
strictement Agative. A est semblabl@a B = < f)‘ —OM ) ouA>0,u>0.Les
solutions dans la base correspondante sont @mparX (t) = xoe?,
yoe Mt. On obtient, outre l'origine, quatre trajectoires partierdis, les dem| -axes
de coordonges. Les deux demi-axes d€ssont parcourus de I'origine vers l'infini,
les deux demi-axes desde l'infini a I'origine. Les autres trajectoires ont pour
équation ca#ésienne

x\* /v\* N

() () —1 ou v =y (D)
To Yo X

SiA = pu, c'estadiretr(A) = 0, on obtient des branches d’hyperboles. Chaque trajectoire est contenue dans 'un
des quatre quarts de plan li@ipar les axes de coorddes.

(b) det(A) > 0. Ce cas se subdivise en trois
i A>0ie.tr(4)? > 4det A

A admet deux valeurs propresalles distinctes de @me signe\ et et A est semblabla B = ( 8‘ 2 )
On supposer#u| > |A|. Dans une base ad-hoc, les solutions dugsyst sont
X (t) = zoeM, Y (t) = yoe't. Comme dans le casé@uédent, les quatre demi-

axes sont des trajectoires, le sens de parcaepsntiant du signe commun de

A et u. Chacune des autres trajectoires, autres que le sing{@foest con-

tenue dans I'un des quatre quarts de plan Bspar les axes de coord@ws.

L’ équation caésienne d'une telle trajectoire est
X /A
Y =yo ()
To

avec cette foig/\ > 1. Sur la figure, on a prig& > 0 ety > 0. Si ces nombres sonégatifs, on a les Bmes

trajectoires, mais le sens de parcours est reavers
ii. A=0i.e.tr(4)? = 4det A.

A admet une valeur propre doublell y a deux cas :
A0
0 A
sontX = zoeM, Y = yoeM. Les trajectoires sont toutes les demi-droites issues de I'origine, parcourues de
I'origine vers l'infini si A > 0 dans I'autre sens sinon.

e A n'est pas diagonalisable.

e A est diagonalisable, donc semblaBl& = ( ) Dans la base des vecteurs propres, les solutions
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R A
Elle estsemblabla B = 1 g . Le syskme, dans la nouvelle base a pour
solutionsX (t) = zger, Y = yoet +tzge?t. Outre l'origine, on obtient deux
trajectoires particudires, les demi-axes desparcours de I'origina l'infini
si A > 0, dans l'autre sens sinon. Les autres trajectoires ont pquation ) 7

carésienne v x v —
y=Lx i npmt
Zo A )

A<Oietr(4d=)?<4detA

A admet deux valeurs propres complexes corg@gunon &ellesA = s +

iw A = s —iw avecw # 0. Il existe P € GL(2,R) telle queP~1AP =
s —w 0 -1 i
= = = |
B < w < ) sly + wJ avecJ ( 1 0 ) (le vérifier 1). On ﬁ /
coswt —sinwt

_ ts _ ts ’
aexp(tB) = e exp(twJ) = e ( sinwt  coswi .(c.f. 'exmeple 16.1.1).

Dans la base d&2 formée par les colonnes de, les solutions du sy8me

s'écrivent doncX (t) = e'*(zg coswt — yosinwt), Y (t) = e'*(zosinwt +

Yo coswt). En posanty+iyo = roe’, il vient X (t)+iY (¢) = roetset(@t+bo) %)
Pours = 0, i.e. tr(A) = 0, les trajectoires sont des ellipses de ceiilre

sinon on obtient des spirales. (Si on muR# d'un produit scalaire telle que

la base forngee des colonnes d@ soit orthonornge, les courbes obtenues sont

préciment des spirales logarithmiquesgaqiiation polairep = Ke*? avec
K =roe=0/v k= s/w).
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17

Equations differentielles

17.1 Sysémes d’'ordre 1

17.1.1 efinitions
SoientQ2 un ouvert non vide d& x R? et F' : ) — RP une application. On conside I'equation diférentielle

(E) X' =F(t,X)

Une solution de (E) est un coup{é, ¢) ou I est un intervalle non trivial d& et » une application @rivable del dansR?

vérifiant
Viel (t,e(t) e
{ Vtel ¢'(t)=F(to(t))

On dira aussi que est unel-solution pour signifier quél, ¢) est une solution.

Si (I, ) et(J, ) sont deux solutions, on dit qud, ) prolonge(I, ) sil C Jetvt € I ¢(t) = o(1).

Une solution(1, ) est dite maximale si toute solution qui la prolonge lui @gale. Autrement dit(/, ») est une solution
maximale si c’est une solution et si il n’existe aucune solutidn)) avecl C J ety (t) = o(t) pour toutt € 1.

Remarquons que # est continue (resp. de classé), toute solution de (E) est de clagsé (respC*+1).

On appelle donge initiale pour le proldme de Cauchy un poirity, Xo) € Q. Le probEme de Cauchy pour cette d@mn
initiale consistex chercher les solution(d, ¢) avect, € I etp(ty) = Xo.

17.1.2 Theoreme de Cauchy-Lipschitz

THEOREME 17.1.1 (Unicité locale)
Soient) un ouvert non vide d& x R?, F : Q — RP une application de clas€g'. Soient(I,¢) et(J,v) deux solutions
telles quedty € INJ @(to) = (to). AlorsVt € INJ Y(t) = o(t).

THEOREME 17.1.2 (Existence et unicié d’'une solution maximale)

Soient) un ouvert non vide d& x RP, F : Q — RP une application de class&* et(ty, Xo) € Q.

1. Il existe une solution maximald, ¢) de (E) telle quep(ty) = Xo.

2. Soit(J,) une solution de (E) telle qug € J ety (ty) = Xo. OnaJ C I ety = |;. En particulier il n’y a qu’'une
solution maximale &rifiantp(to) = Xo.

3. LintervalleI de cEfinition de la solution maximale est ouvert.

Voici une methode d'usage s fiequent pougétudier l'intervalle de éfinition d’une solution maximale. Nous l'utiliserons
dans les exemples qui suivent.
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PROPOSITION 17.1.1

SoientF : Q — RP de class€! ety : J — RP une solution de (E)é&finie sur un intervalle ouvest =)o, 5[ avecs < +oo.

Supposons qu’existla-;rrb (), soit et que(B, ) € Q. Alorsiy se prolonge en une solution sur, 3] et par conéquent)
r—r

n’est pas une solution maximale.

On a bien entendu uenon& analogue pout.

preuve
Notons d’abord que pour € J, (z,v(z)) € Q donc si la limite de en 3 existe, on a toujour§s, A) € €. Ici, on suppose
que(B,\) € Q. Notons? le prolongement d& a J’ =]«, 3] défini par®(8) = \. ¥ est continue suy’.

Pourz € J, on ay’(z) = F(z,¢(z)), doncF étant continue ef)3, A) (c’est ici qu’on utilise le fait que ce point est daf},
on ali_}rnﬁ Y (z) = F(B,\). On sait que I'existence de cette limite implique questC! surJ’ et que¥’(8) = h—% Y'(z) =

F(B,\) = F(B,¥Y(8)). Par congquent¥ est bien une solution de (E) suf qui prolongey.

Notons que I'hypothse(3, A) € Q2 est automatiquemenérifiee siQ = R x R?,

17.2 Equation differentielle scalaire du premier ordre

C'estle cap = 1, Q est un ouvert d&®? et F' : @ — R. Si(I, ) est une solution, le graph®, = {(z, ¢(x)) ; = € I} est
contenu dans§) et s’appelle une courbe igrale de equation diférentielle (E). Si’ est de class€!, il résulte du tBoeme
de Cauchy Lipschitz que deux courbesales distinctes asséeisa des solutions maximales ne se coupent pas.

Nous allons sur deux exemples montrer comment utiliseBleime de Cauchy-Lipschitz pourgoudre unéquation diferentielle
ou pour obtenir I'allure des courbesé&grales.

17.2.1 Etude de léquationy’=xsiny

1. On a2 = R? et F(x,y) = zsiny. La fonction F' est de class€ sur Q donc le tleoeme de Cauchy-Lipschitz
s’applique pour toute condition initiale:g, yo).

2. Pourtoutk € Z, la fonction constante, : R — R, cx(x) = kr est solution de (E),&cessairement maximale.

3. Montrons que les solutions maximales sosfimies sufR tout entier.
Soit (I, ¢) une solution maximale. On sait queest un intervalle ouvert, soit =]«, 3[. Montrons par I'absurde que
8 = .
Supposong < oo et soitzg € I. Pourz € [zg,08[on al¢’(z)] < |z| < C = max(|zgl,|H]). La fonctiony est de
classeC? sur[zg, 3] et a une @rivée boriee. Elle se prolonge donc par contiéuén3 : ¢(x) a une limite finie\ quand
x tend vers3. Comme(3,\) € Q = R2, ¢ se prolonge (proposition 17.1.1) en une solution|atB] ce qui contredit
le carackre maximal dep.

On demontre de la @me margére quer = —oo.
Il en résulte que toute solution maximale eéfidie en 0, donc que pougterminer toutes les solutions maximales, il
suffit de determiner celles quiérifient une condition du type(0) = yo.

4. Toute solution maximale est paire.
Soity : R — R une solution maximale et(z) = ¢(—z). On ay/(z) = —¢/(—z) = —[(—2)sin(p(—2))] =
xsin((z)) doncy est aussi une solution maximale (c&fidie surR ). Mais ¢(0) = ¢(0) donc par le teoeme
d’unicité Vz € R ¢(z) = ¢(x).

5. Sip est une solution maximale, il en est démme de la fonction: — ¢ (z) 4+ 2k pourk € Z et de la fonction—¢.
Notons alorsp,,, la solution maximale qui prend la valeyy en0. On ceduit de ce qui @Feede quep,, +2kx = @y, +2km
et quep_,, = —¢,,. Par conéquent, pouétudier les courbes iagrales autres que les droitegqliationsy = k7 on
peut supposed < y, < .Les autres s'en&tuiront par les translations de vecteitrj éventuellement suivie d’'une
symeétrie par rappora I'axe dese.

6. Allure des courbes iggrales.
Soity = ¢,, avecl < yo < w. Les courbes imgrales de deux solutions maximales distinctes ne se rencontrenet pas,
doncy ne peut pas prendre les valeurs @etl résulte du ttoeme des valeurs integdiaires qu&z € R 0 < p(z) <
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7. Doncsin[p(x)] > 0 pour toutz € R. Par congdquentVz € R, ¢'(z) > 0. ¢ induit une bijection strictement
/
croissante dé), +oo[ sur un intervalldyg, A\[ avecA = lim ¢(z) € [yo, 7]. Mais on ax’ = _P@) donc
T—>00

sin[p(z)]
/z tdt _ /z @l(t) g = /Lﬂ(x) du
0 o SN (1) v Sinu
du

Lorsquez tend+oo, le premier membre tend vers l'infini, donc I’Ergralef;0 Sna
Donc sur|0, +ool, ¢ croit deyg aw. Par parig, sur] — oo, 0], ¢ décroit der ayo.

diverge. Par coregquent\ = .

7. Résolution compite.
Dans cet exemple, on peut calculer coatpment la solutiop = ¢,,,. Supposons < yo < 7. On a vu quesin(yp(z))
ne s’annulait pas. On a donc

donc en ingégrant de Gz

z? [T () p(z) Yo
R —= =1 -1 =
Vx € 5 /o sin (1) dt =1In (tan 5 ) n (tan 5 )

On en @&duittan "%&Q = tan %0 e”"/2 et comme) < T‘p@c) <%
¥y, (x) = 2arctan (tan %6$2/2)
Les autres solutions sont les fonctiang + 2km, —p,, + 2k7 et les fonctions constanteg = k.

L' équationétudiee est un exemple &juationa variables 8parables. Unéquationa variables 8parables est unequation
qui peut sécrire, sousé&serve d'une discussion plus ou moins comg@#gusous la forme(y)y’ = u(x) ol u etv sont des
fonctions d’une variable.

17.2.2 Etude de lequationy’=exp (xy)-1

Consicerons lequation diferentielle

(E) Yy =e"—1

1. Q = R?% F:Q — R définie parF(z,y) = e*¥ — 1 est de class€! surR?. Le theoeme de Cauchy-Lipschitz
s’applique en chaque point.
Par ailleurs, il est clair que la fonction nulle est solution RBurll en résulte que toute autre solution maximale est soit
strictement positive pour tout, soit strictement @gative pour tout.
Soity : I — R une solution maximale. Sait = —I = {—z ; z € I} ety : J — R définie par)(z) = —p(—z). Ona
Y (z) = ¢ (—x) = e=2)¥(=2) _ 1 = ¢2¥(*) _ 1 doncy est aussi une solution de (E). Oérifie facilement qu’elle est
maximale. La courbe iggrableC, est synétrique deC', par rappor 'origine.
On peut donc se limite I'étude des solutions maximalavaleurs dang* .

2. Soity : I — R une solution maximale de (B)valeurs strictement positivegy () est du signe de, donce®#(*) — 1
aussi. Par corggjuenty est croissante surn [0, +oo[ et cécroissante sufn] — oo, 0].
D’autre part, en @rivanty’(z) = e*#(*) — 1 on obtienty” (z) = e"?(*) (z' (x) + ¢(z)). Maisp(z) > 0 etzy’(z) > 0
d’apres ce qui pecade.
Donc, toute solution strictement positive de (E) est strictement convexe sur

3. Etude de l'intervalle deé&finition d’'une solution maximale.
SoitI =]a, §[ I'intervalle de ckfinition de | solution maximale strictement positigeOn a—oco < a < 8 < +oo.
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(&) Montrons d’'abord que: < 0. Supposons le contrairea > 0. Alors ¢ est croissante suf. Etant positive,
elle aurait une limite finie ea. En utilisant le rasisonnement fait dans la preuve de la proposition 17.1.1 on voit
qu’on prolongey en une solution de &quation diferentielle sufc, 5[ ce qui contredit le fait que la solution est
maximale. Donex < 0.

(b) Montrons que3 > 0. Supposons le contraire : on a doreo < B < 0. I C R_ doncy est dcroissante sur
1. Etant positive, elle admet une limite finie n Comme peccdemment, on enéadiuit quep se prolonge en une
solution surf — «, 3]. Contradiction.

(c) Montrons quex = —oo. Soit.J =]a,0[. Sur cet intervalle non vide;p(z) < 0 donc—1 < e*#®) —1 < 0
soit—1 < ¢'(z) < 0. Linégalie des accroissement finis dongéz) — ¢(0)| < |z| donc|e(z)] < |¢(0)] + |=].
Supposong: > —oo. Alors, pourz € J on ale(z)| < |¢(0)] + |a|. ¢ est ccroissante suf et majoée. Elle
admet donc une limite finie ema. On en @duit comme fFcdemment que I'on peut prolongeren une solution
définie sur|a, [ ce qui contredit le fait que est une solution maximale.

Conclusion : Nous avons mogtgue l'intervalle de éfinition d’'une solution maximale strictement positive est de
la forme] — oo, B[ avecl < 5 < +oo.

(d) Nous allons montrer qu& < oo en comparanp avec la solution d’'une autéguation diferentielle., est cfinie
en0. Posongjy = ¢(0) > 0.

2 - - 2?p*(z)
Pourt > 0 on ae’ — 1 > 4. Sur0, 8] la fonctiony est positive dong' (z) = "#(*) — 1 > ==~
Consicerons Iequation diferentielle

’ X
(E) =Y

Le theoreme de Cauchy Lispschitz s’applique en tout poinRdé (E’). D’autre part la fonction nulle est solution,
donc la solution maximale de (E’) qui prend la valggr= ¢(0) en 0 ne s’annule pas. Ell€kifie donc

Y'(z) 2?
Y2 (z) 2
donc en inkégrant de Gz
1 1 x3 . 60
— - =— dou T)=—""—
Yo Y(z) 6 ¥(@) 6 — yox®
La solution maximale de (E’) qui prend la valewyen O estdong : I’ - Rou I’ =] — oo, to [ avecty = {/ %
Proposition
Pourz €]0, 8[NI" on ap(x) > ¥ (x).
preuve

On a d'abordp(0) = (0) = yo, ¢'(0) = ¢'(0) = 0 ety”(0) = yo > 0 = ¢"(0). Au voisinage de 0, on a donc
o(z) —P(x) ~ B a?. Par condquent, il existe) > 0 tel qued < x < n = ¢(x) > ¥(x).

Supposons l'affirmation de la proposition fausse. Désge tleoeme des valeurs integdiaires, 'ensemblé’ =
{z €]0,8[NI" | p(z) = ¢(x)} est non vide. Il est minérparn. Il admet donc une borne iafieure¢ > 7.
D’autre part, il est ferla dans| 0, 3 [NI’ donc¢ € F. Par congquent, on &(¢) = (¢). Sur]0,{[, ¢ — ¢ ne
s’annule pas. Comme elle est positive $0rn [, on avz €]0,( [, ¢(z) — ¥ (z) > 0.

Onay(¢) = ¥(¢) ete(0) = 1(0) ; d'apres le tieoeme de Rolle, il existe une |0, ¢ [ tel quey’(c) —¢'(c) = 0.

Mais
A (e)  PY3(e)

0
2 2

o) - o) = ew@ —1- L

carp(c) > 1(c) > 0. Contradiction.
On en eduit ques < to. En effet, supposons le contraire. Algssest continue emy et on ay(z) < ¢(x) pour
0 < z < to ce qui contredit le fait quelintl P(x) = 0.

T—1to
Finalement on a mor#érque l'intervalle de dfinition d’une solution maximale strictement positivede (E)était
de la forme] — oo, B[ avec) < 8 < oo.

Commey est croissante sup, 3[, ¢ admet une limiteA € [yo,+o0] en 3. Si cette limiteétait finie, ¢ se
prolongerait en par contin&teng, puis par un argumentégh cétaillé en une solution de (E) sbr oo, 3] ce qui
est impossible puisqug est une solution maximale. Donn% o(x) = +o0.

z—

4. Pour terminer, nous allons montrer que la courbegraleC,, admet une asymptote oblique quarntend vers—oo.
D’abord, ¢ est decroissante suR_ donc pourz < 0 on ag(xz) > yo = ¢(0) > 0. Donc lim zp(x) = —oo et
T—>—00
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¢ (z) = e*#(®) — 1 tend vers-1.
Ensuite, on & (z) +z = y0+f0 '(t)+1)dt = yo+ [ "¢ da mais pourt < 0, te(t) < tyo doncd < ef?() L efvo.
On en eéduit que I mégralef ¢(®)dt converge. Par coguenty(z) + = a une limite finie quand tend vers—oo

ce qui prouve qué€, admet une asymptote obliqueeduationy’ = —X + C o C = yo — ffoo et? () dt.
La figure ci dessous donne I'allure des courbesgrales de Bquation (E’).

m//

)
S

17.3 Equations scalaires du second ordre

17.3.1 eréralités
Soit) un ouvert deR3 et f :  — R une application. On consige I'equation diférentielle du second ordre

(E) v = flz,y,9)

DEFINITION 17.3.1
SoitI un intervalle non trivial d&. Unel-solution de (E) est une applicatign: I — R deux fois @rivable telle que

{ Ve el (z,¢(z),
Veel ¢'(z)=

¢'(x)) € Q
f(z, 0(z), ¢ (z))

Si f est continue (resp. de clasSé), toute solution est de clas§® (resp.C*+2).

Si (I, ) et(J, 1) sont deux solutions, on dit qyd, ) prolonge(I, p) siI C J etV € I (t) = ().

Une solution(Z, ) est dite maximale si toute solution qui la prolonge lui@sdle.

On appelle donge initiale pour le pro@me de Cauchy un poiftiko, yo, v,) € Q. Le probBme de Cauchy pour cette dé@en
initiale consistex chercher les solutiond, ¢) aveczy € I, o(xo) = yo €ty (xo) = y;-

Soit f :  — R. Définissons une applicatiafi : Q — R? en posant(z, (y,2)) = (2, f(x,y,2)) et consi&rons le sygtme

Y

différentiel d’ordre 1 assoel F'. En posant/ = ( S )ce syséme sécrit

(S) U' = F(z,U)
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c'esta dire
(v
Z = f(myy’z)

Il estimmédiat que sU est solution (resp. une solution maximale) de ce&systsur un intervallé, la premére composante
y deU est solution (resp. solution maximale) de (E) et inversement quest une solution (resp. une solution maximale) de

(E), la fonctionU = :;, est solution (resp. une solution maximale ) de (S).

Le probEme de Cauchy pour (E) asseéila donte initiale(xo, yo, y;) correspond au probine de Cauchy pour (S) avec la
donree initiale(zo, (yo,y5). CommeF C! < f C! on en duit

THEOREME 17.3.1 (Existence et unici€ d’une solution maximale)

SoientQ un ouvert non vide d&3, f : Q — R une application de class&' et(xo,yo,y)) € Q.

1. Il existe une solution maximald, p) de (E) telle quep(xo) = yo, ¥ (x0) = y}-

2. Soit(J,%) une solution de (E) telle qua, € J ety (zo) = yo ety (zo) = yy. OnaJ C I etyp = ¢|;. En particulier il
n’y a qu’une solution maximaleérifianto(xo) = yo, ¢’ (x0) = yj-

3. LintervalleI de cEfinition de la solution maximale est ouvert.

La proposition 17.1.1 devient

PROPOSITION 17.3.1

Soient) un ouvert deR3, f:Q — R de class€'"* ety : J — R une solution de (E)&finie sur un intervalle ouvest =)o, 3|
avecl < +oo. Supposons que les fonctiopset ¢’ aient des limites finiex et\' quandr tend vers3 et que(5,\, \') € Q.
Alors se prolonge en une solution sur; 3] et par conéquent) n’est pas une solution maximale.

Notons que sp’ a une limite finie\" quandz tend verss3, ¢ a automatiquement une limite finie quandend verss.

17.4 Champs de vecteurs

17.4.1 Gnéralitées

DEFINITION 17.4.1
SoitU un ouvert déR?. Un champ de vecteurs strest une applicatiol’ : U — RP.

Intuitivement, il faut pensea un champ de vecteurs commeine application gua un pointM € U, consid&ré comme sous
ensemble de I'espace affif®® associe un vectedr (M) de I'espace vectoriel assécique I'on repgsenterait comme un
vecteur "lié” d’origine M.

Etant don# un tel champ, on peut chercher les courbes panéest — ~(¢) a valeurs dan# telles que pour chaque valeur
det, le vecteur vitessg’(t) soitégal au champ de vecteur en ce point ce qui coraliéquatiom’ (t) = V (y(¢)).

A un champ de vecteufd : U — R? on associera donc I'ouveft = R x U deR x RP, I'applicationF' : Q — R? définie par
F(t,X) = V(X) etI'équation diferentielle

(S) X'=F(t,X)=V(X)

Une telleéquation, @ le second membre ne&edend pas de est dite autonome. $ : I — RP est une solution, on a par
définition p(¢t) € U pour toutt. Notons que sp : I — RP est une solution, pour touéela I'applicationy, : I + a — RP
définie parp,(t) = ¢(t — a) est aussi solution. Si la preéne est une solution maximale, la seconde aussi. lésulte que
I'on pourra dans Btude du prokime de Cauchy eftq, X) se limiter au casoty = 0.

Si le champ de vecteurs est de cla€8e le theoeme de Cauchy-Lipschitz s'applique. On obtient donc

THEOREME 17.4.1

SoitV : U — RP un champ de vecteurs de classeet X, € U. Il existe une solution maximale unique: I — U telle que
»(0) = Xy. L'intervalle de cfinitionI de cette solution est un intervalle ouvert.

La solution maximale, telle quep,(a) = X, est ééfinie sur l'intervallel + a = {s+ a ; s € I'} parp,(t) = ¢(t — a).
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On appelle orbite du champ de vectelrse support d’une solution maximale congiéle comme courbe pard&treea valeurs
dansU : si (I, ¢) est une solution maximale, I'orbite correspondantegst= {o(t) ; t € I'}.

THEOREME 17.4.2
SoitV : U — RP un champ de vecteurs de classe Deux orbites distinctes dé ont une intersection vide.

preuve
Soient(I, ¢) et (J,v) deux solutions maximales telles qag, N Cy, # (. Il existe doncty € I etsy € J tels quep(ty) =
¥(s0). SoitXog = ¢(to) = ¥(sp). SoientJ’ = J +tg—so = {s+1to—so; s € J}. Soitd : J — U définie par
Vz € J 0(z) =¢(z+ s — tp). Ceciaun sens puisquet sg — to € J dés quer € J'. D’une partty € J' et d’autre part
6 est une solution maximale de (S) qunifie 8(ty) = ¥ (so) = ¢(to). Par unicié des solutions maximales du preéfiie de
Cauchy pour la dor&e initiale(to, Xo) on en @duitJ’ = I etd = ¢. Dela on voit facilement qué€’, = Cy.

Comme tout pointX, de U appartientr une orbite, celle de la solution maximale passanffipau temps 0, les orbites dé
forment une partition d& et la relation entre points dé "appartenira la meme orbite ” est une relation@fjuivalence.

Remarque
Soit X € U tel queV (Xy) = 0. (On dit queX, est un £ro du champ de vecteutd). La solution maximale passant p&p
au temp9) est la fonction constante— X, définie surR. L'orbite d’'un z&ro deV’ est donc un singleton.

Exemple
PrenonsU = R? euclidien etV défini parV (z,y) = (—y,x). Le syseme assoéi est lirgairea coefficients constants. |I

4 J—
s’écrit( I, ) = J( v ) avecJ = ( 0 L ) Les solutions maximales sonéfihies surR part — ( z(t) ) =
y y 1 0 y(t)

exp(tJ) ( zg . En passant aux affixes complexes, on obtight = e*'z,. Les orbites sont I'origine,&o du champ, et les

cercles de centr® parcourus dans le sens direct.

17.4.2 Exemple

L'exemple qui suit illustre les nombreuses techniques qui permetétate qualitative des solutionsadjuations diférentielles.

Soita > 0. On consi@re le champ de vecteurgfihi surR? parV (z,y) = (X (z,v), Y (z,y)) avecX (z,y) =y, Y (z,y) =
x(a? — z?). Le systme assoéi est

r =y
s) {8 2 e

1. V est de class€> surR?. Le theoreme de Cauchy Lipschitz s'applique en chaque peigtzo, yo) € R? et les solutions
sont de class€ .

Les £ros du cham” sont les point£(0, 0), A(a,0), A’(—a,0). Les applica-

tions constantego : t — (0,0), pa :t — (a,0) etpar 1t — (—a,0) sontdes  » A A A 7 > o VYL
solutions @finies suR. f A A VR
_ _ _ ¢¢¢¢ﬂ2$%%xwww
2. Soity = (x,y) : I — R? une solution maximale. Ona&’ = ¢’ = x(a?—x?) PAL P 5 NIRRT
donc2z’z” —2xz'(a? — x?) = 0 donc la fonctiont — z/2(¢) — a%? t)—i—%m‘l(t) 1 1 1 1 2 THTSU UL
A =~ >
est constante sur. N U»?WW
Remarque 1112stéziiij
Ceci est une propete trés ¢gerérale : consiérons uneequation diferentielle de la forme NN z TS ULy
z” = f(z) ol f est de class€* sur un ouvert dR. Si F est une primitive def, la AR e: : ¢ bbb
fonction 122 — F(z) est constante pour toute solutigtomme on le voit sans peineen 4 4 4 x_ L
Srivant. TETC vy
dérivant. PMAANC L
Une telleéquation est appetéquation de Newton. On la rencontre souvent @samique : PAARL L Ll
soit W un ouvert deR? et U : W — R une fonction de class€? (potentiel). Le
mouvement d’une particule de massesoumisea la forcef = —VU a pouréquation
maz” (t) = —VU((z(t)). Elle décrit donc une trajectoire — z(t) ou = est solution de Bquation diferentiellemz” = f(x). Le long de
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cette trajectoire, la quaﬁ%mac’2 + U(x) est constante. C'estdhergie totale de la particule, le teriti¢z) étant I€nergie potentielle et le

termelma’ I énergie ciktique. Dans I'exemple] = 1, f(z) = z(a® — 2*) etU = —F est une primitive de- f.

Soit® : R? — R définie par®(z,y) = y* + % (2% — a2)2. Pour toute solutiop = (z,y), la fonctiont — ®(x(t),y(t))
est donc constante. Cette constante ésensairement un nombre positif. Pour des raisons pratiques, nous mettrons cette
constante sous la forme:* avecu > 0. Nous noterongZ,, la ligne de niveau

B, = {(x.y) € B | B(z,y) = pa'} = {<x,y> € R?

1
5(302 —a?)? 42 ZMG4}

L'ensembleFE, est forneé des trois @ros du champs de vecteurs.

3. Pour touty > 0, 'ensembleE,, est compact. En effet, il est fefrcomme imageétiproque dg{pa’} par I'application
continue® et manifestement boén

Montrons que ceci implique que toutes les solutions maximales &dimies surR. En fait, on va montrer la proposition
suivante qui araliore le esultat 17.1.1

PROPOSITION 17.4.1
SoientU un ouvert d&R?, V : U — RP un champ de vecteurs de clagseet K un compact contenu dabs Soity : I — U
une solution maximale dedfuationX’ = V(X) telle quevt € I ¢(t) € K. AlorsI = R.

On resume cette proposition en disant que si une solytioa sort pas d’'un compadf, alors elle est éfinie surR tout entier.

preuve
Soity : I — RP une solution maximale tele qug(t) € K pour toutt € I. Posond =]a, 3| et supposons par exemple
B < oo. MunissonsR? d’une norme|| ||. Soit M tel que||V (x)|| < M pour toutz € K. Un tel M existe car la fonction
continuez — ||V (z)|| est majoee sur le compadk. Pour toutt € I on a||¢’(t)|| = ||V (¢(t)]| < M doncsis,t € Tona

le(t) = @(s)]| < Mt — s

Il s’ensuit que pour toute suitg,,) de points de/ de limite 8, la suitey(t,,) est de Cauchy donc converge. (C’est ici qu'on
utilise I'hypotheses < o : si (¢,,) tend vers3 la suite(t,,) est de Cauchy). On sait que ceci implique ctlu% ©(t) existe. Si
—

A désigne cette limite, on & € K car K est ferng, donca fortiori A € W. On peut alors appliquer la proposition 17.1.1 et
conclure quep se prolonge en une solution sp, 3].

4. Soity = (z,y) : R — R? une solution.

e Pour touttg, t — o(tg + t) est solution suR.

e t — —(t) est solution suR.

e ¢ définie pary(t) = (x(—t), —y(—t)) est solution suR.

—y(=t). lvientz)(t) = —z(—t) = —y(—t) = y1(¢) et

Montrons le pour la der@re : posong(t) = z(—t) ety (t) =
d’ou la conclusion.

vi(t) =y (=t) = z(=t)[a® — 2(=t)’] = 21 (t)[a® — 2(1)]

5. Allure des ensembleB,, poury > 0.

E,, est la éunion des graphes des fonctions+ :I:\/ua4 — 2(2? — a?)2. L étude est facile. Lensemblg, admet les deux

axes de coordor@es comme axe de sytnie. |l y a trois cas :

1L.O0<pu< %
E,, est eunion de deux courbes feems syrtriques par rappoé I'axe desy. Chacune de ces courbes est compacte.
Nous les noteronél,jr etC, . Dans ce casy, rencontre 'axe des en quatre points, d'abscisses /1 + /2.

2. u= %
E,, alaforme d’un "huit”. L'origine est un point double, les tangerad®rigine sont les droites équationy = tax.
Nous noteron$' = {(z,y) € Ey/2 | = > 0} etT'_ = {(x,y) € Ey/2 | * < 0} de sorte qué’; ), =T, U{O}UT_.
E s, rencontre I'axe des aux point d’abscissesa/2 et enO.

3. u> %
E,, est une courbe ferée. Elle rencontre I'axe desaux points d'abscissesa+/1 + /2. Voir plus loin l'allure de
ces ensembles.

6. Orbites del/
Nous allons prouver legsultat suivant :
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Les orbites dé sont

1. les singletongO}, {A}, {A'}.

2. les courbe¥  etI'_.

3. Toutes les,, poury > 1/2

4. Toutes les courbes” etC; pour0 < p < 1/2.

De plus, dans les cas 3. et 4., les solutions sénbgiques.

Commencons par urésultat gréral

PROPOSITION 17.4.2
SoientU un ouvert d&RP, V : U — RP un champ de vecteurs de classt ety : R — U une solution (écessairement)
maximale de equationX’ = V(X). Supposons qute_lg? ©(t) existe, soip et quep € U. Alorsp est un £ro deV'.

preuve
Supposond/(p) # 0. Alors 'une des composantes d&(p), par exempleX;(p) est non nulle. On a, en posapt =
(p1,---59p)s @1 (t) = X1[e1(t)], donc lorsque tend vers Tinfini, ¢} (¢) tend versX;(p) # 0 carp € U. Mais c’est un
résultat classique d'analyse que ceci impIictiim ©1(t) = +oo le signeétant celui deX; (p). Contradiction.

(oo}

Soientzy > 0, g # a, mg = (w9,0). Soity = (z,y) : R — R? la solution telle quep(0) = mo. Posonsuy =
ﬁ(x% — a?)? de sorte queng € E,,,. OnaalorC, C E,,.

lercas: g > av/2i.e. o > 1/2.

Onadoner(0) = g, y(0) = 0, y'(0) = xo(a® —x3) < 0. Par condquenty(t) est strictement
négative pout > 0voisinde 0:3n >0 0 <t <n = y(t) <O0.

e |l existet > 0 tel quey(t) = 0. Supposons le contraire. Alorst > 0, y(t) est de
signe constant, donc strictemerégatif d'apes ce qui peeede. Dez’ = y on deduit quez
est strictement &croissante. Maigz(t),y(t)) € E,, compact, donec(t) est minoé et par

congquent a une limite finia quand¢ tend vers+oo. Ory(t) = —\/ua‘l — 3(z%(t) — a?)?
doncy(t) a aussi une limite finie'. V¢ (z(t),y(t) € E,, = (\,X') € E,, = E,,,, D’aprés la proposition 17.4.2), \') est
un z&ro deV ce qui est impossible cdf,,, ne contient aucunézo deV. D'ou I'existence d'urt tel quey(t) = 0.

e SoitT = inf{t > 0 | y(t) = 0}. Cet ensemble est fedrdans[n, +oo[ donc dansR doncy(T) = 0 etT > 0. Sur
10,T[ ' = y est strictement &gatif. La fonctionz est strictement&kcroissante done; = z(T') < z,. Le point(z1,0)
appartienta E,,, doncz,; = —zo. La fonctionz induit une bijection strictementédroissante dé), 7' sur [z, zo]. Donc

@([O’T]) = {(CL‘, y) € EHO ‘ Yy < 0}

e Posong)(t) = (z(2T —t), —y(2T —t)). D'apres le point 4., c’est une solution du gste. On a)(T') = (z(T), —y(T)) =
(z1,0) = o(T). ¢ ety sont deux solutions sk du syséme qui cincident pourt = T'. Par unicié, elles sonégales, donc
Vit € R (t) = ¢(t) soit

(0 VteR (2T —t) ==(t), —y(2T —t) =y(t)
On en eéduit d’'abord que I'ensemble([T, 2T']) est le synétrique par rappoi I'axe des: dey([0,T")]. Donc

2(0,2T]) = E,,, doi C, = E,,

Ensuite, Iégalié (1) a lieu pourt = 0 ce qui donnex(0) = z(27) ety(2T) = —y(0) = 0 = y(0). Les fonctiong — ¢(¢) et
t — ¢(t + 2T) sont donc deux solutions du sggte qui cincident poutt = 0. Donc elles sonégales. La fonctiog est donc
2T-périodique. (N.B. C4" dépend bien entendu dg).

2eme cas a < zo < av/2i.e. g < 1/2.
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Le raisonnement est exactement |éme que dans le premier cas en remplacant I'ensemble

compactE,,, par I'ensemble compa&;“o. Le pointm, appartienta cet ensemble et(R) est :

connexe et contenu dats,, donc est contenu dar@jﬂ. On a toujourg/’(0) < 0 et pour les :

mémes raisons il existe> 0 tel quey(t) = 0. On c&finit encorel’ = inf{t > 0 | y(t) = 0}. xlwo
On a alorsz(T) = =z, ou cette foisz; = a(l — v/2uo) (€tzo = a(l + /2pp). On conclut :

comme ci dessus qug, = C:[O et quey est geriodique de priode2T.

Troisieéme cas xo = av/2 doncpy = 1/2.
e L'ensemble connexg(RR) est contenu dans, ;, et ne contient pas le point (carO est une orbite). Dong(R) C T',.

e Montrons qué/t > 0 y(t) < 0. On suppose le contraire et ogfthit T = inf{t > 0 | y(¢) = 0}. Comme dans les autres cas,
x décroit strictement sup, T'] etx; = z(T) < zo. Le point(xy,0) est sul'* N (Oz) et distinct dem, ce qui est impossible
car cet ensemble estduitamgy. D’ou la conclusion.

e La fonctionz décroit surR™ et est minoge. Elle admet donc une limite finke> 0. Comme
y(t) = —y/a?x? — z4/2 on en eékduit quey(t) admet aussi une limite fini¥ quandt tend vers
l'infini. D’apreés la proposition 17.4.2\,\") est un &ro deV. On a donc(\, \') = (0,0)
ol (A, \) = (a,0). Mais (\,\) € T4 donc(\, ) # (a,0) et par congquent(\, \') =
(0,0).

e On peut alors conclure : on@R") = {(z,y) € I'y | y < 0}. La fonctiony(t) =

(x(—t), —y(—t)) est solution de (S) eb(0) = my. Doncy = ¢ soitVt € R x(—t) = z(t) et

y(—t) = —y(t). On en @duit quep(R_) est le synétrique par rappor Oz de p(R ) donc

quep(R) =T'y.

Enfin, sip est solution,—¢ aussi donc les syatriques, par rappoé I'origine des ensemblesgnédemment trou®s sont aussi
des orbites. Le syatrique deE,, poury > 1/2 est lui méme. Le syrétrique deC,} estC,, et le synétrique del", estl’_ ce
qui acteve la preuve.

Remarque : On obtient du&me coup lesasultats concernant les solutions degliation diférentiellez” = x(a? — 22). En
effet, une fonction: est solution de cettequation ssi c’est la preirie coordon@e d’une solutiorp du syséme (S). On a donc
1. Toutes les solutions de ceétquation sont &finies suiR-

2. Les fonctiong — 0, t — +a sont des solutions.

3. Il existe une solution), paire croissant de &a+/2 lorsquet varie de—oo & 0, puis @croissant jusq& 0 quand varie de 0
a+oo.

La fonction— est aussi solutions.

4. Toutes les autres solutions sostipdiques.

La figure ci dessous donne l'allure des orbites du ch&mp
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