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Series numeriques

1.1 Genéralites sur les éries

K désigneR ouC.

1.1.1 Definitions

Soitu = (uy)n>0 Une suite Rléments d&. On appelle &rie de terme @réralu,, la suiteS,, (v),>o telle quesS, (u) = > uy.
k=0
La <trie est dite convergente (resp. divergente) si la stjjfe:) est convergente (resp. divergente). @it souvent la&rie

Yu,, pour la €rie de terme gréralu.,, ceci sans @uger de la convergence ou de la divergence déria.s

La quantié S, (u) s’appelle la somme partielle de large. Sila &rie converge la limiteS(u) de la suiteS,,(u) s'appelle la
somme de laé&rie et se not&(u) = io: ug OU Y ug. Dans ce cas, la défenceR,, (u) := S(u) — S, (u) s'appelle le reste
d’'ordren de la €rie. Ce reste terﬂvlfggmmenfigrs 0 lorsquetend vers l'infini.

Attention! Le reste d'une@rie n’est @fini que si celle si converge ! et dans ce cas il tend automatiquement vers 0.

k=m
Soit )" u,, une €rie convergente. Sojt € N. Posons,, = up114n. Onade suited” vy = Spypi1(u) — Sp(u) donc la
k=0
série de terme @réralv,, converge et sa somme vaiifu) — S, (u) c’esta dire le reste d’ordrg de la €rie )" u,,. Ceci justifie
I’ écriture

o =p

k [eS)
U = E ug + E U
0 k

k= =0 k=p+1

Si on se donne une suite, ), >, définiea partir d’'un certain rang, on peut encore coéasét la &rie de terme gréral u,,
commeétant la &rie de terme @réralvy, = un,+%. Cel revienta un changement d’indice s,a prolonger la éfinition de la
suiteu aN tout entier en posant; = 0 pourj < ny.

1.1.2 Propriétéséléementaires

THEOREME 1.1.1
L'ensemble des suite@t,),>o telles que la &rie Xu,, converge forme ufK-espace vectoriel et I'applicatiopu,,)n>o —

S . -
> u, estliréaire.
k=0

THEOREME 1.1.2
Pour que la érie de terme gréralu,, converge, il FAUT que le termeégéralu,, tende vers O.

En effet,u, = Sn(u) — S,—1(u) pourn > 1. Cette condition acessaire n'est pas suffisante comme le prouve I'exemple
suivant.



THEOREME 1.1.3
La rie de terme éréralu,, = 1/n est divergente.

En effet,Sa, (u) — Sn(u) = n—lk T+t % >n- % = % ce qui montre que la suieS,, (u)) n'est pas convergente.

Remarque
Par céfinition, I'étude de la&rie de terme @réralu,, est 'etude de la suitéS,, (u)). Inversement, soita,,) une suite céléments
deK. Etudier la suitga,,) revienta étudier la &rie de terme gréralb,, avechby = ag etb,, = a,, — a,,—1 pourn > 1.

Modification d’'un nombre fini de termessi les suitegu,,) et (v,) sont telles que:,, = v,, pour toutn sauf un nombre fini,
les €riesXu,, etXwv, sont de néme nature (i.e. toutes deux convergentes ou toutes deux divergentes). On dit qu'on ne change
pas la nature d’unessie en modifiant un nombre fini de termes.

Suppression des termes nulsSoit (u,,) une suite léments d&K et A = {n € N ; u,, # 0}. Si A estfini, la €rie de terme

géréralu,, converge et sa somme vadt wu;. Supposons! infini et soity : N — A l'unique bijection strictement croissante
keA
deN surA. Posons, = u, ). La £rie de terme gréralv,, est dite obtenua partir deXu,, en supprimant les termes nuls.

Les €riesXv, etXu, sont de néme nature et, dans le cas elles convergent, ont la&me somme.

1.1.3 Convergence absolue

K étant complet, unessie nuneriqgueXu,, est convergente ssi elle satisfait auemgt de Cauchy pour legses

n-+p

Ve>0 AN N V(n,p) N> n> N = Zuk <e
k=n

DEFINITION 1.1.1
On dit que la érie de terme @réralu,, est absolument convergente ssiéaie de terme @réral|u,,| est convergente.

Notation Dans la suite, sii = (u,),>0 €St une suite nuérique, on notergu| la suite(|u, |)r>o-

THEOREME 1.1.4
Toute €rie nunérique absolument convergente est convergente.

ntp ntp
Cela résulte imnédiatement du crétre de Cauchy et de l'égali& | > wrp| < > |ukl-
k=n k=n

THEOREME 1.1.5

o0
Soitq € C*. La rie de terme @gréralq™ converge sdig| < 1 etdans ce ca§’ ¢" = T—¢
k=0

1.2 Seriesatermes positifs

Une €rie Xu,, est ditea termes positifs si pour toutu,, € R.

1.2.1 CNS de convergence

Avec les notations @edentes, la relation,, = S,,(u) — S,,_1 (u) valable pour touk > 1 montre que si la&rie est termes
positifs la suite(.S,, (u)) des sommes partielles est croissante. Onéetuid

THEOREME 1.2.1
La rieXu,, a termes positifs est convergente ssi la s{8tg(v)) des sommes partielles est méer Dans ce cas

o0
Z up = sup Sy (u)
k—0 neN

En cas de divergence, la suitg,(u)) tend vers l'infini.



1.2.2 Theoremes de comparaison

THEOREME 1.2.2

Soient¥u,, etYXv, deux £riesa termes positifs

1) Si il existe un entieng et un gel positifK tel queu,, < Kwv,, pour toutn > ng et si la €rieXv,, converge, il en est de
méme de la&rieXu,,.

2) Supposons,, L Une Alors les griesXu,, etXv,, sont de néme nature.

COROLLAIRE 1.2.1
Soient¥u,, une £rie nunérique etv,, une £riea termes positifs convergente.«&j = O(v,,), la $rieXu,, est absolument
convergente, donc convergente.

La comparaison avec unérge geonetrique conduit aux deuxegles classiques suivantes.

COROLLAIRE 1.2.2 (R egle de d’Alembert) -
Soit(uy,) une suite deéelsstritement positifs a partir d’un certain rang, telle que la suite{ug—:l) convergedansR

2no
versa.
1) Sia < 1 la frieXu,, converge.
2) Sia > 1 la rieXu,, diverge.

COROLLAIRE 1.2.3 (R egle de Cauchy)

Soit (u,,) une suite degelspositifs telle que la suitey/u,, convergedansR ; versa.
1) Sia < 1 la €rieXu,, converge.

2) Sia > 1 la srieXu,, diverge.

On notera que ces corollaires sont des conditions suffisantes de convergence, en aucun cas des dareisanss

1.2.3 Sommation des relations de comparaison

THEOREME 1.2.3 (sommation des relations de comparaisons)
Soientu = (u,) etv = (v,) deux suites nugriques, v étant a termes positifs On suppose., = o (v,) (resp.
n— oo

tn = n—O><>o(vn) )

1. Sila €rie_ v, converge, il en est deé@&me de la érie_ u,, et

Ru(w)= o0 (Ru(v)) resp. Ru(u)= O (Ra(v))

n—r oo n—oo

preuve

On se limitera au cas,, = o(v,,) l'autre étant similaire et laigsau lecteur.

1. Supposons que l&se Xv,, converge. On sait qu'alors l&se Yu,, est absolument convergente, donc convergente.
Soite > 0. Il existe un entierV tel que0 < |u,| < ev, pour toutn > N. Alors, pourn > N etp € N* on a

n+p n+p n+p L o
> our| < Y |ug| <e| D wi | doncen prenant lalimite lorsquetend vers l'infini
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

n>N=

<e<§;vk).

k=n-+1

oo
> w
k=n-+1




2. Supposons maintenant que &is Zv,, diverge. Soit > 0. Il existe un entietN tel que poum > N on ait |u,| <
(¢/2)v,,. D'autre part, la suit¢S,,(v)) tend vers I'infini, donc il existe un entie¥; tel queS, (v) > 0 pourn > Nj.
Pourn > max(N, Ni) ona

k=N k=n k=n
(@) < Salul) = 3 fuel+ D7 el < Sw(lul) + 2 ( > ) = Sn(jul) + 5 (Su(v) = Sy (v))
k=0 k=N+1 k=N+1

<5 s (et 500

Quandn tend vers mﬂm,S ) (SN(\u|) - §SN(v)) tend vers 0, donc il existe un entidk tel que cette quanétsoit

inférieureac/2 pour toutn > N». Alors pourn > max(N, N1, No) on a0 < |S,(u)| < €S, (v). On notera que dans
ce cas, la&rieXu,, peutétre divergente ou convergeniik.

THEOREME 1.2.4 (Sommation desequivalents)
Soientu = (uy,,) etv = (v,,) deux suites nugriques,v étant a termes positifs On suppose que,, ~ kv, ok € C*.

1. Sila €rieXv, converge, il en est de @me de-u.,, et

n—oo n—oo
2. Sila €rieXv, diverge il en est de Bme de la érieXu,, et

S () ol kS, (v)
preuve
Lhypotheseu,, ~ kv,, équivautd (u,, — kv,,) = o(vp).
Supposongv,, convergente. On sait qu'aloBu,, est absolument convergente. Lédeme pécedent donneR,, (u) —
kR, (v) = Ry(u — kv) = 0 (R, (v)) SOit R,,(u) ~ kR, (v).
Supposon&v,, divergente. Le thoeme peécadent donnes,, (u) — kS, (v) = Sp(u — kv) = 0 (Sn(v)) S0it.S,(u) ~ kS, (v).
CommesS,, (v) tend vers l'infini, on en @duit queS,, (u) diverge, ce que I'on peutérifier directement.

Attention! Siwv,, > 0 pour toutn et si la suiteréelle(u,,) est telle ques,, ~ v, alorsu,, > 0 & partir d'un certain rang. En
effet, le quotient,, /v, tend vers 1, donc il eX|stH tel quen > N = 1/2 < u, /v, < 3/2. Cecitombe en @&faut si la suite

u est complexecomme le prouve I'exemple, = + 5 etu, = %

Exercice On suppose quév,,) soit une suite positive, qu:,,) soit une suite complexe et, ~ kv,, k € C*. On pose
k=a+1ib, u, =z, + iy, avecz,, yn, a, b réels. Montrer que si # 0 on ax,, ~ av,, que sib # 0 on ay,, ~ bv,. Montrer
aussi que sk = 0 (et doncb # 0) alorsz,, = o(v,,). Consicerer de néme le ca$ = 0. Retrouver le fait que stv,, diverge,
alorsXu, diverge.

1.2.4 Comparaison avec une irgrale

Certaines parties de cette section supposent connues la notion de foncdéigrabiie sur un intervalle.

THEOREME 1.2.5

Soitng un entier naturel ef : [ng, +oo[— RT une fonction continue (ou localement continue par morcea@cyaissante et
telle que li_>m f(z)=0.

1) La <rie Y f(k) converge ssi la fonctiofi est ineégrable sufng, +oo].

k‘:’no
2) Les suitesa,,) et(b,,) définies respectivement par

k=n n+1
an =Y f(k) /f ydz et banf / f(x)dx

k:’no k= no



sont adjacentes.
3) Si f estinégrable sufny,+oo[ on a un encadrement du reste dedaes:

[ swa< Y o< [T
n+l k=n+1 n

Remarque
Dans le cas fsent @ f est une fonction positive, liggrabilie de f sur [ng, +oo[ estéquivalente au fait que l'iégrale

f:; f(t)dt a une limite finie lorsqueX tend vers I'infini.

preuve

1. Soitk > ng+1.0naf " f(z)de < f(k) < [

k w1 f(x)dz. On en @duit

a) Sif estinggrable, pourtout > ng+1ona > f(k) < f:o fl@)dx < an: f(x)dx d'ou la convergence de l&se
no+1
(theoeme 1.2.1). ’
k=n

b) Si f n'est pas inégrable, I’inégralefij f(t)dt tend vers l'infini avecX et l'inégalié f;:’l flx)de < > f(k)
k}:’no

montre que la somme partielle de Erie X f (k) tend vers l'infini quand tend vers l'infini.

2. apy1 —an = f(n+1) = [ f(@)de <O bypr — b, = f(n+1) — [ f(z)de >0 et

n

n—oo

n+1
Ogan—bn:/ f(z)dz < f(n) —— 0

De la on peut bien sur retrouver le point 1.
Mais ce Esultat est surtout itessant en cas de divergence, car alors les quit¢%t (b,,) ont une limite commune
et on obtient un @éveloppement asymptotique

k=n n
E:ﬂm:/wﬂ@m+x+mn

k:no

3. C'estimnédiat.

Exemples et applications

THEOREME 1.2.6 (Séries de Riemann)
Soita € R. La rie de terme 'gréraln% converge ssi > 1.

COROLLAIRE 1.2.4 (R églen®u,,)

SoitXu,, une €riea termes positifs.

1) Si il existea > 1 tel que la suiteav*w., ait une limite finie lorsque tend vers l'infini, la &rie de terme @réralu,, converge.
2) Si il existea < 1 tel que la suite*u,, ait une limitestrictement positive (éventuellement infinie), Iaésie de terme gréral
u,, diverge.

On note traditionnellemerg{a) = > n% La fonction( est cefinie ainsi sufl, +oo[ s'appelle la fonction &ta de Riemann.
n>1

Exercice: Montrer que pous € C la rie de terme Tgn'eralis est absolument convergente p®ur(s) > 1. La fonction 2ta
est ainsi éfinie dans le demi-plan forendes complexes de partiealle strictement sugsieurea 1.

THEOREME 1.2.7 (Séries de Bertrand)

Soienta, 8 € R. La <rie de terme @réral W converge dans les deux cas suivants et seulement dans ces deux cas :
DDa>1

2a=1letg>1



preuve

Soitu,, = 1

n®(In(n))”"

e Sia > 1soitatel quel < a < a. On alim(n®u,,) = 0 d'ou la convergence par application de égle pecddente.
e sia < 1soita tel quea < a < 1. On alim(n®u,,) = oo d’ou la divergence d’'ags la egle pecedente.

1 5 intégrale qui se calcule facilement. On obtient

z(In(z))

e Sia = 1 on compare avec l'igrale de la fonctiorf (z) =

dans ce cas la convergenceSsk 1.

EXEMPLE 1.2.1 (Constante d’Euler)
Il existe un Eelvy appeé constante d’Euler tel que

n—oo

1 1
lim <1+2+~--+n—ln(n)> =7
Cela resulte imnédiatement du point 2. duébeme de comparaison avec uneemiale.

EXEMPLE 1.2.2
Poura > 1 on a I'equivalent

S1 1
et k* n—soo (a — 1)no—1t

En effet, en notank,, = > k% on céduit du point 3. du thoeme la double iagalie
n+1

1 1
SByS —— o7
(a—1)(n+ 1)1 (a — 1)no—1

dol lim (o — 1)n*" 1R, = 1.

n—oo

EXEMPLE 1.2.3 (Formule de Stirling)
On a I'équivalent

Posonss,, = In(n!).

1. Onas, = kin In(k). Une premére approche consisteutiliser la croissance de la fonction In pour comparea une
intégrale. (l;ﬁa pour tout > 1 fkk_l In(z)dz < In(k) < :H In(x)dx (Ceci est valable y compris pokér= 1 car In
est inégrable suf0, 1]). En sommant et en utilisarftln(z)dz = = In(z) — z il vient
nln(n) —n < s, <nln(n) —n+1In(n) + O0(1)

On en &duits, = nln(n) — n + O(In(n))

2. Pour poursuivre le@eloppement, on est donc aréénintroduire la suiter,, = s,, — nln(n) + n. Etudier cette suite
revientaétudier la grie de termegrérala, = a, —a,_1 n>2.0Ona

=1+n—-1)In(1 ] =1+ 1 i+ 1 +l+ 1 —i+ L
An = " . n_nn2n20n2 non_2n0n

On a doncy,, ~ ﬁ Il en résulte que la&rie de terme gréral o, diverge et, d'apgs le tleoreme de sommation des

k=n k=n
équivalents que,, —a; = > ap ~ Y, ﬁ ~ %ln(n).
k=2 k=2



3. Ceci conduit introduireb,, = a,, — %ln(n). On pro@&de de rBme : on pos@,, = b,, — b,,_1, pourn > 2. Il vient

1 1 1 1 1
On=a,+=-In{l——)=14+nln{l——)—=In{1-——
2 n n 2 n

gue I'on ceveloppea I'ordre 2. On obtiens,, ~ 5712 La strie de terme gréral 3,, est donc convergente. Si oasigne
sa somme paf, son reste est d’'aps Ie tleoreme sur la sommation déswivalentséquivalenté celui de la érie de

-1
terme gréral Ton? doncéquivalenta 1 12 . Or ce reste vaut — b,,. Finalementp,, = 8 + 12n + o( ) donc

1 1 1 1
Sp = bp + §ln(n) +nln(n) —n=nln(n) —n+ iln( )JrﬂJrE +o <n)
En prenant 'exponentielle, on obtient

n!K(Z)n\/ﬁ<l+1;+o(i>)

ol K = ¢” est une constante strictement positive.

4. La valeur deK se cetermine avec la formule de Wallis. On pokge = f’r/z cos™(z)dz. Une inggration par parties
donne, pour: > 2 nl, = (n—1)I,_». Il en résulte que la suite,, = nl, I, 1 est constante. Qn =11 = 5 T donc
_ T
n 1, 1,
La suite(I,,) est cecroissante cal < z < 7/2 = 0 < cos(z) < 1. On en @duitl < ’1‘. L < - 2 — 1 Par

congquentl,,_, /I, tend vers 1. Finalement onlg ~ I,,_; d'oliv, ~ nl2, etl? ~ \/v,/n = \/7r/2n carI > 0.
Pour finir,a partie de la relation décurrence et de la valelis = 7/2 on obtient
1-3---2n—1)7 (2n)! =

I, = - Z
2-4---(2n) 2 227(n!)22

Commen! ~ K (%)" \/n on obtient uréquivalent dd,,, & savoir

m K(2n)*"e ?"/2n 7 1

In ~ — p—
2 22nK2n2n672nn K /2n

d’ou on ceduit K = /7, la formule de Stirling et @me un éveloppemenrd un terme
= (™" Varn — 1
" (e) e, ol

1.3 Seriesa termes reels ou complexes

SoitXu,, une €rie nunérique. Puisqu’on ne change pas la nature déri@ €n modifiant un nombre fini de termes, lesuitats

de la section greedente s’appliquent si ong, > 0 pour toutn supgerieura un certaimy. De méme siu,, < 0 en remplacant

Uy PaAr—Uy,.

On s’interesse maintenaatdes ériesa termeséels dont le signe n’est pas constamartir d’'un certain rang oa des ériesa
termes complexes.

Lorsqu’on doitétudier une telleérie, la premére chose faire est détudier la convergence absolue. Ce n’'est que lorque la
série n'est pas absolument convergente que I'on doit mettre en oeuvre d'aétiesdes.

DEFINITION 1.3.1
On dit qu'une grieXu,, est semi-convergente si elle est convergente 8aasaabsolument convergente.

1.3.1 Theoréme des @éries alternées

THEOREME 1.3.1
Soit (a,,) une suitedécroissanteet de limite nulle. La rie de terme @réral (—1)"a,, est convergente. De plus son reste

R, = Y (—1)*a; estdu signe de-1)"+! et \erifie|R,| < ani1-
k>n+1



preuve
k=n

Soit A, = Y (—1)*ay. Les hypotleses sur la suitg,,) assurent que les suitéds,,),>o et (Aa,+1)n>0 SONt adjacentes, la
k=0

suite(As, ) étant écroissante, la suiteds,, 1) étant croissante. La suifel,,) converge donc vers leur limite commureet

on a pour toutr A, 11 < A < Ay, Onen @duitRy, = A — Ay, < 0€t|Roy| = Ao — A < Agpy — Aoty = agpyr. De

méme, deds, 11 < A < Agpqo 0N BAUIt0 < Ropy1 = A — Aony1 < Aopgo — Aont1 = Qonyo.

_1\n
Exemple :Poura tel que0d < a < 1 la rie de terme Tgiaral(nila) est semi-convergente.

1.3.2 Transformation d'Abel

Le programme @voit "exemples d’emplois de la transformation d’Abel”. On donne ci dessousthade et un exemple
d'utilisation.

Soit (e,,) et(a,,) deux suites quelconques. On posg=ap+-- -+ a,. Onadona, = A, — A,_; pourn > 1 etag = Ap.
La transformation d’Abel consisteexprimer une somme de termes dmndifs de la forme,,a,, en fonction des;, et desAy,.
k=n
Consicerons par exemplg,, = > eray Il vient
k=0
k=n

k=n k=n
Sn=c0do+ Y en(Ap — A1) = > erdp — > endpy
k=1 k=0 k=1

Dans la deuxme somme, on fait le changement d’indjce k — 1. Il vient

k=n j=n-—1 n—1
Sp = Z epAr — Z €j14; = Z(Ek — €ht1)Ar +endy
k=0 j=0 k=0
d’ou finalement
k=n n—1
Sn = Z Eray = Z(Ek —ept1)Ar +en Ay
k=0 k=0

Remarque
- [e%e]
Si la €rieXa,, est convergente, on peut faire une autre transformation d’Abel en pdsant Y a; et en utilisant cette fois

~ k=n

Ap = An — AnJr].
EXEMPLE 1.3.1 i
[&

Soient €] 0, 2m [ eta > 0. La serie de terme gréralu,, = = est convergente.

Remarquons que Iésultat est trivial st > 1 car alors la 8rie est absolument convergente. Pout a < 1 elle n'est pas
absolument convergente. Pour montrer la convergence d&ig sn va prouver qu’elle satisfait au érn¢ de Cauchy. On

n-+p .
effectue une transformation d’Abel comme ci dessus dans la sdSpme— S, = > eray aveces, = # eta, = e™. I
k=n-+1
. k=n
vient en posantl,, = Y ¢
k=0
n+p n+p n+p—1 n+p—1
Snip—Sn= D ex(Ar— A1) = > erAi— Y erp1di= Y (eh —ks1) Ak + EnspAnip — Ens14n
k=n-+1 k=n-+1 k=n k=n+1
On en eéduit
n+p—1
|Snp — Sul < Z ek — ek+1llAk| + EntplAntpl + ent1|An]
k=n-+1
Or
k=n ;
) 1 — ei(nt+1)0 )
_ kg _ — ~ 160
Anfze = car e £1
k=0
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donc

2
A, < M@O) = ———
[Anl < MO) = =
Par ailleurs, la suite;, est decroissante. Il vient
n+p—1
2M (6
Sty = Sal € 3 (61— ) M(0) + 20y MO) +2a M(0) = 26,1 M(0) < o)

k=n-+1

0 étant fixe, cette quanti tend vers 0 avee, donc pour ure > 0 donrg, il existe un entie®V dependant dé tel que pour tout
n > N onait|S,+, — S| < € pour toutp € N. La rie consi@rée satisfait donc bien au @i de Cauchy et par cdguent
elle converge.

CompEment
Onall — e| = |e'/2 (e70/2 — ¢'9/2)| = 2sin (). Soit alorsn tel que0 < n < 7. Soit] = [n,2r — n]. Pourf € I on a

sin (4) > sin (2) doncM (9) < M(n) d'oli la majoration uniforme ef: S, — S| < 2]\7{577)' Poure > 0 fixé, il existe

un entierN ne cependant que de et dec tel quen > N = %(”) < e ce qui prouve la convergencmiforme de la €rie
consiceree sur l'intervallel.

En prenant les partiegelles et imaginaires on obtient en particulier que &ges) Cosglne) ety Sm%ng) convergent sur
10, 27 [ et uniformément sur tout intervalle de la forne, 27 — 7).

1.3.3 Techniques cétudes de &ries quelconques

Groupements de termes

THEOREME 1.3.2 (Sommation par groupement de termes corecutifs)
Soita = (ay,) une suite éelle ou complexeonvergeant vers 0 Soit d’autre partN,,) une suite strictement croissante d’entiers

i=Ng =Ny,
naturels telle que la suitéNy .1 — Ni) soit majoée. Soituy = > a; etpourk > 1, up, = Y. ;. Les €ries de terme
i=0 i=14+Np_1
gérérala,, etu; sont de n@me nature. Si elles sont convergentes, onar, = > vg.
n=0 k>0

preuve
Soiutu = (un)n>0. ON aSk(u) = Sy, (a) donc si la érieXa, converge, il en est de @me de laérie Zu;, et ces deuxéries
ont meme somme.

Supposons maintenant que &igXu;, converge et soif (u) sa somme. Soit d'autre paif un entier tel quéVy 1 — N < M
pour toutk. Soite > 0. Il existe un entiem; tel quen > ny; = |a,| < €/2M. D’autre part, il existe un entier tel que
k> q = |Sk(u) — S(u)| < /2. Soitn > max(ni, N,). Soitk I'unique entier tel queN, < n < Niy1. Puisque
n = Ny, on ak > g donc|Sk(u) — S(u)| < /2. D'autre part,|S,(a) — Sy, (a)| = |an,+1 + - - - + a| est une somme de
(n—Ni) < (Niky1— Ni) < M termes tous iréfrieursae /2M en module. Donc cette somme es@inéureas /2. Finalement,
commesSy, (a) = Si(u), il vientn > max(nq, Ng) = |Sn(a) — S(u)| < [Sn(a) — Sn,(a)| + |Sk(u) — S(u)| < e d'ou la
conclusion.

Exemple
. - L. R P 2T
Soitaétudier la gérie de terme gréralu,, = n ol j = exp <—3 )

Cette €rie n’est pas absolument convergente. Afin d'utiliser la patpri* + j*t! + j¥t2 = 0 pour tout entierk, on va
grouper les termes trois par trois. Posons dgne- us,_1 + usp + ugp41 pourp > 1 etvg = ug + u1. On a, poup > 1

] 1

J J
+ +
Vidp—1 3p 3p+1

- % (j2 (1—3;)_1/2+1+j(1+?)1]3)_1/2>
TR BT

ce qui prouve que lagsie de terme @réralv, est absolument convergente. |l ésulte que laé&rie de terme gréral u,, est
semi-convergente. Césultat est un cas particulier de celui obtenu plus hdaiide d'une transformation d’Abel.

Up ==
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Exercice
i=No

Soient(a,,) une suite éelle et(V;,) une suite strictement croissante d’entiers naturels.«goit > a; etpourk > 1, u; =
=0

> wu;. Montrer que lesé&ries de termeé&érala,, etu; sont de nBme nature dans chacun des deux cas suivants.

i=14+Ng_1

1) a,, > 0 pour toutn.

2) Tous lesy; d’une méme tranche sont de&me signe, i.e., pour toéttous lesa; tels quel + N, _; < ¢ < N sont de néme

signe.

Utilisation de développements limiés

Pour des suitea termes complexes oéels de signes non constants, leédi@me sur legquivalents (1.2.2 ) ne s’applique
pas. Au lieu d'utiliser ureéquivalent on doit utiliser desgali€s, ce qui condui effectuer des&leloppements limis ou des
developpements asymptotiques plé@sgraux.

n
ExempleSoita étudier la érie de terme gréralu,, = 1) ) oua > 0.

(—
n®+ (-1
On ajuy,| ~ L donc la €rie Yu,, est absolument convergentessi> 1 et n’est pas absolument convergente pbur a < 1.
Effctuons alors un @veloppement limé deu,,

un:(l)n<1—(1)n+o(nla>>:vn—wn avec vn:(il)n et w, =

na na na

n2a

(1+0(1))

D'aprés le tleoreme des@ries alterges la érie Yv,, est convergente pour tout> 0. D’autre partw,, estéquivalenta #

donc convergente & > % et divergente sit < % Il en résulte que laérie Yu,, est semi-convergente po%r <a<let
divergente pouf < a < %

1.3.4 Une caracgrisation des &ries reelles semi-convergentes

Notations

siz >0 - —z siz<0
Pourz € R on posez™ = max(z,0) = x+2\x| = 3 - 0 etz~ = max(—z,0) = |ﬂ3|2 r _ Of” - .
siz < Siz >

On ckfinit ainsi deux applications continuBs— R verifiantve, =27 — 2~ , |z| =2t + 2~ eta® < |z|; 27 < |zl

Soit (u,,) une suite gelle. Des majorationd < v, < |u,| et0 < u,, < |u,|, on ceduit que si la&rie de terme gréralu,, est
absolument convergente, les deéxiesXu,! etXu,, sont convergentes, donc aussiéaie de terme gréralu,, = u,) — u,, .
On retrouve ainsi le fait qu’'uneesie €elle absolument convergente est convergente.

Supposons maintenant que Exie ne soit pas absolument convergente. Corfupe= u;” + u,,, 'une des deuxé&riesu;’
et Xu, au moins est divergente. Si en outre &aisXu,, converge, comme,, = u;’ — u,, elles doivenétre toutes les deux
divergentes.

On a donc prou®

THEOREME 1.3.3
SoitXu,, une grie elle convergente. Elle est semi-convergente ssi les dgiesEu;’ etXu,, divergent.

Remarquons pour finir que ces de@issétanta termes positifs, elles divergent verso.

12



1.4 Proprietés des aries absolument convergentes

1.4.1 Produit de Cauchy

DEFINITION 1.4.1
Soient(a,)n>0 et(bn)n>0 deux suites nugriques. Leur produit de Cauchy est la sqig).,>o définie par

k=n
cn:E apby,—L = E apby
k=0 p,q=0
pt+g=n

On dira aussi que laésieY.c,, est le produit de Cauchy deér&esXa,, etXb,.

THEOREME 1.4.1
Soienta = (an)n>0 €tb = (bn)n>0 deux suites nugriques et = (c,), >0 leur produit de Cauchy. Sileg¢gesXa,, et%b,
sont absolument convergentes, il en est @ de la&rieX.c,, eton a

X (5e) ()

preuve
Introduisons d’abord quelques notations.
Pourn € N on noterak,, = {(p,q) € N> | p<n, ¢ <n}etT, ={(p,q) € N? |p+q<n}
OnaT, C K, C Ty, C Koy, €t5,(a)Sn(b) = > apby; Sn(c)= >  apbg.

Q)€K

(ps (p,q)€Tn

1. Supposons d’abord que lesriesXa,, etXb, soienta termes positifs. ll&sulte des inclusionk,, C T,,, C Ks, que
Sn(a)Sn(b) < Saopn(c) < San(a)Sa,(b). On en @duit li_>m San(c) = S(a)S(b). La suite(S,,)(c) est croisssante et la
suite extraitgSa,, (c)) converge versi(a)S(b) donc la suitgS,,(c)) converge vers(a)S(b). D'ou le résultat dans ce
cas.

2. Passons au cagigeral.

k=n

Posonsy, = > |ak||bn—k| €ty = (yn)n>o0-
k=0
D’apreés le 1) appligé aux €riesa termes positif&|a,, | etX|b,|, la suiteS,, (|a|) S, (|b]) — S»(v) tend vers 0. Or
Sn(a)Sn(b) — Sn(c) = Z apbg et Su(la])Sn([b]) — Sn(v) = Z |alp|blq

(p,9) EK\Tn (p,9) EK\Tn

d’ou
1S(a)Sn(®) = Sn()] < Y lapbg| = Sn(la)Sa(|b]) — Sn(¥)
(r,9) EKn\Tn

Par congéquent la suitésS,, (c)) converge vers(a)S(b). B

Attention! Ce resultat tombe ené&faut si les deuxéries ne sont pas absolument convergentes.
_1\n
ExerciceSoienta,, = b, = %_ Montrer que lesé&iesXa,, etXb, sont semi-convergentes. Montrer que le terme
n
géréral(c, ) de leur produit de Cauchy ne tend pas vers 0. Conclure.

Les deux tkoemes suivants sont indispensables pouréatie des probabil#s sur un ensemblé&dombrable.

Notations

Pour la preuve des deux&bremes suivants, nous aurons besoin d’introduire quelques notationgu,Saine suite complexe.
Ecrivonsu,, = z,, + iy, avecz,,y, € R. On a donc pour tout, u,, = = — x,; + iyl —iy;. Onalzt| < |u,| et
ly:| < |u,| donc sila grieXu,, est absolument convergente, chacune des quaiesa termes positifSz;h, Sz, Syt Sy
est convergente.
&) (o) &S} &) &)
Onaalorsd u,= > xf — S o, +4 >y —i >y, .
n=0 n=0 n=0 n=0

n=0
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1.4.2 Convergence commutative

THEOREME 1.4.2
Soituy, le terme gréral d’une &rie absolument convergente. Pour toute bijectiafeN la rie de terme @éralv,, = uq(y)

o0 o0
est absolument convergente¥t u, = > vy.
n=0

n=0

preuve

e Supposons d’abord,, > 0 pour toutn. PosonslM,, = max(c(0),...,0(n)). Les €riesétanta termes positifs, on a
Sn(V) = U0y +** + Us(n) < S, (u) < S(u). Les sommes partielles de largea termes positif&v,, sont majoees
parS(u). Cette &rie est donc convergente et sa somrafie S(v) < S(u).

Maintenant, on a,, = v,-1(,y donc en appliquant ce qui@mde eréchangeant ledtes deu etv et en remplagcant
parc~! on en cduitS(u) < S(v) d'ou I'égalie.

e Passons au cagrgeral ; on applique d’abord ce qu'on vient de mongda €rie a termes positif&|u,| ; on en éduit
la convergence absolue de Erie Yv,,. Ensuite, orécrit comme dans le pliminairew,, = =} — z;, + iy,} — iy, . On
peut appliquer la preraie partiea chacune des quatreriesXz," - - - . Le résultat sur Egali& des sommes erédoule.

Ce esultat tombe ené&faut pour une &ie semi-convergente. En fait, on pe@ntbntrer, en utilisant le #oeme 1.3.3 le
théo’me suivant

THEOREME 1.4.3
SoitXu, une €riea termes &els semi-convergente. Pour tout R il existe une bijectiorr : N — N telle que la érie de
terme @réralv,, = u,,) Soit semi-convergente de somixe

Application

Soit I un ensemble @&ombrable efu;);c; une famille de nombre£els ou complexes. A toute bijectign: N — I on peut
associer une&ie de terme @réral vy = u,(,). Si est une autre bijection d¥ sur, on a en posant = ¢~ ' o ¢
v o= vf(n). Il résulte du thoreme de convergence commutative que si pour uneénotiationy de I la srie assoé@e est
absolument convergente, il en est deme pour toute nugérotation et qu'alors les sommes de céses sont touteggales
o0
entre elles. Cette somme commule u,(,,) S€ Note | u;.
n=0 el
Attention! Il résulte du ésultat admis plus haut queétriture > u; N’ a aucun sens si pour une nérotationy de ! la srie
i€l
de terme @réralvy = u,(,) st semi-convergente.

1.4.3 Associativie genéralisée

Soit Xu,, une €rie absolument convergente.
Si A est une partie finie d¥, la quantié > wuy est bien éfinie (et vaut 0 sé est vide). On la noteré 4.
keA
Soit maintenantd une partie @nombrable d&. Soiti 4 : N — A 'unique bijection strictement croissante Nesur A. Posons
&)
Un = U, ,(n)- |l €Stimmediat de erifier que les sommes partielles de éaie de terme gréral v, | sont majoées par) | |uy|.

On en eduit la convergence absolue deé&aisXv,,. Vu ce qui peaxde, la quanté > u; est donc bien &finie ; on la notera

kEA

Sa.0na| > up| < ) |ugl. D'apres le tieoeme de convergence commutative, ofla= ) u,(,) pour toute bijection
keA keA n=0

p:N— A

Lemme 1.4.1

k=p
SoientA,, ..., A, des parties disjointes d¢etA = A; UA; U---UA,. OnaSs = > Sa,.
k=1

preuve
Il suffit de le prouver dans le cas= 2, une ecurrence facile donnant ensuite ésultat.
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Soient doncA et B deux parties disjointes d¥. Le cas @ lI'une des deux parties est finie est facile et kias lecteur.
Prouvons leésultat dans le casidd et B sont toutes deux infinies.

Soientp,s : N — A etypp : N — B des nunérotations ded et B respectivement.

Définissons une applicatian: N — A U B en posant pour tout entiéry (2k) = pa(k) ety (2k + 1) = pp(k). Il est facile
de \érifier quey est une bijection d& sur A U B. Par cfinition on a

oo oo oo
SA=D Upsm) SB=D Upn(m) SaUB= ) Up(n)
n=0 n=0 n=0

Ona
2n—+1

j=n j=n j=n j=n
D wpy = D upe) F Y Uit = Y Upal) T D Upn(s)
k=0 =0 j=0 j=0 =0
En prenant la limite lorsque tend vers I'infini, on obtient legsultat.

THEOREME 1.4.4

Soit(A;);en une famille de sous ensemblesNieleuxa deux disjoints dedunionégaleaN.

Soit d’autre parbu,, une £rie nunérique absolument convergente. Posons, pouriteuN S; = Sa, = > uk. La rie
kEA;

o0 o0
de terme @réralS; est absolument convergenteXtS; = > u,.
=0 n=0

Dans ceEnon& certains4; peuventtre vides.

preuve
o0
SoitU = >~ uy,.

n=0

e Comme pour la commutatiétgeréralie on commence par le cas'dn u,, > 0. Dans ce cas, pour toute parfiede
k=n

N, onaSp < U. En utilisant le lemme, on obtient pour tautd_ Sy, = Sa,u...ua, < U ce qui prouve que laésie de
k=0
terme gréral S; est convergente et que sa somsheérifie S < U.

k=N
Prouvons l'iregali€ inverse. Soit > 0. Soit N un entier naturel tel quey " wu; > U — e. NotonsNy = {0,..., N}.

k=0
Lensemble deg tels qued; NN,, # 0 est fini. Soit{ji,...,J,} cet ensemble aveg < --- < j,. On a pour touy
entrelep S; = > up> > wuydonc

keA;, keA;, NN,
i=Jp q=p q=p i=N
§ Si>§ Sj, = § ug | = u 22U —¢
i=0 q=1 q=1 \k€A;, NN, i=0

1=Jp
douS > > S; > U — e. Ceciétant vrai pour tout > 0 on obtientS > U.R
1=0

e Passons au cagreral. En appliquant ce qui peedea la €rie de terme gréralv,, = |u,| et en utilisant l'iregalie

ISi| =1 > ug| < > |uk|on obtinetle fait que laé&gieX.S; est absolument convergente.

keA; keA;
Ensuite, on proede comme pour la convergence commutativé&@ivantu,, = =7 —x,, +iy, —iy,, . On peut appliquer
la premére partiea chacune des quatrériesXz;” - - -. Le résultat sur kgalie des sommes erédoule.
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ANNEXE : FAMILLES SOMMABLES

La théorie des familles sommables n’est pas officiellement au programme du concours, mais elle figure au programme des
classes @paratoires MP. On trouvera ci dessousé&sung de cette thorie, avec une applicati@nla fonction{. Le cadre des

familles sommables est celui qui convient le mieux po@tude des probabiés sur un ensembléedombrable.

On suppose connues les notions surdaambrabilié.

Soit I un ensemble. On notef@;(I) 'ensemble des parties finies de Soita = (a;) une famille de nombrestels ou

complexes indexe parl. Pour toute partie finig € P;(I) on noteraS;(a) = > a; avec la convention d&y(a) = 0.
jET

1.5 Familles sommables de nombres positifs

DEFINITION 1.5.1
SoitI un ensemble din;);c; une famille de nombregels positifs indege parl. On dit que la famillda;) est sommable si
I'ensemble{S;(a) J € Ps(I)} est majoé. Dans ce cas, on appellera somme de la fartuilfe et on notera " a; la borne
icl
surérieure de cet ensemble :
Zai =sup{Sy(a); J € P¢(I)} avecS;(a) = Zaj

iel jeJ

PROPOSITION 1.5.1
Soit(a;)icr et(b;)icr deux familles deéels positifs tels que; < b; pour touti € I. Sila famille(b;) est sommable, il en est
de méme de la familléa;) et a; < > b;
i€l el
preuve
Pour toute partie finig de on aS;(a) < S;(b) d’ou la conclusion.

PROPOSITION 1.5.2

Soit(a;);e; une famille sommable de nombres positifdet- I. La famille (ay)rcx €St sommable €d” ar < Y a;.
keK i€l

preuve

Toute partie finieJ de K est une partie finie dédonc > ax < Y a,; d'ou la conclusion.
kEJ iel

THEOREME 1.5.1
Soit (a;) une famille sommable detels positifs. Alors le support de cette famille, c’éstlire{i € I | a; # 0} est fini ou
dénombrable.

preuve

Soit S = > a,. Pourn € N* posonsl,, = {¢ € I ; a; > 1/n}. Sit4,...,i, Sontp élements distincts dé,, on a
el

p/n < ai, + -+ a;, < Sdoncp < nS. Il s’ensuit quel, est fini. Or le support de la famillgz;) n’est autre que lagunion

desI,,,n € N*. C'est une éunion &nombrable d’ensembles finis, donc c’est un ensemble fineaombrable.

Dans toute la suite, nous supposerons que I'ensemhbleest denombrable

THEOREME 1.5.2
Soient(a;);cr une famille sommable de nombres positif§ Bf) une suite croissante de partieslddont la éunion eségale

al.Ona
-t (o)
el el
preuve
PosonsAd,, = > a; etS = Y a;. La suite(4,) est croissante. Soit > 0. Il existe une partie finiegf C I telle que

i€ly i€l
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Sj(a) > S —e. LensembleJ est fini et J, .y I, = I, donc il existe un entieN tel queJ C Iy. Alors, pourn > N on a
Sr(a) < Ay < A, doncS —e < Sy(a) < A, < S doulaconclusion.

THEOREME 1.5.3
Soit(a;) une famille de éels positifs et : I — I une bijection. La famille;; = a, ;) est sommable ssi la famillg,;) I'est et

dans ce ca3’ a,(;y = Y ai.
iel i€l

En effet,o induit une bijection déP (1) sur lui meme ; les ensembldsy  a; ; J € Pr(I)} et{ " a,(; ; J € Ps(I)} sont
jeJ jeJ
égaux.

THEOREME 1.5.4
Soit(a, )nen Une suite deéels positifs. La familléa,,) est sommable ssi l&se de terme @rérala,, est convergente et dans
ce cas, la somme de la famille,,) estégalea la somme de laésie .

preuve
k=n

Désignons pas, = > ayi la suite des sommes partielles de &is. Supposons d’abord I&rse convergente et soitsa
k=0

somme. Pour toute partie finie deN, il existe un entietV tel queJ C {0,1,...,N} doncS;(a) < sy < s. Pour tout

J € Ps(I),S5(a) < s donc la famille(a,,) est sommable et sa somrHevérifie A < s. Inversement, supposons la famille

(an) SOmmable, de sommé. Les sommes partielles de large sont majazes patd, donc, la suites,,) étant croissante, elle

a une limites quandn tend vers l'infini, ce qui prouve la convergence deddaes. Comme/n s, < A on en éduits < A.

COROLLAIRE 1.5.1
Soit (a,,) une suite de@els positifs et une bijection de&N. La rie de terme érérala, ) converge ssi la&ie de terme
gérérala,, converge et dans ce cas les sommes de ces égigs Sonégales.

THEOREME 1.5.5 (Associativite genéralisée)
SoientI et S deux ensembleséhombrablesa;);c; une famille sommable detels positifs e{l,)scs une famille de sous

ensembles dé deuxa deux disjoints dont laéunion estl. Posons pous € S, Bs = > a;. La famille (B;)scs est
i€l
sommable ed’ Bs = > a;.
seS el

preuve
D’aprés la proposition @edente, chacune des famillgs);c;, est sommable, donc les nombiBs sont bien éfinis. On
convient queB, = 0siI; = (). PosonsA = 3, a;.

i) Soit T = {t1,...,tq} une partie finie deS. SoientFy,..., F, des parties finies dé; ,...,I; respectivementF =
1<%< F, est une partie finie d&, doncSr(a) = > a; < A ce quisécritSg, (a) +--- + Sp,(a) < A

IRX] i€EF
On en eduit

sup  Sg(a)+---+ sup Sp(a) <A soit Y Bi<A
F1ePy(Ity) Fq€Py(Izy) teT

On en @duit que la familld B ) scs est sommable et que sa somBe&érifie B < A.
i) Soit e > 0. Par cfinition d’'une borne sugrieure, il existe une partie finiE de I telle queA — ¢ < Sk(a) < A. Puisque
K estfinie elle ne rencontre qu’'un nombre fini d’ensemiilesoient/;, ..., I, . SoitK; = K N I,,. On aalors

=
Il

k=q q
A—6<SK(a): SKk(a)g B]k gB
1 1

o~
Il
a
Il

L'in égalieé A — ¢ < B ayant lieu pour tout > 0 on en éduitA < B d'ou I' égalié.

Remarque
Le theoeme s’applique en particulier dans le cas d'une partition finie @wdhbrable dd. Pour une partition finid =
IpU--- UL, il suffit d’appliquer le tleoeme en posart; = () pourj > p.
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1.6 Famille sommable de nombresaels ou complexes
Soita € R ; on poses™ = max(a,0) eta~ = max(—a,0). Onaa™ >0, a~ >0, a=a" —a~ etl|a] =a™ +a".

DEFINITION 1.6.1
Soit(a;);er une famille de nombregels ou complexes. On dit que cette famille est sommable si la familleede positifs
(lai])icr est sommable.

e Silesa; sont Eels, chacune des deux familles") et (a; ) est sommable cdr < aF < |a;| (proposition 1.5.1). On

pose alors
M= - Y

i€l el el

e Si lesa; sont des complexes, les famill@&:(a;) et Im(a;) sont sommables d'aps la proposition 1.5.1 puisque
|[Re(a;)| < |a;] et|Im(a;)| < |a;|. On pose dans ce cas

Zak = Z Re(ag) +iZIm(ak)

kel kinl kel

Il en résulte qu'un suitda,,),cn de complexes est une famille sommable ssi@aesde terme gréral a,, est absolument
convergente.

Les iésultats suivants seeduisent imnddiatement dessultats correspondants pour les familles de nombres positifs et de la
définition ci dessus.

THEOREME 1.6.1
Soit(a;)icr une famille sommable de nombres complexes ef — I une bijection. La familléa ;) est sommable et

doai=) a.

iel i€l

COROLLAIRE 1.6.1
Soit } " a,, une £rie absolument convergente. Pour toute bijectiode N la rie de terme @réral a, () est absolument

convergente €d_ a, = ) ag(n)-
neN neN

THEOREME 1.6.2 (Associativite genéralisée)
SoientI etS deux ensemblesé&hombrablega;);c; une famille sommable de nombre@ets ou complexes é1;)scs une

famille de sous ensembles dedeuxa deux disjoints dont laéunion estl. Posons pous € S, B, = > a;. La famille
i€l
(Bs)scs estsommable €3 Bs = > a;.
sesS el

1.7 Sommation double

THEOREME 1.7.1
SoientI etJ deux ensembleséhombrables et = (ui,j)(iyj) c1x une famille de nombregels ou complexes indég par
IxJ.

1. Les deux propétés suivantes somquivalentes.
a) La familleu est sommable.
b) Pour tout € I, la famille(u; ;);cs €st sommable et en posdiit= 3 |u; ;|, la famille(U;);c1 est sommable.
jed
2. Dans le caswla familleu est sommable, les famillés;);cr et(b;);c; définies paik,; = 3 wu; ; etb; = Y- u; ; sont
JjeJ el
sommables et

SRR o ) ol O ity

() EIXJT icl \jeJ jeJ \iel
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preuve

1. a = brésulte du tboeme d’'associativit geréralige.
b = a Soit K une partie finie dd x J. |l existe des sous ensembles fifgsc I etJy C J tels queK C Iy x Jy. Alors

Yoo luigl < Y fuigl= D0 ( > |um‘|> < ). Ui < ) Ui Ce qui prouve a).

(i,j)eK (i,5)€loxJo i€lo \JjEJo i€lo i€l

2. Ceh resulte du thoreme d’associativit gerérali€e : onécrit! x J = 'Uz{i} x J.
1€
Dans le cad = J = N, on dit que la famillex est une suite double.

COROLLAIRE 1.7.1
Soient(a;)icr €t(b;);cs deux familles sommables de nombrégls ou complexes. La famille;b;)(; jyerx.; €St sommable

) > aibj—<2ai> > b

(1,7)€IxJ el jeJ

Exemple : SoientXa,, et b, deux €ries absolument convergentes. Les fami(lgs < et (by)qen SONt SOMmables, donc
aussi la famille(a,b,). On peut calculer la somme de cette famille en utilisant la petipd’'associativié geréralie comme

suit : soitC,, = {(p,q) € N* | p+ ¢ = n}. Les(C,)n>o forment une partition d&>. Soitc,, = >  a,b,. La famille
(P,9)€CH
(cn) est sommable, donc l&se ¢, est absolument convergente et sa somme est la somme de la fagtilJe En utilisant
le corollaire, cette somme vaut au{sE an> ( > bm) ce qui redonne le #'oreme sur le produit de Cauchy de degéxiss
n=0 m=0

absolument convergentes.

Bien entendu, ce®sultats relatifs au prouit de deux familles sommablegserglisent au produit d’'un nombre fini quelconque
de familles sommables. Voici un exemple d’application.

Fonction zeta et nombre premiers

o0
Soits > 1. On rapelle que(s) = > # Soit d’autre par(p;);>1 la suite des nombres premiers renoés dans l'ordre
n=1

croissant p; = 2, p» = 3 etc. On pose

k=n 1
I (s) = H 1
k=1 1— o

. 1
1. Lafamille (Skllsk) estsommable et <M> =1I,,(s)
1 PR (k1,...,kn)ENT (k1,....kn ) ENP Py by
o0
Chacune des familleé(sl)kj> est sommable car l&se Y ﬁ converge (absolument!). La somme de cette
p; k;EN k=0 \Pj
série geonetrique vautﬁ. D’ou le resultat en utilisant le #peme 1.7
j

2. Lasuite(IL, (s)),>1 est convergente si> 1.

k=n

En effet, on dn(I,,(s)) = >, —In|1— 1. 1/pj7 tend vers 0 lorsqué tend vers l'infiniet—1In { 1 — Ly~ 1.
i Dk, Dy D,

Commep;, > k, on al% < % qui est le terme gréral s’'une &rie convergente. On eréduit la convergence de la

k
série de terme gréral — In (1 - p15> donc celle de la suite(I1,,(s)). De plus, les termes de l&rge sont strictement
k

positifs, donc sa somme aussi et par @&mneent, la suitén(II,,(s)) a une limiteA > 0. Donc la suite(IL,,(s)) a une
limite distincte de 1.
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3. Pours > 1ona lim II,(s) = ((s).
n—oo
Soit, pourn > 1, A, 'ensemble des entiers naturels dont les facteurs premiers appartiedtesemblep,, ..., p, }.

L'ensemble des nombre%skllsk i (k.. kn) € N"} estégala {—1s ;m e An}. Onadonc ) A=
pl ...pnn m mGAnm
I1,,(s). Maintenant, la suite d’ensembiel,,),>1 est une suite croissante deunionN*. Donc (tfeoeme 1.5.2) la
limite lorsquen tend vers linfinide 3 s vaut 3 Lo = > Lo —¢(s).
m m m
meAn, meN* m=

On a donc prouw&
1
1

Vs €]1,00[ ((s) = H .
k=1

Py,

Exercice Montrer en utilisant la iame néthode que Iaériezpik diverge. (cas = 1).
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2

Developpement d’un eel positif en base

2.1 Développement d’un eel positif en base

Soitb un entier naturelh > 2. Dans la pratique) est souvenégala 2 oua 10. Le programme proir I'étude du casé = 10,
mais cette hypotse sub ne simplifie en rien 'expas On gardera donc le cagjuelconque. Pour € R on noterdz| la
partie entére dex.

Nous aurons besoin du lemme suivant.
Lemme 2.1.1
Soient(a,,) et(b,) deux suiteséelles telles que le€ses de termeérérala,, etb, convergent. Supposons en outre que pour

oo oo
toutn on aita,, < b,. Siil existe un entiem tel quea,, < b, onad_ ar < > by

k=0 k=0
preuve
k=n k=n o0 0
Pourn > mona)). by — > ax = b, — a, donc en prenant la limite lorsquetend vers linfini > b, — > ap >
k=0 k=0 k=0 k=0
bm — @ > 0.

2.1.1 Notations

Soitb un entier naturel) > 2etB8 = {0,1,...,b— 1}.
On césignera pak’ I'ensemble des suites = (xy )iz d'€léments dé3, indexée parZ dont le suppor{n € Z ; z,, # 0} est
minoré, c'esta diretellesquelM € Z Yne€Z n< M = z,, = 0.

Une suitex = (z1) d’€léements dés est dite propre si il n’existe pas d’entiefstels qu’on aitr;, = b — 1 pour toutk > m. |l
revient au M@me de dire que I'ensemble des entikttels quer, # b — 1 est infini. Nous noterons le sous ensemble d&
formé des suites propres.

Soitz = (z3) € ¥'. Onapourtouk > 1, 0 < z;b~% < (b— 1)b~* de sorte que la&sie de terme gréral > x,b* est

k=1
convergente. De plus, onla< Y zxb % < (b—1) Y. b=F = 1. Par ailleursZ(z) = {m < 0 ; =z, # 0} est fini. Nous
E>1 k>1
noterons > z,,b~™lasomme > x,b7™.
m<0 meZ(z)

On c&finit une applicatiord’ : ¥’ — R, en posant

P'(z) = Z Tb ™+ Z zb~®  que nous noterons®’(z) = Z bk
meZ(zx) k=1 kez
Soit ® la restriction ded’ a I'ensembleX des suites propres.

On notera par< I'ordre lexicographique sur’ et sury. Rappellons qu'on pose, pouty € ¥/ z <y < 3ImeZ; x; =
yj pourj < m —1 etx,, <y, etque l'ordre lexicographique eséfihi parz < y ssiz < y ouz = y et que= est une
relation d’ordre total SuE’.
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Enfin, on noteraD, I'ensemble desé&elsz tels qu'il existe un entier natureh tel queb™z € Z. L'ensembleD,, est un sous
anneau d€). En fait c’est le plus petit sous anneau@e&ontenanf et1/b. Pour cette raison, il est souvent aa@ [%] Pour
b = 10, D, est 'anneau des nombregéamaux.

2.1.2 Developpement propre d'un reel positif en basé

Lemme 2.1.2
®' est croissante & est strictement croissante.

preuve
Soientz, y deuxélements d&’ tels quez < y. Soitm I'unique entier tel quer; = y; pourj < m — 1 etx,, < y,. llvient:

/ ’ _ Ym — Tm > Y — Tk
B(y) -~ 9/(g) = LnTm Yo et
k=m+1
Or 1
P2 @1
et
o Yk — Tp > b-1 1
Z bk Z - Z pk —  pm (2:2)
k=m+1 k=m+1

On en &duit®’(y) — ®'(z) > 0, donc la croissance d&’. Ensuite legali€ ne peut avoir lieu que si on &Hfalie dans (1)

ce qui supposg,, = z,, + 1 et dans (2) ce quiécessitey, — z, = —b + 1 pour toutk > m, soity, = 0 etz = b — 1.

En particulier, [égalie n'a pas lieu siz ety sont danst. Donc ¢ est strictement croissante. De plus, on constate que si
®'(y) = ®'(x) alors ce nombre eseosessairement daii,, la suitex n'est pas propre et la suijgesta support fini.

THEOREME 2.1.1
1) L'application® est une bijection strictement croissantg He=) surR.. muni de I'ordre induit par celui dg.
2) Soitx € X..

a) ®(z) € N ssiz, = 0 pourn > 1.

b ®(x) € D, ssila suite: esta support fini.

preuve
1) On a &ja vu qued était une application strictement croisssant&d#ansR , . Il restea prouver la surjectivi.

Soit doncx € R,.. On pose pour entier

’pn = [bnx] ;o O = pnbin i Bn=on+ b = (pn + ]-)bin ‘

Dep, < b"z < p, + 1 on deduitbp,, < b* iz < bp, +bdolbp, < ppi1 €tpas1 + 1 < bp, + b. Endivisant pab™t! on
obtienta, < ani1 €tanr < an +b" — b~ (") soit 8,11 < B,. D’autre part, on av, <z < 3, et0 <z — o, < b~ ™.

Les deux suitesw,,) et(8,,) sont adjacentes et convergent vers

Il existe un entietM tel quem > M = b™ > x car, comme on le voit par unécurrence imradiateb™ > m pourm > 0.
Soit M (x) le plus petit de ces entiefd. Pourn < —M (z) on ap,, = 0 eta,, = 0.

Pourn € Z onpose

’xn = Pn _bpnfl‘

Debp,_1 < pn < bp,_1 + bon deduitd < z,, < b. En faitz,, estle reste de la division euclidienne geparb, le quotient
étantp,,_;. On ax,, = 0 pourn < —M (x) donc la suitgz,,) est dans>’.

Onaz,b™" = a, — a,_; d’ot, ensommant

k=n [eS)
oy, = Z mkb_k et |z = Z mkb_k = kab_k
k=—M(z) k=—M(z) k€eZ

22



Soitz = (2, )nez. C'est unélement de’ qui vérifie ®’(z) = z. Pour terminer la preuve du 1), il resiegprouver quer est
une suite propre. Supposons le contraire. Il existe alors un enttet quex; = b — 1 pour toutk > m. On a alors, pour

k=n —(m—1
n>ma,=an,_1+ Y (b—1)b~*etdoncr = 1i_>m ap = @m-1+ (b— 1)%

= Q-1+ b—(m=1) — g . mais

k=m
ceci est exclus par construction. Dafag,) € X.

2)
a)On peugcrire
_ _ j Tk
R S S SEURED SRR S
k<0 E>1 =0 k>1
Le premier terme de cette somme est un entier naturel. Puisque la ssitpropre, le second esttictementinférieur, d’apés

lelemme 2.1.8 " (b—1)b* = 1. Autrement dit,>" x;,b~* estla partie entire de®(z). Alors ®(z) e N < > xb % =
E>1 k<0 k>1
0 Vk>1xz,=0.

RemarqueOn retrouve ainsi Bcriture en baskd’un entier naturel.

b) SoitT : ¥ — ¥ le decalage dfini part(z) = y avecy; = z;,1 pour toutj € Z. On a de suit&(7(z)) = b®(z). On en
déduit le esultat :
®(z) e Dy < ImeNV"®(z) e N Im e N®(r(z)) € N < (1™ (z)) esta support finiss z esta support fini.

Pourb = 10, «,, (resp.3,) est I'approximation dcimale par dfaut (resp. par exs) der a10~" prés.

Remarque

L'ensembleB est fini. On repesente chacun de seements par un symbole, apgethiffre. Sib < 16, les chiffres utili€s
sont lesh premierstléements de la suite 1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,F.

Poura € B, notonsa le symbole assoéi Alors, onécritz = T_5;---T_1%0,21 23 - ZTp, --+. Le symbole , {pour les
anglosaxons) indiquant indiquant kaparation entre les termes d’'indicegatifs ou nuls qui fournissent la partie @éné et les
autres.

Terminons cette partie énoncant les propgtes ded’. Soitz € R. Supposons que’(u) = ®'(v) = = avec par exemple
u < v. La preuve du lemme 2.1.2 montre qu'alarg D,, quew est une suité support fini telle qu@(v) = = donc quev =
®~1(x), quesiorecrit®d 1 (x) = (z_ar, -+ ,Zm,0, -+ ,0,---)alorsu = (x_pr, s Tm-1,Tm — L,b—1,--- ;b—1,--).
On a donc proud

THEOREME 2.1.2

L'application®’ est une surjection croissante desurR ...

Soitx € R;.

1) Siz € Dy, z a un unique amicédent pal®’ quiestd—1(zr) € X.
3) Siz € Dy, x admet deux agiédents pa®’ a savoir

& Nz) = (z_my T, 0,+-,0,-+) etlasuite y= (z_pr, Tye1,Tm — 1, (b— 1), ,(b—1),--)

donc telle quey; = x; pourj < m — 1, Yy, = xm — 1 €ty = b — 1 pourk > m.

2.1.3 Caracekrisation des rationnels

THEOREME 2.1.3
Soitb > 2 un entier naturel fi&. Le €elx est rationnel ssi sonéaeloppement propre en bdsest pépériodique, c’est dire
ssi il existe un entier > 1 et un entiep > 1 tels query4, = xj, pourk > r.

preuve
r—1 . 00
e Supposons d’abord leésteloppement de prépériodique. Onar = Y z;b~% + y avecy = > x,b~* et il suffit de
—00 k=r
montrer quey est rationnel. Or
00 00 . j=r—1 e _
bPy = kabpfk = Z Tjppb™? = Z ZTjqppb™? + Z:z:j_s_pbﬂ
k=r j=r—p j=r—p j=r
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or x4, = x; pourj > r donc

j=r—1 00
j=r—p J=r
Y _ _C C
) — . —J = \V/ . D n - .
ol c j:;pxﬁpb T @ ecC € N. Doncy T = 1) €Q
s’écrit aussi sous la forme= ——2% —_ avec )
x T — 1) a €N

o Reéciproquement, supposonsc Q, = = p/q avecp, ¢ entiers premiers entre eux. Nous voulons prouver que son

développement propre estggériodique.

La suite(p,,) est donke parmp,, = [b"Tp}’ ce qui signifie que,, est le quotient de la division euclidienne e pargq.

Ecrivons dond™p = p,q + r,. Onar, € {0,1,...,q — 1}. Il existe donc des entiera < n tels quer,,, = r,. Soitr
cette valeur commune. On a alors, pour tout eritier

Pk = 0" Fp = bFpnq + b¥r, = bFr mod ¢
et de néme
Ttk = b*r mod q

onen @&duitr,,  x = 7. Or par é&finition,z,, = p, —bp,_1,doncr,q = (b"p—7,)—b(b" *p—r,_1) = brp_1—7n.
Ona don((xn+k — merk)q = bT‘nJr}c,l — Tnitk — (b’l’quc,l — Terk) =0 Soitxn+k = mm+k---

Remarque : l'algorithme de division

Soitz = p/q. La "justification” élementaire de la gperiodicite du ceveloppement de est la suivante : on pose la division de
p parg et on regarde la suite des resfps). Comme ces restes sont compris entre d-etl, il existe deux entiers: < n tels
quep,, = p,. On en @&duit la geriodicitt de la suite des restes, puis celle de la suite desifithles”.

Précisons tout cela. Congdbns I'algorithme de la divisioBlementaire en commencant par le 6as = < 1. On a alors
O0<p<yq

On posepy = p, yo = [p/q] = 0. On multiplie le reste en cours paet on effectue la division euclidienne. Og&fahit donc,
pourn >0
bﬂn}

bpn = QqYn+1 + Pny1 AVEC Ypy1 = [ q
La suite(y,,) ainsi obtenue est celle qu’on obtient en "posant” la divisioréfirde dep parg.

Tout d’abord, on a pour tout 0 < p, < ¢ par construction, donc pour tout> 1, 0 < y, < b. Le quotient obtena la
k=n

n-iémeétape est,, = . z—’,j
k=1

Ona

Pn

o

Pn+l _ Pn Yn+1

pnt+l — pn qbn+1

donc en ajoutant == = —qa, + po = p — qan = q(x — ay)

soit

On en @&duitd"a,, = [b™z]. Avec les notations duébut, on a pour tout a,, = «, p, = a,b" etx, = p, — bp,—1 =
b"(an — an—1) = yn. La suite(y,,) des entiers obtenue en posant la division est celleadeldppement propre de

Enfin, les restes successifs de I'algorithme de la division sont les, de la preuve @adente. En effet, d%,’% = —qa, +p
on ceduitp,, = pb™ — qa,b™ = pb™ — qp,, = Ty,

Dans le cas gréral a1 = n'est pas Bcessairement entre 0 et 1, a&fidit no comme le plus petit entier naturel tel que=
b~z < 1. On applique ce qui fpoedea =’ et on Ecugerez en multipliant pab™ ce qui revien& decaler la virgule de,
positions.
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2.1.4 Applications

THEOREME 2.1.4
R n’est pas énombrable.

On noteraXy le sous ensemble de formé des suiteg telles quer,, = 0 pour toutn < 0. ¥ s'identifiea I'ensembleS des
suites propresz,, ),>1 d'éléments deé3. @ induit une bijection deS surl = [0,1].

Choisissons une bage> 3. SiR était Enombrable, il en serait deéme del donc deS. Supposons que cekoit le cas.
existerait une bijection. — Y (™ deN surS. EcrivonsY (") = (y7);j>1. Définissons ensuite une suite= (z,,) de la mangre

suivante : on pose; = 0 siyr # 0 etz = 1siy’ = 0. Puisqueb > 3 la suitez est propre donc est das On constate que
par construction, pour tolt, y¥ # zx, doncz # Y*. D’ou la contradiction.

COROLLAIRE 2.1.1
L'ensembleR \ Q des irrationnels n’est pagdombrable.

En effet, on sait qué& est cenombrable et que l&union de deux ensemblegribmbrables est un ensembEndmbrable. Si
R\ Q était nombrable, il en serait deédme deR = (R \ Q) U Q.

2.1.5 CompEments
Autre preuve de la prépériodicité du developpement d’un rationnel

Dans la preuve de la partie directe, nous avons vu qu@dmettait un dveloppement @périodique, on pouvagcrirez sous

la formez = WM ol a € N. Pour prouver I'implication dans 'autre sens, nous allons @dec en deuktapes :

e Supposons que soit de la former = et montrons que soredeloppement est gperiodique. La division

___a

broi(em —1)

euclidienne de parb™ — 1 s'écrita = (™ — 1)A + B avecA, B entiers0 < B < b™ — 1. On en @&duit
A n B

brfl brfl(bm _ 1)

xr =

m—1 .
Le nombre natureB s’écrit en basé sous laformeB = >~ ;b7 avec); € N puisqueB < b™. Il en résulte
=0

B m—1 A o] s m—1 s
m = Z br_]j‘—l (Z bzm) Z blm Z bm-‘r?”ij—]—l

§j=0 i=0 i=0 =0

Posantt =m +r —1—jetry = A\pir_1-k il Vient

B oo 1 m71+7‘ (e’ m—1+r oo m—1+r Thotim
S () £ ) )

=0 k=r =0 =r =0 k=r

en posant.;,, = o) pour toutk entrer etr +m — 1 et tout: € N*. D’ou, en utilisant la sommation par groupements
dem termes conscutifs

e}

Tk
b 1 Z 7]@
A 'Ha 1
T Z bJ L carz < 1= A < b"~! d'ou le resultat.
e |l restea montrer que tout rationnelcompris strictement entre 0 et 1 pewt&ire sous la forme = b’“*l(baim—l)
a) Il existe des entierg, ¢ > 1 et un entier naturet > 0 tels quec etb soient premiers entre eux et= ﬁ. Pour le
voir, on cecomposé en facteurs premierst = pi* - -- p2~ aveca; > 1 pourl < j < r. Ensuite, orécritz = u/v

avecu, v entiers premiers entre eux.s'écritv = pfl -pPrc ol les3; sont positifs ou nuls ettoc est premier avec
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tous lesp; donc aved. On choisit ensuite un entier natufetel que pour touj entre 1 et 'entier v; := ka; — 3; soit
positif ou nul. Soitt = p)* - - - p)r. On avt = cb* et on pose = ut.

b)Il restea prouver I'existence d’entieys et m tels queuc = ™ — 1 car alors on aura = %. b est premier
avecc, donc laclasseb de b dansZ/cZ est inversible. C'est donc uelément du groupe finfZ/cZ)*. Doncb est
d’ordre fini et il existe un entiem tel queb = 1 dansZ/cZ, ce qui signifie exactement qu'il existe € Z tel que
b — 1= pucll

Nombre de cecimales exactes d’une approximation

ProbBme : Soient, un réel ett une approximation d&, a10~" pres, dont on sait calculer leedeloppementé&cimal. C'est
par exemple le cas lorsqu’on approdjepar un rationnel, ou @me par un nombreégimal. La question est : ledimales
det, sont ellesgalesa celles de jusqua I'ordre N — 1? par exemple, sachant ge— 3.141| < 103, les deux prengires
décimales der sontelles 1 et 4 ?

Soientz,y € I =]0,1[ etN un entier strictement positif. On suppdse: y — z < b=". On notez = (z,,) ety = (y») les
developpements propres en bas#e r ety. Etant dongé un entiern < N — 1, on veut savoir Sk, = Y.

Supposons que les deugwkloppements ne soient pas identiques justjatdre N — 1 inclus et soitm le plus petit entiek

tel quexy, # yi. Onadonan < N — 1. D’apres la croissance dB, on a recessairement,,, < .
_ i _ _ 2 b—1_ 2 1 b 1 1
e Montrons quey,, = x,, + 1. Sinony,, —z,, > 2ety—xz > g k>§+1 Al (b 1)berl = >

b piV:

Contradiction.
e Montrons que pourn + 1 < j < Nonaz; = b—1ety; = 0. Supposons le contraire. Saitle plus petit des entiers
compris entren et N tels que(zy, yx) # (b —1,0). Onadong,, —z, > —(b—2)et,pourm+1<j<n,z; =b—1let
y; = 0. Il vient

n—1
1 1 1 11 11 11 11
ez (-1 Y (-2 - (0-1) Y = b o )~ (02— = >y
ymw> gm0 g 02— pooom b(bm+1 b”) O T

k=m+1 jzn+1
contradiction.
Conclusion
Siz,y verifient0 < y — 2 < b~ et si les deux éveloppements direnta partir du rangn < N — 1, on a recessairement
Ym = Tm + 1et,pourm +1<j < N { Zj - bgl

En particulier, siyy # 0onaz; =y, pourl < k< N — 1.

Application

Revenons au probine poé au @&but. Soitt, un réel ett une approximation d&, 210~ pres. Les écimales de sont elles
celles dety? D’apres ce qui peaade, on voit que I'on peut conclure partiellement si on sait que I'approximation eséfaaut d
OU par exes.

Sit > to on prendz = to, y = t. SilaN-ieme écimalety det n'est paségalea 0, on est sur que |e¥ — 1 premeres
décimales de, sontégalesa celles de. Si¢y = 0 on ne peut pas conclure.

Sit < tg, on prendr = t ety = ty. On voit que si laV-ieme d&cimalety det n'est pasgalea 9, alors lesV — 1 premires
décimales de, sontégalesa celles de. Sity = 9 on ne peut pas conclure.

Si on ne sait pas si la valeur appréett I'est par cefaut ou par extes, on pourra conclure que 1856— 1 premeres @cimales
det, sontégalesa celles de, si la N-ieme décimale det n’est ni un 0 ni un 9. Donc la seule prop#é |7 — 3.141| < 103
implique que les deux pregries @cimales der sont 1 et 4.

Continuit & des écimales

ProbEme : Soitd,, : I — {0,1,...b — 1} I'application quia un Eelz associe sa-"décimale”. L'applicationd,, est elle
continue ?

Rappelons qué), dénote I'ensemble des nombres rationnels de la faifté olia € Z etk € N (sib = 10, ce sont les
nombres écimaux). La fonctionl,, est cfinie pard, (z) = p, (z) — bp,—1(z) = [b"z] — b [b"~'z]. On sait que la fonction
partie entére est continue stk — Z. Il s’ensuit t&ja que, pour tout, siz € Dy, la fonctiond,, est continue em.

D’autre part, la fonction partie eie est continua droite en tout point, donc les fonctiods aussi. Il restex étudier la
continuig a gauche en un poiat € Dy,
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FixonsdonCz:%+~-+ig—{faveco<mngb—l.

e Lafonctionp,, est discontinu@ gauche en.

o b1z — In ¢ Ndonch” 'z ¢ Z, par congquentp,_; est continue em. Il en est de réme des fonctiong;, pour
k < n. Donc les fonctiondy,, pourk < n sont continues en et la fonctiond,, est discontinue¥ gauche) em.

e Consictrons maintenant un entier > n. Soity tel quez — b~ < y < x. On ad,,(z) = 0. D’'autre partp)™z — 1 <
b™y < b™x doncb™y] = bz — 1 etde néme,[b™ 1y = btz —1doncd,, (y) = bz —1—b(b" tr—1) = b—1.
Ceci prouve qud,,, n'est pas continua gauche en.

Finalement, les fonctiong,, & < n sont continues en et les fonctionsl,,, m > n sont discontinues en (continuesa droite
et discontinues gauche).
Exercice Montrer quefo1 dp(z)dx = % pour toutn.
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3

Int egration des fonctions nuneriques sur un
Intervalle quelconque

Prérequis On suppose connue l'iagrale des fonctions nugriques continues par morceaux sur un segment.

SoitI un intervalle quelconque d& non vide et non&duita un point, d’extemittsa et/3. On designera paf(I) 'ensemble
des segments contenus ddnsS(I) = {J = [a,b]; [a,b] C I}. On dit qu’une fonctionf : I — R est positive sif(z) > 0
pour toutz € I. Rappelons gu'une fonctiofi : I — K est dite localement continue par morceaux si sa restriétitout
segment/ C I est continue par morceaux. Ogsignera pat’y,(I,K) ouCys(I) la K algébre des fonctions localement
continues par morceaux slia valeurs dank.

3.1 Intégration des fonctions positives

Si f est continue et positive sur le segménton a pour tout segmenitC Iy, [, f < flo f, de sorte qugflU f= sup [, f.
JeS((Io)

Ceci justifie la @finition suivante.

DEFINITION 3.1.1
Soit f € Cu(I,R) positive surl. On dit quef est inégrable suf si la famille de nombres postifs| S f JeSU )) est
majorée. Dans ce cas, l'iagrale def est cfinie par

fr=pm [ 1

& Soient] = [, 3] un segment ef : I — R continue par morceaux. Iesulte de cettedinition quef est inégrable sur
chacun des quatre intervallgs, 3], [o, 8], |o, 5], ]a, 8] et que les irggrales def sur chacun de ces intervalles ségales.

PROPOSITION 3.1.1
Soit (J,,) une suite croissante (pour l'inclusion) de segmentd diont la €union estl et f € Cy(I,R) positive ; f est

intégrable suf si et seulement si la suite (croissar@), f) N est majoée et alory, f = lim [, f.
n n=0 n— o0 n

preuve
Si f est inegrable on a paréfinition [, f < [, f pour toutn, donc la suite(fJ f) est majoee et lim [, f < [, f.
n n n—oo "

Réciproguement, suposons cette suite né&gaet soitl, sa limite. Pour tout segmedtinclus dandl, il existe un entiem tel
queJ C J,, doncf étant positive,, f < [, f < L.Doncf estinégrablesurd et [, f < L. H

COROLLAIRE 3.1.1
Soientf,g € Cuy(I,R) positives et inkgrables e > 0. Les fonctions\f et f + g sont positives iréégrables et on a

Lixf=X[fetf,(f+9)=[,f+[9
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PROPOSITION 3.1.2

Soitf € Cy(I,R) positive, ¢ € I etF : I — R définie parF'(x f f(t)dt. f estinégrable sul siet seulement sila
fonctionF" a des limites finies en et3. On a alors[, f = hm F(x ) lim F( ), ce que l'on notd, f = F(x )27 ou plus

simplementF (z)]”.

preuve
Puisquef est positive,F" est croissante ; si = [a,b] C Tona [, f = F(b) — F(a) doncsup{ [, f; J € S(I)} =
sup{F'(b) — F(a);a,b € I,a < b} = lir% F(z) — lim F(z) d'ou la conclusion®

T—

T—a

PROPOSITION 3.1.3
Soitf,g € Cn(I,R) positives telles quérz € I f(x) < g(x). Sig estinégrable suf, il en est de réme def et [, f < [, g.

preuve
Pourtout/ € S(I)onaf, f < [, 9 < [;gdoncf estinegrable etf, f =sup{[, f; JCI} < [,¢9. W

COROLLAIRE 3.1.2
Soientf, g € Cu ([c, B[, R) toutes deux positivesSi f(x) ~ g(z), f estinégrable suf ssig estinégrable suf.
z—

Bien entendu, ceasultat s'applique ausaides fonctions&gatives (en consatant les fonctions oppéss).

Exemples usuels

1. Soientf,(x) = z~* etc > 0 ; f, est inégrable sufc, +oo] si et seulement si > 1 ;f, est inégrable sut0, ¢] si et
seulement s < 1.

2. z — e~ " estinégrable sufo0, +oo[ si et seulement g > 0.

3. z — —In(x) est inkgrable sujo, 1].

Attention! Soit f : [a,+oo[— RT intégrable. Sif(z) a une limite A lorsquex tens vers l'infini, on a @cessairement
A = 0 (cek résulte par exemple du corollaireguedent). Par contrg peut ne pas avoir de limite en linfini, ni @me
étre majoée surfa, +oo[. Consicrons par exemple la fonctigh: Rt — R* définie comme suit : pour tout entier > 1
f(n) =n? f(n—15) = f(n+;5) = O et f affine sur chaque intervalle — s, n],  [n,n+ 5], [0+, (n+1) = Grfpyal-

Il est clair quef n’est pas majcire Soitz > 0 etn un entiern > z + 1;0na

Iy 1« ("+"_4) f(t)dt Z = Z 7 =: K quantié finie. Donc l'inégrale def sur tout segment d& " est

majoree parK etf est mégrable

3.2 Intégration des fonctions quelconques

Soit f : I — R ; on c&finit les fonctionsf,, f_ : I — R par

fotw) = TOHIE) et p,0) et f@) = PO ), 0)

Ces fonctions sont positives et localement continues par morcegukesit. Pour toutr € I, on a0 < fi(z) < |f(z)],

0 < f (2) < |f(@) et|f(@)| = fo(e) + f (&), }(@) = f-(z) — f_(x). Il résulte de Ia proposition 3.1.3 que|si
est inegrable sud il en est de rBme def, et def_. Soit maintenanf : I — C. On écrit avec des notatiorésvidentes

f =Re(f) +im(f) eton aRe(f)| < |f| et/Im(f)| < |f|. Sif estlocalement continue par morceaus, il en est éenm
de sa partie&elle et de sa partie imaginaire. Si en oujfeest inégrable, il en est de @me deRe(f)| et de|Im(f)|.

DEFINITION 3.2.1
Soitf : I — R localement continue par morceaux ; on dit duest inégrable suf sila fonction| f| est inégrable suf. Dans

cecas,onposg f = [, f+ — [, f-.
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Soitf : I — C localement continue par morceaux ; on dit uest inégrable suf sila fonction| f| est inégrable suf. Dans
ce cas les fonctiorBe( f) etIm(f) sont inégrables suf et on posef, f = [, Re(f) +i [, Im(f).

Si I est un segment ce€finitions sont cobrentes avec les notions existantes égnales def surl.

3.2.1 Proprietés

PROPOSITION 3.2.1
Soit (J,,) une suite croissante (pour l'inclusion) de segment$ dent la éunion estl et f € Cy(I,R) intégrablesurl.

Alors [, f = nhféofJn I

PROPOSITION 3.2.2
Soit f € Cr(I) intégrable c € I etF : I — K définie parF (z) = [ f(t)dt. La fonctionF a des limites finies ea et 3
etonaf, f = lian(x) — lim F(z),

r—r T «

Ces propositions sont des cé@gsiences imidiates de la&finition et des propositions 3.1.1 et 3.1.2.

Attention  Dans ces deux propositions le fait gfiest inégrable suf est une hypotbse. Sif € Cy,(I) n'est pas de signe
constantF' peut avoir des limites finies emet eng sans quef soit integrable.

& C'estle cas par exemple pour la fonctiftr) = % surl = Ry .(voir partie 3.7)

De la proposition 3.1.3 onédiuit le Esultat suivant, essentiel dans la pratique :

PROPOSITION 3.2.3
Soientf, ¢ € Cp(I) Vérifiantvz € I, |f(x)] < p(x). Sip estinégrable sul, il en est de rBme def .

En particulier, sif est un intervalle boet sif € Cy/(I) est bor@e surl, f est inegrable sud. On céduit des exemples
usuels et de la propositiongnédente les deuegles pratiques suivantes:

1. Soitf :]0,a] — C continue ; si il existex < 1 tel que}in% t* f(t) existe dan<, f estinégrable suf0, a] .
—

2. Soitf : [a, +oo[— C continue ; si il existex > 1 tel quetlim t* f(t) existe dan&’, f est inggrable sufa, +o0|.
— 00

PROPOSITION 3.2.4
Soitf € Ca(I) intégrable. On af; f| < [, |f]-

preuve
Utiliser la proposition 3.2.2 et Ie&sultat connu pour les fonctions continues par morceaux sur un segment.

THEOREME 3.2.1
1. L'ensemble des fonctions € Cy;(I,K) intégrables est un sous espace vectoriel'gd 1, K) que I'on notera.(I,K)
et l'applicationf — [, f est une forme ligaire .

2. L'applicationf — [, |f| est une norme sur 'espaégl, K) N C°(I,K).

3. Pour cette norme, I'applicatioh— [, f est une forme ligaire continue de norme 1.
preuve
(1) Lafonction nulle appartierit L(I, K) qui estdonc nonvide ; §i, g € L(I,K), A € K, la majoration\f(z) + g(z)| <

|Allf(x)| + |g(x)| valable pour tout: € I, le corollaire 3.1.1 et la proposition 3.1.3 montrent due+ g € L(I,K).
Ensuite, s(J,,) est une suite croissante de segment£deioni, on afJn Af+g9)=X fJn f+ fJn g, donc en passant

alalimite, [, (\f +g) = X [, f + [, 9. Lapplication[ : L(I,K) — K est donc liaire.
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(2) La seule propété non imnédiatea vérifier esth |f|=0= f=0.SiJestunsegment € S(I),onal < fJ lf] <
J; IfI = 0| f| étant continue et positive sut, f est nulle sut/ ; ceci est vrai pour tout segmeﬂitc Idoncf =0.

(3) De linégalie | [; f| < [, |f| on deduit la continuié del et l'inégali® || I|| < 1. En choisissant pouf une fonction
positive continue non nulla support compact contenu dahgc’esta dire nulle hors d’un intervalle compact contenu
dansI , ce qui garantit qu’elle est iagrable) , on a Bgali€. Donc||I|| > 1 d’ou la conclusionl

PROPOSITION 3.2.5 (Relation de Chasles)
Soientf € Cy(1,K), c € I, I; = IN] — oo, c] ety = I N [c,+oo]. Soientf,, f, les restrictions dg aux intervalled
et I, respectivementf intégrable sull si et seulement sf, et fo sont inégrables suf, et I, respectivement. Dans ce cas

f[f = f]l f1 +f12 fa.

Soit J,, = [an,b,] Uune suite croissante de segments @enion! tels quea,, < ¢ < b, pour toutn. La suite de segments
([an, c]) (respectivemen]c, b,,]) est croissante d&unionl; (respls).

Si f est inégrable sud, il en est de rdme de|f| (par cEfinition); les suites(f[amd |f|) et (f[c’b"] |f\> sont majoees par
;| f]; doncf; et f, sontinkgrables. Bciproguement sf; et f, sont inégrables, on ﬁ[ambn] lf] = f[amc] |f] + f[c,bn] If] <
[i, 1f1l + [, | f2, doncf estinggrable sud.

On a alors pour tout fab: f= f:n f+ fcb” f d'ou la conclusion en utilisant la proposition 3.2.1.

3.2.2 Changement de variables

THEOREME 3.2.2
SoientI un intervalle deR, etf : I — C continue ; soit d’autre pait : J — I une bijection de classé' de l'intervalleJ sur
l'intervalle I. Alors f est inegrable sul ssila fonctiony = (f o @) - ¢’ estinégrable sud et dans ce cas

/I f(z) da = /J (f 0 0)(u) - ¢/ ()| du
preuve

La fonction ¢ est strictement monotone ; elle induit une bijectibn S(J) — S(I) qui envoie le segment d’exmites

u etwv sur celui d’extemites p(u) et p(v). PourK € S(J) on a d'apes le tleoeme de changement de variable usuel
S [(Fo@)lle'l = [,k | f|- Les deux ensembles deals{ [, [(foo)ll¢'|; K €S(J)}et{[, |fl; LeS(I)} sontdonc
égaux. Donc simultaament majogs ou non majds. Ceci prouve la preie partie du tiome.

Supposons maintenant ces ensembles ragjoe. f intégrable sur et donc aussif o )|¢’| intégrable sud. Soit(K,,) une
suite croissante de segmentsiide eunionJ; la suiteL,, = ¢(K,,) est une suite croissante de segments’edeion] comme

on a pour tout fKn (fo)le| = an f on obtient en faisant tendreversoco fJ (fop)(u)-|¢ (u)|du= [, f(x)dc. B

Exemple

Existence et calcul dé 124

14+¢2

dt. En ceduire la valeur, pout > 0 de [;° ;;‘H)z dt.

Posonsf(t) = ﬁ(g ; la fonction f est continue suR”_; pour0 < ¢ < 1ona|f(¢)| < |In(t)| et la fonction| In | est inégrable
sur]0,1]. Il en est donc de @me def. D’autre partt®/?|f(t)] — 0 quandt — oo donc f est inégrable sur{l +ool.

Par con'squentf est ineégrable sut0, +o0o[. Le changement de variables= 1/t donne,fo1 f@®)dt = — f1 t) dt donc
fo t) dt = 0. On justifie comme ci dessus l'iegrabilie de la fonctionf, (¢) = ) e changement de varlable$ ua

a?++t2 "
donne

/°° In(t) . _In(a) /°° Lt /00 In(w) _ wln(a)

a2 +t2 a

3.3 Intégration des relations de comparaison

Dans toute cette partie @moncera lesasultats pour des fonctions localement continues par mordeghjx> R™ aveca < b;
on a bien entendu deésultats analogues pour des foncibru] — R* avech < a.
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THEOREME 3.3.1
Soientf, g : [a,b]— R positivestelles quef (t) e g(t). (On sait qu'alorsf est inégrable sufa, b si et seulement gj est
—

intégrable sufa, b]).

1. Sif etg sontinégrables suju, b] f; f(¥)dt et ff g(t) dt sont, lorsque: tend vers, des infiniment petitéquivalents :

b b
[ it~ [awd (0

r—b

2. Sif (et donc aussj) n’est pas irkgrable sufa, b| f; f@)dt et f;” g(t) dt sont, lorsque: tend versh, des infiniment
grandséquivalents :

[ i~ o (o

—b

preuve

1. Soite, 0 < e < 1; il existe un Belj €la,b[telquelf <t < b= (1 —¢e)f(t) < g(t) < (1 +¢)f(t). Alors, pour
B<z<bonall—e) [l ft)dt< [Mgt)dt<(1+e) [ f(t)dt. M

2. Posond(z) = f;” f(t)dt etG(z) = f;g(t) dt Puisquef est positive et non ilégrable,lirri F(z) = +o00. De méme
T—
pourG(z). Soita €la,b] tel quet > a = F(t) > 0et (1 —¢/2)f(t) < g(t) < (1+¢/2)f(t). En integrant cette
dernire iregali®, on obtient, poutt < . < b (1—¢/2) (F(z) — F(a)) < G(z) —G(a) < (1+¢€/2) (F(z) — F(a)).
« étant ainsi fig, on a, poury < x < b:

(1 B E) F(z)— F(a) G(a) _ G(x) < (1 n E) F(z)— Fla) G(a)

2) T F@) T F@) S Fl) 2) T F@) | F)

Lorsquez tend versh le membre de gauche de cette doubkgalié tend verd — ¢/2 et celui de droite ver$ +¢/2 ;
il existe donc urg €]a, b[ tel que pourr €3, b] le membre de gauche soit rfeura 1 — ¢ et celui de droite irfrieura

1+ €. Alors pourz €]g,b[onal —e < ggg <l+e Nl

THEOREME 3.3.2
Soientf, g : [a,b]— R avecy positive telles qud f (t)| = tob(g(t)) (respectivemeritf (t)| = O (g(t)).
- t—b
1. Sig estinégrable sufa,b|, f aussi etff f(t)dt = o, (f;g(t) dt)
r—

(respectivemenf; f(t)dt = Ob ( ff g(t) dt)

2. Sif n'est pas inkgrableg ne I'est pas non plus g‘g” ft)dt =
(respectivemenf” f(t)dt = O ([T g(t)dt).
z—b

Jo 9(t) dt)

o
z—b (
& La preuve est semblablecelle du téoeme pecdent.

3.4 Suites et éries de fonctions

Les deux tkormes de cette section sont admis par le programme.

THEOREME 3.4.1 (théoreme de convergence monotone)

Soit(f. : I — R),-, une suitecroissantede fonctions localement continues par morceaux sur l'intenlaée integrables
surl , convergeant simplement shivers une fonctiorf : I — R localement continue par morceauxsurI. Alors f est
intégrable suf si et seulement si la suite (croissar(tf) fn)@()) est majoée. Dans ce cas



COROLLAIRE 3.4.1
Soit (u, : I — R), 5, une suite de fonctiongositives localement continues par morceaux eégrables suf telles que la
série Z@() u, converge simplement sdr On suppose en outre que la sonunée cette érie estlocalement continue par

morceauxsurl. Alorsu est inegable sul si et seulement si lasie de terme gréral [, u,, est convergente. Dans ce cas

[Zm) =2 (f=)

n=0 n>=0

Le corollaire se prouve en appliquant I&€tiemea la suite des sommes partielles dedaes

THEOREME 3.4.2 (Théoreme de convergence domée)
Soit (fr, : I — (C)@O une suite de fonctions localement continues par morceaux sur l'intefvaites®dant les propétés
suivantes:

e la suite( f,,) converge simplement sidirvers une fonctiorf : I — C localement continue par morceaux

o Il existe une fonctiorp : I — R localement continue par morceaux eéigtable sull telle que pour tout € I et tout
n € N on ait| f,(z)| < ¢(z) (on dit que la suitéf,,) est domirge par la fonctiorp).

Alors f est inégrable suf et
/ f= lim fn
I n—oo I

ExempleEn utilisant la relatior ™ = lim (1 — £)" montrer quef,” e~ In(t)dt = —v (constante d’Euler).
n—oo
e Soith(t) = e ' |In(t)|. La fonctionk est continue suR* , h(t) Koot In(t) ettlim t2h(t) = 0, donch est inegrable sur
— —00
R ; il en est donc de @me def — e~ “Int.

e Lafonctiont — (1 — %)" Int¢ n'est pas irkgrable sufl, +oco[. Pour contourner cette difficélf on va la tronquer : soit

X[0, 1a fonction caradristique de l'intervallg0, n]. Posonsp,(t) = (1 — £)" x(o,(t) €th,(t) = ¢,(t)Int. Soit
t > 0fixé ; pourn > [t] + 1, 0n ah,(t) = (1 — )" Int, dong lim hy,(t) = e~*Int.

Montrons maintenant qué., (t)| < h(t) pour toutt > 0 ; cette iregali€ est trivialement &rifiee si¢ > n ; d’autre part,
on a pour touts € R, 1 —u < e~ (convexié de la fonction exponentielle) ; dodc % <e Y™ pourd <t < n,
les deux membres de cettecali® sont positifs ; on pelélevera la puissance : (1 — %)n < e~t. On en @duit
|hn ()] < h(t) pour0 < ¢ < n; ce quiétablit 'inégalie annonée. Les fonction,, et h sont continues suR* ; on
déeduit du tieoreme de convergence doréim/ ™~ e~ Int dt = lim I5~ ha(t) dt.

e Soitl, = [, hn(t)dt. Il vient

I - /On (1 - :L>nlntdt :n/olm” (In(n) + In(1 — 2)) da

(changement de variables= 1 — ¢/n) soit

1
I, = In(n) + nJ, avect, = / z"In(l —z)dz
0

n+1
"t

On integre par parties, en posantz) = In(1 — z), u'(z) = 2", u(z) = “

lim u(z)v(z) = 0. Il vient
z—1

; ce choix deu assure que

1 Lgntl _q 1 1 1 1
J’I’L:_ d = — 1 e nd — —
n+1/0 z-1 n+1/0( Fadetat)de n+1;k

)

d’ou

=

n n+1
I = —— <ln(n) -
k=1
guantié qui tend vers-~ quandn tend vers I'infini. Donc

/ e 'In(t) dt = —.
0
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3.5 Compement

Le theoréme ci dessous est danan com@ment : il ne figure pas explicitement au programme de Bagtion interne, mais
est par contre au programme des classesparatoires.

THEOREME 3.5.1
Soit(u, : I — C) (n>0) Une suite de fonctions localement continues par morceauégtratiles suf ; on suppose que lé&ge

> u, converge simplement sdret que sa somme= > u,, est une fonction localement continue par morceaux. Sl s

n=0
numérique Y, [, lu,| est convergente, la fonctianest inégrable eff, u = > [; uy.
n>0 n>0
preuve
1. Integrabilié deu :
k=n
PosonsA,, = > |u,|; on ne peut pas appliquer directement Iéd@me de convergence monotone ; en effet d’'une
k=0

part la €rie Y |u,(x)| peut diverger pour certaines valeurs clet d’'autre part, rame si cette &rie converge pour
tout x, rien ne garantit que sa somme soit continue par morceaux. On va tronquer la faAgtioposons, pour
x € I, hp(r) = min (A, (x), |u(z)|). On \erifie facilement les propgiés suivantes :

e Pour toutn, h,, estlocalement continue par morceaux Eet integrable, cab < h,, < A4, (et A,, estinégrable).
e Pour toutz € I la suite(h,,(z)) est croissante.
e Pourtoutr € I, lim h,(z) = |u(x)| et la fonctionju| est localement continue par morceaux Bur

n—oo

k=n 00
On peut donc appliquer le &reme de convergence monotone. O a, < [; A, = > [;|lux] < X [; Jugl
k=0 k=0

quantie finie par hypothse. Donc la fonctiofu| est inegrable suf et

/I|u| lim h Z/\un\ (3.1)

k>0
par congquentu est inégrable.

2. Egalie [;u= 3 [, un.
n=0

k=n

La fonctionR,, = u — Y. uy est localement continue par morceaux. On peut apliquereladtats de la prerare
k=0

partie de la preuvé la ®rie R, = > wuy. R, est donc inégrable surl et d'apes (1), |f1 Rn| < [7|Ra| <

k>n+1
k=n
u — E Uk =
I k=0

k=n
u — Uk | =
Jex
tend vers 0 quand tend vers l'infini, ce qui ackve la preuve.

> 7 un —— 0. Donc
k>n+1

[
I

3.6 Series et Integrales

Soitu = (u,) une suite éelle ou complexe ; on lui associe la fonctifin: [0, oo[— C définie parf, (z) = u(,) ou [z] désigne
la partie engére dez ; autrement ditf,, (x) = u,, pourn < < n + 1. La fonctionf,, est localement continue par morceaux.

SoitU,, = ug + - - - + u,, la suite des sommes partielles de &sis de terme gréralu,, et par conventio/_; = 0. Pour tout

x > 0onaenposant = [z],

[ futyit =, + @ -
0
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Supposons d’'abord la suitepositive ; la fonctionU est positive et on &,)_; < fo”” fu(t)dt < Up,). Donc lintegrale de
fu sur tout segement contenu dais est majoee ssi la suitélU,,) est majoee, ce qui revierd dire Eerie a termes positif9

que la &rie>_ u,, converge. On a donc, dans le cas d’une suite positagivalence entre la convergence deddesy " u,, et

I'int égrabilié de la fonctionf,.

Soit maintenantu,,) une suite quelconque ; la fonction as$mé la suite(|u,, |) est la fonctior] £, | telle que| £, |(z) = | fu(z)].

On a donc moné&, compte tenu de ce quigeede le

THEOREME 3.6.1
Soitu = (u,) une suite complexe dt, la fonction assoée comme ci dessus. La fonctigp est inégrable ssi laé&rie de
terme @réralu,, estabsolument convergenteDans ce cas

o0

/Oo fu)dt = " uy,
0 0

k=

Exercice On se donne une suite(™) de suites complexes, la suité™ ayant pour termeé&réralu'™. Que devient dans
ce cadre le thoeme de convergence doragm ?

3.7 Intégrales impropres (ou @néralisees)

3.7.1 Definitions

DEFINITION 3.7.1
SoientI = [a,b[ un intervalle deR ot a est un éel eta < b < oo etf : I — K une fonction localement continue par

morceaux. On dit que l'iigrale f: f(t) dt converge si la quan@tF (z) = fax f(t) dt a une limite finie quand tend vers.
Dans ce cas on notf f(t) dt = lim [Ff@)dt
z—

On dit que I’inégralefab f(t) dt est absolument convergente si Iélgralef: | f(t)| dt converge. Dans ce cas, la fonctifrest
intégrable suf et I'intégrale @réralise def n'est autre que son iagrale @ja cefinie dans la partie 3. C'est en particulier le
cas sif est positive.

On dira que l'inégrale def est semi-convergente si elle est convergente gtrsest pas inkgrable (donc si l'irgrale n’est
pas absolument convergente).

Une fonctionf : I — R est donc inkgrable au sens du nouveau programme si et seulement si égnalet est absolument
convergente au sens de I'ancien programme.

Bien entendu, on a de€finitions analogues pour une fonctign]b, a] — K ol —oo < b < a < oo. Enfin, soitf :]a,b[— K
une fonction localement continue par morceaux avec cette-fsis< a < b < +o00. Soite, d €]a, b]. Siles deux irkgrales

“fet b f convergent, il en est de@me des iréigrales ¢ fet b fetonaf®f+ b f= N f. Dans ce cas on dira que
a c b a d a c a d
lintégralef f converge.

Attention! Il est essentiel dans laéfinition pecedente que les deux Iimiteliyn%7 [Zf@t)dtet lim [T f(t)dt existent. Par
r— Tr—a

exemple, soiff (z) = z avecl = R. L’intt’agraleff;o tdt diverge alors quelim [* tdt = 0.
Tr—r 00

ExempleEtude de

+oo o3
sin x
/ dx
— 00 X

Soit f la fonction cfinie parf(z) = % pourz # 0 et prolongee par continué en 0 parf(0) = 1. Par parig, les inégrales
LOX f@t)dt et fOX f(t) dt sontégales pour touX > 0. Il suffit donc de montrer la convergence ﬂé"o f(z)dz. f étant
continue suiR il suffit de montrer la convergence (j§+°° f(x)dz. Soit X > 1; une inkgration par parties sur l'intervalle

compact1, X| donne
/X Sintdt:cosl— cos X _/X costdt
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La fonctionk(t) = <%* est continue sulfl, +oo[ et majoe sur cet intervalle par la fonction égrablet — ¢~2 ; elle est donc
intégrable sufl, +oo[ et hm fX cost gt existe dan®R. Comme<%~ tend vers 0 quand tend vers l'infini, on en @duit

quef1 St gt a une Ilmlte fmle quand tend vers linfini.l

Montrons maintenant que la fonctiqﬁn’est pas inkgrable suiR. Soitk entier,k > 1. Pour(k — )7 < t < kmrona

|F(8)] > |sin(t)|/kr donc [ |\ |F(®)dt > & [, |sin(t)|dt = 2/kn. Il vient

/0 )| dt > Zk

Le membre de droite de cette expression tend vers l'infini quarghd vers I'infini. Lintegrale dg f| sur les segments d&
n'est donc pas majée, ce qui prouve qugn’est pas inégrable suiR.

3.8 Calculs

Il est essentiel de garder eremoire que le calcul d'une iegrale sur un intervalle non compact d’une fonctiognable, ou
le calcul d’'une inégrale semi-convergente est un calcul de limite.

e Sif: I — Cestinégrable (ou a une idgrale semi convergente) sliet si f = g + h, les inegrales des fonctionget

h peuvent ne pas converger. Par exemplé,si[2, +oo[, f(z) = 2+, g(z) = (z) = —%H. On conduira
le calcul de la mar@re suivante:
> 9 X2
/ ———dz = lim [ ———da
5 x2-—1 Xooo fy a2 —1

X1 X
= lim / dz f/ dx
= lim (In(X —1) — In(X 4+ 1) +1n(2))
X —o0
= In(2)

e Les mémes pécautions s'imposent pour une égration par parties. Si,v sont de class&® surI = [0, +oo|
par exemple et si/v est inegrable surl (ou si I'intégrale surl de w'v est semi convergente) il n'y a aucune rai-
son pour gu'il en soit de Bme de l'inégrale deuv’. Dans le cas consik ici, on a pour toutX > 0 fOX u'v =
w(X)v(X) — u(0)v(0) — fOX uv’ et le fait que le premier membre ait une limite quaXidend vers l'infini n'implique
pas qu'il en soit de @me pour(X)v(X) et pourfOX uv' .

Exemple
Existence et calcul d& = [ M dx
— Existence : Posons pour€]0, 1[ f(z) = h‘(lz_f) ; f se prolonge par contin@ten 0 en posant(0) = —1; f est
constammenté&gative et au voisinage de 1 orféx) ~ In(1 — x) qui est inégrable au voisinage de 1. Dofi@st
intégrable sufo, 1].
— Calcul: On effectue une iagration par parties en posarfz) = —1/z etv(z) = In(1 — z?) ; ces deux fonctions
sont de class€ sur tout[t, 7] ol 0 < ¢t < T' < 1. On obtient :

T 2 _ 2 42 T
/ In(1 — 2?) dr — _ln(l T2) n In(1 —t%) _/ 2 de
t t

2 T t

In(1 —t2) ~ —t%donc

t—0

T 2 _ 72 T -T2
/ Mdm:_w_/ %dag:_w-i—ln(l—T)—ln(l—&-T)
o o 1—=z T
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Mais quandl’ — 1, les deux expressions figurant au second membre tendent vers l'infini. On doit donc finir le
calcul comme suit:

Tln(1-2% . In(1-17?) B 1 1
/Ox2d:z:T—1n(1—|—T)+1n(1—T)<1—T>ln(1—T)—<1+T>ln(1+T)

LorsqueT — 1, (1 — T)In(1 — T) — 0 donc

1 _ 2 Tln(1 — 22
/ M dr = lim M dr = —2In(2)
o T T—1 /o T

— Il aurait &t plus astucieux de choisi(z) = —1/x + 1. On obtenait alors

T 2 T
In(1 — 22) ST —1 St 1 2
) e = —In(1 - T?) "~ +In(1 —3) "~ —
/t 5 da = —In( )= + (1 - )~ /t o dr

Commelim (T — 1) In(1 — T?%) = 0 etlim In(1 — ¢*).2 = O il reste
T—1 t—0

Un(1 — 22 )
/ n(izm)dx:—/ dx = —21n(2).
0 x o 1+=z
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4

Series entieres

4.1 Etude de la convergence

4.1.1 Definition et exemples

DEFINITION 4.1.1
Soit (an)n>0 Une suite céléments dé&K = R ouC. La <rie entére asso@ea cette suite est laésie de fonctions de terme
géréralu,(z) = a, 2" ot par convention® = 1 i.e. ug(z) = ag. On la noterd_ a,,2".

Une telle &rie converge toujours pour= 0.

Exemples

1. > 2" est la &rie entére assoéea la suitea,, = 1 pour toutn. C'est la €rie geonrétrique qui converge s$t| < 1
n=0

auquel cas sa somme vaft(1 — z).

2. Y (coshn)z?", serie entére assoéea la suite(a,,) définie patvp € N as, 11 =0 €t ag, = coshp.
n>0

3. Y 2™ srie entere assoéea la suite(a,, ) telle quea,, = 1 si il existe un entiep tel quen = p! eta,, = 0 sinon.
n=>0

4.1.2 Rayon de convergence

THEOREME 4.1.1 (Lemme d’Abel)

Soit (a,) une suite de nombre complexeszgte C. Sila suite(a,zy), s, est bore, la grie ) a,z" est absolument
n>0
convergente pour tout< C tel que|z| < |zo|.

preuve
Il N’y a rien & montrer sky = 0 ; supposons dong # 0. Soit M tel quevn, |a,z§| < M. Pour toutn et tout|z| < |zo| on a

n

02" = lanzg] | 2| <M

z
20 20

L'expression de droite est le terméngral d'une &rie ¢geonetrique de raison iifrieure strictemena 1, donc convergente.
D’ou la conclusion (tBoreme de comparaison desresa termes positifs).

THEOREME 4.1.2
Soit)" a,z™ une £rie entére. Les sous ensembles suivantRde

1. B, ={r e R, ; la suite(a,r™) est boree:
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2. Es ={r e Ry ; la suite(a,r™) tend vers §
3. E5 ={r e R, ; la srie}_ a,r™ convergé

4. By ={r € Ry ; la <trie}_ a,r™ est absolument convergehte

sont des intervalles qui ont laéme borne sugieureR dansR ;. = [0, +oc].

DEFINITION 4.1.2
Cette borne sugrieure commune est appelrayon de convergence de &ie entére) a,,z". Le disque ouvert de centre 0
de rayonR s’appelle le disque de convergence.

preuve
Ces ensembles sont non vides et contetarsR donc ont tous une borne seqieuredansR. On aE, C F3 C Fy C E; donc

0 < sup E4 < sup E3 < sup E» < sup E7. Pour montrer Egalit, il suffit de prouver queup F; < sup E;. C'est trivial si
sup E; = 0; dans le cas contraire, séit> 0 tel queb < sup Ej ; b n’est pas un majorant d&;, donc il exister, € F; tel que

b < ro ; par hypotlése la suitg|a,, |r]) est bortee, donc d’aps le lemme d’Abel, laéyie entére est absolument convergente
en toutr € [0,ry[. On a donc mon& queb < sup E; = [0,b] € E4 ; on en é&duitsup F; < sup £, d’ou I'égali€ des bornes
sugerieures.

Soit R la valeur commune ce ces bornes. l&abnstration gredente montre qu, R[C Ey C E5 C Ex C Ey C [0, R].
Les quatre ensembles sont donc des intervallesdsargauche en 0, d'ex@mité droiteR. La rie entéere est donc absolument
convergente en tout point du disque de convergence ; si on se &mite variable&elle, elle est absolument convergente en
tout point de l'intervalld — R, R|.

COROLLAIRE4.1.1
Soit)" a, 2™ une frie entére de rayon de convergenBke

1. SiR = 0 la rie diverge en tout # 0.
2. SiR = oo la rie est absolument convergente d@risut entier.
3. Si0<R< o

e Si|z| < R la rie}" a,z" est absolument convergente.
e Si|z| > R la rie}_ a,z™ diverge grosgirement (i.e. son termeégéral ne tend pas vers 0).

Dans le dernier cas, 5i| = R le comportement de l&sie " a,, 2™ dépend du cas congice comme on le verra ci dessous.

4.1.3 Determination pratique du rayon de convergence

Les methodes les plus efficaces pousterminer le rayon de convergené&ed’une €rie enttére > a,,2™ reposent sur la
définition (theoeme 4.1.2) et ses codguences (corollaire 4.1.1). Il est important de noter que pétarchinerR il suffit
de ceterminer pour quelles valeurs de> 0 la suite positiveu,, = |a,|r"™ est majoee. C’est donc une question qui fait
intervenir essentiellement deasites positives

1. Sip > 0 est tel que la suitéa,,r™) est boree poun < p et non borie pour- > p alorsR = p.
Si pour toutr la suite(a,r™) est boréeR = oco.
2. Sip > 0 esttel quée>_ a,r™ converge pour < p et diverge pour > p alorsR = p.

3. Si(a,) et (b,) sont deux suites complexes telles que ~ b,, les €ries engres)_ a,,2" et>_ b,2" ont le meme
n— o0
rayon de convergence.
Car les deux suites,r™ etb,r™ sontéquivalentes donc sont simul&ment borées ou non boges.

4. Regle de d’Alembert
Supposons qu'il existe un entieg tel quevn > ng, a, # 0 et que la suitel“‘g—jl‘ ait une limite A dansR ; alors le
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rayon de convergence de lare) " a,, 2" estR = 1/\ (ou par conventiorl /0 = oo et1/co = 0).

En effet, posons pout > ng, u, = |a,|r". Alors la €rie ) u, esta termes positifs e% — rx donc) u,
converge pour\ < 1 et diverge pourA > 1. D'ou la conclusiorll

5. Regle de Cauchy B
Si la suite }/|a,| a une limitep dansR, le rayon de convergence de Erie entére a, 2™ estR = 1/p.

En effet, {/|a,|r™ — ru et on conclut comme pour l&gle de d’Alembert.

Attention! Ces deuxé&gles sont des conditions suffisantes pour que le rayon de convergencériedasi@e soitR ; elles ne
sont en aucun cas des conditionséatessairesAutrement dit si on sait que la rayon de convergencé&teentere a,, 2"
vaut R, on ne peut en aucun cas eeddire que la suitéi,,+1|/|a,| converge verd /R. Car méme si lesz,, sont non nulsa
partir d’'un certain rang, la suite,,1|/|a,| peut ne pas avoir de limite (voir les exemples ci dessous).

4.1.4 Exemples

1. La <rie ) 2™ est une érie geonétrique de raisorz. Elle converge siz| < 1 et diverge sijz| > 1 ; le rayon de
convergence est 1 et larse diverge en tout point du cercle de centre O de rayena 1.

2. La <rie entere " 2" /n? a elle aussi un rayon de convergerégala 1 ; ceh se voit par exemple avec lagle de
d’Alembert ou en constatant que larie de terme gréralr™ /n? converge si < 1 (car elle est majde par la érie de
Riemann de termedgéral1/n?) et que la suite™ /n? tend vers l'infini sir > 1. Cette &rie est absolument convergente
en tout point du cercle de centre 0 de ray®s- 1.

3. La <rie entére ) 2™ /n a un rayon de convergenégala 1 (&gle de d’Alemebrt) ; elle est divergente paur= 1 et
semi-convergente en tous les autres points du cercle de centre 0 ddrayadn (exemple 1.3.1).

4. Déterminons maintenant le rayon de convergence dérla entére > (coshn)z?". La suite(a,,) assodke est éfinie
n=0
parvp € N asp41 = 0 et ag, = coshp. On ne peut donc pas appliquer &gte de d’Alembert. Posons, pour> 0 et
pour toutp € N, u, = (coshp)r?? ;onau, ~ ePr?’/2;donc la €rie de terme géralu, converge ssir? < 1;le
p—00

rayon de convergence de lerie entére propoge est don® = 1/+/e.

5. Consi@rons la érie>"n!z?". La encore, il y a une infinit d’indicesn pour lesquels:,, = 0. On pro&de comme ci
dessus: pour > 0 on poseu,, = n!r2". Il vient

Unt1 _ (n+ 1)T2n+1*2n =(n+1)r*"
Uy,

guantié qui tend vers 0 si < 1 et vers l'infini sir > 1 ; doncR = 1.

6. Soitla suitga,,) définie patvp € N, aq, = 2P etag,y1 = 37. LA encore, on ne peut pas apliquerdgle de d’Alembert
car la suitda,,+1|/|a,| n’a pas de limite. Cons&tons donc la suite,, = a,r™ ; on aug, = (2r2)P etug,1 = r(3r?)P.
On voit immédiatement que cette suite est bersi et seulement 8-> < 1 et3r? < 1, ce qui se&éduitar < 1//3.
Onadonck = 1/+/3.

4.1.5 Ogerations

THEOREME 4.1.3

Soientd” a,z" ety al 2" deux €ries enteres de rayons de convergence respeflitt R'. Le rayon de convergendg’
de la rie entére) (a, + al,)z™ est su@rieur ouégald min(R,R'). SiR # R’, on aR"” = min(R, R'). Enfin, pour
|z] < min(R, R'), ona

Z(an—ka;)z": Zanz" + Za;z”

n=0 n=0 n>0
preuve

Sir < min(R, R’), les deux suitega,,r™) et (a,,r™) sont bories ; il en est donc de@me de la suitéa,, + a,,)r™ ; donc
R" > min(R, R').
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Supposons maintenant par exemple duec R’ ; soitr tel queR < r < R’ ; la suitea/,r™ est boree et la suitez,, 7™ ne
I'est pas, donc la suité,, + al,)r™ est non borée ; on en 8duit R < r. Ceci est vrai pour tout €]R, R'[ doncR"” < R.
L’ égali€ en ésulte.

L' égali finale est triviale puisque polr| < min(R, R') les trois &ries)_ a, 2", Y al 2™ et> (a, + a,)z" convergent.

Il estévident que s # 0 les ries engres) _ a,z™ et) . A, z™ ont meme rayon de convergence.

Etant donies deux &ries enresd  a,z™ et > a’, 2™ on cefinit leur produit de Cauchy comme large entére de terme
géréralc, 2™ ou
Cn = Z Aply = pagy + an_10) + -+ +a1a,_, + aga,
ptg=n

THEOREME 4.1.4
Soienty” a,z" ety al 2™ deux €ries engres de rayons de convergences respeRtésR’. Le rayon de convergend®’ de
leur produit de Cauchy est s@eur ouégalamin(R, R'), et pouriz| < min(R, R’), on a

g cn2 = E an 2" E al 2"

n>0 n=0 n=0

preuve

Pour|z| < min(R, R’), les €ries de termeé&réral (a,,2™) et (b,2™) sont absolument convergentes. Le produit de Cauchy de

ces deux &ries est la&rie de terme@réral >  a,2Pby2? = ¢,2z". Du thtome 1.4.1 on &duit que la érie > ¢, 2" est
p+g=n n2=0

absolument convergente pduf < min(R, R’), et que dans ce domaine sa somme est le produit des sommésidsss, 2™

etXb,z". Son rayon de convergencérifie doncR” > min(R, R').l

Attention! Méme siR # R’ on n'a pas engréral R’ = min(R, R').

Par exemple soltn a,, = 1 etay = 1, o} = —1, etV¥n > 2 a], = 0. La rie}_ a,,2™ a un rayon de convergendeégal
a1l etsasomme est, pdut < 1 égaleal/(1 — z). La <rie)_ al, 2™ a un rayon de convergence infini et une sonéyalea
1 — z ; la serie produit est dorére parcy = 1 etvn > 1, ¢, = 0. Son rayon de convergence est infini.

DEFINITION 4.1.3
SoitS = )" a,z" une frie entére ; on appelleéie cerivée deS la $rie entére Y (n+ 1)an4+12".
n=0 n=0
Autrement dit c’est laérie asso@ea la suite(b,,) définie patvvn > 0b, = (n + 1)an+1
Pourk € N* on appelle érie entére cérivéek fois deS la srie de terme gréral(n + k)(n +k —1)--- (n+ L)ap4r2™.

THEOREME 4.1.5
Une frie entére et sa@rie cerivée ont le néme rayon de convergence.

COROLLAIRE 4.1.2
Une <rie entére et saé@ie cerivéek fois ont méme rayon de convergence.

preuve
Soit R le rayon de convergence de kre > a,z" et R’ celui de la &rie_ b,2" oub,, = (n + 1)an,41.

e Montrons queRk’ < R
Il n'y ariena montrer sik" = 0; si R’ > 0 soitr tel que0 < r < R’. La suite(|b,|r") est majoée par un&el M. On
a, pour toutn > 1

T
lan|r™ = —|bp_qJr"t <rM
n
donc la suitg|a,, |r™) est majoée et par corequentr < R ; ceci ayant lieu pour tout < R’ on en éduitR’ < R.

e Montrons queR < R’
Il n'y a rien a montrer sik = 0. Supposong: > 0. Soitr tel qued < r < R ; choisissons’ tel quer < ' < R. La
suite(|a,|r'™) est majoée par unéel K > 0. Ona

lbn|r™ = (n + Dana|[r" =

1 n+1 K
n —+ (L) |an+1‘7,/n+1 < 7(7’L+ 1) (

r n+1
/ )

r T r!

Commer < '’ la suite figurant dans le membre de droite dedgali€ ci dessus converge vers O ; il en est donc dene
de (b,r™) ; on en éduitr < R’ ; ceci ayant lieu pour tout < R on en é&duitR < R'.
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4.1.6 Theoreme fondamental

THEOREME 4.1.6

Soit>" a,z™ une €rie entére de rayon de convergence non nul. Bae  a,z"™ est normalement convergente sur tout
n=0
disque ferng de rayomn strictement inférieur a R

preuve
Soit doncr tel qued < r < R < oo. Soitp tel quer < p < R ; la suite(|a,, |p™) est majoée par uné&el positif M. On a alors

pour toutn > 1 et toutz tel que|z| < r,
n n
z r
" = sl () <21 (2)
p p

qui est le terme @réral d’'une érie nunérique convergentill

Attention! La convergence n’'est eregeral pas uniforme dans le disque ouvert de convergence comme le montre I'exemple

de la €rie geongtriqued_ 2". Son reste d'ordre est en effeégala R,,(z) = 2"*1/(1 — z) et sup |R,(z)| = +oo ne tend
|z|<1
pas vers 0.

Exercice Déterminer toutes le€sies engres) _ a,,z™ qui convergent unifor@ment dan€ tout entier.

4.2 Propriétes de la somme

Dans toute cette partie on se donne uergesentere  a,, 2" de rayon de convergende> 0. La £rie converge dans le disque
ouvertD(0,R) = {z € C; |z| < R} (siR = o0, D(0, R) = C) ; sur ce disque on peut doné&fihir la sommef de la €rie :

f(z)= > anz™.

n=0

THEOREME 4.2.1
La fonctionf est continue sub(0, R).

C’est une comsquence imradiate du teoreme fondamental.

On se limite maintenant au cas ta variable estéelle.

THEOREME 4.2.2

SoitS :] — R, R[— C la somme d'uneéie entére de rayon de convergenBe> 0 : S(xz) = > apz™.
n=0

1. S est de class€> sur] — R, R|, et cérivable termé terme. Autrement dit, pour tokite N et toutz €] — R, R[on a:

S (z) = i (n+Ek)(n+k—1)-(n+1)an ez

n=0

2. En particulier, pour tout € N on a
S(")(O)

n!

Ap =

3. Intégration termex terme :

an

Vxe]fR,R[,/ S(tydt =) n_lcc”
0 n=1

4. Pour touh, S admet en 0 unélvelopement liméa I'ordren donré par

k=n

S(x) = Z arz® + o(z™)

k=0
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preuve

La strie donige et sa@&@rie cerivee termea terme ont le rame rayon de convergendég Le fait queS soit de class€! se
déduit alors du teoeme fondamental appliga la €rie cerivee. En effet, soit tel que0 < » < R. Posons pour tout,
un(x) = apz™. La €rie u,(z) converge simplement en 0 ; chaque fonctignest de class€! sur] — R, R[ et la €rie
dérivee converge normalement donc unifément sur tout compagtr, r] de] — R, R]. Il en résulte queS est de classé'

sur] — R, R[ et que sur cet intervall®’(z) = 3 u/,(z). Une iecurrence facile donne ensuite le cagaeC> de S.
n>0
Les points (2) et (4)ésultent de (1) et le point (3) de la convergence uniforme dérla sur l'intervalle ferrd d’extémités 0

etz.l

4.3 Fonctions dveloppables enérie entiere

4.3.1 Definitions

DEFINITION 4.3.1
SoitI un intervalle déR contenant O ef : I — C une application . On dit qué est éveloppable enésie entére en 0 (on
notera DSE) si il existe une suit¢a,,),>o et un @elr > 0 tels que

Ve e IN] —r,r[ f(x)= Zanm"

n=0

La serie entere_ a,z™ a alors cessairement un rayon de convergeRce r. Pour quef soit developpable enésie entére
au vosinage de 0 il esEaessaire qu’elle soit de clagsé® dans un voisinage de 0 (@breme 4.2.2). On a alor€pessairement
an = f™(0)/n!. La suite(a,,) est donc uniquemengtermiree parf et la €rie entére assoée est la &rie

dite <rie de Taylor def.

Attention! On vient de voir gu'une conditionatessaire pour qu’une fonctiogfihie au voisinage de 0 soit DgEst qu’elle
soit de class&€'> dans un voisinage de 0. Cette condition n'est pas suffisante. Il y a deux raisons possibles pour qu’'une
fonction f, C'*° au voisinage de 0 ne soit pas DSE

1. La <rie de Taylor degf peut avor un rayon de convergence nul.
Soit f(z) = 3 e~"tnliz verifier

n=0

(a) f estde class€ et, pour toutr € Rona

) (z) = Z(nQi)pe—n+in2m

(b) Pour tout entier naturel,
f(p)(o) n2Pe—P
p! p!
En deduire que le rayon de convergence deglaesde Taylor dg est nul.

‘pr::

2. La <rie de Taylor def peut avoir un rayon de convergenBe> 0 mais sa sommé& n’est pasegalea f dans aucun
voisinage de 0.
& Exemple: on consigre la fonctionf définie parf(z) = exp(—1/x2) pourx # 0 et £(0) = 0. Cette fonction est de
classeC'™ surR et pour tout entier,, on af(™)(0) = 0 donc la €rie de Taylor a un rayon de convergence infini et sa
somme est la fonction nulle.

DEFINITION 4.3.2
SoitI in intervalle deR contenant:, et f : I — C une application . On dit qug est ceveloppable enésie entére erx si il
existe une suitéa,,),>o et un €elr > 0 tels que

Vo € IN|zg — 1, zor| f(z) = Z an(z —x0)"

n>=0

Cek revienta dire que la fonctiog(z) = f(x + x¢) est DSk.
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4.3.2 Ogerations

Les proprétes suivantes sont des céqgsiences imgdiates de la&finition et desé&sultats pecedents.

1. La somme, le produit de deux fonctions DSEest une fonction DSE .

2. Sif estDSE, , f estC* dans un voisinage d&, et ses érivées successives sont DSE le developpement erésie
entiere def’ s’obtient en @érivant termex terme celui def.

3. Sif estDSE, , il en est de rtme de toute primitivé” de f. Le developpement erésie entére deF s’obtient,a une
constante pes en inegrant terme terme celui dg'.

THEOREME 4.3.1 (Développement en &rie entiere des fractions rationelles)
SoitF(z) une fraction rationelle dont 0 n’est pas ublg

1. F est DSE.
2. Le rayon de convergence de &xie de Taylor dé" estR = min{|«| ; « pble deF'}.

3. F estégalea la somme de sa&se de Taylor dans le disque de centre O de rdyon

preuve
SoientP I'ensemble des{les deF etp = min{|«a|; o € P}. La décomposition eglements simples daris de F' s’écrit

F(2) = E(2) + Y _ Ra(2)

acP

ou E est un poly@me etR,, la partie polaire relative audte a:

Poura # 0,0n a

r _ 1 :—72() pour|z| < |af

z— al
n=0

le rayon de convergence de larie geonetrique ainsi obtenuétantégala |«|. On en @duit (produit de &ries entres) que
pour tout entiep > 1 la fraction1/(z — )P est ceveloppable enéie entere dans le disque de raytm|.
On obtient donc qué” est DSE, que la &rie entere assoée  a, 2™ a un rayon de convergenég> p et que pouiz| < p,

F(z) = Y. anz™. Pour achever la preuve duéi'eme il rested montrer queR = p. Supposonsk > p ; par cEfinition il
n=0
existe un Ple oy de F' tel que|ag| = p. SoitD = D(0,p). Pourz € DonaF(z) = > a,z". Lorsquez tend versag
n=0

dansD, le premier membre de cetégali€ a un module qui tend vers I'infini puisqug est un Ple deF' ; le second membre
a une limite finie puisque la somme de &xig entére est continue dans le disque de convergéne R) et qu'on a suppds
R > p. LhypothéseR > p conduita une contradiction. DonB < p ce qui ackve la preuve.

4.3.3 Methodes de éveloppements et dveloppements usuels

1. Lafonction exponentielle, les fonctions trigonetmques et hyperboliques usuelles sont RS®ir le chapitre consaér
a I'exponentielle complexe.

2. Développementsé&tiuits de la &rie geonetrique.
On a pourjz| < 1

e} 1 [e )
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e Par ingégration on en @duit, pourjz| < 1

n(l+ x) i R=1

1 o0
Y

d’'ou en inggrant
ot x2n+1

arctan x = Z(—l)" R=1
= 2n+1

oo
1.271-&-1

argtanhz = Z
n

R=1
:02n+1

qui peut se retrouver en utilisastg tanh z = £ (In(1 + z) — In(1 — z)).

3. Enfin, par @rivation successives diédeloppement de- on déduit, pourp entier,p > 1,
1 _ > —p _ n+ p -1 n
(1—m)P_1+nz_:1( n >(_ 1+Z< )I

N (6]
ou on pose, pout € C, < n ) =

THEOREME 4.3.2
Soitae € R\ N ; on a, poutz| < 1

(1+x)a=1+§:1( o )x

le rayon de convergence de kxig entére ci dessuétantégala 1.

Si « est un entier @gatif, on retrouve leasultat pecedent.
preuve
Posonsf(z) = (1 + z)* ; on va utiliser la néthode de Bquation diférentielle.

e f estl'unique solution suf— 1, 1] de I'équation diférentielle(1 + )y’ = ay avec la condition initialef (0) = 1. Le
fait que f vérifie cetteéquation diferentielle est imradiat ; I'unicite résulte du tBoeme de Cauchy-Lipschitz pour les
équations diferentielles liaires. On peut le voir directement comme suit : gaine autre solution de cetéguation
vérifiantg(0) = 1 ; la fonctionh définie parh(z) = (1 + z)~%g(z) est de class€? sur] — 1,1] et \erifie b’ (z) = 0
pour toutz. Elle est donc constanégaleah(0) =1d'olg = f.

e Supposong DSE, ; soit f(z) = Y a,z™ son ceveloppement dans un intervaller, r[ avecr < 1. Dans cetintervalle

n=0
on a alors

(1+z)f () —af(z) = (1+x)2(n+1)an+1x”fa2anz”

n>0 n>=0
= Z [(m+ Dans1 — aay) 2™ + Z(n + Dayyq 2"t
n=0 n=0
= Z [(m+ Dant1 — (@ —n)ay] "

n=0

Puisquef vérifie I'équation dif€rentielle on doit avoir (par unié@tdu ceveloppement enésie entere de la fonction
nulle)
Vn e N (n+ Dapt1 = (@ —n)ay, (R)

Commef(0) = 1 on a recessairemeni, = 1.
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e Les relations(R) définissent une unique suife,,) ; puisquex n'est pas un entier naturel, unécurrence imradiate
montre quez,, # 0 pour toutn ; de (R) on deduit

an+1
QA

_n—qf
C on+41

la rie entére " a,2™ a donc un rayon de convergerisgala 1. Une ecurrence imradiate donne

vn>1an:(a>::MQ—D~%a—n+U

n n!

e Soitg(xz) = Y anz™; il estimmédiat quey(0) = 1 et vu les relation$R) queg est solution suf — 1, 1] de I'équation
n=0
différentielle(1 + z)y’ = ay. Donc d'apes le &butg = f ce qui ackve la preuve.

Applications
On prenda = —1/2, on remplace dans le€deloppements par4z2 et on inégre. On obtient :
1 2 1:3---(2n—1)
v —1,1 =1 i n
$E] 3 [a - +n¥1 2. 4...9n ZT

vz €] —1,1], \/7 +Z#_1)m2n
Vz €] - 1,1, \/W Z #wgn
Vo €] —1,1] arcsinz = x + Ti 2n1+ 1 1- z : (2n27—l 1) L2t
Vz €] —1,1], argsinhz = = + Z 2(n —1—)”1 1- 24 (2712; 1)x2n+1

n=1

4.4 CompEment

DEFINITION 4.4.1

Soit) un ouvert deC et f : Q@ — C une application. On dit qu¢ estC-dérivable erzy € Q si la fonction de la variable
complexez, T'(z) = w définie surQ) \ {z9} admet une limite quand — z,. Cette limite s’appelle nombreédvé
de f enzy. On dit quef estC-dérivable dans si elle estC-dérivable en chaque point d&; dans ce cas onédinit comme
d’habitude la fonction @rivée.

On \erifie par exemple que I'application— 2" pourn € N estC-dérivable de ériveez — nz"~!sin > 1 et0sin = 0.
Par contre le lecteurérifiera que la fonctiorm — z n’est nulle partC-dérivable.

THEOREME 4.4.1
Soit f la somme d'uneérie entére de rayon de convergenBe> 0 ; f estC-dérivable dans le disque ouvert de convergence
et sa @rivée est la somme de lage cerivée de la érie entére cfinisantf.

preuve

Soientf(z) = Y anz™, z € D(0,R) etr tel que|z| < r < R. Soitenfinp = r — |z|. Pour|h| < ponalz+h| <r < R. |l
n=0

s’agit de montrer que

lim (W - i(n + 1)an+1z”) =0

h—0
n=0

Ona
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W—;(nﬂ Q412" Z“n )
avec

Un(z,h) = =2 [(z + B)" = 2"] —nanz" ' =an [(z+R)" T+ (2 +h)2"T2 = (n—1)2"7

h

Pour tout|h| < p on alu,(z,h)| < 2|a,|(n — 1)r"~! ; le membre de droite est le termérgral d’'une &rie nunérique
convergente (car le rayon de convergence dél@3 " (n — 1)a, 2™ estR etr < R). Donc la €rie de fonctions de la variable
h, > un(z, h) est normalement, donc unifoément convergente dans le disdue; || < p}. On peut donéchanger somme
et limite :

Ag%;::lun(zh thunzh—OI
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5

Exponentielle. Fonctions circulaires eelles

5.1 Premires proprietés

DEFINITION 5.1.1
Le rayon de convergence de larie entére de terme gréralu,, (z) = 2™ /n! est infini (Bgle de D'Alembert). On appelle
fonction exponentielle I'applicatioexp : C — C définie par

oo

VzeC, exp(z) = Z —

n=0

THEOREME 5.1.1
Vz,2' € C, exp(z + 2') = exp(z) - exp(z’)

preuve

/ p=n !
Z ipiq — l Zcpzpz/n—p _ (z+2)"
I ! | n |
piatn P d nl = n!

et le iesultat @coule du tBoeme sur le produit de Cauchy de deéxiss entres.

COROLLAIRE5.1.1
z — exp(z) est un homomorphisme du groupe addiif +) dans le groupe multiplicat{fC*, x).

En particulier, on notera qusp(0) = 1, queY z € C exp(z) exp(—z) = 1 et donc quexp(z) # 0.

THEOREME 5.1.2
Pour tout: € C, I'applicatione, : R — C définie pare,(t) = exp(tz) est cérivable de érivéee’,(t) = z exp(tz).

preuve
Pourz fixé, e, (t) est la somme de lssie entere de terme@réral (2" /n!)t™. Cette &rie converge pour toudt; son rayon de
convergence est infini ; d'aps les tkroemes @réraux sur leséries entrese, est de class€’ > et

n+1

L) =S (n+1) (:+ ST %Ttn — ze.(t)

n=0 n=0

5.2 Exponentielle eelle

On fait frequemment la construction dans I'ordre suivant: éfirdt la fonction logarithme (@perien) comme 'unique prim-
itive nulle en 1 der — 1/z (on a vu dans le cours sur I'iegration que toute fonction continue sur un intervalle avait des
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primitives), on montre que cette fonction est une bijectioiRdesur R, ce qui permet deé&finir 'exponentielle comme la
fonction eciproque dén. On \érifie alors qu’elle est’> et on montre, en utilisant la formule de Taylor-Lagrange qu’elle est
développable en&sie entére et que pour tout € R, e* = > z™/nl.

n=0
Voici a titre d’exercice une autre mame de proeder : on @finit I'exponentielle eelle commeétant la fonction

e1 : R = R, z — exp(z) = > z™/nl. Il résulte du thoeme 5.1.2 que cette fonction estrivable ( prendre = 1)
n=0

de cériveex — exp(z). On en @duit quelle esC'>. Commeexp(z) = (exp(z/2))?, on aexp(z) > 0 pour toutz, donc la
fonctione; est croissante. Dexp(x) > 1 4 x pourz > 0, on ceduit lim exp(z) = +o0o0 ; commeexp(—z) = 1/ exp(z) on
Tr—r00

a lim exp(z) = 0, e; est donc une bijection d& surR*. Comme sa @rivee ne s’annule jamais, sa bijecti@ciproque
r— — 00

est une fonctior : R — R dérivable, \erifiant L(1) = 0 et pour toutr > 0, L'(z) = 1/} (L(z)) = 1/e1 (L(z)) = 1/x.

L estdonc la primitive nulle en 1 de— 1/x etz — exp(x) sa fonction éciprogue. On laisse le soin au lecteur de prouver les
proprietes usuelles de ces fonctions (en particulier I€@gmes sur les croissances congesr avec les fonctions puissances ).
On cefinit enfine = exp(1).

La restrictionaR de la fonctionexp est donc I'exponentielle usuelle.
On utilisera donc, y compris poure C, la notationexp(z) = e*.

5.3 Fonctions circulaires

DEFINITION 5.3.1
Pourz € C, on pose

cos(z) = 67, sin(z) = ————, cosh(z) = — sinh(z) =

On a donc
7

e = cos(z) +isin(z), e ¥ =cos(z) —isin(z), e* = cosh(z)+sinh(z), e ? = cosh(z) — sinh(z)

Ces fonctions sont donc toutedwitloppables erésie entére surC avec un rayon de convergence infini :

e z2n oo Z2n ] e " Z2n+1 ) B e z2n+1
cos(z) = nzzo(—l) o)’ cosh(z) = ngo o)’ sin(z) = nzzo(—l) Gnr 1l sinh(z) = 7;0 @nr1)

Par construction, on a les relations
cos(z) = cosh(iz), sin(z) = —isinh(iz), cosh(z) = cos(iz), sinh(z) = —isin(iz)

Les fonctions cos, cosh sont paires et les fonctions sin, sinh sont impaires. Toutes les formules usuelles deétiig@hom
de trigonongtrie hyperbolique sont valables. En particulier on a pour tout nombre complexe?(z) + sin®(z) = 1 et
cosh?(z) — sinh?(z) = 1 (vérifications imnédiates).

Attention!  cos(z) n’est pas la partiegelle dect* !
Prouvonsa titre d’exemple la relatiok a, b € C cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b). On a

cos(a+ b) _ % ( i(a+b) te i a+b> ezaezb +e iaefib)
= % ((cos(a) + isin(a)) (cos(b) + isin(b)) + (cos(a) — isin(a)) (cos(b) — isin(b)))

cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

Attention! Les fonctions cos et sin ne sont pas s suC. On a par exempleos(iz) = cosh(z) > e*/2 pourz € R.

5.4 Fonctions circulaires ieelles

Dans tout ce paragraphe gst une variablegelle. Les fonctions cos et sin sont dor&fidies suiR par

oo 2" ) > " p2ntl
cos(e) = D1 gy € sine) =D ("
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Elles sont de class€*°, cos est paire, sin est impaire. Lartvee de cos est -sin, celle de sin est cos.

Lemme 5.4.1
a) cos(2) <0
b) Yz €0,2[ sin(x) >0

preuve

a)cos(2) =1—-2+2/3 +savecs = Y. (—1)"a, eta, = 22"/(2n)!. Ora,1/a, = 4/(2n + 1)(2n +2) < 1 pourn > 3,
n>=3

donc la &rie cefinissants vérifie les hypotBses du thoeme des &ries alterges ; en particulier, on eréduit ques est du

signe du premier terme, c'edtdire régatif ; donccos(2) < —1/3.

b) Méme néthode; on peukcrire par exemplgin(z) = « ((1 — g—f) + (’g—f — 6) + - ) > 0.

T

7!
La fonction cos est donc continue et strictemettrdissante sup, 2], aveccos(0) = 1 etcos(2) < 0. Il existe donc un unique
élementty €]0, 2[ tel quecos(tg) = 0.

DEFINITION 5.4.1
On noter le réelm = 2ty égal au double de la plus petite solution positive éguiatiorcos(x) = 0.

On asin(7/2) > 0 etsin?®(7/2) = 1, doncsin(7/2) = 1, soite’™/? = i, d'oli e!™ = —1, e¥™/2 = —j ete?™ = 1. Onen
déduit les valeurs de sin et cos aux poinf, =, 3r/2 etVz € C e*2i" = ¢* ; en particulier les fonctions sin et cos sont
périodiques de @riode2r.

THEOREME 5.4.1
L'applicationy : R — C définie pan)(z) = e** est un homomorphisme surjectif BesurU = {z € C | |z| = 1} de noyau
2n .

preuve
Posond/; = {z € U | Re(z) > 0 etIm(z) > 0}. La restriction de la fonction casl; = [0, /2] est une bijection dé; sur
[0,1]. Montrons que la restrictiogt; de a I; est une bijection de cet intervalle siif . D’apres I'etude du signe de cos et
sin, vy esta valeurs dan#; ; ¢ estinjective cai; (t) = 11 (t') = cos(t) = cos(t') = t = t'. Enfin, soitz = a + ib € U;.

Il existet € I, tel quecos(t) = a car0 < a < 1. On aalorssin(t) > 0 etsin?(t) = 1 — cos?(t) = 1 — a® = b? soitsin(t) = b
i.e. ¥(t) = a+ ib.

En utilisant la relation)(z + 7/2) = iy (x), on en @duit facilement que la restriction dea I, = [x/2, 7] est une bijection
del, surlUs = {z € U|Re(z) < 0etIm(z) > 0}, puis que la restriction d¢ &[0, 7] est une bijection de cet intervalle sur
Us ={z € U|Im(z) > 0} et enfin, en utilisant)(z + 7) = —y(x) que la restriction de a [, 2] est une bijection de cet
intervalle sutU_ = {z € U|Im(z) < 0}. On en @&duit enfin que la restriction dga [0, 27| est une bijection de cet intervalle
surU. Il en résulte que) est surjectif.

Il est clair que2nZ C ker(v¢). Réciproquement, soit € ker(v) etn la partie entére dex/27. On a donce = 2nw + y avec
0 <y < 27 Commey(z) = 1,0nay(y) = Y(z — 2nm) = Y(z)/¢¥(2nw) = 1; maisy restreinta [0, 27| est injectif, donc
y =0, soitz € 27Z.

Par passage aux quotients on @adit un isomorphism& : R/2xZ — U du groupe quotienR /277 sur le groupél : a un
élementz € R/2nZ, on associe)(x) = e'® ou z est un repesentant quelconque dedsser.

DEFINITION 5.4.2
Soitu € U ; on dcéfinit 'argument dew comme lélémenty —*(u) deR/27Z ; on désigne aussi sous ce nom un é&gentant
quelconque d& ! (u).

Cet isomorphismd est I'outil essentiel pouré&finir rigoureusement la mesure des angles.

THEOREME 5.4.2
L'applicationz — e* est un morphisme surjectif du grouffé, +) sur le groupéC*, x) de noyal2miZ.

preuve
On sait &ja que I'exponentielle est un morphisme de groupes. Siz + iy , avecz, y € R, on ae® = e®e'?, d'ou |e*| = e*
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. e’ =1 z=0
(care” € U). ll en resulte que* = 1 = { , = { = z € 2miZ d’ou ker(exp) C 2miZ. Linclusion dans

e =1 y € 277
l'autre sens est triviale. D'autre part, sdit= X +:Y € C*. Posonk = |[Z| = vX?+ Y2, z =In(R)etu = Z/R.u e U

donc il existey € R tel quee®™ = u. Alors z = x + iy vérifiee* = Z, donc I'exponentielle est bien surjective €iir.

5.5 Théoreme de reevement

THEOREME 5.5.1
SoitI un intervalle deR et f : I — U de class&'* aveck > 1. Soientt, € I etzy € R tel quef(ty) = 0. Il existe une

applicationF : I — R de class€* et une seuleérifiant les deux propéiés suivantes:

(1) Vtel, ef® = f()
(2) F(to) = o

preuve

1. Unicite
Si F et G répondent la question, la fonctiol” — G vérifieVt € I, F(t) — G(t) € 2rnZ. Mais F — G est continue,
donc (F — G)(I) est un intervalle ; cet intervalletant contenu dang est recessairemeneduita un point. Donc

Vte I, F(t) — G(t) = F(to) — G(to) = 0 SOt F = G.

2. Existence
Si F de class&! existe, la relation (1) implique erédvant,i F'(¢) f(t) = f'(t) soit F’ = f’/if. Posons donc
“f(s)
Fit)==z + ds
W=0t3 ], 7o

e D’apres les hypotses,f’/ f est continue suf, doncF est bien éfinie surl et de class€! ; de plusF’ = f'/if
et on voit que sif est de class€*, F’ estC*~! doncF estC*.
[ F(to) = X9-

e Posons pout € I, g(t) = f(t)e "F®) ; g est crivable surl etg'(t) = f'(t)e " F® —if(t)F'(t)e F® =0,
doncg est constante : pour totibn ag(t) = g(tg) = 1 soite’” ") = f(t). La preuve est compte.

Remarque
Si on suppose seulemefitontinue, il existe encore une fonctidhcontinue satisfaisari (1) et (2), mais la@monstration est

nettement plus difficile.

Applications

Soit f un espace vectoriel euclidien de dimension 2 o&esttE un espace affine d’espace direct@r Le choix d’'une
base orthonorée directe(?, 7) permet d’identifierﬁ aC. Soient d'autre parf un intervalle deR ety : I — F un arc

parangtré de class€”. || || est la norme euclidienne.

1. Repésentation polaire
Supposong: > 1 et quey ne s’annule pas, i.e. que la courbe pattiBe ne passe pas par l'origine. La fonction
t — v(t)/ ||[7(t)| estune fonction de clas§# a valeurs dan®. Il existe donc une fonctiof : I — R de class€'* telle
quev(t)/ Iv(®)]| = €. On posep(t) = ||y(t)||. Commey ne sannnule pag; est aussi de classg”. L’application

t
t — (p(t),0(t)) est une refrsentation polaire de I'arc congi@. On a alorsy(t) = p(t (cos ? + sin(# 7)

2. Supposons maintenaht> 2 et quey est Egulier (i.e. tel qu&/t € I, 7’(t; # 6}). On peut @finir le vecteur unitaire
tangent

(1)
T.I15U T() 7
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5.6

. Montrer quer = 16 arctan (

D’apres le tieome de ralvement, il existe une application de clagge ! (traditionnellement) néey : I — R telle

que?(t) = (") ce qui secrit aussi?(t) = cos (p(t)) T+ sin (¢(¢)) 7. ce qui revient dire quep(t) est une
mesure de I'angle orieét(?, ?(t)) dépendant de magie contifiment diferentiable du paraétre¢. Notons que
d’apres le tleoeme de r@lvement, siy : I — R est une autre fonctio6' telle que?(t) = " il existe un entier

constantr tel que pour tout de I, on aity)(t) = ¢(¢) + 2nnw. Cette fonctionp joue un ble essentiel dansétude des
proprietes netriques (courbure, ré&pe de Frenet ) des courbes planes.

Exercices

. On ckfinit lorsque cela a un sens

an(s) — sin(z) ot 5 — cos(z) anh(z) — sinh(z)
tan(z) cos(z)’ t sin(z)’ tanh(z) co

Déterminer les domaines défihition (dansC) de ces diférentes fonctions.

cosh(z)
t cothz =
sh(z) et coth 2 sinh(z)

. Résoudre legquations

cos(z) =i repiz, =3m/2+2kr —iln(v2—1) etwy = /2 4 2kr — iln (V2 + 1) (noter quew, = —z_,_1).
sin(z) =2 repizy =m/2+ 2km +iln (24 V3) etwy, = 7/2 + 2kn + iln (2 — V/3) (noter quewy, = m — z_y).

. SoitT : C — C définie parT'(z) = cos(z). PourX (resp. p) réel étudier I'imageC (resp. D,,) parT de la droite

d’équationRe(z) = A (resp.Im(z) = p).

. Montrer que? z € C, lim (1+ 2)" = e*.
n— oo

Indication : Verifier que pour touk, a, := 4 — C¥ I est positif. On posé,,(z) = > z*/k!. Montrer que

S, (2) — (1+§)”

< sulle) - (1+ 1)

Conclure.

) — 4 arctan (i)

1
5 23
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6

Int egrales cependant d’un parametre
Cas d'un intervalle d’int egration compact

6.1 Introduction

Soient] = [a, b] un intervalle compact X, d) un espace gtrique etf : X x [a,b] — C une application. Si pour chaque
z € X lafonctionf, : t — f(x,t) est continue sufa, b], on peut &finir une fonctionF' : X — C parF(z) = f;’ fo(t)dt =
fab f(z,t) dt. Le but de cette partie estatudier les propétes deF.

Lemme 6.1.1
Soit (X, d) un espace #trique etp : X x [a,b] — C continue. Soitco € X. Pour tout > 0 il existe unn > 0 tel que si
xz € X Vvérified(z,zo) < nonait|p(z,t) — ¢(zo,t)| < e pour toutt € [a, b].

preuve
Supposons le contraire ; il existe alors &n > 0 tel que pour touty > 0 il existe unz € X et unt € [a,b] verifiant
d(z,x0) < netlp(z,t) — o(zo,t)| > co. En appliquant ce@n = 1/n pourn entier naturel quelconque ¢ 1), on obtient
une suite(x,,, t,) de points deX x [a, b] Vérifiant, pour touts > 1, d(z,, zo) < 1/n et|p(zn,tn) — ©(zo,tn)| = €0- [a, b]
étant compact, on peut extraire de la s\ttg) une suite(t,,, ) qui converge vers un poist € [a, b]. La suite(z,) converge
versz, donc la suite extraitér,, ) aussi. Par cogjuent, les deux suitgs,,, , t,, ) et(xo, t,, ) cOnvergent vergzg, s) dans
X X [a,b]. La fonctiony est continue en ce point, doggx.,, ,t,, ) ete(zo, t,, ) convergent vers(xo, s) ce qui est contra-
dictoire avetvk |p(Zn,,tn,) — ¢(T0,tn, )| = 0.0

Ce fesultat reste valable pour une fonctipra valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie.

6.2 Continuite

THEOREME 6.2.1
Soient( X, d) un espace gtrique etf : X x [a,b] — C continue. L'applicatior¥ : © — f; f(z,t)dt est continue suk .

preuve
Pour toutr la fonction partielle — f(z,t) est continue sula, b] donc inegrable ;F' est bien é&finie.

Soitzg € X ete > 0; lelemme 6.1.1 applic@a f et au Eel positife/(b—a) fournitunyn > 0 tel que pour tout: € X vérifiant
d(x,x0) < n onaitpourtout |f(z,t)—f(xo,t)| < eo/(b—a). Onen @duit|F(z)—F(zo)| < f: |f(x,t) — f(zo,t)|dt < &
pour toutz vérifiantd(z, zo) < n. B
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6.3 Deérivabilit é

THEOREME 6.3.1 (Dérivation sous le signe somme)
Soit.J un intervalle d&R et f : J x [a,b] — C une application &rifiant les propétés suivantes :

1) Pour tout: € J I'applicationt — f(x,t) dela,b] dansC est continue.

2) L'applicationf admet en tout poiritc, t) € J x [a,b] une cerivée partielle par rappoét la premére variable.

3) L’application% : J x [a,b] — C est continue.

Alors la fonctionF : x — f: f(z,t)dt est de class€* surJ et, pour tout: € J on a

b
F'(z) = %(x,t) dt

preuve

e La propréete 1) garantit I'existence de la fonctidn

e Posong(z) = fj %(m,t) dt. D'apres le tleome pécedent,g est continue suf. Le résultat sera donetabli si on

prouve queF est cerivable en tout point € J et queF’(z) = g(x).

e Ona,pourr € Jethtelquex+h e J

F(x+h) — F(x)

I ) o

fll/ab (f(x + h,t) — f(z,t) — hax(x,t)) dt

i, o

flx+h,t)— f(z,t) — hax(az,t)‘ dt
Posons, pout, ¢ fixés etu entre 0 et, 0;(u) = f(z +u,t) — f(z,t) — u%(m, t). Lhypothese 3) garantit qué; est de
classeC eton af}(u) = 9L (z + u,t) — %L (z,1).

Soite > 0. D’apres le lemme 6.1.1 appligua fonction continué f /0, on dispose d'um > 0 (dépendant de ) tel
que, |u| < n = 10;(u)| < /(b — a) pour toutt € [a,b]. Alors, pourh tel que|h| < n etz + h € J on a d’apes
I'in égali€é des accroissements fings(h)| < |hle/(b — a). On en @duit que, pouth| < netx +h € Jona

N

F(x—!—h})l—F(x) _ o)

1 b
<W/MMW<E

ce qui prouve qué’ est cerivable en et queF’(z) = g(x).l

Attention! L’hypothese que la@rivee partielle est globalement continue (c'astire continue comme fonction de la variable
(z,t) apartenank I'espace produif x I est essentielle.

6.4 Theoreme de Fubini

THEOREME 6.4.1
Soienta < b, a < (3 des éels etf : [a, 5] x [a,b] — C une application continue. Alors

/j (/jf(x,t)dt) dx/ab (/jf(x,t)dm) dt
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premere preuve
Observons d’'abord que d'as le tleoeme 6.2.1, les aplications — f; flz,t)dt ett — ff f(z,t) dz sont continues
respectivement sur, §] et [a, b], donc inegrables sur ces deux intervalles. Les deux membresedalie figurant dans
I’énoné& ont un sens.
Posons alors :
T b T b
H(z,t) = / f(u,t)du etpourzx € [a,5] @(z) :/ </ fu,t) du) dt :/ H(xz,t)dt

e Pour toutr fixé,t — H(x,t) est continue sufa, b] d'apres le tleoeme 6.2.1.

e H admet en chaque pointe [«, 5] une cerivée partielle par rapoétz et%—’;’(:c, t) = f(z,t). Lhypothése garantit que
cette e@rivee est continue siity, 3] X [a, b].

D’apres le tleoeme 6.3.19 est de class€'! et &' (z) = f;’ f(z,t)dt. On adoncd®(f) — ®(a) = ff 9’ (x) dz. Comme
®(a) = 0, cette derréreégalié est le ésultat cherchll

deuxeme preuve

Soite > 0. La fonctionf est continue sur le compat, 5] x [a, b] donc unifornément continue. Il existe donc un> 0 tel
quon ait|f(z,t) — f(a',t')| < e pour tousz, =’ € [a, 5], t,t' € [a,b] Vérifiant|z — 2’| < n et |t — /| < n. Choisissons
alors un entier natutel tel que(b — a)/n < net(8 — «)/n < n. Pourk, m entre 0 el — 1, posonse, = a + k(8 — o) /n et
tm = a+ m(b— a)/n. Soit enfin

n—1n—1

S, = Z Z(thrl —tm)(@Trt1 — k) f(Zh, tm)

k=0 m=0

Il vient

/j (/abf(sc,t) dt) dz — S, — nf </M lnzl /tm“ (F(z,0) — f(xn, tm)) dt} dm)

k=0 m=0"tm

On a, pourr € [z, Thi1),

n—1 tm41 n—1 tomt1
Z/ (f(2,t) = f(zn,tm)) dt| < Z/ edt = (b — a)
m=0"tm m=0"tm
‘ou
B b n-1l Lz
/ (/ f(ac,t)dt) dx — S, <Z/ (b—a)edz=¢c(b—a)(8—a)
« a 0 Y Tk

Le méme raisonnement vaut avec 'autreigtale. On en&duit que, pour tout > 0

/j (/;f@:,t)dt) d:c—/ab (/jf(x,t)dx) dt

<2(b-a)(f-a)e

d’ou I'égalié voulue.

6.5 Exemple : un calcul def;* e’ dx.

Soit
1 efw2(1+t2)
F(z) = / S
o L4t

—a?(142)

Soit f : R x [0,1] — R définie parf(z,t) = “—5—. f est continue suR x [0, 1] et admet en tout point unedvee

partielle enz, donree par%(x, t) = —2ze~*"(1+#") manifestement continue sBrx [0,1]. LafonctionF est donc de classe
Cl et

1 1 T
F'(z) =/ —2ze” " W) gt = —2¢7® / e " adt = —2e7" / e " du
0 0 0
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de sorte que si I'on posg(z) = [ e du etG(z) = (g(z))*,ona
Ve eR, Fl(z) +G'(z) =0
1

Par congquent, la fonctior” + G est constante si. Or F'(0) = [, % =m/4etG(0) = 0. Donc

F(z) = 5 - G(@)

Par ailleurs, on 8 < f(z,t) < e~*" doncO < F(z) < e*". On en @&duit lim F(z) = 0 donc ILm G(z) = 7/4. Comme
r—r00 X oo
pour toutz on ag(x) = /G(z), on en @&duit lim g(z) = /7/2, soit
T—r 00

oo
/ e dx = ﬁ
0 2

On en @&duit facilement

/ e~ /2 dy = Vo
R
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7

Int egrales cependant d’un parametre
Cas d'un intervalle d’'int egration quelconque

Dans ce qui suit,la phrase: " sgitune fonction inégrable sud ” sous entend que est localement continue par morceaux sur
I.

7.1 Continuitée

THEOREME 7.1.1

Soient(X,d) un espace #trique,I un intervalle deR et f : X x I — C continue. On suppose qu'il existe une fonction
g : I — R intégrable telle que(z,t) € X x I |f(x,t)| < g(t). La fonctionF : X — C définie parF'(z) = [, f(z,t)dt
est continue suk .

preuve
Ce theoeme est admis par le programme.éaimois, nous donnons ici sa preuve qui est une applicatiorédiate des
théo’mes sur les suites de fonctionsigtables.

Tout d’abord, pour toutz dansX, la fonctiont — f(z,t) est continue et majée par la fonction irggrableg, donc est
intégrable.F’ est donc bien &finie.

Soitzy € X et(z,)n>1 Une suite de points d& convergeant versy; la suite de fonctions iggrableh,,(t) = f(zn,t)
converge simplement vers la fonctid(¢) = f(xo,t) et par hypotbse la convergence est dorémnpar la fonctiory. D’apres

le theoreme de convergence doréi (3.4.2) la suitéd”(x,,) = [; hy(t) dt converge vers'(zg) = [, h(t) dt. Pour toute suite
(z,,) de points deX convergeant vers, la suiteF'(x,,) converge versF(xo). D’aprés un tleoeme vu dans le cours sur les
espaces gtriques, on en&duit queF est continue eny.l

Remarque
La demonstration prouve que la conclusion dédl@me reste valable si au lieu de suppgsgtobalement continue on suppose
que f vérifie les deux propétes suivantes:

e Pourtoutr € X, t — f(z,t) estlocalement continue par morceaux.

e Pourtoutt € I, x — f(x,t) est continue sukX.

en gardant bien sur I'hypoéise de domination.

7.2 Derivabilit e

THEOREME 7.2.1
SoientJ et deux intervalles d® et f : J x I — C vérifiant les propgtés suivantes:

1. VzeJ t— f(x,t) est continue et idgrable suf .
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2. f admet en tout point dé x I une crivée partielle par rappoét la premére variable et la fonctiogg est continue sur

Jx1.
3. Il existe une fonction irigrableg : I — R telle quev(z,t) € J x I, (x t)‘ g(t).
Alors la fonctionF définie parF (z) = [, f(z,t) dt est céfinie et de class€" sur.J et
of
F/
(x) = 8:70( ,t)dt

preuve

La encore le thoreme est admis par le programme, mais @adnstration est facile.

Notons d’abord qué” est bien éfinie par hypotbse et que la fonctio® : = — [, 52 af (z,t) dt est cfinie et continue suy

d’'apres le tleoeme pecedent.

Il rested voir queF est cerivable en tout point, € J de cerivee H (). Posons, pout € J, x # xo, T'(z) = w Il

s’'agit de \erifier que li)m T(x) = H(xo). Pour ced, il suffit de montrer que pour toute suite,) de points deJ convergeant
T—To

versz la suiteT(xn) converge versi (zo).

Or T(z,) fl un(t) dt, avecu, (t) = M La suiteu, (z,t) converge simplement ve%f— (zo,t) . D'apres le

theoeme des accrmssements finis (appﬂaqda fonctionz — f(z,t), tétantfe) ,|u,(z,t)| < g(t) doncla convergence est

domirge par la fonction iritgrableg. Le résultat @coule alors du #o®me de convergence doraizill

Remarque

Comme pour la continuét, on voit facilement que la conclusion dé@theme subsiste sous les hypésles plus faibles suivantes:
e Pour toutz € J la fonctiont — f(x,t) est localement continue par morceaux eégnable surd.
e f admet en tout point uneédivée partielle par rappoét la premére variable qui &rifie
— Pour toutz € J, la fonctiont — 6f( ,t) est localement continue par morceaux sur
x

— Pour toutt € I la fonctionz — 3£ (z,t) est continue suy.

1)
— Etbien sun(z,t) € J x I, |2 (x, t)‘ < g(t)

Remarque

Les conditions de domination figurant dans lesolemes ci dessus ne sont pas toujours facil&ifier ; elles n’'ont néme pas
lieu en geréral. Il est important de remarquer que pour montrer guest continue (respectivemergrizable) enzg, il suffit
de montrer que la restriction dé & un intervalle ferré borre [, 5] ol a < zy < (3 est continue (resp.&livable) enzy (Ceci
si xzg estinérieura J ; sizy = inf J € J (respectivementy, = supJ € J ), on prendrax = xq (respectivement = x).
Autrement dit, dans la pratique on sera amarappliquer les thoremes ci dessus la restriction def a K x I pour K sous
intervalle compact arbitraire d& Voir I'exemple ci dessous.

7.3 Exemple 1: la fonctionI’

On c&finit, pourz > 0
I(z) :/ et dt
0

1. Existence et continut
SoitJ =1 =R} etf:J x I — Rdéfinie parf(z,t) = e ‘"1 = e~tH@-1In(®),
f est continue et positive sutx I. Soient) < a < § et K = [a, ] . Pourz € K onaf(z,t) < ga,g(t) OU

() = el sio<t<1
Japl) =) =481 gir>1

La fonctiong,, s est continue, positive ; au voisinage dgjQ,5(t) ~ t*~! ol > 0 doncg, s est inégrable sut0, 1].
Ensuitetlim t2ga.5(t) = 0 doncg,, s est inégrable sufl, o[, donc finalement suf. D’apres le tleoeme 7.1.1T est
—00

définie et continue suky, 3], ceci pour toud < o < # , donc suiR’; .
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2. Dérivabilite
f estde class€> surJ x I (i e. admet desétivees partielles continues de tout ordre dans ce domaine) .k it
entier,k > 1. On a%f (z,¢) = e~* (In(t))* t*~. Pourz € K on a|&f (=, t)‘ < Go,p.1(t) OU

ozk

(0 = e tn(t)[Fte-1  sio<t<1
Gl b = et (m(t)* 91 sit>1

La fonctiong,, s, est continue et igrable sud. En effet,

e Soitatelqued < a < aetb=a—a>0;0n atlin(l) 1790 51 (t) = %ir% e In(t)* =0 doncg, g,k estinégrable
— —
sur]0, 1.
o lim t2ga,5,5(t) = 0, doncg, s, estinégrable sufl, col.
— 00

En prenan& = 1 on voit d’apes le tieoeme 7.2.1 qué& est de class€ sur tout[a, 8] donc surR*. et que pour tout
x>0o0na

I(z) = /0 e Pin(t)t* " dt

Maintenant, uneécurrence facile permet de montrer quest de class€* :
Consicerons I'hypotleése deé&currence

o gk
(HR), T estdeclass€® surR: et I'M(z) = %(m,t) dt
0 X

La majoratlor* amk“ (z,t) ‘ 9a,8,k+1(t) permet d'appliquer le #oeme 7.2. hlafonctlon (m t) sur tout intervalle
[, 8] C J. Onen @duit(HR), = (HR)+1 .M

3. Proprétées
Une inggration par parties facikejustifier donne

P(z+1) =2l (2)
D’autre part, on a facilemeiit(1) = 1. Une currence facile donne alors, pour tout entier naturel 1,
I'(n)=(n—1)!

On a, pour tout: > 0, I (= fo ))?t*~1 dt > 0. On en éduit que la fonctiod” est strictement convexe sur
. Sa ckrivee est donc strlctement cr0|ssante. Coniiip) = I'(2), il existec €]1, 2 tel quel’(c) = 0. On a alors
F’(w) < 0pourz < cetI(z) > 0 pourz > c. T estcroissante sli¢, +oo[ etI'(n) = (n—1)! donc li_>rn I'(z) = +o0.
x oo
Enfin, on al'(z) = I'(x + 1) /2 ; commel" est continue en 1, onhmol“(x +1)=T(1) =1doncl'(z) = ™ 1/z;en
r—r r—r
particulier,I'(z) tend vers l'infini quand: tend vers Ga droite.

Exercice expression d& comme produit infini.

1. FonctionB.

Poura > 0 et3 > 0 on cEfinit B(a, 3) = fol u® (1 — u)P~! du.
Justifier I'existence de cette &grale.

Vérifier que

B(a,f+1) = gB(a +1,08)
2. Montrer que
[(z) = lim (1 — t) t"tat
0 n

(On pourra s'inspirer de la rathode utili€e dans I'exemple du paragraphe 3.2.2)
3. En céduire

x

nln
T = i
@ = D@
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7.4 Exemple 2 : Transformation de Fourier

7.4.1 [Efinition et propri étesélementaires

Désignons pal.}(K) le K espace vectoriel des fonctiolis— K localement continues par morceaux eégrables suR et

par L. (K) le sous espace vectoriel dé(KK) formé des fonctions continues. On notera par aill€ty&R, C) I'espace vectoriel
des fonctions éfinies et continues s, a valeurs dan€, ayant une limiteegalea 0 en+oo. Toute fonction appartenaat
Co(R, C) est borree surR. On munira cet espace de la norfng_ de la convergence uniforme.

DEFINITION 7.4.1 R
Soitf € L'(C) ; la transfornée de Fourier d¢ est la fonction na@eF f ou encoref définie par

Flu) = [ et

THEOREME 7.4.1
Soitf € L'(C).

1. Latransforrée de Fourier d¢ est cfinie et continue et boée suiR. On aH f H <Nl = [pIF@)] dt.

2. L'applicationf — f est lintaire. Sa restrictiod I'espacel.l(K) muni de la normé ||, de la convergence en moyenne
est une aplication ligaire continue dé&'(K) dansCy(R, C).

3. (Lemme de Riemann Lebesgufé).) tend vers 0 quand tend verstoco.

preuve

Posons, pout: € R, g(u,t) = f(t)exp (—itu). On aV(u,t) € R x R |g(u,t)| < |f(t)| et]f] est inEgrable. Sif est
continue, la continué de f résulte du teoeme 7.1.1 et si elle est seulement continue par morceaux, de la remarque qui suit.
La majoration esévidente. Le point 2) enatoule

Prouvons maintenant le dernier point, connu sous le nom de lemme de Riemann Lebesgue.

e Soit d’abordy = x (4,4 la fonction caradristique d’un intervalle bog(ouvert, fern® ou semi ouvert). On a

exp(—iua) — exp(—iub)

P(u) = / exp(—itu) dt =

donc|@(u)| < 2/|u| d'ou la conclusion dans ce cas. Paglmig, le lemme de Riemann Lebesgue est vrai pour toute
combinaison ligaire de fonctions caraaistiques d'intervalles, c’est dire pour toute fonction en escalier.

U

e Soit maintenanf € L'(C) ete > 0. En vertu de la proposition 3.2.2 il existe W@et positif A tel que
-4 € e €
[ uwlass e [Tl
. 4 N 4

La restriction def a I'intervalle[— A, A] est continue par morceaux ; il existe une fonction en escalige A4, A] — C

telle que
3

vt €[4, Al 1F() = o(0)] < 55
d’otl I'on déduit

A
<[ 180 el < S

Le lemme de Riemann Lebesgue s’appligue; il existe donc un&el positif K tel que

/np(t)e_it“ dt’ <
R

A
—A

A
—iut _ —iut
’/_A f®)e ™ dt / p(t)e "™ dt

lu| > K =

| ™

Alors, pouru > K ona:

+ee it A —itu oo —itu 4 —itu A —itu
‘/_OO F(t)e dt’ < ‘/_OO FE)e—t dt /A F(t)e dt‘ /_A (F() — () et dt| + /_Aap(t)e dt
—A oo
< /m |f(t)|dt+/A FOldt+ 2+ <e
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7.4.2 Reqgularité

THEOREME 7.4.2
Soitf : R — C de class&" intégrable suR et de erivéef’ intégrable suR. On aF(f')(u) = iuF(f)(u).

preuve
Une ing&gration par parties donne, palir< Y réels

Y

Y A ‘ | |
/ f/(t)e*zut dt = f(Y)e*wY _ f(X)ef“‘X 7/ 7wf(t)€7mt dt
b'e

X

Pour prouver le&sultat, il suffit de montrer qué(z) tend vers 0 quand tend verstoo. f étant de class€'! on af(z) =
f(0) + [; f'(t)dt. Puisquef’ est inegrable,f(xz) admet une limite finie quand tend verstoo. Commef est inégrable,
cette limite ne peuktre que (l

THEOREME 7.4.3
Soitf € LL(C) etg la fonctiong(x) = xf(x). Sig est inégrable suR, F(f) est de class€" et(F(f)) = —iF(g).

preuve
On va appliquer le thoeme de @rivabilite (7.2.1). On & (u) = S h(u,t) dt avech(u,t) = f(t)exp (—itu) ; pour toutu,

t — h(u,t) estingégrable sulR, admet une @rivee partielle par rapo# «, %(u, t) = —ig(t) exp (—itu) qui est continue et
domirge par la fonction irétgrable|g|. Donc la fonctionf est de class€ et f/(u) = Jr —ig(t) exp (—itu) dt = —ig(u).®
Remarque

Compte tenu de la remarque qui suit lédeme (7.2.1), on voit que I@sultat subsiste si on supose seulenfeatL! (C)

On cesigne pasS I'espace vectoriel for@des fonctiong : R — R de class&* telles que pour tout couple d’entiers naturels
m,nonait lim z™f™ (z) = 0. (S s'appelle I'espace de Schwartz).

T—Foo

COROLLAIRE 7.4.1
& L'applicationF induit une application ligaire deS dans lui néme.
7.4.3 Exemples
1. & Soita > 0 ety la fonction cara@ristique de l'intervallg—a, a]. La transfornée de Fourier dg esty(u) = QW.

2. Soitf : R — R définie parf(z) = exp(—%). Il est clair quef est inegrable suR ainsi que la fonctiog(z) = = f(z).
On en dduit quef estC! et que

~ +2 .
f(u) = —i/ te” Te MUt
R
Une inggration par partiegvidente donne
N +2 . o
f(u) = —u/ e e M dt = —uf(u)
R

d'ou

Or

d’ou finalement
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