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3.6 Śeries et Int́egrales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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4.3 Fonctions d́eveloppables en série entìere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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5.2 Exponentielle ŕeelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

5.3 Fonctions circulaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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1

Séries numériques

1.1 Généralit és sur les śeries

K désigneR ouC.

1.1.1 D́efinitions

Soitu = (un)n>0 une suite d’́eléments deK. On appelle śerie de terme ǵeńeralun la suiteSn(u)n>0 telle queSn(u) =
k=n∑

k=0

uk.

La śerie est dite convergente (resp. divergente) si la suiteSn(u) est convergente (resp. divergente). Onécrit souvent la śerie
Σun pour la śerie de terme ǵeńeralun, ceci sans pŕejuger de la convergence ou de la divergence de la série.

La quantit́e Sn(u) s’appelle la somme partielle de la série. Si la śerie converge la limiteS(u) de la suiteSn(u) s’appelle la

somme de la śerie et se noteS(u) =
∞∑

k=0

uk ou
∑

k>0
uk. Dans ce cas, la différenceRn(u) := S(u) − Sn(u) s’appelle le reste

d’ordren de la śerie. Ce reste tend́evidemment vers 0 lorsquen tend vers l’infini.
Attention! Le reste d’une śerie n’est d́efini que si celle si converge ! et dans ce cas il tend automatiquement vers 0.

Soit
∑
un une śerie convergente. Soitp ∈ N. Posonsvn = up+1+n. On a de suite

k=m∑

k=0

vk = Sm+p+1(u) − Sp(u) donc la

série de terme ǵeńeralvn converge et sa somme vautS(u)−Sp(u) c’està dire le reste d’ordrep de la śerie
∑
un. Ceci justifie

l’ écriture
∞∑

k=0

uk =

k=p∑

k=0

uk +
∞∑

k=p+1

uk

Si on se donne une suite(un)n>n0 définie à partir d’un certain rang, on peut encore considérer la śerie de terme ǵeńeralun
commeétant la śerie de terme ǵeńeralvk = un0+k. Cel̀a revientà un changement d’indice près,à prolonger la d́efinition de la
suiteu àN tout entier en posantuj = 0 pourj < n0.

1.1.2 Propriétésélémentaires

THEOREME 1.1.1
L’ensemble des suites(un)n>0 telles que la śerieΣun converge forme unK-espace vectoriel et l’application(un)n>0 →
∞∑

k=0

un est lińeaire.

THEOREME 1.1.2
Pour que la śerie de terme ǵeńeralun converge, il FAUT que le terme géńeralun tende vers 0.

En effet,un = Sn(u) − Sn−1(u) pourn > 1. Cette condition ńecessaire n’est pas suffisante comme le prouve l’exemple
suivant.
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THEOREME 1.1.3
La śerie de terme ǵeńeralun = 1/n est divergente.

En effet,S2n(u)− Sn(u) = 1
n+ 1 + ∙ ∙ ∙+

1
2n > n ∙

1
2n =

1
2 ce qui montre que la suite(Sn(u)) n’est pas convergente.

Remarque
Par d́efinition, l’étude de la śerie de terme ǵeńeralun est l’étude de la suite(Sn(u)). Inversement, soit(an) une suite d’́eléments
deK. Etudier la suite(an) revientà étudier la śerie de terme ǵeńeralbn avecb0 = a0 et bn = an − an−1 pourn > 1.

Modification d’un nombre fini de termes :si les suites(un) et (vn) sont telles queun = vn pour toutn sauf un nombre fini,
les śeriesΣun etΣvn sont de m̂eme nature (i.e. toutes deux convergentes ou toutes deux divergentes). On dit qu’on ne change
pas la nature d’une série en modifiant un nombre fini de termes.

Suppression des termes nuls :Soit (un) une suite d’́eléments deK etA = {n ∈ N ; un 6= 0}. SiA est fini, la śerie de terme
géńeralun converge et sa somme vaut

∑

k∈A
uk. SupposonsA infini et soitϕ : N→ A l’unique bijection strictement croissante

deN surA. Posonsvn = uϕ(n). La śerie de terme ǵeńeralvn est dite obtenuèa partir deΣun en supprimant les termes nuls.
Les śeriesΣvn etΣun sont de m̂eme nature et, dans le cas où elles convergent, ont la m̂eme somme.

1.1.3 Convergence absolue

K étant complet, une série nuḿeriqueΣun est convergente ssi elle satisfait au critère de Cauchy pour les séries

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀(n, p) ∈ N2 n > N ⇒

∣
∣
∣
∣
∣

n+p∑

k=n

uk

∣
∣
∣
∣
∣
6 ε

DEFINITION 1.1.1
On dit que la śerie de terme ǵeńeralun est absolument convergente ssi la série de terme ǵeńeral|un| est convergente.

Notation Dans la suite, siu = (un)n>0 est une suite nuḿerique, on notera|u| la suite(|un|)n>0.

THEOREME 1.1.4
Toute śerie nuḿerique absolument convergente est convergente.

Cel̀a ŕesulte imḿediatement du critère de Cauchy et de l’ińegalit́e

∣
∣
∣
∣
n+p∑

k=n

uk

∣
∣
∣
∣ 6

n+p∑

k=n

|uk|.

THEOREME 1.1.5
Soit q ∈ C∗. La śerie de terme ǵeńeralqn converge ssi|q| < 1 et dans ce cas

∞∑

k=0

qn = 1
1− q

1.2 Śeriesà termes positifs

Une śerieΣun est diteà termes positifs si pour toutn un ∈ R+.

1.2.1 CNS de convergence

Avec les notations préćedentes, la relationun = Sn(u)− Sn−1(u) valable pour toutn > 1 montre que si la śerie est̀a termes
positifs la suite(Sn(u)) des sommes partielles est croissante. On en déduit

THEOREME 1.2.1
La śerieΣun à termes positifs est convergente ssi la suite(Sn(u)) des sommes partielles est majorée. Dans ce cas

∞∑

k=0

uk = sup
n∈N

Sn(u)

En cas de divergence, la suite(Sn(u)) tend vers l’infini.
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1.2.2 Th́eorèmes de comparaison

THEOREME 1.2.2
SoientΣun etΣvn deux śeriesà termes positifs.
1) Si il existe un entiern0 et un ŕeel positifK tel queun 6 Kvn pour toutn > n0 et si la śerieΣvn converge, il en est de
même de la śerieΣun.
2) Supposonsun ∼

n→∞
vn. Alors les śeriesΣun etΣvn sont de m̂eme nature.

COROLLAIRE 1.2.1
SoientΣun une śerie nuḿerique etΣvn une śerieà termes positifs convergente. Siun = O(vn), la śerieΣun est absolument
convergente, donc convergente.

La comparaison avec une série ǵeoḿetrique conduit aux deux règles classiques suivantes.

COROLLAIRE 1.2.2 (R ègle de d’Alembert)
Soit (un) une suite de ŕeelsstritement positifs à partir d’un certain rangn0 telle que la suite

(
un+1
un

)

n>n0
convergedansR+

versa.
1) Sia < 1 la śerieΣun converge.
2) Sia > 1 la śerieΣun diverge.

COROLLAIRE 1.2.3 (R ègle de Cauchy)
Soit (un) une suite de ŕeelspositifs telle que la suiten

√
un convergedansR+ versa.

1) Sia < 1 la śerieΣun converge.
2) Sia > 1 la śerieΣun diverge.

On notera que ces corollaires sont des conditions suffisantes de convergence, en aucun cas des conditions nécessaires.

1.2.3 Sommation des relations de comparaison

THEOREME 1.2.3 (sommation des relations de comparaisons)
Soientu = (un) et v = (vn) deux suites nuḿeriques, v étant à termes positifs. On supposeun = o

n→∞
(vn) (resp.

un = O
n→∞

(vn) ).

1. Si la śerie
∑
vn converge, il en est de m̂eme de la śerie

∑
un et

Rn(u) = o
n→∞

(Rn(v)) resp. Rn(u) = O
n→∞

(Rn(v))

2. Si la śerie
∑
vn diverge, on a

Sn(u) = o
n→∞

(Sn(v)) resp. Sn(u) = O
n→∞

(Sn(v))

preuve

On se limitera au casun = o(vn) l’autre étant similaire et laisśe au lecteur.

1. Supposons que la sérieΣvn converge. On sait qu’alors la sérieΣun est absolument convergente, donc convergente.
Soit ε > 0. Il existe un entierN tel que0 6 |un| 6 εvn pour toutn > N . Alors, pourn > N et p ∈ N∗ on a∣
∣
∣
∣
∣

n+p∑

k=n+1

uk

∣
∣
∣
∣
∣
6

n+p∑

k=n+1

|uk| 6 ε

(
n+p∑

k=n+1

vk

)

donc en prenant la limite lorsquep tend vers l’infini

n > N ⇒

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=n+1

uk

∣
∣
∣
∣
∣
6 ε

(
∞∑

k=n+1

vk

)

�
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2. Supposons maintenant que la sérieΣvn diverge. Soitε > 0. Il existe un entierN tel que pourn > N on ait |un| 6
(ε/2)vn. D’autre part, la suite(Sn(v)) tend vers l’infini, donc il existe un entierN1 tel queSn(v) > 0 pourn > N1.
Pourn > max(N,N1) on a

|Sn(u)| 6 Sn(|u|) =
k=N∑

k=0

|uk|+
k=n∑

k=N+1

|uk| 6 SN (|u|) +
ε

2

(
k=n∑

k=N+1

vk

)

= SN (|u|) +
ε

2
(Sn(v)− SN (v))

donc
|Sn(u)|
Sn(v)

6
ε

2
+

1

Sn(v)

(
SN (|u|)−

ε

2
SN (v)

)

Quandn tend vers infini, 1
Sn(v)

(
SN (|u|)− ε

2SN (v)
)

tend vers 0, donc il existe un entierN2 tel que cette quantité soit

inférieureà ε/2 pour toutn > N2. Alors pourn > max(N,N1, N2) on a0 6 |Sn(u)| 6 εSn(v). On notera que dans
ce cas, la śerieΣun peutêtre divergente ou convergente.�.

THEOREME 1.2.4 (Sommation deśequivalents)
Soientu = (un) etv = (vn) deux suites nuḿeriques,v étant à termes positifs. On suppose queun ∼ kvn où k ∈ C∗.

1. Si la śerieΣvn converge, il en est de m̂eme deΣun, et

Rn(u) ∼
n→∞

kRn(v) −−−−→
n→∞

0

2. Si la śerieΣvn diverge il en est de m̂eme de la śerieΣun et

Sn(u) ∼
n→∞

kSn(v)

preuve
L’hypothèseun ∼ kvn équivautà (un − kvn) = o(vn).
SupposonsΣvn convergente. On sait qu’alorsΣun est absolument convergente. Le théor̀eme pŕećedent donneRn(u) −
kRn(v) = Rn(u− kv) = o (Rn(v)) soitRn(u) ∼ kRn(v).
SupposonsΣvn divergente. Le th́eor̀eme pŕećedent donneSn(u)− kSn(v) = Sn(u− kv) = o (Sn(v)) soitSn(u) ∼ kSn(v).
CommeSn(v) tend vers l’infini, on en d́eduit queSn(u) diverge, ce que l’on peut vérifier directement.

Attention! Si vn > 0 pour toutn et si la suiter éelle(un) est telle queun ∼ vn alorsun > 0 à partir d’un certain rang. En
effet, le quotientun/vn tend vers 1, donc il existeN tel quen > N ⇒ 1/2 6 un/vn 6 3/2. Ceci tombe en d́efaut si la suite
u est complexecomme le prouve l’exempleun = 1n +

i
n2

etvn = 1n .

Exercice On suppose que(vn) soit une suite positive, que(un) soit une suite complexe etun ∼ kvn, k ∈ C∗. On pose
k = a+ ib, un = xn+ iyn avecxn, yn, a, b réels. Montrer que sia 6= 0 on axn ∼ avn, que sib 6= 0 on ayn ∼ bvn. Montrer
aussi que sia = 0 (et doncb 6= 0 ) alorsxn = o(vn). Consid́erer de m̂eme le casb = 0. Retrouver le fait que siΣvn diverge,
alorsΣun diverge.

1.2.4 Comparaison avec une int́egrale

Certaines parties de cette section supposent connues la notion de fonction intégrable sur un intervalle.

THEOREME 1.2.5
Soitn0 un entier naturel etf : [n0,+∞[→ R+ une fonction continue (ou localement continue par morceaux), décroissante et
telle que lim

x→∞
f(x) = 0.

1) La śerie
∞∑

k=n0

f(k) converge ssi la fonctionf est int́egrable sur[n0,+∞[.

2) Les suites(an) et (bn) définies respectivement par

an =

k=n∑

k=n0

f(k)−
∫ n

n0

f(x)dx et bn =

k=n∑

k=n0

f(k)−
∫ n+1

n0

f(x)dx

6



sont adjacentes.
3) Sif est int́egrable sur[n0,+∞[ on a un encadrement du reste de la série :

∫ ∞

n+1

f(t)dt 6
∞∑

k=n+1

f(k) 6
∫ ∞

n

f(k)

Remarque
Dans le cas pŕesent òu f est une fonction positive, l’intégrabilit́e def sur [n0,+∞[ est équivalente au fait que l’intégrale
∫X
n0
f(t)dt a une limite finie lorsqueX tend vers l’infini.

preuve

1. Soitk > n0 + 1. On a
∫ k+1
k

f(x)dx 6 f(k) 6
∫ k
k−1 f(x)dx. On en d́eduit

a) Sif est int́egrable, pour toutn > n0 +1 on a
n∑

n0+1
f(k) 6

∫ n
n0
f(x)dx 6

∫∞
n0
f(x)dx d’où la convergence de la série

(théor̀eme 1.2.1).

b) Si f n’est pas int́egrable, l’int́egrale
∫X
n0
f(t)dt tend vers l’infini avecX et l’inégalit́e

∫ n+1
n0

f(x)dx 6
k=n∑

k=n0

f(k)

montre que la somme partielle de la sérieΣf(k) tend vers l’infini quandn tend vers l’infini.

2. an+1 − an = f(n+ 1)−
∫ n+1
n

f(x)dx 6 0 bn+1 − bn = f(n+ 1)−
∫ n+2
n1

f(x)dx > 0 et

0 6 an − bn =
∫ n+1

n

f(x)dx 6 f(n) −−−−→
n→∞

0

De là on peut bien sur retrouver le point 1.
Mais ce ŕesultat est surtout intéressant en cas de divergence, car alors les suites(an) et (bn) ont une limite communeλ
et on obtient un d́eveloppement asymptotique

k=n∑

k=n0

f(k) =

∫ n

n0

f(x)dx+ λ+ o(1)

3. C’est imḿediat.

Exemples et applications

THEOREME 1.2.6 (Séries de Riemann)
Soitα ∈ R. La śerie de terme ǵeńeral 1nα converge ssiα > 1.

COROLLAIRE 1.2.4 (R èglenαun)
SoitΣun une śerieà termes positifs.
1) Si il existeα > 1 tel que la suitenαun ait une limite finie lorsquen tend vers l’infini, la śerie de terme ǵeńeralun converge.
2) Si il existeα 6 1 tel que la suitenαun ait une limitestrictement positive(éventuellement infinie), la série de terme ǵeńeral
un diverge.

On note traditionnellementζ(α) =
∑

n>1

1
nα . La fonctionζ est d́efinie ainsi sur]1,+∞[ s’appelle la fonction źeta de Riemann.

Exercice: Montrer que pours ∈ C la śerie de terme ǵeńeral 1ns est absolument convergente pourRe(s) > 1. La fonction źeta
est ainsi d́efinie dans le demi-plan forḿe des complexes de partie réelle strictement supérieureà 1.

THEOREME 1.2.7 (Séries de Bertrand)
Soientα, β ∈ R. La śerie de terme ǵeńeral 1

nα(ln(n))β
converge dans les deux cas suivants et seulement dans ces deux cas :

1) α > 1
2) α = 1 etβ > 1

7



preuve
Soitun = 1

nα(ln(n))β
.

• Si α > 1 soita tel que1 < a < α. On alim(naun) = 0 d’où la convergence par application de la règle pŕećedente.

• si α < 1 soita tel queα < a < 1. On alim(naun) =∞ d’où la divergence d’après la r̀egle pŕećedente.

• Si α = 1 on compare avec l’intégrale de la fonctionf(x) = 1
x(ln(x))β

intégrale qui se calcule facilement. On obtient

dans ce cas la convergence ssiβ > 1.

EXEMPLE 1.2.1 (Constante d’Euler)
Il existe un ŕeelγ appeĺe constante d’Euler tel que

lim
n→∞

(

1 +
1

2
+ ∙ ∙ ∙+

1

n
− ln(n)

)

= γ

Cel̀a ŕesulte imḿediatement du point 2. du théor̀eme de comparaison avec une intégrale.

EXEMPLE 1.2.2
Pourα > 1 on a l’équivalent

∞∑

n+1

1

kα
∼

n→∞

1

(α− 1)nα−1

En effet, en notantRn =
∞∑

n+1

1
kα

on d́eduit du point 3. du th́eor̀eme la double ińegalit́e

1

(α− 1)(n+ 1)α−1
6 Rn 6

1

(α− 1)nα−1

d’où lim
n→∞

(α− 1)nα−1Rn = 1.

EXEMPLE 1.2.3 (Formule de Stirling)
On a l’équivalent

n! ∼
n→∞

(n
e

)n√
2πn

Posonssn = ln(n!).

1. On asn =
k=n∑

k=1

ln(k). Une premìere approche consisteà utiliser la croissance de la fonction ln pour comparersn à une

intégrale. On a pour toutk > 1
∫ k
k−1 ln(x)dx 6 ln(k) 6

∫ k+1
k
ln(x)dx (Ceci est valable y compris pourk = 1 car ln

est int́egrable sur]0, 1]). En sommant et en utilisant
∫
ln(x)dx = x ln(x)− x il vient

n ln(n)− n 6 sn 6 n ln(n)− n+ ln(n) +O(1)

On en d́eduitsn = n ln(n)− n+O(ln(n))

2. Pour poursuivre le d́eveloppement, on est donc amené à introduire la suitean = sn − n ln(n) + n. Etudier cette suite
revientà étudier la śerie de terme ǵeńeralαn = an − an−1 n > 2. On a

αn = 1 + (n− 1) ln

(

1−
1

n

)

= 1 + n

(

−
1

n
−
1

2n2
+ o

(
1

n2

))

+
1

n
+ o

(
1

n

)

=
1

2n
+ o

(
1

n

)

On a doncαn ∼ 1
2n . Il en résulte que la śerie de terme ǵeńeralαn diverge et, d’apr̀es le th́eor̀eme de sommation des

équivalents quean − a1 =
k=n∑

k=2

αk ∼
k=n∑

k=2

1
2k
∼ 12 ln(n).
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3. Ceci conduit̀a introduirebn = an − 12 ln(n). On proc̀ede de m̂eme : on poseβn = bn − bn−1, pourn > 2. Il vient

βn = αn +
1

2
ln

(

1−
1

n

)

= 1 + n ln

(

1−
1

n

)

−
1

2
ln

(

1−
1

n

)

que l’on d́eveloppèa l’ordre 2. On obtientβn ∼ −1
12n2

. La śerie de terme ǵeńeralβn est donc convergente. Si on désigne

sa somme parβ, son reste est d’après le th́eor̀eme sur la sommation deséquivalents,́equivalentà celui de la śerie de
terme ǵeńeral −1

12n2
doncéquivalent̀a −112n . Or ce reste vautβ − bn. Finalement,bn = β + 1

12n + o
(
1
n

)
donc

sn = bn +
1

2
ln(n) + n ln(n)− n = n ln(n)− n+

1

2
ln(n) + β +

1

12n
+ o

(
1

n

)

En prenant l’exponentielle, on obtient

n! = K
(n
e

)n√
n

(

1 +
1

12n
+ o

(
1

n

))

oùK = eβ est une constante strictement positive.

4. La valeur deK se d́etermine avec la formule de Wallis. On poseIn =
∫ π/2
0
cosn(x)dx. Une int́egration par parties

donne, pourn > 2 nIn = (n− 1)In−2. Il en résulte que la suitevn = nInIn−1 est constante. Orv1 = I1I0 = π
2 donc

vn =
π
2 .

La suite(In) est d́ecroissante car0 6 x 6 π/2 ⇒ 0 6 cos(x) 6 1. On en d́eduit1 6 In−1
In
6 In−2

In
= n
n− 1 . Par

conśequentIn−1/In tend vers 1. Finalement on aIn ∼ In−1 d’où vn ∼ nI2n, et I2n ∼
√
vn/n =

√
π/2n carIn > 0.

Pour finir,à partie de la relation de récurrence et de la valeurI0 = π/2 on obtient

In =
1 ∙ 3 ∙ ∙ ∙ (2n− 1)
2 ∙ 4 ∙ ∙ ∙ (2n)

π

2
=
(2n)!

22n(n!)2
π

2

Commen! ∼ K
(n
e
)n√

n on obtient uńequivalent deIn, à savoir

In ∼
π

2

K(2n)2ne−2n
√
2n

22nK2n2ne−2nn
=

π

K

1
√
2n

d’où on d́eduitK =
√
π, la formule de Stirling et m̂eme un d́eveloppement̀a un terme

n! =
(n
e

)n√
2πn

(

1 +
1

12n
+ o

(
1

n

))

1.3 Śeriesà termes ŕeels ou complexes

SoitΣun une śerie nuḿerique. Puisqu’on ne change pas la nature de la série en modifiant un nombre fini de termes, les résultats
de la section pŕećedente s’appliquent si on aun > 0 pour toutn suṕerieurà un certainn0. De m̂eme siun 6 0 en remplaçant
un par−un.
On s’int́eresse maintenantà des śeriesà termes ŕeels dont le signe n’est pas constantà partir d’un certain rang oùa des śeriesà
termes complexes.
Lorsqu’on doitétudier une telle śerie, la premìere chosèa faire est d’́etudier la convergence absolue. Ce n’est que lorque la
série n’est pas absolument convergente que l’on doit mettre en oeuvre d’autres méthodes.

DEFINITION 1.3.1
On dit qu’une śerieΣun est semi-convergente si elle est convergente sansêtre absolument convergente.

1.3.1 Th́eorème des śeries alternées

THEOREME 1.3.1
Soit (an) une suitedécroissanteet de limite nulle. La śerie de terme ǵeńeral (−1)nan est convergente. De plus son reste
Rn =

∑

k>n+1
(−1)kak est du signe de(−1)n+1 et vérifie |Rn| 6 an+1.
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preuve

SoitAn =
k=n∑

k=0

(−1)kak. Les hypoth̀eses sur la suite(an) assurent que les suites(A2n)n>0 et (A2n+1)n>0 sont adjacentes, la

suite(A2n) étant d́ecroissante, la suite(A2n+1) étant croissante. La suite(An) converge donc vers leur limite communeA et
on a pour toutn A2n+1 6 A 6 A2n. On en d́eduitR2n = A− A2n 6 0 et |R2n| = A2n − A 6 A2n − A2n+1 = a2n+1. De
même, deA2n+1 6 A 6 A2n+2 on d́eduit0 6 R2n+1 = A−A2n+1 6 A2n+2 −A2n+1 = a2n+2.

Exemple :Poura tel que0 < a 6 1 la śerie de terme ǵeńeral
(−1)n
na est semi-convergente.

1.3.2 Transformation d’Abel

Le programme pŕevoit ”exemples d’emplois de la transformation d’Abel”. On donne ci dessous la méthode et un exemple
d’utilisation.

Soit (εn) et (an) deux suites quelconques. On poseAn = a0+ ∙ ∙ ∙+ an. On a doncan = An−An−1 pourn > 1 eta0 = A0.
La transformation d’Abel consistèa exprimer une somme de termes consécutifs de la formeεnan en fonction desεk et desAk.

Consid́erons par exempleSn =
k=n∑

k=0

εkak Il vient

Sn = ε0A0 +

k=n∑

k=1

εk(Ak −Ak−1) =
k=n∑

k=0

εkAk −
k=n∑

k=1

εkAk−1

Dans la deuxìeme somme, on fait le changement d’indicej = k − 1. Il vient

Sn =
k=n∑

k=0

εkAk −
j=n−1∑

j=0

εj+1Aj =
n−1∑

k=0

(εk − εk+1)Ak + εnAn

d’où finalement

Sn =

k=n∑

k=0

εkak =

n−1∑

k=0

(εk − εk+1)Ak + εnAn

Remarque

Si la śerieΣan est convergente, on peut faire une autre transformation d’Abel en posantÃn =
∞∑

k=n

ak et en utilisant cette fois

an = Ãn − Ãn+1.

EXEMPLE 1.3.1
Soientθ ∈] 0, 2π [ eta > 0. La śerie de terme ǵeńeralun = eniθ

na est convergente.

Remarquons que le résultat est trivial sia > 1 car alors la śerie est absolument convergente. Pour0 < a 6 1 elle n’est pas
absolument convergente. Pour montrer la convergence de la série, on va prouver qu’elle satisfait au critère de Cauchy. On

effectue une transformation d’Abel comme ci dessus dans la sommeSn+p − Sn =
n+p∑

k=n+1

εkak avecεn = 1na etan = eniθ. Il

vient en posantAn =
k=n∑

k=0

eikθ

Sn+p − Sn =
n+p∑

k=n+1

εk(Ak −Ak−1) =
n+p∑

k=n+1

εkAk −
n+p−1∑

k=n

εk+1Ak =

n+p−1∑

k=n+1

(εk − εk+1)Ak + εn+pAn+p − εn+1An

On en d́eduit

|Sn+p − Sn| 6
n+p−1∑

k=n+1

|εk − εk+1||Ak|+ εn+p|An+p|+ εn+1|An|

Or

An =

k=n∑

k=0

eikθ =
1− ei(n+1)θ

1− eiθ
car eiθ 6= 1
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donc

|An| 6M(θ) =
2

|1− eiθ|

Par ailleurs, la suiteεk est d́ecroissante. Il vient

|Sn+p − Sn| 6
n+p−1∑

k=n+1

(εk − εk+1)M(θ) + εn+pM(θ) + εn+1M(θ) = 2εn+1M(θ) 6
2M(θ)

na

θ étant fix́e, cette quantité tend vers 0 avecn, donc pour unε > 0 donńe, il existe un entierN dépendant deθ tel que pour tout
n > N on ait|Sn+p − Sn| 6 ε pour toutp ∈ N. La śerie consid́eŕee satisfait donc bien au critère de Cauchy et par conséquent
elle converge.

Compĺement
On a|1 − eiθ| =

∣
∣eiθ/2

(
e−iθ/2 − eiθ/2

)∣∣ = 2 sin
(
θ
2

)
. Soit alorsη tel que0 < η < π. SoitI = [η, 2π − η]. Pourθ ∈ I on a

sin
(
θ
2

)
> sin

(
η
2

)
doncM(θ) 6 M(η) d’où la majoration uniforme enθ : |Sn+p − Sn| 6

2M(η)
na . Pourε > 0 fixé, il existe

un entierN ne d́ependant que deη et deε tel quen > N ⇒ 2M(η)
na

6 ε ce qui prouve la convergenceuniforme de la śerie
consid́eŕee sur l’intervalleI.

En prenant les parties réelles et imaginaires on obtient en particulier que les séries
∑ cos(nθ)

n et
∑ sin(nθ)

n convergent sur
] 0, 2π [ et uniforḿement sur tout intervalle de la forme[η, 2π − η].

1.3.3 Techniques d’́etudes de śeries quelconques

Groupements de termes

THEOREME 1.3.2 (Sommation par groupement de termes conśecutifs)
Soita = (an) une suite ŕeelle ou complexeconvergeant vers 0. Soit d’autre part(Nk) une suite strictement croissante d’entiers

naturels telle que la suite(Nk+1 −Nk) soit majoŕee. Soitu0 =
i=N0∑

i=0

ai et pourk > 1, uk =
i=Nk∑

i=1+Nk−1

ui. Les śeries de terme

géńeralan etuk sont de m̂eme nature. Si elles sont convergentes, on a
∑

n>0
an =

∑

k>0
vk.

preuve
Soiutu = (un)n>0. On aSk(u) = SNk(a) donc si la śerieΣan converge, il en est de m̂eme de la śerieΣuk et ces deux śeries
ont même somme.
Supposons maintenant que la sérieΣuk converge et soitS(u) sa somme. Soit d’autre partM un entier tel queNk+1−Nk 6M
pour toutk. Soit ε > 0. Il existe un entiern1 tel quen > n1 ⇒ |an| 6 ε/2M . D’autre part, il existe un entierq tel que
k > q ⇒ |Sk(u) − S(u)| 6 ε/2. Soit n > max(n1, Nq). Soit k l’unique entier tel queNk 6 n < Nk+1. Puisque
n > Nq, on ak > q donc|Sk(u) − S(u)| 6 ε/2. D’autre part,|Sn(a) − SNk(a)| = |aNk+1 + ∙ ∙ ∙ + an| est une somme de
(n−Nk) 6 (Nk+1−Nk) 6M termes tous inf́erieursàε/2M en module. Donc cette somme est inférieureàε/2. Finalement,
commeSNk(a) = Sk(u), il vient n > max(n1, Nq) ⇒ |Sn(a) − S(u)| 6 |Sn(a) − SNk(a)| + |Sk(u) − S(u)| 6 ε d’où la
conclusion.

Exemple

Soit à étudier la śerie de terme ǵeńeralun =
jn√
n

où j = exp
(
2iπ
3

)
.

Cette śerie n’est pas absolument convergente. Afin d’utiliser la propriét́e jk + jk+1 + jk+2 = 0 pour tout entierk, on va
grouper les termes trois par trois. Posons doncvp = u3p−1 + u3p + u3p+1 pourp > 1 etv0 = u0 + u1. On a, pourp > 1

vp =
j2

√
3p− 1

+
1
√
3p
+

j
√
3p+ 1

=
1
√
3p

(

j2
(

1−
1

3p

)−1/2
+ 1 + j

(

1 +
1

3p

)−1/2)

=
1
√
3p

(

j2
(

1 +O

(
1

p

))

+ 1 + j

(

1 +O

(
1

p

)))

= O

(
1

p3/2

)

ce qui prouve que la série de terme ǵeńeralvp est absolument convergente. Il en résulte que la śerie de terme ǵeńeralun est
semi-convergente. Ce résultat est un cas particulier de celui obtenu plus hautà l’aide d’une transformation d’Abel.
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Exercice

Soient(an) une suite ŕeelle et(Nk) une suite strictement croissante d’entiers naturels. Soitu0 =
i=N0∑

i=0

ai et pourk > 1, uk =

i=Nk∑

i=1+Nk−1

ui. Montrer que les śeries de terme ǵeńeralan etuk sont de m̂eme nature dans chacun des deux cas suivants.

1) an > 0 pour toutn.
2) Tous lesaj d’une m̂eme tranche sont de même signe, i.e., pour toutk tous lesai tels que1+Nk−1 6 i 6 Nk sont de m̂eme
signe.

Utilisation de développements limit́es

Pour des suites̀a termes complexes ou réels de signes non constants, le théor̀eme sur leśequivalents (1.2.2 ) ne s’applique
pas. Au lieu d’utiliser uńequivalent on doit utiliser deśegalit́es, ce qui conduit̀a effectuer des d́eveloppements limités ou des
développements asymptotiques plus géńeraux.

ExempleSoit à étudier la śerie de terme ǵeńeralun =
(−1)n

na + (−1)n où a > 0.

On a|un| ∼ 1na donc la śerieΣun est absolument convergente sia > 1 et n’est pas absolument convergente pour0 < a 6 1.
Effctuons alors un d́eveloppement limit́e deun

un =
(−1)n

na

(

1−
(−1)n

na
+ o

(
1

na

))

= vn − wn avec vn =
(−1)n

na
et wn =

1

n2a
(1 + o(1))

D’après le th́eor̀eme des śeries alterńees la śerieΣvn est convergente pour touta > 0. D’autre partwn estéquivalent̀a 1
n2a

donc convergente sia > 12 et divergente sia 6 12 . Il en résulte que la śerieΣun est semi-convergente pour12 < a 6 1 et

divergente pour0 < a 6 12 .

1.3.4 Une caract́erisation des śeries réelles semi-convergentes

Notations

Pourx ∈ R on posex+ = max(x, 0) =
x+ |x|
2 =

{
x si x > 0

0 si x < 0
et x− = max(−x, 0) = |x| − x2 =

{
−x si x 6 0

0 si x > 0
On d́efinit ainsi deux applications continuesR→ R+ vérifiant∀x, x = x+ − x− , |x| = x+ + x− etx+ 6 |x| ; x− 6 |x|.

Soit (un) une suite ŕeelle. Des majorations0 6 u+n 6 |un| et0 6 u−n 6 |un|, on d́eduit que si la śerie de terme ǵeńeralun est
absolument convergente, les deux sériesΣu+n etΣu−n sont convergentes, donc aussi la série de terme ǵeńeralun = u+n − u

−
n .

On retrouve ainsi le fait qu’une série ŕeelle absolument convergente est convergente.
Supposons maintenant que la série ne soit pas absolument convergente. Comme|un| = u+n + u

−
n , l’une des deux śeriesΣu+n

etΣu−n au moins est divergente. Si en outre la sérieΣun converge, commeun = u+n − u
−
n elles doivent̂etre toutes les deux

divergentes.
On a donc prouv́e

THEOREME 1.3.3
SoitΣun une śerie ŕeelle convergente. Elle est semi-convergente ssi les deux sériesΣu+n etΣu−n divergent.

Remarquons pour finir que ces deux sériesétantà termes positifs, elles divergent vers+∞.
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1.4 Propriétés des śeries absolument convergentes

1.4.1 Produit de Cauchy

DEFINITION 1.4.1
Soient(an)n>0 et (bn)n>0 deux suites nuḿeriques. Leur produit de Cauchy est la suite(cn)n>0 définie par

cn =

k=n∑

k=0

akbn−k =
∑

p,q>0
p+q=n

apbq

On dira aussi que la sérieΣcn est le produit de Cauchy des sériesΣan etΣbn.

THEOREME 1.4.1
Soienta = (an)n>0 et b = (bn)n>0 deux suites nuḿeriques etc = (cn)n>0 leur produit de Cauchy. Si les sériesΣan etΣbn
sont absolument convergentes, il en est de même de la śerieΣcn et on a

∞∑

n=0

cn =

(
∞∑

n=0

an

)(
∞∑

n=0

bn

)

preuve
Introduisons d’abord quelques notations.
Pourn ∈ N on noteraKn = {(p, q) ∈ N2 | p 6 n, q 6 n} etTn = {(p, q) ∈ N2 | p+ q 6 n}.
On aTn ⊂ Kn ⊂ T2n ⊂ K2n etSn(a)Sn(b) =

∑

(p,q)∈Kn

apbq ; Sn(c) =
∑

(p,q)∈Tn

apbq.

1. Supposons d’abord que les sériesΣan etΣbn soientà termes positifs. Il ŕesulte des inclusionsKn ⊂ T2n ⊂ K2n que
Sn(a)Sn(b) 6 S2n(c) 6 S2n(a)S2n(b). On en d́eduit lim

n→∞
S2n(c) = S(a)S(b). La suite(Sn)(c) est croisssante et la

suite extraite(S2n(c)) converge versS(a)S(b) donc la suite(Sn(c)) converge versS(a)S(b). D’où le ŕesultat dans ce
cas.

2. Passons au cas géńeral.

Posonsγn =
k=n∑

k=0

|ak||bn−k| et γ = (γn)n>0.

D’après le 1) appliqúe aux śeriesà termes positifsΣ|an| etΣ|bn|, la suiteSn(|a|)Sn(|b|)− Sn(γ) tend vers 0. Or

Sn(a)Sn(b)− Sn(c) =
∑

(p,q)∈Kn\Tn

apbq et Sn(|a|)Sn(|b|)− Sn(γ) =
∑

(p,q)∈Kn\Tn

|a|p|b|q

d’où
|Sn(a)Sn(b)− Sn(c)| 6

∑

(p,q)∈Kn\Tn

|apbq| = Sn(|a|)Sn(|b|)− Sn(γ)

Par conśequent la suite(Sn(c)) converge versS(a)S(b). �.

Attention! Ce ŕesultat tombe en d́efaut si les deux śeries ne sont pas absolument convergentes.

ExerciceSoientan = bn =
(−1)n

(n+ 1)1/4
. Montrer que les śeriesΣan etΣbn sont semi-convergentes. Montrer que le terme

géńeral(cn) de leur produit de Cauchy ne tend pas vers 0. Conclure.

Les deux th́eor̀emes suivants sont indispensables pour la théorie des probabilités sur un ensemble dénombrable.

Notations

Pour la preuve des deux théor̀emes suivants, nous aurons besoin d’introduire quelques notations. Soit(un) une suite complexe.
Ecrivonsun = xn + iyn avecxn, yn ∈ R. On a donc pour toutn, un = x+n − x−n + iy+n − iy−n . On a |x±n | 6 |un| et
|y±n | 6 |un| donc si la śerieΣun est absolument convergente, chacune des quatre sériesà termes positifsΣx+n ,Σx

−
n ,Σy

+
n ,Σy

−
n

est convergente.

On a alors
∞∑

n=0
un =

∞∑

n=0
x+n −

∞∑

n=0
x−n + i

∞∑

n=0
y+n − i

∞∑

n=0
y−n .
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1.4.2 Convergence commutative

THEOREME 1.4.2
Soitun le terme ǵeńeral d’une śerie absolument convergente. Pour toute bijectionσ deN la śerie de terme ǵeńeralvn = uσ(n)

est absolument convergente et
∞∑

n=0
un =

∞∑

n=0
vn.

preuve

• Supposons d’abordun > 0 pour toutn. PosonsMn = max(σ(0), . . . , σ(n)). Les śeriesétantà termes positifs, on a
Sn(v) = uσ(0) + ∙ ∙ ∙+ uσ(n) 6 SMn

(u) 6 S(u). Les sommes partielles de la sérieà termes positifsΣvn sont majoŕees
parS(u). Cette śerie est donc convergente et sa somme vérifieS(v) 6 S(u).
Maintenant, on aun = vσ−1(n) donc en appliquant ce qui préc̀ede eńechangeant les rôles deu et v et en remplaçantσ
parσ−1 on en d́eduitS(u) 6 S(v) d’où l’ égalit́e.

• Passons au cas géńeral ; on applique d’abord ce qu’on vient de montrerà la śerieà termes positifsΣ|un| ; on en d́eduit
la convergence absolue de la sérieΣvn. Ensuite, ońecrit comme dans le préliminaireun = x+n − x

−
n + iy

+
n − iy

−
n . On

peut appliquer la première partièa chacune des quatre sériesΣx+n ∙ ∙ ∙ . Le résultat sur l’́egalit́e des sommes en découle.

Ce ŕesultat tombe en d́efaut pour une śerie semi-convergente. En fait, on peut démontrer, en utilisant le théor̀eme 1.3.3 le
théor̀eme suivant

THEOREME 1.4.3
SoitΣun une śerie à termes ŕeels semi-convergente. Pour toutλ ∈ R il existe une bijectionσ : N → N telle que la śerie de
terme ǵeńeralvn = uσ(n) soit semi-convergente de sommeλ.

Application

Soit I un ensemble d́enombrable et(ui)i∈I une famille de nombres réels ou complexes. A toute bijectionϕ : N → I on peut
associer une série de terme ǵeńeral vϕn = uϕ(n). Si ψ est une autre bijection deN sur I, on a en posantσ = ϕ−1 ◦ ψ :
vψn = vϕ

σ(n). Il résulte du th́eor̀eme de convergence commutative que si pour une numérotationϕ de I la śerie assocíee est
absolument convergente, il en est de même pour toute nuḿerotation et qu’alors les sommes de ces séries sont touteśegales

entre elles. Cette somme commune
∞∑

n=0
uσ(n) se note

∑

i∈I
ui.

Attention! Il r ésulte du ŕesultat admis plus haut que l’écriture
∑

i∈I
ui n’ a aucun sens si pour une numérotationϕ deI la śerie

de terme ǵeńeralvϕn = uϕ(n) est semi-convergente.

1.4.3 Associativit́e ǵenéralisée

SoitΣun une śerie absolument convergente.
SiA est une partie finie deN, la quantit́e

∑

k∈A
uk est bien d́efinie (et vaut 0 siA est vide). On la noteraSA.

Soit maintenantA une partie d́enombrable deN. SoitiA : N→ A l’unique bijection strictement croissante deN surA. Posons

vn = uiA(n). Il est imḿediat de v́erifier que les sommes partielles de la série de terme ǵeńeral|vn| sont majoŕees par
∞∑

n=0
|un|.

On en d́eduit la convergence absolue de la sérieΣvn. Vu ce qui pŕec̀ede, la quantit́e
∑

k∈A
uk est donc bien d́efinie ; on la notera

SA. On a

∣
∣
∣
∣
∑

k∈A
uk

∣
∣
∣
∣ 6

∑

k∈A
|uk|. D’après le th́eor̀eme de convergence commutative, on aSA =

∞∑

n=0
uϕ(n) pour toute bijection

ϕ : N→ A.

Lemme 1.4.1
SoientA1, . . . , Ap des parties disjointes deN etA = A1 ∪A2 ∪ ∙ ∙ ∙ ∪ Ap. On aSA =

k=p∑

k=1

SAk .

preuve
Il suffit de le prouver dans le casp = 2, une ŕecurrence facile donnant ensuite le résultat.
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Soient doncA et B deux parties disjointes deN. Le cas òu l’une des deux parties est finie est facile et laissé au lecteur.
Prouvons le ŕesultat dans le cas oùA etB sont toutes deux infinies.
SoientϕA : N→ A etϕB : N→ B des nuḿerotations deA etB respectivement.
Définissons une applicationψ : N→ A ∪B en posant pour tout entierk ψ(2k) = ϕA(k) etψ(2k + 1) = ϕB(k). Il est facile
de v́erifier queψ est une bijection deN surA ∪B. Par d́efinition on a

SA =

∞∑

n=0

uϕA(n) SB =

∞∑

n=0

uϕB(n) SA∪B =

∞∑

n=0

uψ(n)

On a
2n+1∑

k=0

uψ(k) =

j=n∑

j=0

uψ(2j) +

j=n∑

j=0

uψ(2j+1) =

j=n∑

j=0

uϕA(j) +

j=n∑

j=0

uϕB(j)

En prenant la limite lorsquen tend vers l’infini, on obtient le ŕesultat.

THEOREME 1.4.4
Soit (Ai)i∈N une famille de sous ensembles deN deuxà deux disjoints de réunionégaleàN.
Soit d’autre partΣun une śerie nuḿerique absolument convergente. Posons, pour touti ∈ N Si = SAi =

∑

k∈Ai

uk. La śerie

de terme ǵeńeralSi est absolument convergente et
∞∑

i=0

Si =
∞∑

n=0
un.

Dans cet́enonće certainsAi peuvent̂etre vides.

preuve

SoitU =
∞∑

n=0
un.

• Comme pour la commutativité ǵeńeraliśee on commence par le cas où ∀n un > 0. Dans ce cas, pour toute partieB de

N, on aSB 6 U . En utilisant le lemme, on obtient pour toutn
k=n∑

k=0

Sk = SA0∪∙∙∙∪An 6 U ce qui prouve que la série de

terme ǵeńeralSi est convergente et que sa sommeS vérifieS 6 U .

Prouvons l’ińegalit́e inverse. Soitε > 0. SoitN un entier naturel tel que
k=N∑

k=0

uk > U − ε. NotonsNN = {0, . . . , N}.

L’ensemble desj tels queAj ∩ Nn 6= ∅ est fini. Soit{j1, . . . , jp} cet ensemble avecj1 < ∙ ∙ ∙ < jp. On a pour toutq
entre 1 etp Sjq =

∑

k∈Ajq

uk >
∑

k∈Ajq∩Nn

uk donc

i=jp∑

i=0

Si >
q=p∑

q=1

Sjq >
q=p∑

q=1




∑

k∈Ajq∩Nn

uk



 =
i=N∑

i=0

ui > U − ε

d’où S >
i=jp∑

i=0

Si > U − ε. Ceciétant vrai pour toutε > 0 on obtientS > U .�

• Passons au cas géńeral. En appliquant ce qui préc̀edeà la śerie de terme ǵeńeral vn = |un| et en utilisant l’ińegalit́e

|Si| =

∣
∣
∣
∣
∣
∑

k∈Ai

uk

∣
∣
∣
∣
∣
6
∑

k∈Ai

|uk| on obtinet le fait que la śerieΣSi est absolument convergente.

Ensuite, on proc̀ede comme pour la convergence commutative, enécrivantun = x+n −x
−
n +iy

+
n −iy

−
n . On peut appliquer

la premìere partièa chacune des quatre sériesΣx+n ∙ ∙ ∙ . Le résultat sur l’́egalit́e des sommes en découle.
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ANNEXE : FAMILLES SOMMABLES

La théorie des familles sommables n’est pas officiellement au programme du concours, mais elle figure au programme des
classes pŕeparatoires MP. On trouvera ci dessous un résuḿe de cette th́eorie, avec une applicatioǹa la fonctionζ. Le cadre des
familles sommables est celui qui convient le mieux pour l’étude des probabilités sur un ensemble dénombrable.
On suppose connues les notions sur la dénombrabilit́e.

Soit I un ensemble. On noteraPf (I) l’ensemble des parties finies deI∙ Soit a = (ai) une famille de nombres réels ou
complexes index́ee parI. Pour toute partie finieJ ∈ Pf (I) on noteraSJ(a) =

∑

j∈J
aj avec la convention deS∅(a) = 0.

1.5 Familles sommables de nombres positifs

DEFINITION 1.5.1
Soit I un ensemble et(ai)i∈I une famille de nombres réels positifs index́ee parI. On dit que la famille(ai) est sommable si
l’ensemble{SJ(a) J ∈ Pf (I)} est majoŕe. Dans ce cas, on appellera somme de la famille(ai) et on notera

∑

i∈I
ai la borne

suṕerieure de cet ensemble : ∑

i∈I

ai = sup{SJ(a) ; J ∈ Pf (I)} avecSJ(a) =
∑

j∈J

aj

PROPOSITION 1.5.1
Soit (ai)i∈I et (bi)i∈I deux familles de ŕeels positifs tels queai 6 bi pour touti ∈ I. Si la famille(bi) est sommable, il en est
de m̂eme de la famille(ai) et

∑

i∈I
ai 6

∑

i∈I
bi

preuve
Pour toute partie finieJ deI on aSJ(a) 6 SJ(b) d’où la conclusion.

PROPOSITION 1.5.2
Soit (ai)i∈I une famille sommable de nombres positifs etK ⊂ I. La famille(ak)k∈K est sommable et

∑

k∈K
ak 6

∑

i∈I
ai.

preuve
Toute partie finieJ deK est une partie finie deI donc

∑

k∈J
ak 6

∑

i∈I
ai d’où la conclusion.

THEOREME 1.5.1
Soit (ai) une famille sommable de réels positifs. Alors le support de cette famille, c’està dire{i ∈ I | ai 6= 0} est fini ou
dénombrable.

preuve
Soit S =

∑

i∈I
ai. Pourn ∈ N∗, posonsIn = {i ∈ I ; ai > 1/n}. Si i1, . . . , ip sontp éléments distincts deIn on a

p/n 6 ai1 + ∙ ∙ ∙+ aip 6 S doncp 6 nS. Il s’ensuit queIn est fini. Or le support de la famille(ai) n’est autre que la réunion
desIn, n ∈ N∗. C’est une ŕeunion d́enombrable d’ensembles finis, donc c’est un ensemble fini ou dénombrable.

Dans toute la suite, nous supposerons que l’ensembleI est d́enombrable

THEOREME 1.5.2
Soient(ai)i∈I une famille sommable de nombres positifs et(In) une suite croissante de parties deI dont la ŕeunion est́egale
à I. On a

∑

i∈I

ai = lim
n→∞

(
∑

i∈In

ai

)

preuve
PosonsAn =

∑

i∈In

ai et S =
∑

i∈I
ai. La suite(An) est croissante. Soitε > 0. Il existe une partie finieJ ⊂ I telle que
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SJ(a) > S − ε. L’ensembleJ est fini et
⋃
n∈N In = I, donc il existe un entierN tel queJ ⊂ IN . Alors, pourn > N on a

SJ(a) 6 AN 6 An doncS − ε 6 SJ(a) 6 An 6 S d’où la conclusion.

THEOREME 1.5.3
Soit (ai) une famille de ŕeels positifs etσ : I → I une bijection. La famillea′i = aσ(i) est sommable ssi la famille(ai) l’est et
dans ce cas

∑

i∈I
aσ(i) =

∑

i∈I
ai.

En effet,σ induit une bijection dePf (I) sur lui même ; les ensembles{
∑

j∈J
aj ; J ∈ Pf (I)} et{

∑

j∈J
aσ(j) ; J ∈ Pf (I)} sont

égaux.

THEOREME 1.5.4
Soit(an)n∈N une suite de ŕeels positifs. La famille(an) est sommable ssi la série de terme ǵeńeralan est convergente et dans
ce cas, la somme de la famille(an) estégaleà la somme de la série .

preuve

Désignons parsn =
k=n∑

k=0

ak la suite des sommes partielles de la série. Supposons d’abord la série convergente et soits sa

somme. Pour toute partie finieJ deN, il existe un entierN tel queJ ⊂ {0, 1, . . . , N} doncSJ(a) 6 sN 6 s. Pour tout
J ∈ Pf (I), SJ (a) 6 s donc la famille(an) est sommable et sa sommeA vérifieA 6 s. Inversement, supposons la famille
(an) sommable, de sommeA. Les sommes partielles de la série sont majoŕees parA, donc, la suite(sn) étant croissante, elle
a une limites quandn tend vers l’infini, ce qui prouve la convergence de la série. Comme∀n sn 6 A on en d́eduits 6 A.

COROLLAIRE 1.5.1
Soit (an) une suite de ŕeels positifs etσ une bijection deN. La śerie de terme ǵeńeralaσ(n) converge ssi la śerie de terme
géńeralan converge et dans ce cas les sommes de ces deux séries sont́egales.

THEOREME 1.5.5 (Associativité ǵenéralisée)
SoientI et S deux ensembles dénombrables(ai)i∈I une famille sommable de réels positifs et(Is)s∈S une famille de sous
ensembles deI deux à deux disjoints dont la réunion estI. Posons pours ∈ S, Bs =

∑

i∈Is

ai. La famille (Bs)s∈S est

sommable et
∑

s∈S
Bs =

∑

i∈I
ai.

preuve
D’après la proposition pŕećedente, chacune des familles(ai)i∈Is est sommable, donc les nombresBs sont bien d́efinis. On
convient queBs = 0 si Is = ∅. PosonsA =

∑
i∈I ai.

i) Soit T = {t1, . . . , tq} une partie finie deS. SoientF1, . . . , Fq des parties finies deIt1 , . . . , Itq respectivement.F =
∪

16k6q
Fk est une partie finie deI, doncSF (a) =

∑

i∈F
ai 6 A ce qui s’́ecritSF1(a) + ∙ ∙ ∙+ SFq (a) 6 A

On en d́eduit
sup

F1∈Pf (It1 )
SF1(a) + ∙ ∙ ∙+ sup

Fq∈Pf (Itq )
SFq (a) 6 A soit

∑

t∈T

Bt 6 A

On en d́eduit que la famille(Bs)s∈S est sommable et que sa sommeB vérifieB 6 A.
ii) Soit ε > 0. Par d́efinition d’une borne suṕerieure, il existe une partie finieK deI telle queA− ε 6 SK(a) 6 A. Puisque
K est finie elle ne rencontre qu’un nombre fini d’ensemblesIs soientIs1 , . . . , Isp . SoitKk = K ∩ Isk . On a alors

A− ε 6 SK(a) =
k=q∑

k=1

SKk(a) 6
k=q∑

k=1

BIk 6 B

L’in égalit́eA− ε 6 B ayant lieu pour toutε > 0 on en d́eduitA 6 B d’où l’ égalit́e.

Remarque
Le théor̀eme s’applique en particulier dans le cas d’une partition finie ou dénombrable deI. Pour une partition finieI =
I0 ∪ ∙ ∙ ∙ ∪ Ip, il suffit d’appliquer le th́eor̀eme en posantIj = ∅ pourj > p.
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1.6 Famille sommable de nombres ŕeels ou complexes

Soita ∈ R ; on posea+ = max(a, 0) eta− = max(−a, 0). On aa+ > 0, a− > 0, a = a+ − a− et |a| = a+ + a−.

DEFINITION 1.6.1
Soit (ai)i∈I une famille de nombres réels ou complexes. On dit que cette famille est sommable si la famille de réels positifs
(|ai|)i∈I est sommable.

• Si lesai sont ŕeels, chacune des deux familles(a+i ) et (a−i ) est sommable car0 6 a±i 6 |ai| (proposition 1.5.1). On
pose alors ∑

i∈I

ai =
∑

i∈I

a+i −
∑

i∈I

a−i

• Si les ai sont des complexes, les famillesRe(ai) et Im(ai) sont sommables d’après la proposition 1.5.1 puisque
|Re(ai)| 6 |ai| et |Im(ai)| 6 |ai|. On pose dans ce cas

∑

k∈I

ak =
∑

kinI

Re(ak) + i
∑

k∈I

Im(ak)

Il en résulte qu’un suite(an)n∈N de complexes est une famille sommable ssi la série de terme ǵeńeral an est absolument
convergente.

Les ŕesultats suivants se déduisent imḿediatement des résultats correspondants pour les familles de nombres positifs et de la
définition ci dessus.

THEOREME 1.6.1
Soit (ai)i∈I une famille sommable de nombres complexes etσ : I → I une bijection. La famille(aσ(i)) est sommable et

∑

i∈I

ai =
∑

i∈I

aσ(i)

COROLLAIRE 1.6.1
Soit

∑
an une śerie absolument convergente. Pour toute bijectionσ deN la śerie de terme ǵeńeral aσ(n) est absolument

convergente et
∑

n∈N
an =

∑

n∈N
aσ(n).

THEOREME 1.6.2 (Associativité ǵenéralisée)
SoientI et S deux ensembles dénombrables(ai)i∈I une famille sommable de nombres réels ou complexes et(Is)s∈S une
famille de sous ensembles deI deuxà deux disjoints dont la réunion estI. Posons pours ∈ S, Bs =

∑

i∈Is

ai. La famille

(Bs)s∈S est sommable et
∑

s∈S
Bs =

∑

i∈I
ai.

1.7 Sommation double

THEOREME 1.7.1
SoientI et J deux ensembles dénombrables etu = (ui,j)(i,j)∈I×J une famille de nombres réels ou complexes indexée par
I × J .

1. Les deux propriét́es suivantes sontéquivalentes.
a) La familleu est sommable.
b) Pour touti ∈ I, la famille(ui,j)j∈J est sommable et en posantUi =

∑

j∈J
|ui,j |, la famille(Ui)i∈I est sommable.

2. Dans le cas òu la familleu est sommable, les familles(ai)i∈I et (bj)j∈J définies parai =
∑

j∈J
ui,j et bj =

∑

i∈I
ui,j sont

sommables et
∑

(i,j)∈I×J

ui,j =
∑

i∈I




∑

j∈J

ui,j



 =
∑

j∈J

(
∑

i∈I

ui,j

)
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preuve

1. a⇒ b résulte du th́eor̀eme d’associativit́e ǵeńeraliśee.
b⇒ a SoitK une partie finie deI × J . Il existe des sous ensembles finisI0 ⊂ I etJ0 ⊂ J tels queK ⊂ I0 × J0. Alors
∑

(i,j)∈K
|ui,j | 6

∑

(i,j)∈I0×J0

|ui,j | =
∑

i∈I0

(
∑

j∈J0

|ui,j |

)

6
∑

i∈I0

Ui 6
∑

i∈I
Ui. Ce qui prouve a).

2. Cel̀a ŕesulte du th́eor̀eme d’associativit́e ǵeńeraliśee : onécrit I × J = ∪
i∈I
{i} × J .

Dans le casI = J = N, on dit que la familleu est une suite double.

COROLLAIRE 1.7.1
Soient(ai)i∈I et (bj)j∈J deux familles sommables de nombres réels ou complexes. La famille(aibj)(i,j)∈I×J est sommable
et

∑

(i,j)∈I×J

aibj =

(
∑

i∈I

ai

)


∑

j∈J

bj





Exemple : SoientΣan etΣbn deux śeries absolument convergentes. Les familles(ap)p∈N et (bq)q∈N sont sommables, donc
aussi la famille(apbq). On peut calculer la somme de cette famille en utilisant la propriét́e d’associativit́e ǵeńeraliśee comme
suit : soitCn = {(p, q) ∈ N2 | p + q = n}. Les(Cn)n>0 forment une partition deN2. Soit cn =

∑

(p,q)∈Cn

apbq. La famille

(cn) est sommable, donc la sérieΣcn est absolument convergente et sa somme est la somme de la famille(apbq). En utilisant

le corollaire, cette somme vaut aussi

(
∞∑

n=0
an

)(
∞∑

m=0
bm

)

ce qui redonne le th́eor̀eme sur le produit de Cauchy de deux séries

absolument convergentes.

Bien entendu, ces résultats relatifs au prouit de deux familles sommables se géńeralisent au produit d’un nombre fini quelconque
de familles sommables. Voici un exemple d’application.

Fonction zeta et nombre premiers

Soit s > 1. On rapelle queζ(s) =
∞∑

n=1

1
ns . Soit d’autre part(pj)j>1 la suite des nombres premiers numérot́es dans l’ordre

croissant :p1 = 2, p2 = 3 etc. On pose

Πn(s) =
k=n∏

k=1

1

1− 1psk

1. La famille

(
1

psk11 ∙ ∙ ∙ p
skn
n

)

(k1,...,kn)∈Nn
est sommable et

∑

(k1,...,kn)∈Nn

(
1

psk11 ∙ ∙ ∙ p
skn
n

)

= Πn(s).

Chacune des familles

(
1

(psj)
kj

)

kj∈N

est sommable car la série
∞∑

k=0

1
(psj)

k converge (absolument !). La somme de cette

série ǵeoḿetrique vaut 1
1− 1/psj

. D’où le ŕesultat en utilisant le th́eor̀eme 1.7

2. La suite(Πn(s))n>1 est convergente sis > 1.

En effet, on aln(Πn(s)) =
k=n∑

k=1

− ln

(

1− 1psk

)

. 1/psk tend vers 0 lorsquek tend vers l’infini et− ln

(

1− 1psk

)

∼ 1psk
.

Commepk > k, on a 1psk
6 1

ks
qui est le terme ǵeńeral s’une śerie convergente. On en déduit la convergence de la

série de terme ǵeńeral− ln

(

1− 1psk

)

, donc celle de la suiteln(Πn(s)). De plus, les termes de la série sont strictement

positifs, donc sa somme aussi et par conséquent, la suiteln(Πn(s)) a une limiteλ > 0. Donc la suite(Πn(s)) a une
limite distincte de 1.
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3. Pours > 1 on a lim
n→∞

Πn(s) = ζ(s).

Soit, pourn > 1,An l’ensemble des entiers naturels dont les facteurs premiers appartiennentà l’ensemble{p1, . . . , pn}.

L’ensemble des nombres

{
1

psk11 ∙ ∙ ∙ p
skn
n

; (k1, . . . , kn) ∈ Nn
}

estégalà
{
1
ms ; m ∈ An

}
. On a donc

∑

m∈An

1
ms =

Πn(s). Maintenant, la suite d’ensemble(An)n>1 est une suite croissante de réunionN∗. Donc (th́eor̀eme 1.5.2 ) la

limite lorsquen tend vers l’infini de
∑

m∈An

1
ms vaut

∑

m∈N∗

1
ms =

∞∑

m=1

1
ms = ζ(s).

On a donc prouv́e

∀s ∈]1,∞[ ζ(s) =
∞∏

k=1

1

1− 1
ps
k

Exercice Montrer en utilisant la m̂eme ḿethode que la śerieΣ 1pk diverge. (cass = 1).
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2

Développement d’un ŕeel positif en baseb

2.1 Développement d’un ŕeel positif en baseb

Soit b un entier naturel,b > 2. Dans la pratique,b est souvent́egalà 2 ouà 10. Le programme prévoir l’étude du casb = 10,
mais cette hypoth̀ese surb ne simplifie en rien l’expośe. On gardera donc le casb quelconque. Pourx ∈ R on notera[x] la
partie entìere dex.

Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.1.1
Soient(an) et (bn) deux suites ŕeelles telles que les séries de terme ǵeńeralan et bn convergent. Supposons en outre que pour

toutn on aitan 6 bn. Si il existe un entierm tel queam < bm on a
∞∑

k=0

ak <
∞∑

k=0

bk

preuve

Pourn > m on a
k=n∑

k=0

bk −
k=n∑

k=0

ak > bm − am donc en prenant la limite lorsquek tend vers l’infini
∞∑

k=0

bk −
∞∑

k=0

ak >

bm − am > 0.

2.1.1 Notations

Soit b un entier naturel,b > 2 etB = {0, 1, . . . , b− 1}.
On d́esignera parΣ′ l’ensemble des suitesx = (xk)k∈Z d’éléments deB, index́ee parZ dont le support{n ∈ Z ; xn 6= 0} est
minoŕe, c’està dire telles que∃M ∈ Z ∀n ∈ Z n < M ⇒ xn = 0.

Une suitex = (xk) d’éléments deB est dite propre si il n’existe pas d’entiersm tels qu’on aitxk = b− 1 pour toutk > m. Il
revient au m̂eme de dire que l’ensemble des entiersk tels quexk 6= b − 1 est infini. Nous noteronsΣ le sous ensemble deΣ′

formé des suites propres.

Soit x = (xk) ∈ Σ′. On a pour toutk > 1, 0 6 xkb
−k 6 (b − 1)b−k de sorte que la série de terme ǵeńeral

∞∑

k=1

xkb
−k est

convergente. De plus, on a0 6
∑

k>1
xkb

−k 6 (b − 1)
∑

k>1
b−k = 1. Par ailleurs,Z(x) = {m 6 0 ; xm 6= 0} est fini. Nous

noterons
∑

m60
xmb

−m la somme
∑

m∈Z(x)
xmb

−m.

On d́efinit une applicationΦ′ : Σ′ → R+ en posant

Φ′(x) =
∑

m∈Z(x)

xmb
−m +

∞∑

k=1

xkb
−k que nous noteronsΦ′(x) =

∑

k∈Z

xkb
−k

SoitΦ la restriction deΦ′ à l’ensembleΣ des suites propres.

On notera par� l’ordre lexicographique surΣ′ et surΣ. Rappellons qu’on pose, pourx, y ∈ Σ′ x ≺ y ⇔ ∃m ∈ Z ; xj =
yj pour j 6 m − 1 et xm < ym et que l’ordre lexicographique est défini parx � y ssix ≺ y ou x = y et que� est une
relation d’ordre total surΣ′.
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Enfin, on noteraDb l’ensemble des ŕeelsx tels qu’il existe un entier naturelm tel quebmx ∈ Z. L’ensembleDb est un sous
anneau deQ. En fait c’est le plus petit sous anneau deQ contenantZ et1/b. Pour cette raison, il est souvent notéZ

[
1
b

]
. Pour

b = 10,Db est l’anneau des nombres décimaux.

2.1.2 D́eveloppement propre d’un ŕeel positif en baseb

Lemme 2.1.2
Φ′ est croissante etΦ est strictement croissante.

preuve
Soientx, y deuxéléments deΣ′ tels quex ≺ y. Soitm l’unique entier tel quexj = yj pourj 6 m− 1 etxm < ym. Il vient :

Φ′(y)− Φ′(x) =
ym − xm

bm
+

∞∑

k=m+1

yk − xk
bk

Or
ym − xm

bm
>
1

bm
(2.1)

et
∞∑

k=m+1

yk − xk
bk

> −
∞∑

k=m+1

b− 1
bk
= −

1

bm
(2.2)

On en d́eduitΦ′(y) − Φ′(x) > 0, donc la croissance deΦ′. Ensuite l’́egalit́e ne peut avoir lieu que si on a l’égalit́e dans (1)
ce qui supposeym = xm + 1 et dans (2) ce qui ńecessiteyk − xk = −b + 1 pour toutk > m, soit yk = 0 et xk = b − 1.
En particulier, l’́egalit́e n’a pas lieu six et y sont dansΣ. DoncΦ est strictement croissante. De plus, on constate que si
Φ′(y) = Φ′(x) alors ce nombre est nécessairement dansDb, la suitex n’est pas propre et la suitey està support fini.

THEOREME 2.1.1
1) L’applicationΦ est une bijection strictement croissante de(Σ,�) surR+ muni de l’ordre induit par celui deR.
2) Soitx ∈ Σ.

a) Φ(x) ∈ N ssixn = 0 pourn > 1.
b Φ(x) ∈ Db ssi la suitex està support fini.

preuve
1) On a d́ejà vu queΦ était une application strictement croisssante deΣ dansR+. Il resteà prouver la surjectivit́e.

Soit doncx ∈ R+. On pose pourn entier

pn = [b
nx] ; αn = pnb

−n ; βn = αn + b
−n = (pn + 1)b

−n

Depn 6 bnx < pn + 1 on d́eduitbpn 6 bn+1x < bpn + b d’où bpn 6 pn+1 etpn+1 + 1 6 bpn + b. En divisant parbn+1 on
obtientαn 6 αn+1 etαn+1 6 αn + b−n − b−(n+1) soitβn+1 6 βn. D’autre part, on aαn 6 x < βn et0 6 x− αn < b−n.

Les deux suites(αn) et (βn) sont adjacentes et convergent versx.

Il existe un entierM tel quem > M ⇒ bm > x car, comme on le voit par une récurrence imḿediatebm > m pourm > 0.
SoitM(x) le plus petit de ces entiersM . Pourn 6 −M(x) on apn = 0 etαn = 0.

Pourn ∈ Z onpose
xn = pn − bpn−1

De bpn−1 6 pn < bpn−1 + b on d́eduit0 6 xn < b. En faitxn est le reste de la division euclidienne depn parb, le quotient
étantpn−1. On axn = 0 pourn 6 −M(x) donc la suite(xn) est dansΣ′.

On axnb−n = αn − αn−1 d’où, ensommant

αn =
k=n∑

k=−M(x)

xkb
−k et x =

∞∑

k=−M(x)

xkb
−k =

∑

k∈Z

xkb
−k
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Soit x = (xn)n∈Z. C’est unélément deΣ′ qui vérifieΦ′(x) = x. Pour terminer la preuve du 1), il resteà prouver quex est
une suite propre. Supposons le contraire. Il existe alors un entierm tel quexk = b − 1 pour toutk > m. On a alors, pour

n > m αn = αm−1 +
k=n∑

k=m

(b− 1)b−k et doncx = lim
n→∞

αn = αm−1 + (b− 1)b
−(m−1)

b− 1 = αm−1 + b
−(m−1) = βm−1, mais

ceci est exclus par construction. Donc(xn) ∈ Σ.

2)
a)On peut́ecrire

Φ(x) =
∑

k60

xkb
−k +

∑

k>1

xkb
−k =

∑

j>0

x−jb
j +

∑

k>1

xk

bk

Le premier terme de cette somme est un entier naturel. Puisque la suitex est propre, le second eststrictement inférieur, d’apr̀es
le lemme 2.1.1̀a

∑

k>1
(b− 1)b−k = 1. Autrement dit,

∑

k60
xkb

−k est la partie entière deΦ(x). AlorsΦ(x) ∈ N⇔
∑

k>1
xkb

−k =

0⇔ ∀k > 1 xk = 0.
RemarqueOn retrouve ainsi l’́ecriture en baseb d’un entier naturel.

b) Soitτ : Σ → Σ le décalage d́efini parτ(x) = y avecyj = xj+1 pour toutj ∈ Z. On a de suiteΦ(τ(x)) = bΦ(x). On en
déduit le ŕesultat :
Φ(x) ∈ Db ⇔ ∃m ∈ N bmΦ(x) ∈ N⇔ ∃m ∈ N Φ(τm(x)) ∈ N⇔ Φ(τm(x)) està support fini⇔ x està support fini.

Pourb = 10, αn (resp.βn) est l’approximation d́ecimale par d́efaut (resp. par excés) dex à10−n prés.

Remarque
L’ensembleB est fini. On repŕesente chacun de seséléments par un symbole, appellé chiffre. Sib 6 16, les chiffres utiliśes
sont lesb premierśeléments de la suite 1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,F.
Poura ∈ B, notonsa le symbole associé. Alors, onécrit x = x−M ∙ ∙ ∙x−1 x0, x1 x2 ∙ ∙ ∙xn ∙ ∙ ∙ . Le symbole , (∙ pour les
anglosaxons) indiquant indiquant la séparation entre les termes d’indices négatifs ou nuls qui fournissent la partie entiére et les
autres.

Terminons cette partie eńenonçant les propriét́es deΦ′. Soitx ∈ R+. Supposons queΦ′(u) = Φ′(v) = x avec par exemple
u ≺ v. La preuve du lemme 2.1.2 montre qu’alorsx ∈ Db, quev est une suitèa support fini telle queΦ(v) = x donc quev =
Φ−1(x), que si ońecritΦ−1(x) = (x−M , ∙ ∙ ∙ , xm, 0, ∙ ∙ ∙ , 0, ∙ ∙ ∙ ) alorsu = (x−M , ∙ ∙ ∙ , xm−1, xm− 1, b− 1, ∙ ∙ ∙ , b− 1, ∙ ∙ ∙ ).
On a donc prouv́e

THEOREME 2.1.2
L’applicationΦ′ est une surjection croissante deΣ surR+.
Soitx ∈ R+.
1) Six 6∈ Db, x a un unique antéćedent parΦ′ qui estΦ−1(x) ∈ Σ.
3) Six ∈ Db, x admet deux antéćedents parΦ′ à savoir

Φ−1(x) = (x−M , ∙ ∙ ∙ , xm, 0, ∙ ∙ ∙ , 0, ∙ ∙ ∙ ) et la suite y = (x−M , ∙ ∙ ∙ , xm−1, xm − 1, (b− 1), ∙ ∙ ∙ , (b− 1), ∙ ∙ ∙ )

donc telle queyj = xj pourj 6 m− 1, ym = xm − 1 etyk = b− 1 pourk > m.

2.1.3 Caract́erisation des rationnels

THEOREME 2.1.3
Soit b > 2 un entier naturel fix́e. Le ŕeelx est rationnel ssi son développement propre en baseb est pŕeṕeriodique, c’est̀a dire
ssi il existe un entierr > 1 et un entierp > 1 tels quexk+p = xk pourk > r.

preuve

• Supposons d’abord le développement dex préṕeriodique. On ax =
r−1∑

−∞
xib
−i + y avecy =

∞∑

k=r

xkb
−k et il suffit de

montrer quey est rationnel. Or

bpy =
∞∑

k=r

xkb
p−k =

∞∑

j=r−p

xj+pb
−j =

j=r−1∑

j=r−p

xj+pb
−j +

∞∑

j=r

xj+pb
−j
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or xj+p = xj pourj > r donc

bpy =

j=r−1∑

j=r−p

xj+pb
−j +

∞∑

j=r

xjb
−j = c+ y

où c =
j=r−1∑

j=r−p
xj+pb

−j = C
br−1

avecC ∈ N. Doncy = C
br−1(bp − 1)

∈ Q.

x s’écrit aussi sous la formex = a
br−1(bp − 1)

aveca ∈ N.

• Réciproquement, supposonsx ∈ Q, x = p/q avecp, q entiers premiers entre eux. Nous voulons prouver que son
développement propre est préṕeriodique.

La suite(pn) est donńee parpn =
[
bnp
q

]
, ce qui signifie quepn est le quotient de la division euclidienne debnp parq.

Ecrivons doncbnp = pnq + rn. On arn ∈ {0, 1, . . . , q − 1}. Il existe donc des entiersm < n tels querm = rn. Soitr
cette valeur commune. On a alors, pour tout entierk

rn+k ≡ b
n+kp ≡ bkpnq + b

krn ≡ b
kr mod q

et de m̂eme
rm+k ≡ b

kr mod q

on en d́eduitrn+k = rm+k. Or par d́efinition,xn = pn−bpn−1, doncxnq = (bnp−rn)−b(bn−1p−rn−1) = brn−1−rn.
On a donc(xn+k − xm+k)q = brn+k−1 − rn+k − (brm+k−1 − rm+k) = 0 soitxn+k = xm+k.�.

Remarque : l’algorithme de division

Soitx = p/q. La ”justification” élémentaire de la préṕeriodicit́e du d́eveloppement dex est la suivante : on pose la division de
p parq et on regarde la suite des restes(ρn). Comme ces restes sont compris entre 1 etq − 1, il existe deux entiersm < n tels
queρm = ρn. On en d́eduit la ṕeriodicit́e de la suite des restes, puis celle de la suite des ”décimales”.

Pŕecisons tout cela. Considérons l’algorithme de la divisiońelémentaire en commençant par le cas0 < x < 1. On a alors
0 < p < q

On poseρ0 = p, y0 = [p/q] = 0 . On multiplie le reste en cours parb et on effectue la division euclidienne. On définit donc,
pourn > 0

bρn = qyn+1 + ρn+1 avec yn+1 =

[
bρn

q

]

La suite(yn) ainsi obtenue est celle qu’on obtient en ”posant” la division indéfinie dep parq.

Tout d’abord, on a pour toutn 0 6 ρn < q par construction, donc pour toutn > 1, 0 6 yn < b. Le quotient obtenùa la

n-ièmeétape estan =
k=n∑

k=1

yk
bk

.

On a
ρn+1

bn+1
=
ρn

bn
− q

yn+1

bn+1
donc en ajoutant

ρn

bn
= −qan + ρ0 = p− qan = q(x− an)

soit
bnx = bnan +

ρn

q

On en d́eduit bnan = [bnx]. Avec les notations du début, on a pour toutn an = αn pn = anb
n et xn = pn − bpn−1 =

bn(an − an−1) = yn. La suite(yn) des entiers obtenue en posant la division est celle du développement propre dex.
Enfin, les restes successifsρn de l’algorithme de la division sont lesrn de la preuve pŕećedente. En effet, deρn

bn
= −qan + p

on d́eduitρn = pbn − qanbn = pbn − qpn = rn.

Dans le cas ǵeńeral òu x n’est pas ńecessairement entre 0 et 1, on définit n0 comme le plus petit entier naturel tel quex′ =
b−n0x < 1. On applique ce qui préc̀edeà x′ et on ŕecup̀erex en multipliant parbn0 ce qui revient̀a d́ecaler la virgule den0
positions.
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2.1.4 Applications

THEOREME 2.1.4
R n’est pas d́enombrable.

On noteraΣ0 le sous ensemble deΣ formé des suitesx telles quexn = 0 pour toutn 6 0. Σ0 s’identifieà l’ensembleS des
suites propres(xn)n>1 d’éléments deB. Φ induit une bijection deS surI = [0, 1 [.

Choisissons une baseb > 3. SiR était d́enombrable, il en serait de même deI donc deS. Supposons que celà soit le cas. Il
existerait une bijectionn→ Y (n) deN surS. EcrivonsY (n) = (ynj )j>1. Définissons ensuite une suitez = (zn) de la manìere
suivante : on posezk = 0 si ykk 6= 0 et zk = 1 si ykk = 0. Puisqueb > 3 la suitez est propre donc est dansS. On constate que
par construction, pour toutk, ykk 6= zk, doncz 6= Y k. D’où la contradiction.

COROLLAIRE 2.1.1
L’ensembleR \Q des irrationnels n’est pas dénombrable.

En effet, on sait queQ est d́enombrable et que la réunion de deux ensembles dénombrables est un ensemble dénombrable. Si
R \Q était d́enombrable, il en serait de même deR = (R \Q) ∪Q.

2.1.5 Compĺements

Autre preuve de la prépériodicit é du développement d’un rationnel

Dans la preuve de la partie directe, nous avons vu que six admettait un d́eveloppement préṕeriodique, on pouvait́ecrirex sous
la formex = a

br−1(bm − 1)
où a ∈ N. Pour prouver l’implication dans l’autre sens, nous allons procéder en deux́etapes :

• Supposons quex soit de la formex = a
br−1(bm − 1)

et montrons que son développement est préṕeriodique. La division

euclidienne dea parbm − 1 s’écrita = (bm − 1)A+B avecA,B entiers,0 6 B < bm − 1. On en d́eduit

x =
A

br−1
+

B

br−1(bm − 1)

Le nombre naturelB s’écrit en baseb sous la formeB =
m−1∑

j=0

λjb
j avecλj ∈ N puisqueB < bm. Il en résulte

B

br−1(bm − 1)
=




m−1∑

j=0

λj

br−j−1





(
∞∑

i=0

1

bim

)
1

bm
=
∞∑

i=0



 1

bim




m−1∑

j=0

λj

bm+r−j−1









Posantk = m+ r − 1− j etxk = λm+r−1−k il vient

B

br−1(bm − 1)
=

∞∑

i=0

(
1

bim

(
m−1+r∑

k=r

xk

bk

))

=

∞∑

i=0

(
m−1+r∑

k=r

xk

bim+k

)

=

∞∑

i=0

(
m−1+r∑

k=r

xk+im

bk+im

)

en posantxk+im = xk pour toutk entrer etr+m− 1 et touti ∈ N∗. D’où, en utilisant la sommation par groupements
dem termes conśecutifs

B

br−1(bm − 1)
=

∞∑

k=r

xk

bk

Enfin, en d́ecomposantA en baseb, on obtient A
br−1

=
r−1∑

j=1

aj
bj

carx < 1⇒ A < br−1 d’où le ŕesultat.

• Il resteà montrer que tout rationnelx compris strictement entre 0 et 1 peut s’écrire sous la formex = a
br−1(bm − 1)

a) Il existe des entiersp, c > 1 et un entier naturelk > 0 tels quec et b soient premiers entre eux etx = p
cbk

. Pour le

voir, on d́ecomposeb en facteurs premiers :b = pα11 ∙ ∙ ∙ p
αr
r avecαj > 1 pour1 6 j 6 r. Ensuite, ońecrit x = u/v

avecu, v entiers premiers entre eux.v s’écrit v = pβ11 ∙ ∙ ∙ p
βr
r c où lesβj sont positifs ou nuls et òu c est premier avec
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tous lespj donc avecb. On choisit ensuite un entier naturelk tel que pour toutj entre 1 etr l’entier γj := kαj − βj soit
positif ou nul. Soitt = pγ11 ∙ ∙ ∙ p

γr
r . On avt = cbk et on posep = ut.

b)Il resteà prouver l’existence d’entiersμ etm tels queμc = bm − 1 car alors on aurax = pμ
bk(bm − 1)

. b est premier

avecc, donc laclasseb de b dansZ/cZ est inversible. C’est donc uńelément du groupe fini(Z/cZ)∗. Donc b est
d’ordre fini et il existe un entierm tel queb

m
= 1 dansZ/cZ, ce qui signifie exactement qu’il existeμ ∈ Z tel que

bm − 1 = μc.�

Nombre de d́ecimales exactes d’une approximation

Probl̀eme : Soientt0 un ŕeel ett une approximation det0 à 10−N près, dont on sait calculer le développement d́ecimal. C’est
par exemple le cas lorsqu’on approchet0 par un rationnel, ou m̂eme par un nombre décimal. La question est : les décimales
det0 sont elleśegales̀a celles det jusqu’̀a l’ordreN − 1? par exemple, sachant que|π − 3.141| < 10−3, les deux premières
décimales deπ sont elles 1 et 4 ?

Soientx, y ∈ I = ] 0, 1 [ etN un entier strictement positif. On suppose0 < y − x < b−N . On notex = (xn) ety = (yn) les
développements propres en baseb dex ety. Etant donńe un entierm 6 N − 1, on veut savoir sixm = ym.

Supposons que les deux développements ne soient pas identiques jusqu’à l’ordreN − 1 inclus et soitm le plus petit entierk
tel quexk 6= yk. On a doncm 6 N − 1. D’après la croissance deΦ, on a ńecessairementxm < ym.

• Montrons queym = xm+1. Sinon,ym−xm > 2 ety−x > 2
bm
−

∑

k>m+1

b− 1
bk
= 2
bm
− (b−1) 1

bm+1
b

b− 1 =
1
bm

> 1
bN

.

Contradiction.
• Montrons que pourm + 1 6 j 6 N on axj = b − 1 et yj = 0. Supposons le contraire. Soitn le plus petit des entiersk
compris entrem etN tels que(xk, yk) 6= (b− 1, 0). On a doncyn − xn > −(b− 2) et, pourm+ 1 6 j < n, xj = b− 1 et
yj = 0. Il vient

y − x >
1

bm
− (b− 1)

n−1∑

k=m+1

1

bk
− (b− 2)

1

bn
− (b− 1)

∑

j>n+1

1

bj
=
1

bm
− b

(
1

bm+1
−
1

bn

)

− (b− 2)
1

bn
−
1

bn
=
1

bn
>
1

bN

contradiction.

Conclusion
Si x, y vérifient0 < y − x < b−N et si les deux d́eveloppements différentà partir du rangm < N − 1, on a ńecessairement

ym = xm + 1 et, pourm+ 1 6 j 6 N

{
xj = b− 1
yj = 0

En particulier, siyN 6= 0 on axk = yk pour1 6 k 6 N − 1.

Application
Revenons au problème pośe au d́ebut. Soitt0 un ŕeel ett une approximation det0 à 10−N près. Les d́ecimales det sont elles
celles det0? D’apr̀es ce qui pŕec̀ede, on voit que l’on peut conclure partiellement si on sait que l’approximation est par défaut
ou par exc̀es.
Si t > t0 on prendx = t0, y = t. Si laN -ième d́ecimaletN de t n’est paśegaleà 0, on est sur que lesN − 1 premìeres
décimales det0 sontégales̀a celles det. Si tN = 0 on ne peut pas conclure.
Si t < t0, on prendx = t ety = t0. On voit que si laN -ième d́ecimaletN det n’est paśegaleà 9, alors lesN − 1 premìeres
décimales det0 sontégales̀a celles det. Si tN = 9 on ne peut pas conclure.
Si on ne sait pas si la valeur approchéet l’est par d́efaut ou par exćes, on pourra conclure que lesN − 1 premìeres d́ecimales
de t0 sontégales̀a celles det, si laN -ième d́ecimale det n’est ni un 0 ni un 9. Donc la seule propriét́e |π − 3.141| < 10−3

implique que les deux premières d́ecimales deπ sont 1 et 4.

Continuit é des d́ecimales

Probl̀eme : Soitdn : I → {0, 1, . . . b − 1} l’application quià un ŕeelx associe san-”décimale”. L’applicationdn est elle
continue ?

Rappelons queDb dénote l’ensemble des nombres rationnels de la formea/bk où a ∈ Z et k ∈ N (si b = 10, ce sont les
nombres d́ecimaux). La fonctiondn est d́efinie pardn(x) = pn(x)− bpn−1(x) = [bnx]− b

[
bn−1x

]
. On sait que la fonction

partie entìere est continue surR− Z. Il s’ensuit d́ejà que, pour toutn, six 6∈ Db, la fonctiondn est continue enx.
D’autre part, la fonction partie entière est continuèa droite en tout point, donc les fonctionsdn aussi. Il restèa étudier la
continuit́e à gauche en un pointx ∈ Db.
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Fixons doncx = x1
b
+ ∙ ∙ ∙+ xn

bn
avec0 < xn 6 b− 1.

• La fonctionpn est discontinuèa gauche enx.

• bn−1x − xn
b
∈ N doncbn−1x 6∈ Z, par conśequentpn−1 est continue enx. Il en est de m̂eme des fonctionspk pour

k < n. Donc les fonctionsdk, pourk < n sont continues enx et la fonctiondn est discontinue (̀a gauche) enx.

• Consid́erons maintenant un entierm > n. Soity tel quex− b−m < y < x. On adm(x) = 0. D’autre part,bmx− 1 <
bmy < bmx donc[bmy] = bmx−1 et de m̂eme,

[
bm−1y

]
= bm−1x−1 doncdm(y) = bmx−1−b(bm−1x−1) = b−1.

Ceci prouve quedm n’est pas continuèa gauche enx.

Finalement, les fonctionsdk, k < n sont continues enx et les fonctionsdm m > n sont discontinues enx (continues̀a droite
et discontinues̀a gauche).
Exercice Montrer que

∫ 1
0
dn(x)dx =

1
b

pour toutn.
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3

Int égration des fonctions nuḿeriques sur un
intervalle quelconque

Prérequis On suppose connue l’intégrale des fonctions nuḿeriques continues par morceaux sur un segment.

Soit I un intervalle quelconque deR non vide et non ŕeduità un point, d’extŕemit́esα etβ. On d́esignera parS(I) l’ensemble
des segments contenus dansI: S(I) = {J = [a, b] ; [a, b] ⊂ I}. On dit qu’une fonctionf : I → R est positive sif(x) > 0
pour toutx ∈ I. Rappelons qu’une fonctionf : I → K est dite localement continue par morceaux si sa restrictionà tout
segmentJ ⊂ I est continue par morceaux. On désignera parCM (I,K) ouCM (I) la K algèbre des fonctions localement
continues par morceaux surI à valeurs dansK.

3.1 Intégration des fonctions positives

Si f est continue et positive sur le segmentI0, on a pour tout segmentJ ⊂ I0,
∫
J
f 6

∫
I0
f , de sorte que

∫
I0
f = sup

J∈S(I0)

∫
J
f .

Ceci justifie la d́efinition suivante.

DEFINITION 3.1.1
Soit f ∈ CM (I,R) positive sur I. On dit quef est int́egrable surI si la famille de nombres postifs

(∫
J
f ; J ∈ S(I)

)
est

majoŕee. Dans ce cas, l’intégrale def est d́efinie par
∫

I

f = sup
J∈S(I)

∫

J

f

♠ SoientI = [α, β] un segment etf : I → R+ continue par morceaux. Il résulte de cette d́efinition quef est int́egrable sur
chacun des quatre intervalles[α, β], [α, β[, ]α, β], ]α, β[ et que les int́egrales def sur chacun de ces intervalles sontégales.

PROPOSITION 3.1.1
Soit (Jn) une suite croissante (pour l’inclusion) de segments deI dont la ŕeunion estI et f ∈ CM (I,R) positive ; f est

intégrable surI si et seulement si la suite (croissante)
(∫

Jn
f
)

n>0
est majoŕee et alors

∫
I
f = lim

n→∞

∫
Jn
f .

preuve

Si f est int́egrable on a par d́efinition
∫
Jn
f 6

∫
I
f pour toutn, donc la suite

(∫
Jn
f
)

est majoŕee et lim
n→∞

∫
Jn
f 6

∫
J
f .

Réciproquement, suposons cette suite majorée et soitL sa limite. Pour tout segmentJ inclus dansI, il existe un entiern tel
queJ ⊂ Jn doncf étant positive,

∫
J
f 6

∫
Jn
f 6 L. Doncf est int́egrable surI et

∫
I
f 6 L. �

COROLLAIRE 3.1.1
Soientf, g ∈ CM (I,R) positives et int́egrables etλ > 0. Les fonctionsλf et f + g sont positives int́egrables et on a∫
I
λf = λ

∫
I
f et

∫
J
(f + g) =

∫
I
f +

∫
J
g.
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PROPOSITION 3.1.2
Soit f ∈ CM (I,R) positive, c ∈ I etF : I → R définie parF (x) =

∫ x
c
f(t) dt. f est int́egrable surI si et seulement si la

fonctionF a des limites finies enα etβ. On a alors
∫
I
f = lim

x→β
F (x)− lim

x→α
F (x), ce que l’on note

∫
I
f = F (x)]

x→β
x→α ou plus

simplementF (x)]βα.

preuve
Puisquef est positive,F est croissante ; siJ = [a, b] ⊂ I on a

∫
J
f = F (b) − F (a) donc sup{

∫
J
f ; J ∈ S(I)} =

sup{F (b)− F (a); a, b ∈ I, a < b} = lim
x→β

F (x)− lim
x→α

F (x) d’où la conclusion.�

PROPOSITION 3.1.3
Soitf, g ∈ CM (I,R) positives, telles que∀x ∈ I f(x) 6 g(x). Sig est int́egrable surI, il en est de m̂eme def et

∫
I
f 6

∫
I
g.

preuve
Pour toutJ ∈ S(I) on a

∫
J
f 6

∫
J
g 6

∫
I
g doncf est int́egrable et

∫
I
f = sup{

∫
J
f ; J ⊂ I} 6

∫
I
g. �

COROLLAIRE 3.1.2
Soientf, g ∈ CM ([c, β[,R) toutes deux positives. Si f(x) ∼

x→β
g(x), f est int́egrable surI ssig est int́egrable surI.

Bien entendu, ce résultat s’applique aussià des fonctions ńegatives (en considérant les fonctions opposées).

Exemples usuels

1. Soientfa(x) = x−a et c > 0 ; fa est int́egrable sur[c,+∞[ si et seulement sia > 1 ;fa est int́egrable sur]0, c] si et
seulement sia < 1.

2. x→ e−kx est int́egrable sur[0,+∞[ si et seulement sik > 0.

3. x→ − ln(x) est int́egrable sur]0, 1].

Attention! Soit f : [a,+∞[→ R+ intégrable. Sif(x) a une limiteλ lorsquex tens vers l’infini, on a ńecessairement
λ = 0 (cel̀a ŕesulte par exemple du corollaire préćedent). Par contref peut ne pas avoir de limite en l’infini, ni m̂eme
être majoŕee sur[a,+∞[. Consid́erons par exemple la fonctionf : R+ → R+ définie comme suit : pour tout entiern > 1
f(n) = n2, f(n− 1

n4
) = f(n+ 1

n4
) = 0 etf affine sur chaque intervalle[n− 1

n4
, n], [n, n+ 1

n4
], [n+ 1

n4
, (n+1)− 1

(n+1)4 ].
Il est clair quef n’est pas majoŕee. Soitx > 0 etn un entiern > x+ 1; on a
∫ x
0
f(t) dt 6

∫ (n+n−4)
0

f(t) dt =
k=n∑

k=1

1
k2
6

∞∑

k=1

1
k2
=: K quantit́e finie. Donc l’int́egrale def sur tout segment deR+ est

majoŕee parK etf est int́egrable.

3.2 Intégration des fonctions quelconques

Soitf : I → R ; on d́efinit les fonctionsf+, f− : I → R par

f+(x) =
|f(x)|+ f(x)

2
= max{f(x), 0} et f−(x) =

|f(x)| − f(x)
2

= max{−f(x), 0}

Ces fonctions sont positives et localement continues par morceaux sif l’est. Pour toutx ∈ I, on a0 6 f+(x) 6 |f(x)|,
0 6 f−(x) 6 |f(x)| et |f(x)| = f+(x) + f−(x), f(x) = f+(x) − f−(x). Il résulte de la proposition 3.1.3 que si|f |
est int́egrable surI il en est de m̂eme def+ et def−. Soit maintenantf : I → C. On écrit avec des notationśevidentes
f = Re(f) + iIm(f) et on a|Re(f)| 6 |f | et |Im(f)| 6 |f | . Si f est localement continue par morceaux, il en est de même
de sa partie ŕeelle et de sa partie imaginaire. Si en outre|f | est int́egrable, il en est de m̂eme de|Re(f)| et de|Im(f)|.

DEFINITION 3.2.1
Soitf : I → R localement continue par morceaux ; on dit quef est int́egrable surI si la fonction|f | est int́egrable surI. Dans
ce cas, on pose

∫
I
f =

∫
I
f+ −

∫
I
f−.
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Soitf : I → C localement continue par morceaux ; on dit quef est int́egrable surI si la fonction|f | est int́egrable surI. Dans
ce cas les fonctionsRe(f) et Im(f) sont int́egrables surI et on pose

∫
I
f =

∫
I
Re(f) + i

∫
I
Im(f).

Si I est un segment ces définitions sont coh́erentes avec les notions existantes d’intégrales def surI.

3.2.1 Propriétés

PROPOSITION 3.2.1
Soit (Jn) une suite croissante (pour l’inclusion) de segments deI dont la ŕeunion estI et f ∈ CM (I,R) int égrable sur I.
Alors

∫
I
f = lim

n→∞

∫
Jn
f .

PROPOSITION 3.2.2
Soit f ∈ CM (I) int égrable, c ∈ I etF : I → K définie parF (x) =

∫ x
c
f(t) dt. La fonctionF a des limites finies enα etβ

et on a
∫
I
f = lim

x→β
F (x)− lim

x→α
F (x),

Ces propositions sont des conséquences imḿediates de la d́efinition et des propositions 3.1.1 et 3.1.2.
Attention Dans ces deux propositions le fait quef est int́egrable surI est une hypoth̀ese. Sif ∈ CM (I) n’est pas de signe
constant,F peut avoir des limites finies enα et enβ sans quef soit int́egrable.
♠ C’est le cas par exemple pour la fonctionf(x) = sin x

x
surI = R+∗ .(voir partie 3.7)

De la proposition 3.1.3 on déduit le ŕesultat suivant, essentiel dans la pratique :

PROPOSITION 3.2.3
Soientf, ϕ ∈ CM (I) vérifiant∀x ∈ I, |f(x)| 6 ϕ(x). Siϕ est int́egrable surI, il en est de m̂eme def .

En particulier, siI est un intervalle borńe et sif ∈ CM (I) est borńee surI, f est int́egrable surI. On d́eduit des exemples
usuels et de la proposition préćedente les deux règles pratiques suivantes:

1. Soitf :]0, a]→ C continue ; si il existeα < 1 tel quelim
t→0

tαf(t) existe dansC, f est int́egrable sur]0, a] .

2. Soitf : [a,+∞[→ C continue ; si il existeα > 1 tel que lim
t→∞

tαf(t) existe dansC, f est int́egrable sur[a,+∞[.

PROPOSITION 3.2.4
Soitf ∈ CM (I) intégrable. On a

∣
∣∫
I
f
∣
∣ 6

∫
I
|f |.

preuve
Utiliser la proposition 3.2.2 et le résultat connu pour les fonctions continues par morceaux sur un segment.

THEOREME 3.2.1
1. L’ensemble des fonctionsf ∈ CM (I,K) intégrables est un sous espace vectoriel deCM (I,K) que l’on noteraL(I,K)

et l’applicationf →
∫
I
f est une forme lińeaire .

2. L’applicationf →
∫
I
|f | est une norme sur l’espaceL(I,K) ∩ C0(I,K).

3. Pour cette norme, l’applicationf →
∫
I
f est une forme lińeaire continue de norme 1.

preuve

(1) La fonction nulle appartient̀aL(I,K) qui est donc non vide ; sif, g ∈ L(I,K), λ ∈ K, la majoration|λf(x)+ g(x)| 6
|λ||f(x)| + |g(x)| valable pour toutx ∈ I, le corollaire 3.1.1 et la proposition 3.1.3 montrent queλf + g ∈ L(I,K).
Ensuite, si(Jn) est une suite croissante de segments de réunionI, on a

∫
Jn
(λf + g) = λ

∫
Jn
f +

∫
Jn
g, donc en passant

à la limite,
∫
I
(λf + g) = λ

∫
I
f +

∫
I
g. L’applicationI : L(I,K)→ K est donc lińeaire.
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(2) La seule propríet́e non imḿediateà vérifier est
∫
I
|f | = 0 =⇒ f = 0. SiJ est un segment,J ∈ S(I), on a0 6

∫
J
|f | 6∫

I
|f | = 0 ; |f | étant continue et positive surJ , f est nulle surJ ; ceci est vrai pour tout segmentJ ⊂ I doncf = 0.

(3) De l’inégalit́e
∣
∣∫
I
f
∣
∣ 6

∫
I
|f | on d́eduit la continuit́e deI et l’inégalit́e ‖I‖ 6 1. En choisissant pourf une fonction

positive continue non nullèa support compact contenu dansI (c’est à dire nulle hors d’un intervalle compact contenu
dansI , ce qui garantit qu’elle est intégrable) , on a l’́egalit́e. Donc‖I‖ > 1 d’où la conclusion.�

PROPOSITION 3.2.5 (Relation de Chasles)
Soientf ∈ CM (I,K), c ∈ I, I1 = I∩] −∞, c] et I2 = I ∩ [c,+∞[. Soientf1, f2 les restrictions def aux intervallesI1
et I2 respectivement.f intégrable surI si et seulement sif1 et f2 sont int́egrables surI1 et I2 respectivement. Dans ce cas∫
I
f =

∫
I1
f1 +

∫
I2
f2.

Soit Jn = [an, bn] une suite croissante de segments de réunionI tels quean < c < bn pour toutn. La suite de segments
([an, c]) (respectivement([c, bn]) est croissante de réunionI1 (respI2).

Si f est int́egrable surI, il en est de m̂eme de|f | (par d́efinition); les suites
(∫
[an,c]

|f |
)

et
(∫
[c,bn]

|f |
)

sont majoŕees par
∫
I
|f |; doncf1 etf2 sont int́egrables. Ŕeciproquement sif1 etf2 sont int́egrables, on a

∫
[an,bn]

|f | =
∫
[an,c]

|f |+
∫
[c,bn]

|f | 6
∫
I1
|f1|+

∫
I2
|f2|, doncf est int́egrable surI.

On a alors pour toutn
∫ bn
an
f =

∫ c
an
f +

∫ bn
c
f d’où la conclusion en utilisant la proposition 3.2.1.

3.2.2 Changement de variables

THEOREME 3.2.2
SoientI un intervalle deR, etf : I → C continue ; soit d’autre partϕ : J → I une bijection de classeC1 de l’intervalleJ sur
l’intervalle I. Alors f est int́egrable surI ssi la fonctiong = (f ◦ ϕ) ∙ ϕ′ est int́egrable surJ et dans ce cas

∫

I

f(x) dx =

∫

J

(f ◦ ϕ)(u) ∙ |ϕ′(u)| du

preuve
La fonctionϕ est strictement monotone ; elle induit une bijectionφ : S(J) → S(I) qui envoie le segment d’extrémit́es
u et v sur celui d’extŕemit́esϕ(u) et ϕ(v). PourK ∈ S(J) on a d’apr̀es le th́eor̀eme de changement de variable usuel∫
K
|(f ◦ ϕ)||ϕ′| =

∫
φ(K)

|f |. Les deux ensembles de réels
{∫
K
|(f ◦ ϕ)||ϕ′| ; K ∈ S(J)

}
et
{∫
L
|f | ; L ∈ S(I)

}
sont donc

égaux. Donc simultańement majoŕes ou non majoŕes. Ceci prouve la première partie du th́eor̀eme.
Supposons maintenant ces ensembles majorés, i.e.f intégrable surI et donc aussi(f ◦ ϕ)|ϕ′| intégrable surJ . Soit(Kn) une
suite croissante de segments deJ de ŕeunionJ ; la suiteLn = φ(Kn) est une suite croissante de segments de réunionI; comme
on a pour toutn

∫
Kn
(f ◦ ϕ)|ϕ′| =

∫
Ln
f on obtient en faisant tendren vers∞

∫
J
(f ◦ ϕ)(u) ∙ |ϕ′(u)| du =

∫
I
f(x) dx. �

Exemple
Existence et calcul de

∫∞
0
ln(t)
1+t2 dt. En d́eduire la valeur, poura > 0 de

∫∞
0

ln(t)
a2+t2 dt.

Posonsf(t) = ln(t)
1+t2 ; la fonctionf est continue surR∗+ ; pour0 < t 6 1 on a|f(t)| 6 | ln(t)| et la fonction| ln | est int́egrable

sur ]0, 1]. Il en est donc de m̂eme def . D’autre partt3/2|f(t)| −→ 0 quandt → ∞ doncf est int́egrable sur[1,+∞[.
Par conśequent,f est int́egrable sur]0,+∞[. Le changement de variablesu = 1/t donne,

∫ 1
0
f(t) dt = −

∫∞
1
f(t) dt donc

∫∞
0
f(t) dt = 0. On justifie comme ci dessus l’intégrabilit́e de la fonctionfa(t) =

ln(t)
a2+t2 . Le changement de variablest = ua

donne

∫ ∞

0

ln(t)

a2 + t2
dt =

ln(a)

a

∫ ∞

0

1

u2 + 1
du+

1

a

∫ ∞

0

ln(u)

1 + u2
du =

π ln(a)

2a
.

3.3 Intégration des relations de comparaison

Dans toute cette partie onénoncera les résultats pour des fonctions localement continues par morceaux[a, b[→ R+ aveca < b;
on a bien entendu des résultats analogues pour des fonction]b, a]→ R+ avecb < a.

32



THEOREME 3.3.1
Soientf, g : [a, b[→ R positivestelles quef(t) ∼

t→b
g(t). (On sait qu’alorsf est int́egrable sur[a, b[ si et seulement sig est

intégrable sur[a, b[).

1. Sif etg sont int́egrables sur[a, b[
∫ b
x
f(t) dt et

∫ b
x
g(t) dt sont, lorsquex tend versb, des infiniment petitśequivalents :

∫ b

x

f(t) dt ∼
x→b

∫ b

x

g(t) dt (−−−→
x→b

0)

2. Si f (et donc aussig) n’est pas int́egrable sur[a, b[
∫ x
a
f(t) dt et

∫ x
a
g(t) dt sont, lorsquex tend versb, des infiniment

grandśequivalents : ∫ x

a

f(t) dt ∼
x→b

∫ x

a

g(t) dt (−−−→
x→b

∞)

preuve

1. Soitε, 0 < ε < 1 ; il existe un ŕeelβ ∈]a, b[ tel queβ 6 t < b ⇒ (1 − ε)f(t) 6 g(t) 6 (1 + ε)f(t). Alors, pour
β < x < b on a(1− ε)

∫ b
x
f(t) dt 6

∫ b
x
g(t) dt 6 (1 + ε)

∫ b
x
f(t) dt. �

2. PosonsF (x) =
∫ x
a
f(t) dt etG(x) =

∫ x
a
g(t) dt Puisquef est positive et non intégrable,lim

x→b
F (x) = +∞. De m̂eme

pourG(x). Soitα ∈]a, b[ tel quet > α ⇒ F (t) > 0 et (1 − ε/2)f(t) 6 g(t) 6 (1 + ε/2)f(t). En int́egrant cette
dernìere ińegalit́e, on obtient, pourα < x < b (1−ε/2) (F (x)− F (α)) 6 G(x)−G(α) 6 (1+ε/2) (F (x)− F (α)).
α étant ainsi fix́e, on a, pourα < x < b :

(
1−

ε

2

) F (x)− F (α)
F (x)

+
G(α)

F (x)
6
G(x)

F (x)
6
(
1 +

ε

2

) F (x)− F (α)
F (x)

+
G(α)

F (x)

Lorsquex tend versb le membre de gauche de cette double inégalit́e tend vers1 − ε/2 et celui de droite vers1 + ε/2 ;
il existe donc unβ ∈]α, b[ tel que pourx ∈]β, b[ le membre de gauche soit supérieurà1− ε et celui de droite inf́erieurà
1 + ε. Alors pourx ∈]β, b[ on a1− ε 6 G(x)

F (x) 6 1 + ε. �

THEOREME 3.3.2
Soientf, g : [a, b[→ R avecg positive telles que|f(t)| = o

t→b
(g(t)) (respectivement|f(t)| = O

t→b
(g(t)).

1. Sig est int́egrable sur[a, b[, f aussi et
∫ b
x
f(t) dt = o

x→b

(∫ b
x
g(t) dt

)

(respectivement
∫ b
x
f(t) dt = O

x→b

(∫ b
x
g(t) dt

)

2. Sif n’est pas int́egrable,g ne l’est pas non plus et
∫ x
a
f(t) dt = o

x→b

(∫ x
a
g(t) dt

)

(respectivement
∫ x
a
f(t) dt = O

x→b

(∫ x
a
g(t) dt

)
.

♠ La preuve est semblableà celle du th́eor̀eme pŕećedent.

3.4 Suites et śeries de fonctions

Les deux th́eor̀emes de cette section sont admis par le programme.

THEOREME 3.4.1 (théorème de convergence monotone)
Soit (fn : I → R)n>0 une suitecroissantede fonctions localement continues par morceaux sur l’intervalleI et int́egrables
sur I , convergeant simplement surI vers une fonctionf : I → R localement continue par morceauxsur I. Alors f est
intégrable surI si et seulement si la suite (croissante)

(∫
I
fn
)
n>0)

est majoŕee. Dans ce cas

∫

I

f = lim
n→∞

∫

I

fn
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COROLLAIRE 3.4.1
Soit (un : I → R)n>0 une suite de fonctionspositives, localement continues par morceaux et intégrables surI telles que la
série

∑
n>0 un converge simplement surI. On suppose en outre que la sommeu de cette śerie estlocalement continue par

morceauxsurI. Alorsu est int́egable surI si et seulement si la série de terme ǵeńeral
∫
I
un est convergente. Dans ce cas

∫

I




∑

n>0

un



 =
∑

n>0

(∫

I

un

)

Le corollaire se prouve en appliquant le théor̀emeà la suite des sommes partielles de la série.

THEOREME 3.4.2 (Théorème de convergence domińee)
Soit (fn : I → C)n>0 une suite de fonctions localement continues par morceaux sur l’intervalleI poss̀edant les propriét́es
suivantes:

• la suite(fn) converge simplement surI vers une fonctionf : I → C localement continue par morceaux.

• Il existe une fonctionϕ : I → R localement continue par morceaux et intégrable surI telle que pour toutx ∈ I et tout
n ∈ N on ait|fn(x)| 6 ϕ(x) (on dit que la suite(fn) est domińee par la fonctionϕ).

Alors f est int́egrable surI et ∫

I

f = lim
n→∞

∫

I

fn

ExempleEn utilisant la relatione−t = lim
n→∞

(
1− t

n

)n
montrer que

∫∞
0
e−t ln(t)dt = −γ (constante d’Euler).

• Soith(t) = e−t |ln(t)|. La fonctionh est continue surR∗+, h(t) ∼
t→0
− ln(t) et lim

t→∞
t2h(t) = 0, donch est int́egrable sur

R∗+ ; il en est donc de m̂eme det→ e−t ln t.

• La fonctiont→
(
1− t

n

)n
ln t n’est pas int́egrable sur[1,+∞[. Pour contourner cette difficulté, on va la tronquer : soit

χ[0,n] la fonction caract́eristique de l’intervalle[0, n]. Posonsϕn(t) =
(
1− t

n

)n
χ[0,n](t) et hn(t) = ϕn(t) ln t. Soit

t > 0 fixé ; pourn > [t] + 1, on ahn(t) =
(
1− t

n

)n
ln t, donc lim

n→∞
hn(t) = e

−t ln t.

Montrons maintenant que|hn(t)| 6 h(t) pour toutt > 0 ; cette ińegalit́e est trivialement v́erifiée sit > n ; d’autre part,
on a pour toutu ∈ R, 1 − u 6 e−u (convexit́e de la fonction exponentielle) ; donc1 − t

n
6 e−t/n ; pour0 6 t 6 n,

les deux membres de cette inégalit́e sont positifs ; on peut́eleverà la puissancen :
(
1− t

n

)n
6 e−t. On en d́eduit

|hn(t)| 6 h(t) pour0 6 t 6 n ; ce quiétablit l’inégalit́e annonćee. Les fonctionshn et h sont continues surR∗+ ; on
déduit du th́eor̀eme de convergence dominée

∫∞
o
e−t ln t dt = lim

n→∞

∫∞
0
hn(t) dt.

• Soit In =
∫∞
0
hn(t)dt. Il vient

In =

∫ n

0

(

1−
t

n

)n
ln t dt = n

∫ 1

0

xn (ln(n) + ln(1− x)) dx

(changement de variablesx = 1− t/n) soit

In =
n

n+ 1
ln(n) + nJn avecJn =

∫ 1

0

xn ln(1− x) dx

On int̀egre par parties, en posantv(x) = ln(1 − x), u′(x) = xn, u(x) = xn+1−1
n+1 ; ce choix deu assure que

lim
x→1

u(x)v(x) = 0. Il vient

Jn = −
1

n+ 1

∫ 1

0

xn+1 − 1
x− 1

dx = −
1

n+ 1

∫ 1

0

(1 + x+ ∙ ∙ ∙+ xn) dx = −
1

n+ 1

n+1∑

k=1

1

k

d’où

In =
n

n+ 1

(

ln(n)−
n+1∑

k=1

1

k

)

quantit́e qui tend vers−γ quandn tend vers l’infini. Donc
∫ ∞

0

e−t ln(t) dt = −γ.
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3.5 Compĺement

Le th́eor̀eme ci dessous est donné en compĺement : il ne figure pas explicitement au programme de l’agrégation interne, mais
est par contre au programme des classes préparatoires.

THEOREME 3.5.1
Soit(un : I → C)(n>0) une suite de fonctions localement continues par morceaux et intégrables surI ; on suppose que la série
∑
un converge simplement surI et que sa sommeu =

∑

n>0
un est une fonction localement continue par morceaux. Si la série

numérique
∑

n>0

∫
I
|un| est convergente, la fonctionu est int́egrable et

∫
I
u =

∑

n>0

∫
I
un.

preuve

1. Intégrabilit́e deu :

PosonsAn =
k=n∑

k=0

|un|; on ne peut pas appliquer directement le théor̀eme de convergence monotone ; en effet d’une

part la śerie
∑
|un(x)| peut diverger pour certaines valeurs dex et d’autre part, m̂eme si cette śerie converge pour

tout x, rien ne garantit que sa somme soit continue par morceaux. On va tronquer la fonctionAn ; posons, pour
x ∈ I, hn(x) = min (An(x), |u(x)|). On v́erifie facilement les propriét́es suivantes :

• Pour toutn, hn est localement continue par morceaux surI et int́egrable, car0 6 hn 6 An (etAn est int́egrable).

• Pour toutx ∈ I la suite(hn(x)) est croissante.

• Pour toutx ∈ I, lim
n→∞

hn(x) = |u(x)| et la fonction|u| est localement continue par morceaux surI.

On peut donc appliquer le théor̀eme de convergence monotone. On a
∫
I
hn 6

∫
I
An =

k=n∑

k=0

∫
I
|uk| 6

∞∑

k=0

∫
I
|uk|

quantit́e finie par hypoth̀ese. Donc la fonction|u| est int́egrable surI et
∫

I

|u| = lim
n→∞

∫

I

hn 6
∑

k>0

∫

I

|un| (3.1)

par conśequentu est int́egrable.

2. Egalit́e
∫
I
u =

∑

n>0

∫
I
un.

La fonctionRn = u −
k=n∑

k=0

uk est localement continue par morceaux. On peut apliquer les résultats de la première

partie de la preuvèa la śerieRn =
∑

k>n+1
uk. Rn est donc int́egrable surI et d’apr̀es (1),

∣
∣∫
I
Rn
∣
∣ 6

∫
I
|Rn| 6

∑

k>n+1

∫
I
|un| −−−−→

n→∞
0. Donc

∣
∣
∣
∣
∣

∫

I

u−
k=n∑

k=0

∫

I

uk

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

∫

I

(

u−
k=n∑

k=0

uk

)∣∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

∫

I

Rn

∣
∣
∣
∣

tend vers 0 quandn tend vers l’infini, ce qui ach̀eve la preuve.

3.6 Śeries et Intégrales

Soitu = (un) une suite ŕeelle ou complexe ; on lui associe la fonctionfu : [0,∞[→ C définie parfu(x) = u[x] où [x] désigne
la partie entìere dex ; autrement ditfu(x) = un pourn 6 x < n+ 1. La fonctionfu est localement continue par morceaux.

SoitUn = u0 + ∙ ∙ ∙ + un la suite des sommes partielles de la série de terme ǵeńeralun et par conventionU−1 = 0. Pour tout
x > 0 on a en posantn = [x], ∫ x

0

fu(t) dt = Un−1 + (x− n)un
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Supposons d’abord la suiteu positive ; la fonctionU est positive et on aU[x]−1 6
∫ x
0
fu(t) dt 6 U[x]. Donc l’intégrale de

fu sur tout segement contenu dansR+ est majoŕee ssi la suite(Un) est majoŕee, ce qui revient̀a dire (série à termes positifs)
que la śerie

∑
un converge. On a donc, dans le cas d’une suite positive l’équivalence entre la convergence de la série

∑
un et

l’int égrabilit́e de la fonctionfu.
Soit maintenant(un) une suite quelconque ; la fonction associéeà la suite(|un|) est la fonction|fu| telle que|fu|(x) = |fu(x)|.
On a donc montŕe, compte tenu de ce qui préc̀ede le

THEOREME 3.6.1
Soit u = (un) une suite complexe etfu la fonction associée comme ci dessus. La fonctionfu est int́egrable ssi la śerie de
terme ǵeńeralun estabsolument convergente. Dans ce cas

∫ ∞

0

fu(t) dt =

∞∑

k=0

un

Exercice On se donne une suite(u(m)) de suites complexes, la suiteu(m) ayant pour terme ǵeńeralu(m)n . Que devient dans
ce cadre le th́eor̀eme de convergence dominée ?

3.7 Intégrales impropres (ou ǵenéralisées)

3.7.1 D́efinitions

DEFINITION 3.7.1
SoientI = [a, b[ un intervalle deR où a est un ŕeel eta < b 6 ∞ et f : I → K une fonction localement continue par

morceaux. On dit que l’intégrale
∫ b
a
f(t) dt converge si la quantitéF (x) =

∫ x
a
f(t) dt a une limite finie quandx tend versb.

Dans ce cas on note
∫ b
a
f(t) dt = lim

x→b

∫ x
a
f(t) dt

On dit que l’int́egrale
∫ b
a
f(t) dt est absolument convergente si l’intégrale

∫ b
a
|f(t)| dt converge. Dans ce cas, la fonctionf est

intégrable surI et l’intégrale ǵeńeraliśee def n’est autre que son intégrale d́ejà d́efinie dans la partie 3. C’est en particulier le
cas sif est positive.
On dira que l’int́egrale def est semi-convergente si elle est convergente et sif n’est pas int́egrable (donc si l’int́egrale n’est
pas absolument convergente).

Une fonctionf : I → R est donc int́egrable au sens du nouveau programme si et seulement si son intégrale est absolument
convergente au sens de l’ancien programme.

Bien entendu, on a des définitions analogues pour une fonctionf :]b, a]→ K où−∞ 6 b < a <∞. Enfin, soitf :]a, b[→ K
une fonction localement continue par morceaux avec cette fois−∞ 6 a < b 6 +∞. Soit c, d ∈]a, b[. Si les deux int́egrales
∫ c
a
f et

∫ b
c
f convergent, il en est de m̂eme des int́egrales

∫ d
a
f et

∫ b
d
f et on a

∫ c
a
f +

∫ b
c
f =
∫ f
a
+
∫ b
d
f . Dans ce cas on dira que

l’int égrale
∫ b
a
f converge.

Attention! Il est essentiel dans la définition pŕećedente que les deux limiteslim
x→b

∫ x
c
f(t) dt et lim

x→a

∫ c
x
f(t) dt existent. Par

exemple, soitf(x) = x avecI = R. L’int égrale
∫ +∞
−∞ t dt diverge alors quelim

x→∞

∫ x
−x t dt = 0.

ExempleEtude de

∫ +∞

−∞

sinx

x
dx

Soit f la fonction d́efinie parf(x) = sin x
x

pourx 6= 0 et prolonǵee par continuit́e en 0 parf(0) = 1. Par parit́e, les int́egrales
∫ 0
−X f(t) dt et

∫X
0
f(t) dt sontégales pour toutX > 0. Il suffit donc de montrer la convergence de

∫ +∞
0

f(x) dx. f étant

continue surR il suffit de montrer la convergence de
∫ +∞
1

f(x) dx. SoitX > 1; une int́egration par parties sur l’intervalle
compact[1, X] donne

∫ X

1

sin t

t
dt = cos 1−

cosX

X
−
∫ X

1

cos t

t2
dt
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La fonctionh(t) = cos t
t2

est continue sur[1,+∞[ et majoŕee sur cet intervalle par la fonction intégrablet→ t−2 ; elle est donc

intégrable sur[1,+∞[ et lim
X→∞

∫X
1
cos t
t2

dt existe dansR. CommecosX
X

tend vers 0 quandX tend vers l’infini, on en d́eduit

que
∫X
1
sin t
t
dt a une limite finie quandX tend vers l’infini.�

Montrons maintenant que la fonctionf n’est pas int́egrable surR. Soit k entier,k > 1. Pour(k − 1)π 6 t 6 kπ on a
|f(t)| > | sin(t)|/kπ donc

∫ kπ
(k−1)π |f(t)| dt >

1
kπ

∫ kπ
(k−1)π | sin(t)| dt = 2/kπ. Il vient

∫ nπ

0

|f(t)| dt >
2

π

k=n∑

k=1

1

k

Le membre de droite de cette expression tend vers l’infini quandn tend vers l’infini. L’intégrale de|f | sur les segments deR
n’est donc pas majorée, ce qui prouve quef n’est pas int́egrable surR.

3.8 Calculs

Il est essentiel de garder en mémoire que le calcul d’une intégrale sur un intervalle non compact d’une fonction intégrable, ou
le calcul d’une int́egrale semi-convergente est un calcul de limite.

• Si f : I → C est int́egrable (ou a une intégrale semi convergente) surI et sif = g + h, les int́egrales des fonctionsg et
h peuvent ne pas converger. Par exemple, siI = [2,+∞[, f(x) = 2

x2−1 , g(x) =
1

x−1 eth(x) = − 1
x+1 . On conduira

le calcul de la manière suivante:
∫ ∞

2

2

x2 − 1
dx = lim

X→∞

∫ X

2

2

x2 − 1
dx

= lim
X→∞

(∫ X

2

1

x− 1
dx−

∫ X

2

1

x+ 1
dx

)

= lim
X→∞

(ln(X − 1)− ln(X + 1) + ln(2))

= ln(2)

• Les m̂emes pŕecautions s’imposent pour une intégration par parties. Siu, v sont de classeC1 sur I = [0,+∞[
par exemple et siu′v est int́egrable surI (ou si l’intégrale surI de u′v est semi convergente) il n’y a aucune rai-
son pour qu’il en soit de m̂eme de l’int́egrale deuv′. Dans le cas considéŕe ici, on a pour toutX > 0

∫X
0
u′v =

u(X)v(X) − u(0)v(0) −
∫X
0
uv′ et le fait que le premier membre ait une limite quandX tend vers l’infini n’implique

pas qu’il en soit de m̂eme pouru(X)v(X) et pour
∫X
0
uv′ .

Exemple

Existence et calcul deI =
∫ 1
o
ln(1−x2)

x2
dx

– Existence : Posons pourx ∈]0, 1[ f(x) = ln(1−x2)
x2

; f se prolonge par continuité en 0 en posantf(0) = −1 ; f est
constamment ńegative et au voisinage de 1 on af(x) ∼ ln(1− x) qui est int́egrable au voisinage de 1. Doncf est
intégrable sur[0, 1[.

– Calcul: On effectue une intégration par parties en posantu(x) = −1/x et v(x) = ln(1 − x2) ; ces deux fonctions
sont de classeC1 sur tout[t, T ] où 0 < t < T < 1. On obtient :

∫ T

t

ln(1− x2)
x2

dx = −
ln(1− T 2)

T
+
ln(1− t2)

t
−
∫ T

t

2

1− x2
dx

ln(1− t2) ∼
t→0
−t2 donc

∫ T

0

ln(1− x2)
x2

dx = −
ln(1− T 2)

T
−
∫ T

0

2

1− x2
dx = −

ln(1− T 2)
T

+ ln(1− T )− ln(1 + T )
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Mais quandT → 1, les deux expressions figurant au second membre tendent vers l’infini. On doit donc finir le
calcul comme suit:
∫ T

0

ln(1− x2)
x2

dx = −
ln(1− T 2)

T
− ln(1 + T ) + ln(1− T ) =

(

1−
1

T

)

ln(1− T )−

(

1 +
1

T

)

ln(1 + T )

LorsqueT → 1, (1− T ) ln(1− T ) −→ 0 donc

∫ 1

0

ln(1− x2)
x2

dx = lim
T→1

∫ T

0

ln(1− x2)
x2

dx = −2 ln(2)

.

– Il aurait ét́e plus astucieux de choisiru(x) = −1/x+ 1. On obtenait alors

∫ T

t

ln(1− x2)
x2

dx = −ln(1− T 2)
T − 1
T
+ ln(1− t2)

t− 1
t
−
∫ T

t

2

1 + x
dx

Comme lim
T→1
(T − 1) ln(1− T 2) = 0 et lim

t→0
ln(1− t2) t−1

t
= 0 il reste

∫ 1

0

ln(1− x2)
x2

dx = −
∫ 1

0

2

1 + x
dx = −2 ln(2).
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4

Series entieres

4.1 Etude de la convergence

4.1.1 Definition et exemples

DEFINITION 4.1.1
Soit (an)n>0 une suite d’́eléments deK = R ouC. La śerie entìere associéeà cette suite est la série de fonctions de terme
géńeralun(z) = anzn où par conventionz0 = 1 i.e. u0(z) = a0. On la notera

∑
anz

n.

Une telle śerie converge toujours pourz = 0.

Exemples

1.
∑

n>0
zn est la śerie entìere associéeà la suitean = 1 pour toutn. C’est la śerie ǵeoḿetrique qui converge ssi|z| < 1

auquel cas sa somme vaut1/(1− z).

2.
∑

n>0
(coshn)z2n, śerie entìere associéeà la suite(an) définie par∀p ∈ N a2p+1 = 0 et a2p = cosh p.

3.
∑

n>0
zn! série entìere associéeà la suite(an) telle quean = 1 si il existe un entierp tel quen = p! etan = 0 sinon.

4.1.2 Rayon de convergence

THEOREME 4.1.1 (Lemme d’Abel)
Soit (an) une suite de nombre complexes etz0 ∈ C. Si la suite(anzn0 )n>0 est borńee, la śerie

∑

n>0
anz

n est absolument

convergente pour toutz ∈ C tel que|z| < |z0|.

preuve
Il n’y a rien à montrer siz0 = 0 ; supposons doncz0 6= 0. SoitM tel que∀n, |anzn0 | 6M . Pour toutn et tout|z| < |z0| on a

|anz
n| = |anz

n
0 |

∣
∣
∣
∣
z

z0

∣
∣
∣
∣

n

6M

∣
∣
∣
∣
z

z0

∣
∣
∣
∣

n

L’expression de droite est le terme géńeral d’une śerie ǵeoḿetrique de raison inférieure strictement̀a 1, donc convergente.
D’où la conclusion (th́eor̀eme de comparaison des sériesà termes positifs).

THEOREME 4.1.2
Soit

∑
anz

n une śerie entìere. Les sous ensembles suivants deR+

1. E1 = {r ∈ R+ ; la suite(anrn) est borńee}
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2. E2 = {r ∈ R+ ; la suite(anrn) tend vers 0}

3. E3 = {r ∈ R+ ; la śerie
∑
anr

n converge}

4. E4 = {r ∈ R+ ; la śerie
∑
anr

n est absolument convergente}

sont des intervalles qui ont la même borne suṕerieureR dansR+ = [0,+∞].

DEFINITION 4.1.2
Cette borne suṕerieure commune est appelée rayon de convergence de la série entìere

∑
anz

n. Le disque ouvert de centre 0
de rayonR s’appelle le disque de convergence.

preuve
Ces ensembles sont non vides et contenusdansR donc ont tous une borne supérieuredansR. On aE4 ⊂ E3 ⊂ E2 ⊂ E1 donc
0 6 supE4 6 supE3 6 supE2 6 supE1. Pour montrer l’́egalit́e, il suffit de prouver quesupE1 6 supE4. C’est trivial si
supE1 = 0 ; dans le cas contraire, soitb > 0 tel queb < supE1 ; b n’est pas un majorant deE1, donc il exister0 ∈ E1 tel que
b < r0 ; par hypoth̀ese la suite(|an|rn0 ) est borńee, donc d’apr̀es le lemme d’Abel, la śerie entìere est absolument convergente
en toutr ∈ [0, r0[. On a donc montŕe queb < supE1 ⇒ [0, b] ∈ E4 ; on en d́eduitsupE1 6 supE4 d’où l’ égalit́e des bornes
suṕerieures.
SoitR la valeur commune ce ces bornes. La démonstration pŕećedente montre que[0, R[⊂ E4 ⊂ E3 ⊂ E2 ⊂ E1 ⊂ [0, R].
Les quatre ensembles sont donc des intervalles fermésà gauche en 0, d’extrémit́e droiteR. La śerie entìere est donc absolument
convergente en tout point du disque de convergence ; si on se limiteà une variable ŕeelle, elle est absolument convergente en
tout point de l’intervalle]−R,R[.

COROLLAIRE 4.1.1
Soit

∑
anz

n une śerie entìere de rayon de convergenceR

1. SiR = 0 la śerie diverge en toutz 6= 0.

2. SiR =∞ la śerie est absolument convergente dansC tout entier.

3. Si0 < R <∞

• Si |z| < R la śerie
∑
anz

n est absolument convergente.

• Si |z| > R la śerie
∑
anz

n diverge grossìerement (i.e. son terme géńeral ne tend pas vers 0).

Dans le dernier cas, si|z| = R le comportement de la série
∑
anz

n dépend du cas considéŕe comme on le verra ci dessous.

4.1.3 D́etermination pratique du rayon de convergence

Les ḿethodes les plus efficaces pour déterminer le rayon de convergenceR d’une śerie enttìere
∑
anz

n reposent sur la
définition (th́eor̀eme 4.1.2) et ses conséquences (corollaire 4.1.1). Il est important de noter que pour déterminerR il suffit
de d́eterminer pour quelles valeurs der > 0 la suite positiveun = |an|rn est majoŕee. C’est donc une question qui fait
intervenir essentiellement dessuites positives.

1. Siρ > 0 est tel que la suite(anrn) est borńee pourr < ρ et non borńee pourr > ρ alorsR = ρ.
Si pour toutr la suite(anrn) est borńeeR =∞.

2. Siρ > 0 est tel que
∑
anr

n converge pourr < ρ et diverge pourr > ρ alorsR = ρ.

3. Si (an) et (bn) sont deux suites complexes telles quean ∼
n→∞

bn, les śeries entìeres
∑
anz

n et
∑
bnz

n ont le m̂eme

rayon de convergence.

Car les deux suitesanrn et bnrn sontéquivalentes donc sont simultanément borńees ou non borńees.

4. Règle de d’Alembert
Supposons qu’il existe un entiern0 tel que∀n > n0, an 6= 0 et que la suite|an+1||an|

ait une limiteλ dansR ; alors le
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rayon de convergence de la série
∑
anz

n estR = 1/λ (où par convention1/0 =∞ et1/∞ = 0).

En effet, posons pourn > n0, un = |an|rn. Alors la śerie
∑
un est à termes positifs etun+1

un
→ rλ donc

∑
un

converge pourrλ < 1 et diverge pourrλ > 1. D’où la conclusion.�

5. Règle de Cauchy
Si la suite n

√
|an| a une limiteμ dansR, le rayon de convergence de la série entìere

∑
anz

n estR = 1/μ.

En effet, n
√
|an|rn → rμ et on conclut comme pour la règle de d’Alembert.

Attention! Ces deux r̀egles sont des conditions suffisantes pour que le rayon de convergence de la série donńee soitR ; elles ne
sont en aucun cas des conditions nécessaires. Autrement dit si on sait que la rayon de convergence la série entìere

∑
anz

n

vautR, on ne peut en aucun cas en déduire que la suite|an+1|/|an| converge vers1/R. Car m̂eme si lesan sont non nuls̀a
partir d’un certain rang, la suite|an+1|/|an| peut ne pas avoir de limite (voir les exemples ci dessous).

4.1.4 Exemples

1. La śerie
∑
zn est une śerie ǵeoḿetrique de raisonz. Elle converge si|z| < 1 et diverge si|z| > 1 ; le rayon de

convergence est 1 et la série diverge en tout point du cercle de centre 0 de rayonR = 1.

2. La śerie entìere
∑
zn/n2 a elle aussi un rayon de convergenceégal à 1 ; cel̀a se voit par exemple avec la règle de

d’Alembert ou en constatant que la série de terme ǵeńeralrn/n2 converge sir 6 1 (car elle est majoŕee par la śerie de
Riemann de terme géńeral1/n2) et que la suitern/n2 tend vers l’infini sir > 1. Cette śerie est absolument convergente
en tout point du cercle de centre 0 de rayonR = 1.

3. La śerie entìere
∑
zn/n a un rayon de convergenceégalà 1 (r̀egle de d’Alemebrt) ; elle est divergente pourz = 1 et

semi-convergente en tous les autres points du cercle de centre 0 de rayonR = 1. (exemple 1.3.1).

4. Déterminons maintenant le rayon de convergence de la série entìere
∑

n>0
(coshn)z2n. La suite(an) assocíee est d́efinie

par∀p ∈ N a2p+1 = 0 et a2p = cosh p. On ne peut donc pas appliquer la règle de d’Alembert. Posons, pourr > 0 et
pour toutp ∈ N, up = (cosh p) r2p ; on aup ∼

p→∞
epr2p/2 ; donc la śerie de terme ǵeńeralup converge ssier2 < 1 ; le

rayon de convergence de la série entìere propośee est doncR = 1/
√
e.

5. Consid́erons la śerie
∑
n!z2

n

. La encore, il y a une infinité d’indicesn pour lesquelsan = 0. On proc̀ede comme ci
dessus: pourr > 0 on poseun = n!r2

n

. Il vient

un+1

un
= (n+ 1)r2

n+1−2n = (n+ 1)r2
n

quantit́e qui tend vers 0 sir < 1 et vers l’infini sir > 1 ; doncR = 1.

6. Soit la suite(an) définie par∀p ∈ N, a2p = 2p eta2p+1 = 3p. Là encore, on ne peut pas apliquer la régle de d’Alembert
car la suite|an+1|/|an| n’a pas de limite. Consid́erons donc la suiteun = anrn ; on au2p = (2r2)p etu2p+1 = r(3r2)p.
On voit immédiatement que cette suite est bornée si et seulement si2r2 < 1 et 3r2 < 1, ce qui se ŕeduit à r < 1/

√
3.

On a doncR = 1/
√
3.

4.1.5 Oṕerations

THEOREME 4.1.3
Soient

∑
anz

n et
∑
a′nz

n deux śeries entìeres de rayons de convergence respectifsR etR′. Le rayon de convergenceR′′

de la śerie entìere
∑
(an + a′n)z

n est suṕerieur ouégal àmin(R,R′). Si R 6= R′, on aR′′ = min(R,R′). Enfin, pour
|z| < min(R,R′), on a

∑

n>0

(an + a
′
n)z

n =




∑

n>0

anz
n



+




∑

n>0

a′nz
n





preuve
Si r < min(R,R′), les deux suites(anrn) et (a′nr

n) sont borńees ; il en est donc de m̂eme de la suite(an + a′n)r
n ; donc

R′′ > min(R,R′).
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Supposons maintenant par exemple queR < R′ ; soit r tel queR < r < R′ ; la suitea′nr
n est borńee et la suiteanrn ne

l’est pas, donc la suite(an + a′n)r
n est non borńee ; on en d́eduitR′′ 6 r. Ceci est vrai pour toutr ∈]R,R′[ doncR′′ 6 R.

L’ égalit́e en ŕesulte.
L’ égalit́e finale est triviale puisque pour|z| < min(R,R′) les trois śeries

∑
anz

n,
∑
a′nz

n et
∑
(an + a

′
n)z

n convergent.

Il est évident que siλ 6= 0 les śeries entìeres
∑
anz

n et
∑
λnz

n ont même rayon de convergence.

Etant donńees deux śeries entìeres
∑
anz

n et
∑
a′nz

n on d́efinit leur produit de Cauchy comme la série entìere de terme
géńeralcnzn où

cn =
∑

p+q=n

apa
′
q = ana

′
0 + an−1a

′
1 + ∙ ∙ ∙+ a1a

′
n−1 + a0a

′
n

THEOREME 4.1.4
Soient

∑
anz

n et
∑
a′nz

n deux śeries entìeres de rayons de convergences respectifsR etR′. Le rayon de convergenceR′′ de
leur produit de Cauchy est supérieur ouégalàmin(R,R′), et pour|z| < min(R,R′), on a

∑

n>0

cnz
n =




∑

n>0

anz
n








∑

n>0

a′nz
n





preuve
Pour|z| < min(R,R′), les śeries de terme ǵeńeral(anzn) et (bnzn) sont absolument convergentes. Le produit de Cauchy de
ces deux śeries est la śerie de terme ǵeńeral

∑

p+q=n
apz

pbqz
q = cnz

n. Du th́eor̀eme 1.4.1 on d́eduit que la śerie
∑

n>0
cnz

n est

absolument convergente pour|z| < min(R,R′), et que dans ce domaine sa somme est le produit des sommes des sériesΣanzn

etΣbnzn. Son rayon de convergence vérifie doncR′′ > min(R,R′).�

Attention! Même siR 6= R′ on n’a pas en ǵeńeralR′′ = min(R,R′).
Par exemple soit∀n an = 1 et a′0 = 1, a

′
1 = −1, et∀n > 2 a′n = 0. La śerie

∑
anz

n a un rayon de convergenceR égal
à 1 et sa somme est, pour|z| < 1 égaleà 1/(1 − z). La śerie

∑
a′nz

n a un rayon de convergence infini et une sommeégaleà
1− z ; la śerie produit est donńee parc0 = 1 et∀n > 1, cn = 0. Son rayon de convergence est infini.

DEFINITION 4.1.3
SoitS =

∑

n>0
anz

n une śerie entìere ; on appelle śerie d́erivée deS la śerie entìere
∑

n>0
(n+ 1)an+1z

n.

Autrement dit c’est la śerie assocíeeà la suite(bn) définie par∀n > 0 bn = (n+ 1)an+1
Pourk ∈ N∗ on appelle śerie entìere d́erivéek fois deS la śerie de terme ǵeńeral(n+ k)(n+ k − 1) ∙ ∙ ∙ (n+ 1)an+kzn.

THEOREME 4.1.5
Une śerie entìere et sa śerie d́erivée ont le m̂eme rayon de convergence.

COROLLAIRE 4.1.2
Une śerie entìere et sa śerie d́erivéek fois ont m̂eme rayon de convergence.

preuve
SoitR le rayon de convergence de la série

∑
anz

n etR′ celui de la śerie
∑
bnz

n où bn = (n+ 1)an+1.

• Montrons queR′ 6 R
Il n’y a rien à montrer siR′ = 0 ; siR′ > 0 soit r tel que0 < r < R′. La suite(|bn|rn) est majoŕee par un ŕeelM . On
a, pour toutn > 1

|an|r
n =

r

n
|bn−1|r

n−1 6 rM

donc la suite(|an|rn) est majoŕee et par conśequentr 6 R ; ceci ayant lieu pour toutr < R′ on en d́eduitR′ 6 R.

• Montrons queR 6 R′

Il n’y a rien à montrer siR = 0. SupposonsR > 0. Soit r tel que0 < r < R ; choisissonsr′ tel quer < r′ < R. La
suite(|an|r′n) est majoŕee par un ŕeelK > 0. On a

|bn|r
n = (n+ 1)|an+1|r

n =
n+ 1

r

( r
r′

)n+1
|an+1|r

′n+1 6
K

r
(n+ 1)

( r
r′

)n+1

Commer < r′ la suite figurant dans le membre de droite de l’inégalit́e ci dessus converge vers 0 ; il en est donc de même
de(bnrn) ; on en d́eduitr < R′ ; ceci ayant lieu pour toutr < R on en d́eduitR 6 R′.
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4.1.6 Th́eorème fondamental

THEOREME 4.1.6
Soit

∑
anz

n une śerie entìere de rayon de convergence non nul. La série
∑

n>0
anz

n est normalement convergente sur tout

disque ferḿe de rayonr strictement inférieur àR

preuve
Soit doncr tel que0 < r < R 6∞. Soitρ tel quer < ρ < R ; la suite(|an|ρn) est majoŕee par un ŕeel positifM . On a alors
pour toutn > 1 et toutz tel que|z| 6 r,

|anz
n| = |anρ

n|

(
|z|
ρ

)n
6M

(
r

ρ

)n

qui est le terme ǵeńeral d’une śerie nuḿerique convergente.�

Attention! La convergence n’est en géńeral pas uniforme dans le disque ouvert de convergence comme le montre l’exemple
de la śerie ǵeoḿetrique

∑
zn. Son reste d’ordren est en effet́egalàRn(z) = zn+1/(1 − z) et sup

|z|<1
|Rn(z)| = +∞ ne tend

pas vers 0.

Exercice Déterminer toutes les séries entìeres
∑
anz

n qui convergent uniforḿement dansC tout entier.

4.2 Propriétés de la somme

Dans toute cette partie on se donne une série entìere
∑
anz

n de rayon de convergenceR > 0. La śerie converge dans le disque
ouvertD(0, R) = {z ∈ C ; |z| < R} (siR =∞, D(0, R) = C) ; sur ce disque on peut donc définir la sommef de la śerie :
f(z) =

∑

n>0
anz

n.

THEOREME 4.2.1
La fonctionf est continue surD(0, R).

C’est une conśequence imḿediate du th́eor̀eme fondamental.

On se limite maintenant au cas où la variable est ŕeelle.

THEOREME 4.2.2
SoitS : ]−R,R[→ C la somme d’une śerie entìere de rayon de convergenceR > 0 : S(x) =

∑

n>0
anx

n.

1. S est de classeC∞ sur]−R,R[, et d́erivable termèa terme. Autrement dit, pour toutk ∈ N et toutx ∈]−R,R[ on a :

S(k)(x) =

∞∑

n=0

(n+ k)(n+ k − 1) ∙ ∙ ∙ (n+ 1)an+kx
n

2. En particulier, pour toutn ∈ N on a

an =
S(n)(0)

n!

3. Intégration termèa terme :

∀x ∈]−R,R[,
∫ x

0

S(t) dt =

∞∑

n=1

an−1

n
xn

4. Pour toutn, S admet en 0 un d́evelopement limit́e à l’ordren donńe par

S(x) =

k=n∑

k=0

akx
k + o(xn)
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preuve
La śerie donńee et sa śerie d́erivée termèa terme ont le m̂eme rayon de convergenceR. Le fait queS soit de classeC1 se
déduit alors du th́eor̀eme fondamental appliqué à la śerie d́erivée. En effet, soitr tel que0 < r < R. Posons pour toutn,
un(x) = anx

n. La śerie
∑
un(x) converge simplement en 0 ; chaque fonctionun est de classeC1 sur ] − R,R[ et la śerie

dérivée converge normalement donc uniformément sur tout compact[−r, r] de ] − R,R[. Il en résulte queS est de classeC1

sur]−R,R[ et que sur cet intervalleS′(x) =
∑

n>0
u′n(x). Une ŕecurrence facile donne ensuite le caractèreC∞ deS.

Les points (2) et (4) ŕesultent de (1) et le point (3) de la convergence uniforme de la série sur l’intervalle ferḿe d’extŕemit́es 0
etx.�

4.3 Fonctions d́eveloppables en śerie entière

4.3.1 D́efinitions

DEFINITION 4.3.1
Soit I un intervalle deR contenant 0 etf : I → C une application . On dit quef est d́eveloppable en série entìere en 0 (on
notera DSE0) si il existe une suite(an)n>0 et un ŕeelr > 0 tels que

∀x ∈ I∩]− r, r[ f(x) =
∑

n>0

anx
n

La śerie entìere
∑
anx

n a alors ńecessairement un rayon de convergenceR > r. Pour quef soit d́eveloppable en série entìere
au vosinage de 0 il est nécessaire qu’elle soit de classeC∞ dans un voisinage de 0 ( théor̀eme 4.2.2). On a alors nécessairement
an = f

(n)(0)/n!. La suite(an) est donc uniquement détermińee parf et la śerie entìere associée est la śerie
∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn

dite śerie de Taylor def .

Attention! On vient de voir qu’une condition nécessaire pour qu’une fonction définie au voisinage de 0 soit DSE0 est qu’elle
soit de classeC∞ dans un voisinage de 0. Cette condition n’est pas suffisante. Il y a deux raisons possibles pour qu’une
fonctionf, C∞ au voisinage de 0 ne soit pas DSE0.

1. La śerie de Taylor def peut avor un rayon de convergence nul.
Soitf(x) =

∑

n>0
e−n+n

2ix. Vérifier

(a) f est de classeC∞ et, pour toutx ∈ R on a

f (p)(x) =
∑

n>0

(n2i)pe−n+in
2x

(b) Pour tout entier naturelp, ∣
∣
∣
∣
f (p)(0)

p!

∣
∣
∣
∣ > bp :=

n2pe−p

p!

En d́eduire que le rayon de convergence de la série de Taylor def est nul.

2. La śerie de Taylor def peut avoir un rayon de convergenceR > 0 mais sa sommeS n’est paśegaleà f dans aucun
voisinage de 0.
♠ Exemple: on consid̀ere la fonctionf définie parf(x) = exp(−1/x2) pourx 6= 0 etf(0) = 0. Cette fonction est de
classeC∞ surR et pour tout entiern, on af (n)(0) = 0 donc la śerie de Taylor a un rayon de convergence infini et sa
somme est la fonction nulle.

DEFINITION 4.3.2
Soit I in intervalle deR contenantx0 et f : I → C une application . On dit quef est d́eveloppable en série entìere enx0 si il
existe une suite(an)n>0 et un ŕeelr > 0 tels que

∀x ∈ I∩]x0 − r, x0r[ f(x) =
∑

n>0

an(x− x0)
n

Cel̀a revientà dire que la fonctiong(x) = f(x+ x0) est DSE0.
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4.3.2 Oṕerations

Les propríet́es suivantes sont des conséquences imḿediates de la d́efinition et des ŕesultats pŕećedents.

1. La somme, le produit de deux fonctions DSEx0 est une fonction DSEx0 .

2. Sif est DSEx0 , f estC∞ dans un voisinage dex0 et ses d́erivées successives sont DSEx0 ; le développement en série
entìere def ′ s’obtient en d́erivant termèa terme celui def .

3. Sif est DSEx0 , il en est de m̂eme de toute primitiveF def . Le d́eveloppement en série entìere deF s’obtient,à une
constante pr̀es, en int́egrant termèa terme celui def .

THEOREME 4.3.1 (Développement en śerie entière des fractions rationelles)
SoitF (z) une fraction rationelle dont 0 n’est pas un pôle.

1. F est DSE0.

2. Le rayon de convergence de la série de Taylor deF estR = min{|α| ; α pôle deF}.

3. F estégaleà la somme de sa série de Taylor dans le disque de centre 0 de rayonR.

preuve
SoientP l’ensemble des p̂oles deF etρ = min{|α| ; α ∈ P}. La d́ecomposition eńeléments simples dansC deF s’écrit

F (z) = E(z) +
∑

α∈P

Rα(z)

oùE est un polyn̂ome etRα la partie polaire relative au pôleα:

Rα(z) =

p=kα∑

p=1

ap,α

(z − α)p

Pourα 6= 0, on a
1

z − α
= −

1

α

1

1− z
α

= −
1

α

∑

n>0

( z
α

)n
pour|z| < |α|

le rayon de convergence de la série ǵeoḿetrique ainsi obtenuéetantégalà |α|. On en d́eduit (produit de śeries entìeres) que
pour tout entierp > 1 la fraction1/(z − α)p est d́eveloppable en série entìere dans le disque de rayon|α|.
On obtient donc queF est DSE0, que la śerie entìere associée

∑
anz

n a un rayon de convergenceR > ρ et que pour|z| < ρ,
F (z) =

∑

n>0
anz

n. Pour achever la preuve du théor̀eme il restèa montrer queR = ρ. SupposonsR > ρ ; par d́efinition il

existe un p̂ole α0 deF tel que|α0| = ρ. SoitD = D(0, ρ). Pourz ∈ D on aF (z) =
∑

n>0
anz

n. Lorsquez tend versα0

dansD, le premier membre de cetteégalit́e a un module qui tend vers l’infini puisqueα0 est un p̂ole deF ; le second membre
a une limite finie puisque la somme de la série entìere est continue dans le disque de convergenceD(0, R) et qu’on a suppośe
R > ρ. L’hypothèseR > ρ conduità une contradiction. DoncR 6 ρ ce qui ach̀eve la preuve.

4.3.3 Méthodes de d́eveloppements et d́eveloppements usuels

1. La fonction exponentielle, les fonctions trigonométriques et hyperboliques usuelles sont DSE0. Voir le chapitre consacré
à l’exponentielle complexe.

2. Développements d́eduits de la śerie ǵeoḿetrique.
On a pour|x| < 1

1

1 + x
=

∞∑

n=0

(−x)n et
1

1− x
=

∞∑

n=0

xn
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• Par int́egration on en d́eduit, pour|x| < 1

ln(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)(n−1)
xn

n
R = 1

ln
1

1− x
=

∞∑

n=1

xn

n
R = 1

• En remplaçantx parx2 on a, pour|x| < 1

1

1 + x2
=

∞∑

n=0

(−1)nx2n et
1

1− x2
=

∞∑

n=0

x2n

d’où en int́egrant

arctanx =

∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
R = 1

arg tanhx =

∞∑

n=0

x2n+1

2n+ 1
R = 1

qui peut se retrouver en utilisantarg tanhx = 1
2 (ln(1 + x)− ln(1− x)).

3. Enfin, par d́erivation successives du développement de11−x on d́eduit, pourp entier,p > 1,

1

(1− x)p
= 1 +

∞∑

n=1

(
−p
n

)

(−x)n = 1 +
∞∑

n=1

(
n+ p− 1

n

)

xn

où on pose, pourα ∈ C,

(
α
n

)

=
α(α− 1) ∙ ∙ ∙ (α− n+ 1)

n!
.

THEOREME 4.3.2
Soitα ∈ R \ N ; on a, pour|x| < 1

(1 + x)α = 1 +

∞∑

n=1

(
α
n

)

xn

le rayon de convergence de la série entìere ci dessuśetantégalà 1.

Si α est un entier ńegatif, on retrouve le résultat pŕećedent.
preuve
Posonsf(x) = (1 + x)α ; on va utiliser la ḿethode de l’́equation diff́erentielle.

• f est l’unique solution sur] − 1, 1[ de l’équation diff́erentielle(1 + x)y′ = αy avec la condition initialef(0) = 1. Le
fait quef vérifie cetteéquation diff́erentielle est imḿediat ; l’unicit́e ŕesulte du th́eor̀eme de Cauchy-Lipschitz pour les
équations diff́erentielles lińeaires. On peut le voir directement comme suit : soitg une autre solution de cetteéquation
vérifiantg(0) = 1 ; la fonctionh définie parh(x) = (1 + x)−αg(x) est de classeC1 sur ] − 1, 1[ et vérifieh′(x) = 0
pour toutx. Elle est donc constantéegaleàh(0) = 1 d’où g = f .

• Supposonsf DSE0 ; soitf(x) =
∑

n>0
anx

n son d́eveloppement dans un intervalle]−r, r[ avecr 6 1. Dans cet intervalle

on a alors

(1 + x)f ′(x)− αf(x) = (1 + x)
∑

n>0

(n+ 1)an+1x
n − α

∑

n>0

anx
n

=
∑

n>0

[(n+ 1)an+1 − αan]x
n +

∑

n>0

(n+ 1)an+1x
n+1

=
∑

n>0

[(n+ 1)an+1 − (α− n)an]x
n

Puisquef vérifie l’équation diff́erentielle on doit avoir (par unicité du d́eveloppement en série entìere de la fonction
nulle)

∀n ∈ N (n+ 1)an+1 = (α− n)an (R)

Commef(0) = 1 on a ńecessairementa0 = 1.
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• Les relations(R) définissent une unique suite(an) ; puisqueα n’est pas un entier naturel, une récurrence imḿediate
montre quean 6= 0 pour toutn ; de(R) on d́eduit

∣
∣
∣
∣
an+1
an

∣
∣
∣
∣ =
|n− α|
n+ 1

→ 1

la śerie entìere
∑
anx

n a donc un rayon de convergenceégalà 1. Une ŕecurrence imḿediate donne

∀n > 1 an =

(
α
n

)

=
α(α− 1) ∙ ∙ ∙ (α− n+ 1)

n!

• Soitg(x) =
∑

n>0
anx

n ; il est immédiat queg(0) = 1 et vu les relations(R) queg est solution sur]− 1, 1[ de l’équation

diff érentielle(1 + x)y′ = αy. Donc d’apr̀es le d́ebutg = f ce qui ach̀eve la preuve.

Applications
On prendα = −1/2, on remplace dans les développementsx par±x2 et on int̀egre. On obtient :

∀x ∈]− 1, 1[,
1

√
1− x

= 1 +

∞∑

n=1

1 ∙ 3 ∙ ∙ ∙ (2n− 1)
2 ∙ 4 ∙ ∙ ∙ 2n

xn

∀x ∈]− 1, 1[,
1

√
1− x2

= 1 +

∞∑

n=1

1 ∙ 3 ∙ ∙ ∙ (2n− 1)
2 ∙ 4 ∙ ∙ ∙ 2n

x2n

∀x ∈]− 1, 1[,
1

√
1 + x2

= 1 +

∞∑

n=1

(−1)n
1 ∙ 3 ∙ ∙ ∙ (2n− 1)
2 ∙ 4 ∙ ∙ ∙ 2n

x2n

∀x ∈]− 1, 1[, arcsinx = x+

∞∑

n=1

1

2n+ 1

1 ∙ 3 ∙ ∙ ∙ (2n− 1)
2 ∙ 4 ∙ ∙ ∙ 2n

x2n+1

∀x ∈]− 1, 1[, arg sinhx = x+

∞∑

n=1

(−1)n

2n+ 1

1 ∙ 3 ∙ ∙ ∙ (2n− 1)
2 ∙ 4 ∙ ∙ ∙ 2n

x2n+1

4.4 Compĺement

DEFINITION 4.4.1
SoitΩ un ouvert deC et f : Ω → C une application. On dit quef estC-dérivable enz0 ∈ Ω si la fonction de la variable

complexez, T (z) = f(z)−f(z0)
z−z0

, définie surΩ \ {z0} admet une limite quandz → z0. Cette limite s’appelle nombre dérivé
def enz0. On dit quef estC-dérivable dansΩ si elle estC-dérivable en chaque point deΩ ; dans ce cas on définit comme
d’habitude la fonction d́erivée.

On vérifie par exemple que l’applicationz → zn pourn ∈ N estC-dérivable de d́erivéez → nzn−1 si n > 1 et 0 sin = 0.
Par contre le lecteur vérifiera que la fonctionz → z n’est nulle partC-dérivable.

THEOREME 4.4.1
Soit f la somme d’une śerie entìere de rayon de convergenceR > 0 ; f estC-dérivable dans le disque ouvert de convergence
et sa d́erivée est la somme de la série d́erivée de la śerie entìere d́efinisantf .

preuve
Soientf(z) =

∑

n>0
anz

n, z ∈ D(0, R) et r tel que|z| < r < R. Soit enfinρ = r − |z|. Pour|h| < ρ on a|z + h| < r < R. Il

s’agit de montrer que

lim
h→0

(
f(z + h)− f(z)

h
−
∞∑

n=0

(n+ 1)an+1z
n

)

= 0

On a
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f(z + h)− f(z)
h

−
∞∑

n=0

(n+ 1)an+1z
n =

∞∑

n=1

un(z, h)

avec
un(z, h) =

an

h
[(z + h)n − zn]− nanzn−1 = an

[
(z + h)n−1 + ∙ ∙ ∙+ (z + h)zn−2 − (n− 1)zn−1

]

Pour tout|h| < ρ on a |un(z, h)| 6 2|an|(n − 1)rn−1 ; le membre de droite est le terme géńeral d’une śerie nuḿerique
convergente (car le rayon de convergence de la série

∑
(n− 1)anzn estR etr < R ). Donc la śerie de fonctions de la variable

h,
∑
un(z, h) est normalement, donc uniformément convergente dans le disque{h ; |h| < ρ}. On peut donćechanger somme

et limite :

lim
h→0

∞∑

n=1

un(z, h) =

∞∑

n=1

lim
h→0

un(z, h) = 0 �
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5

Exponentielle. Fonctions circulaires ŕeelles

5.1 Premìeres propriétés

DEFINITION 5.1.1
Le rayon de convergence de la série entìere de terme ǵeńeralun(z) = zn/n! est infini (r̀egle de D’Alembert). On appelle
fonction exponentielle l’applicationexp : C→ C définie par

∀ z ∈ C, exp(z) =
∞∑

n=0

zn

n!

THEOREME 5.1.1

∀ z, z′ ∈ C, exp(z + z′) = exp(z) ∙ exp(z′)

preuve
∑

p+q=n

zp

p!

z′q

q!
=
1

n!

p=n∑

p=0

Cpnz
pz′n−p =

(z + z′)n

n!

et le ŕesultat d́ecoule du th́eor̀eme sur le produit de Cauchy de deux séries entìeres.

COROLLAIRE 5.1.1
z → exp(z) est un homomorphisme du groupe additif(C,+) dans le groupe multiplicatif(C∗,×).

En particulier, on notera queexp(0) = 1, que∀ z ∈ C exp(z) exp(−z) = 1 et donc queexp(z) 6= 0.

THEOREME 5.1.2
Pour toutz ∈ C, l’applicationez : R→ C définie parez(t) = exp(tz) est d́erivable de d́erivéee′z(t) = z exp(tz).

preuve
Pourz fixé,ez(t) est la somme de la série entìere de terme ǵeńeral(zn/n!)tn. Cette śerie converge pour toutt ; son rayon de
convergence est infini ; d’après les th́eror̀emes ǵeńeraux sur les śeries entìeres,ez est de classeC∞ et

e′z(t) =
∑

n>0

(n+ 1)
zn+1

(n+ 1)!
tn = z

∑

n>0

zn

n!
tn = zez(t)

5.2 Exponentielle ŕeelle

On fait fréquemment la construction dans l’ordre suivant: on définit la fonction logarithme (ńeperien) comme l’unique prim-
itive nulle en 1 dex → 1/x (on a vu dans le cours sur l’intégration que toute fonction continue sur un intervalle avait des
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primitives), on montre que cette fonction est une bijection deR∗+ surR, ce qui permet de d́efinir l’exponentielle comme la
fonction ŕeciproque deln. On v́erifie alors qu’elle estC∞ et on montre, en utilisant la formule de Taylor-Lagrange qu’elle est
développable en série entìere et que pour toutx ∈ R, ex =

∑

n>0
xn/n!.

Voici à titre d’exercice une autre manière de proćeder : on d́efinit l’exponentielle ŕeelle commeétant la fonction
e1 : R → R, x → exp(x) =

∑

n>0
xn/n!. Il résulte du th́eor̀eme 5.1.2 que cette fonction est dérivable ( prendrez = 1)

de d́erivéex → exp(x). On en d́eduit qu’elle estC∞. Commeexp(x) = (exp(x/2))2, on aexp(x) > 0 pour toutx, donc la
fonctione1 est croissante. Deexp(x) > 1 + x pourx > 0, on d́eduit lim

x→∞
exp(x) = +∞ ; commeexp(−x) = 1/ exp(x) on

a lim
x→−∞

exp(x) = 0 ; e1 est donc une bijection deR surR∗+. Comme sa d́erivée ne s’annule jamais, sa bijection réciproque

est une fonctionL : R∗+ → R dérivable, v́erifiantL(1) = 0 et pour toutx > 0, L′(x) = 1/e′1 (L(x)) = 1/e1 (L(x)) = 1/x.
L est donc la primitive nulle en 1 dex→ 1/x etx→ exp(x) sa fonction ŕeciproque. On laisse le soin au lecteur de prouver les
propríet́es usuelles de ces fonctions (en particulier les théor̀emes sur les croissances comparées avec les fonctions puissances ).
On d́efinit enfine = exp(1).

La restrictionàR de la fonctionexp est donc l’exponentielle usuelle.
On utilisera donc, y compris pourz ∈ C, la notationexp(z) = ez.

5.3 Fonctions circulaires

DEFINITION 5.3.1
Pourz ∈ C, on pose

cos(z) =
eiz + e−iz

2
, sin(z) =

eiz − e−iz

2i
, cosh(z) =

ez + e−z

2
, sinh(z) =

ez − e−z

2

On a donc

eiz = cos(z) + i sin(z), e−iz = cos(z)− i sin(z), ez = cosh(z) + sinh(z), e−z = cosh(z)− sinh(z)

Ces fonctions sont donc toutes développables en série entìere surC avec un rayon de convergence infini :

cos(z) =

∞∑

n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
, cosh(z) =

∞∑

n=0

z2n

(2n)!
, sin(z) =

∞∑

n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
, sinh(z) =

∞∑

n=0

z2n+1

(2n+ 1)!

Par construction, on a les relations

cos(z) = cosh(iz), sin(z) = −i sinh(iz), cosh(z) = cos(iz), sinh(z) = −i sin(iz)

Les fonctions cos, cosh sont paires et les fonctions sin, sinh sont impaires. Toutes les formules usuelles de trigonométrie et
de trigonoḿetrie hyperbolique sont valables. En particulier on a pour tout nombre complexez cos2(z) + sin2(z) = 1 et
cosh2(z)− sinh2(z) = 1 (vérifications imḿediates).

Attention! cos(z) n’est pas la partie réelle deeiz !
Prouvons̀a titre d’exemple la relation∀ a, b ∈ C cos(a+ b) = cos(a) cos(b)− sin(a) sin(b). On a

cos(a+ b) =
1

2

(
ei(a+b) + e−i(a+b)

)
=
1

2

(
eiaeib + e−iae−ib

)

=
1

2
((cos(a) + i sin(a)) (cos(b) + i sin(b)) + (cos(a)− i sin(a)) (cos(b)− i sin(b)))

= cos(a) cos(b)− sin(a) sin(b)

Attention! Les fonctions cos et sin ne sont pas bornées surC. On a par exemplecos(ix) = cosh(x) > ex/2 pourx ∈ R.

5.4 Fonctions circulaires ŕeelles

Dans tout ce paragraphe,x est une variable réelle. Les fonctions cos et sin sont donc définies surR par

cos(x) =

∞∑

n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
et sin(x) =

∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
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Elles sont de classeC∞, cos est paire, sin est impaire. La dérivée de cos est -sin, celle de sin est cos.

Lemme 5.4.1
a) cos(2) < 0
b) ∀x ∈]0, 2[ sin(x) > 0

preuve
a) cos(2) = 1− 2 + 2/3 + s avecs =

∑

n>3
(−1)nan etan = 22n/(2n)!. Or an+1/an = 4/(2n+ 1)(2n+ 2) < 1 pourn > 3,

donc la śerie d́efinissants vérifie les hypoth̀eses du th́eor̀eme des śeries alterńees ; en particulier, on en déduit ques est du
signe du premier terme, c’està dire ńegatif ; donccos(2) < −1/3.

b) Même ḿethode; on peut́ecrire par exemplesin(x) = x
((
1− x2

3!

)
+
(
x4

5! −
x6

7!

)
+ ∙ ∙ ∙

)
> 0.

La fonction cos est donc continue et strictement décroissante sur[0, 2], aveccos(0) = 1 etcos(2) < 0. Il existe donc un unique
élémentt0 ∈]0, 2[ tel quecos(t0) = 0.

DEFINITION 5.4.1
On noteπ le réelπ = 2t0 égal au double de la plus petite solution positive de l’équationcos(x) = 0.

On asin(π/2) > 0 et sin2(π/2) = 1, doncsin(π/2) = 1, soit eiπ/2 = i, d’où eiπ = −1, e3iπ/2 = −i et e2iπ = 1. On en
déduit les valeurs de sin et cos aux pointsπ/2, π, 3π/2 et∀ z ∈ C ez+2iπ = ez ; en particulier les fonctions sin et cos sont
périodiques de ṕeriode2π.

THEOREME 5.4.1
L’applicationψ : R → C définie parψ(x) = eix est un homomorphisme surjectif deR surU = {z ∈ C | |z| = 1} de noyau
2πZ.

preuve
PosonsU1 = {z ∈ U | Re(z) > 0 et Im(z) > 0}. La restriction de la fonction cos̀a I1 = [0, π/2] est une bijection deI1 sur
[0, 1]. Montrons que la restrictionψ1 deψ à I1 est une bijection de cet intervalle surU1 . D’après l’étude du signe de cos et
sin,ψ1 està valeurs dansU1 ; ψ1 est injective carψ1(t) = ψ1(t

′)⇒ cos(t) = cos(t′)⇒ t = t′. Enfin, soitz = a+ ib ∈ U1.
Il existet ∈ I1 tel quecos(t) = a car0 6 a 6 1. On a alorssin(t) > 0 et sin2(t) = 1− cos2(t) = 1− a2 = b2 soit sin(t) = b
i.e. ψ(t) = a+ ib.

En utilisant la relationψ(x + π/2) = iψ(x), on en d́eduit facilement que la restriction deψ à I2 = [π/2, π] est une bijection
deI2 surU2 = {z ∈ U | Re(z) 6 0 et Im(z) > 0}, puis que la restriction deψ à [0, π] est une bijection de cet intervalle sur
U+ = {z ∈ U | Im(z) > 0} et enfin, en utilisantψ(x + π) = −ψ(x) que la restriction deψ à [π, 2π] est une bijection de cet
intervalle surU− = {z ∈ U | Im(z) 6 0}. On en d́eduit enfin que la restriction deψ à [0, 2π[ est une bijection de cet intervalle
surU. Il en résulte queψ est surjectif.

Il est clair que2πZ ⊂ ker(ψ). Réciproquement, soitx ∈ ker(ψ) etn la partie entìere dex/2π. On a doncx = 2nπ + y avec
0 6 y < 2π. Commeψ(x) = 1, on aψ(y) = ψ(x − 2nπ) = ψ(x)/ψ(2nπ) = 1 ; maisψ restreintà [0, 2π[ est injectif, donc
y = 0, soitx ∈ 2πZ.

Par passage aux quotients on en déduit un isomorphismeΨ : R/2πZ → U du groupe quotientR/2πZ sur le groupeU : à un
élémentx ∈ R/2πZ, on associeψ(x) = eix où x est un repŕesentant quelconque de laclassex.

DEFINITION 5.4.2
Soitu ∈ U ; on d́efinit l’argument deu comme l’́elémentΨ−1(u) deR/2πZ ; on d́esigne aussi sous ce nom un représentant
quelconque deΨ−1(u).

Cet isomorphismeΨ est l’outil essentiel pour d́efinir rigoureusement la mesure des angles.

THEOREME 5.4.2
L’applicationz → ez est un morphisme surjectif du groupe(C,+) sur le groupe(C∗,×) de noyau2πiZ.

preuve
On sait d́ejà que l’exponentielle est un morphisme de groupes. Siz = x+ iy , avecx, y ∈ R, on aez = exeiy, d’où |ez| = ex
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(careiy ∈ U). Il en résulte queez = 1 ⇒

{
ex = 1

eiy = 1
⇒

{
x = 0

y ∈ 2πZ
⇒ z ∈ 2πiZ d’où ker(exp) ⊂ 2πiZ. L’inclusion dans

l’autre sens est triviale. D’autre part, soitZ = X + iY ∈ C∗. PosonsR = |Z| =
√
X2 + Y 2, x = ln(R) etu = Z/R. u ∈ U

donc il existey ∈ R tel queeiy = u. Alors z = x+ iy vérifieez = Z, donc l’exponentielle est bien surjective surC∗.

5.5 Théorème de rel̀evement

THEOREME 5.5.1
Soit I un intervalle deR et f : I → U de classeCk aveck > 1. Soientt0 ∈ I etx0 ∈ R tel quef(t0) = eix0 . Il existe une
applicationF : I → R de classeCk et une seule v́erifiant les deux propriét́es suivantes:

{
(1) ∀t ∈ I, eiF (t) = f(t)

(2) F (t0) = x0

preuve

1. Unicité
Si F etG répondent̀a la question, la fonctionF − G vérifie ∀ t ∈ I, F (t) − G(t) ∈ 2πZ. MaisF − G est continue,
donc (F − G)(I) est un intervalle ; cet intervalléetant contenu dansZ est ńecessairement réduit à un point. Donc
∀ t ∈ I, F (t)−G(t) = F (t0)−G(t0) = 0 soitF = G.

2. Existence
Si F de classeC1 existe, la relation (1) implique en dérivant,iF ′(t)f(t) = f ′(t) soitF ′ = f ′/if . Posons donc

F (t) = x0 +
1

i

∫ t

t0

f ′(s)

f(s)
ds

• D’après les hypoth̀eses,f ′/f est continue surI, doncF est bien d́efinie surI et de classeC1 ; de plusF ′ = f ′/if
et on voit que sif est de classeCk, F ′ estCk−1 doncF estCk.

• F (t0) = x0.

• Posons pourt ∈ I, g(t) = f(t)e−iF (t) ; g est d́erivable surI et g′(t) = f ′(t)e−iF (t) − if(t)F ′(t)e−iF (t) = 0,
doncg est constante : pour toutt on ag(t) = g(t0) = 1 soiteiF (t) = f(t). La preuve est complète.

Remarque
Si on suppose seulementf continue, il existe encore une fonctionF continue satisfaisantà (1) et (2), mais la d́emonstration est
nettement plus difficile.

Applications

Soit
−→
E un espace vectoriel euclidien de dimension 2 orienté etE un espace affine d’espace directeur

−→
E . Le choix d’une

base orthonorḿee directe
(−→
I ,
−→
J
)

permet d’identifier
−→
E àC. Soient d’autre partI un intervalle deR et γ : I → E un arc

paraḿetŕe de classeCk. ‖ ‖ est la norme euclidienne.

1. Repŕesentation polaire
Supposonsk > 1 et queγ ne s’annule pas, i.e. que la courbe paramétŕee ne passe pas par l’origine. La fonction
t→ γ(t)/ ‖γ(t)‖ est une fonction de classeCk à valeurs dansU. Il existe donc une fonctionθ : I → R de classeCk telle
queγ(t)/ ‖γ(t)‖ = eiθ(t). On poseρ(t) = ‖γ(t)‖. Commeγ ne s’annnule pas,ρ est aussi de classeCk. L’application

t→ (ρ(t), θ(t)) est une repŕesentation polaire de l’arc considéŕe. On a alorsγ(t) = ρ(t)
(
cos(θ(t))

−→
I + sin(θ(t))

−→
J
)

.

2. Supposons maintenantk > 2 et queγ est ŕegulier (i.e. tel que∀ t ∈ I,
−−→
γ′(t) 6=

−→
0 ). On peut d́efinir le vecteur unitaire

tangent

−→
T : I → U

−→
T (t) =

−→
γ′ (t)
∥
∥
∥
−→
γ′ (t)

∥
∥
∥
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D’après le th́eor̀eme de rel̀evement, il existe une application de classeCk−1 (traditionnellement) notéeϕ : I → R telle
que
−→
T (t) = eiϕ(t) ce qui s’́ecrit aussi

−→
T (t) = cos (ϕ(t))

−→
I + sin (ϕ(t))

−→
J . Ce qui revient̀a dire queϕ(t) est une

mesure de l’angle orienté
(−→
I ,
−→
T (t)

)
dépendant de manière contin̂ument diff́erentiable du param̀etre t. Notons que

d’apr̀es le th́eor̀eme de rel̀evement, siψ : I → R est une autre fonctionC1 telle que
−→
T (t) = eiψ(t), il existe un entier

constantn tel que pour toutt deI, on aitψ(t) = ϕ(t) + 2nπ. Cette fonctionϕ joue un r̂ole essentiel dans l’étude des
propríet́es ḿetriques (courbure, repère de Frenet ) des courbes planes.

5.6 Exercices

1. On d́efinit lorsque cela a un sens

tan(z) =
sin(z)

cos(z)
, cot z =

cos(z)

sin(z)
, tanh(z) =

sinh(z)

cosh(z)
et coth z =

cosh(z)

sinh(z)

Déterminer les domaines de définition (dansC) de ces diff́erentes fonctions.

2. Résoudre leśequations
cos(z) = i rep: zk = 3π/2 + 2kπ − i ln

(√
2− 1

)
etwk = π/2 + 2kπ − i ln

(√
2 + 1

)
(noter quewp = −z−p−1).

sin(z) = 2 rep: zk = π/2 + 2kπ + i ln
(
2 +
√
3
)

etwk = π/2 + 2kπ + i ln
(
2−
√
3
)

(noter quewk = π − z−k).

3. SoitT : C → C définie parT (z) = cos(z). Pourλ (resp. μ) réel étudier l’imageCλ (resp.Dμ) parT de la droite
d’équationRe(z) = λ (resp.Im(z) = μ).

4. Montrer que∀ z ∈ C, lim
n→∞

(
1 + z

n

)n
= ez.

Indication : V́erifier que pour toutk, ak := 1
k! − C

k
n
1
nk

est positif. On poseSn(z) =
∑

06k6n
zk/k!. Montrer que

∣
∣
∣Sn(z)−

(
1 +

z

n

)n∣∣
∣ 6 Sn(|z|)−

(

1 +
|z|
n

)n

Conclure.

5. Montrer queπ = 16 arctan
(
1
5

)
− 4 arctan

(
1
239

)
.
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6

Int égrales d́ependant d’un paramètre
Cas d’un intervalle d’int égration compact

6.1 Introduction

SoientI = [a, b] un intervalle compact,(X, d) un espace ḿetrique etf : X × [a, b] → C une application. Si pour chaque
x ∈ X la fonctionfx : t→ f(x, t) est continue sur[a, b], on peut d́efinir une fonctionF : X → C parF (x) =

∫ b
a
fx(t) dt =∫ b

a
f(x, t) dt. Le but de cette partie est d’étudier les propríet́es deF .

Lemme 6.1.1
Soit (X, d) un espace ḿetrique etϕ : X × [a, b] → C continue. Soitx0 ∈ X. Pour toutε > 0 il existe unη > 0 tel que si
x ∈ X vérified(x, x0) < η on ait|ϕ(x, t)− ϕ(x0, t)| 6 ε pour toutt ∈ [a, b].

preuve
Supposons le contraire ; il existe alors unε0 > 0 tel que pour toutη > 0 il existe unx ∈ X et un t ∈ [a, b] vérifiant
d(x, x0) < η et |ϕ(x, t)− ϕ(x0, t)| > ε0. En appliquant cecìaη = 1/n pourn entier naturel quelconque (n > 1), on obtient
une suite(xn, tn) de points deX × [a, b] vérifiant, pour toutn > 1, d(xn, x0) 6 1/n et |ϕ(xn, tn) − ϕ(x0, tn)| > ε0. [a, b]
étant compact, on peut extraire de la suite(tn) une suite(tnk) qui converge vers un points ∈ [a, b]. La suite(xn) converge
versx0 donc la suite extraite(xnk) aussi. Par conséquent, les deux suites(xnk , tnk) et (x0, tnk) convergent vers(x0, s) dans
X × [a, b]. La fonctionϕ est continue en ce point, doncϕ(xnk , tnk) etϕ(x0, tnk) convergent versϕ(x0, s) ce qui est contra-
dictoire avec∀k |ϕ(xnk , tnk)− ϕ(x0, tnk)| > ε0.�

Ce ŕesultat reste valable pour une fonctionϕ à valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie.

6.2 Continuité

THEOREME 6.2.1
Soient(X, d) un espace ḿetrique etf : X × [a, b]→ C continue. L’applicationF : x→

∫ b
a
f(x, t) dt est continue surX.

preuve
Pour toutx la fonction partiellet→ f(x, t) est continue sur[a, b] donc int́egrable ;F est bien d́efinie.
Soitx0 ∈ X etε > 0 ; le lemme 6.1.1 appliqúeàf et au ŕeel positifε/(b−a) fournit unη > 0 tel que pour toutx ∈ X vérifiant
d(x, x0) < η on ait pour toutt |f(x, t)−f(x0, t)| 6 ε0/(b−a). On en d́eduit|F (x)−F (x0)| 6

∫ b
a
|f(x, t)− f(x0, t)| dt 6 ε

pour toutx vérifiantd(x, x0) < η. �
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6.3 Dérivabilit é

THEOREME 6.3.1 (Dérivation sous le signe somme)
SoitJ un intervalle deR etf : J × [a, b]→ C une application v́erifiant les propríet́es suivantes :

1) Pour toutx ∈ J l’applicationt→ f(x, t) de[a, b] dansC est continue.

2) L’applicationf admet en tout point(x, t) ∈ J × [a, b] une d́erivée partielle par rapportà la premìere variable.

3) L’application ∂f
∂x
: J × [a, b]→ C est continue.

Alors la fonctionF : x→
∫ b
a
f(x, t) dt est de classeC1 surJ et, pour toutx ∈ J on a

F ′(x) =

∫ b

a

∂f

∂x
(x, t) dt

preuve

• La propríet́e 1) garantit l’existence de la fonctionF .

• Posonsg(x) =
∫ b
a
∂f
∂x
(x, t) dt. D’après le th́eor̀eme pŕećedent,g est continue surJ . Le résultat sera donćetabli si on

prouve queF est d́erivable en tout pointx ∈ J et queF ′(x) = g(x).

• On a, pourx ∈ J eth tel quex+ h ∈ J

∣
∣
∣
∣
F (x+ h)− F (x)

h
− g(x)

∣
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣
∣
1

h

∫ b

a

(

f(x+ h, t)− f(x, t)− h
∂f

∂x
(x, t)

)

dt

∣
∣
∣
∣
∣

6
1

|h|

∫ b

a

∣
∣
∣
∣f(x+ h, t)− f(x, t)− h

∂f

∂x
(x, t)

∣
∣
∣
∣ dt

Posons, pourx, t fixés etu entre 0 eth, θt(u) = f(x+ u, t)− f(x, t)− u
∂f
∂x
(x, t). L’hypothèse 3) garantit queθt est de

classeC1 et on aθ′t(u) =
∂f
∂x
(x+ u, t)− ∂f

∂x
(x, t).

Soit ε > 0. D’après le lemme 6.1.1 appliqué la fonction continue∂f/∂x, on dispose d’unη > 0 (dépendant dex ) tel
que, |u| < η ⇒ |θ′t(u)| 6 ε/(b − a) pour toutt ∈ [a, b]. Alors, pourh tel que|h| < η et x + h ∈ J on a d’apr̀es
l’in égalit́e des accroissements finis|θt(h)| 6 |h|ε/(b− a). On en d́eduit que, pour|h| < η etx+ h ∈ J on a

∣
∣
∣
∣
F (x+ h)− F (x)

h
− g(x)

∣
∣
∣
∣ 6

1

|h|

∫ b

a

|θt(u)| dt 6 ε

ce qui prouve queF est d́erivable enx et queF ′(x) = g(x).�

Attention! L’hypothèse que la d́erivée partielle est globalement continue (c’està dire continue comme fonction de la variable
(x, t) apartenant̀a l’espace produitJ × I est essentielle.

6.4 Théorème de Fubini

THEOREME 6.4.1
Soienta < b, α < β des ŕeels etf : [α, β]× [a, b]→ C une application continue. Alors

∫ β

α

(∫ b

a

f(x, t) dt

)

dx =

∫ b

a

(∫ β

α

f(x, t) dx

)

dt
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premìere preuve
Observons d’abord que d’après le th́eor̀eme 6.2.1, les aplicationsx →

∫ b
a
f(x, t) dt et t →

∫ β
α
f(x, t) dx sont continues

respectivement sur[α, β] et [a, b], donc int́egrables sur ces deux intervalles. Les deux membres de l’égalit́e figurant dans
l’ énonće ont un sens.
Posons alors :

H(x, t) =

∫ x

α

f(u, t) du et pour x ∈ [α, β] Φ(x) =
∫ b

a

(∫ x

α

f(u, t) du

)

dt =

∫ b

a

H(x, t) dt

• Pour toutx fixé, t→ H(x, t) est continue sur[a, b] d’apr̀es le th́eor̀eme 6.2.1.

• H admet en chaque pointx ∈ [α, β] une d́erivée partielle par raport̀ax et ∂H
∂x
(x, t) = f(x, t). L’hypothèse garantit que

cette d́erivée est continue sur[α, β]× [a, b].

D’après le th́eor̀eme 6.3.1Φ est de classeC1 etΦ′(x) =
∫ b
a
f(x, t) dt. On a doncΦ(β) − Φ(α) =

∫ β
α
Φ′(x) dx. Comme

Φ(α) = 0, cette dernìereégalit́e est le ŕesultat cherch́e.�

deuxìeme preuve
Soit ε > 0. La fonctionf est continue sur le compact[α, β] × [a, b] donc uniforḿement continue. Il existe donc unη > 0 tel
qu’on ait |f(x, t) − f(x′, t′)| 6 ε pour tousx, x′ ∈ [α, β], t, t′ ∈ [a, b] vérifiant |x − x′| 6 η et |t − t′| 6 η. Choisissons
alors un entier natuteln tel que(b− a)/n < η et (β − α)/n < η. Pourk,m entre 0 etn− 1, posonsxk = α+ k(β − α)/n et
tm = a+m(b− a)/n. Soit enfin

Sn =

n−1∑

k=0

n−1∑

m=0

(tm+1 − tm)(xk+1 − xk)f(xk, tm)

Il vient

∫ β

α

(∫ b

a

f(x, t) dt

)

dx− Sn =
n−1∑

k=0

(∫ xk+1

xk

[
n−1∑

m=0

∫ tm+1

tm

(f(x, t)− f(xk, tm)) dt

]

dx

)

On a, pourx ∈ [xk, xk+1],
∣
∣
∣
∣
∣

n−1∑

m=0

∫ tm+1

tm

(f(x, t)− f(xk, tm)) dt

∣
∣
∣
∣
∣
6

n−1∑

m=0

∫ tm+1

tm

εdt = ε(b− a)

d’où ∣
∣
∣
∣
∣

∫ β

α

(∫ b

a

f(x, t) dt

)

dx− Sn

∣
∣
∣
∣
∣
6
n−1∑

k=0

∫ xk+1

xk

(b− a)ε dx = ε(b− a)(β − α)

Le même raisonnement vaut avec l’autre intégrale. On en d́eduit que, pour toutε > 0
∣
∣
∣
∣
∣

∫ β

α

(∫ b

a

f(x, t) dt

)

dx−
∫ b

a

(∫ β

α

f(x, t) dx

)

dt

∣
∣
∣
∣
∣
6 2(b− a)(β − α)ε

d’où l’ égalit́e voulue.

6.5 Exemple : un calcul de
∫∞
0 e

−x2 dx.

Soit

F (x) =

∫ 1

0

e−x
2(1+t2)

1 + t2
dt

Soit f : R × [0, 1] → R définie parf(x, t) = e−x
2(1+t2)

1+t2 . f est continue surR × [0, 1] et admet en tout point une dérivée

partielle enx, donńee par∂f
∂x
(x, t) = −2xe−x

2(1+t2), manifestement continue surR× [0, 1]. La fonctionF est donc de classe
C1 et

F ′(x) =

∫ 1

0

−2xe−x
2(1+t2) dt = −2e−x

2

∫ 1

0

e−x
2t2xdt = −2e−x

2

∫ x

0

e−u
2

du
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de sorte que si l’on poseg(x) =
∫ x
0
e−u

2

du etG(x) = (g(x))2, on a

∀x ∈ R, F ′(x) +G′(x) = 0

Par conśequent, la fonctionF +G est constante surR. OrF (0) =
∫ 1
0

dt
1+t2 = π/4 etG(0) = 0. Donc

F (x) =
π

4
−G(x)

Par ailleurs, on a0 6 f(x, t) 6 e−x
2

donc0 6 F (x) 6 e−x
2

. On en d́eduit lim
x→∞

F (x) = 0 donc lim
x→∞

G(x) = π/4. Comme

pour toutx on ag(x) =
√
G(x), on en d́eduit lim

x→∞
g(x) =

√
π/2, soit

∫ ∞

0

e−x
2

dx =

√
π

2

On en d́eduit facilement ∫

R
e−x

2/2 dx =
√
2π
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7

Int égrales d́ependant d’un paramètre
Cas d’un intervalle d’int égration quelconque

Dans ce qui suit,la phrase: ” soitg une fonction int́egrable surI ” sous entend queg est localement continue par morceaux sur
I.

7.1 Continuité

THEOREME 7.1.1
Soient(X, d) un espace ḿetrique,I un intervalle deR et f : X × I → C continue. On suppose qu’il existe une fonction
g : I → R intégrable telle que∀(x, t) ∈ X × I |f(x, t)| 6 g(t). La fonctionF : X → C définie parF (x) =

∫
I
f(x, t) dt

est continue surX.

preuve
Ce th́eor̀eme est admis par le programme. Néanmois, nous donnons ici sa preuve qui est une application immédiate des
théor̀emes sur les suites de fonctions intégrables.
Tout d’abord, pour toutx dansX, la fonction t → f(x, t) est continue et majorée par la fonction int́egrableg, donc est
intégrable.F est donc bien d́efinie.
Soit x0 ∈ X et (xn)n>1 une suite de points deX convergeant versx0; la suite de fonctions intégrablehn(t) = f(xn, t)
converge simplement vers la fonctionh(t) = f(x0, t) et par hypoth̀ese la convergence est dominée par la fonctiong. D’après
le théor̀eme de convergence dominée (3.4.2) la suiteF (xn) =

∫
I
hn(t) dt converge versF (x0) =

∫
I
h(t) dt. Pour toute suite

(xn) de points deX convergeant versx0 la suiteF (xn) converge versF (x0). D’aprés un th́eor̀eme vu dans le cours sur les
espaces ḿetriques, on en d́eduit queF est continue enx0.�

Remarque
La démonstration prouve que la conclusion du théor̀eme reste valable si au lieu de supposerf globalement continue on suppose
quef vérifie les deux propriét́es suivantes:

• Pour toutx ∈ X, t→ f(x, t) est localement continue par morceaux.

• Pour toutt ∈ I, x→ f(x, t) est continue surX.

en gardant bien sur l’hypothèse de domination.

7.2 Dérivabilit é

THEOREME 7.2.1
SoientJ et I deux intervalles deR etf : J × I → C vérifiant les propríet́es suivantes:

1. ∀x ∈ J t→ f(x, t) est continue et intégrable surI.
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2. f admet en tout point deJ × I une d́erivée partielle par rapportà la premìere variable et la fonction∂f
∂x

est continue sur
J × I.

3. Il existe une fonction intégrableg : I → R telle que∀(x, t) ∈ J × I,
∣
∣
∣∂f∂x (x, t)

∣
∣
∣ 6 g(t).

Alors la fonctionF définie parF (x) =
∫
I
f(x, t) dt est d́efinie et de classeC1 surJ et

F ′(x) =

∫

I

∂f

∂x
(x, t) dt

preuve
Là encore le th́eor̀eme est admis par le programme, mais sa démonstration est facile.
Notons d’abord queF est bien d́efinie par hypoth̀ese et que la fonctionH : x →

∫
I
∂f
∂x
(x, t) dt est d́efinie et continue surJ

d’apr̀es le th́eor̀eme pŕećedent.
Il resteà voir queF est d́erivable en tout pointx0 ∈ J de d́erivéeH(x0). Posons, pourx ∈ J, x 6= x0, T (x) =

F (x)−F (x0)
x−x0

. Il
s’agit de v́erifier que lim

x→x0
T (x) = H(x0). Pour cel̀a, il suffit de montrer que pour toute suite(xn) de points deJ convergeant

versx0 la suiteT (xn) converge versH(x0).
Or T (xn) =

∫
I
un(t) dt, avecun(t) =

f(xn,t)−f(x0,t)
xn−x0

. La suiteun(x, t) converge simplement vers∂f
∂x
(x0, t) . D’après le

théor̀eme des accroissements finis (appliqué à la fonctionx→ f(x, t), t étant fix́e) , |un(x, t)| 6 g(t) donc la convergence est
domińee par la fonction int́egrableg. Le résultat d́ecoule alors du th́eor̀eme de convergence dominée.�
Remarque
Comme pour la continuité, on voit facilement que la conclusion du théor̀eme subsiste sous les hypothèses plus faibles suivantes:

• Pour toutx ∈ J la fonctiont→ f(x, t) est localement continue par morceaux et intégrable surI.

• f admet en tout point une dérivée partielle par rapportà la premìere variable qui v́erifie

– Pour toutx ∈ J , la fonctiont→ ∂f
∂x
(x, t) est localement continue par morceaux surI.

– Pour toutt ∈ I la fonctionx→ ∂f
∂x
(x, t) est continue surJ .

– Et bien sur∀(x, t) ∈ J × I,
∣
∣
∣∂f∂x (x, t)

∣
∣
∣ 6 g(t)

Remarque
Les conditions de domination figurant dans les théor̀emes ci dessus ne sont pas toujours facilesà vérifier ; elles n’ont m̂eme pas
lieu en ǵeńeral. Il est important de remarquer que pour montrer queF est continue (respectivement dérivable) enx0, il suffit
de montrer que la restriction deF à un intervalle ferḿe borńe [α, β] où α < x0 < β est continue (resp. dérivable) enx0 (Ceci
si x0 est int́erieurà J ; si x0 = inf J ∈ J (respectivementx0 = sup J ∈ J ), on prendraα = x0 (respectivementβ = x0).
Autrement dit, dans la pratique on sera amené à appliquer les th́eor̀emes ci dessus̀a la restriction def àK × I pourK sous
intervalle compact arbitraire deJ . Voir l’exemple ci dessous.

7.3 Exemple 1: la fonctionΓ

On d́efinit, pourx > 0

Γ(x) =

∫ ∞

0

e−ttx−1 dt

1. Existence et continuité
SoitJ = I = R∗+ etf : J × I → R définie parf(x, t) = e−ttx−1 = e−t+(x−1) ln(t).
f est continue et positive surJ × I. Soient0 < α < β et K = [α, β] . Pourx ∈ K on af(x, t) 6 gα,β(t) où

gα,β(t) =

{
e−ttα−1 si 0 < t < 1

e−ttβ−1 si t > 1

La fonctiongα,β est continue, positive ; au voisinage de 0,gα,β(t) ∼ tα−1 où α > 0 doncgα,β est int́egrable sur]0, 1].
Ensuite lim

t→∞
t2gα,β(t) = 0 doncgα,β est int́egrable sur[1,∞[, donc finalement surI. D’après le th́eor̀eme 7.1.1,Γ est

définie et continue sur[α, β], ceci pour tout0 < α < β , donc surR∗+.
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2. Dérivabilité
f est de classeC∞ surJ × I (i.e. admet des d́erivées partielles continues de tout ordre dans ce domaine). Soitk un

entier,k > 1. On a∂
kf
∂xk
(x, t) = e−t (ln(t))

k
tx−1. Pourx ∈ K on a

∣
∣
∣∂
kf
∂xk
(x, t)

∣
∣
∣ 6 gα,β,k(t) où

gα,β,k(t) =

{
e−t |ln(t)|k tα−1 si 0 < t < 1

e−t (ln(t))
k
tβ−1 si t > 1

La fonctiongα,β,k est continue et intégrable surJ . En effet,

• Soita tel que0 < a < α etb = α−a > 0 ; on alim
t→0

t1−bgα,β,k(t) = lim
t→0

ta |ln(t)|k = 0 doncgα,β,k est int́egrable

sur]0, 1].

• lim
t→∞

t2gα,β,k(t) = 0, doncgα,β,k est int́egrable sur[1,∞[.

En prenantk = 1 on voit d’apr̀es le th́eor̀eme 7.2.1 queΓ est de classeC1 sur tout[α, β] donc surR∗+ et que pour tout
x > 0 on a

Γ′(x) =

∫ ∞

0

e−t ln(t)tx−1 dt

Maintenant, une ŕecurrence facile permet de montrer queΓ est de classeC∞ :
Consid́erons l’hypoth̀ese de ŕecurrence

(HR)k Γ est de classeCk surR∗+ et Γ(k)(x) =
∫ ∞

0

∂kf

∂xk
(x, t) dt

La majoration
∣
∣
∣∂
k+1f
∂xk+1

(x, t)
∣
∣
∣ 6 gα,β,k+1(t) permet d’appliquer le th́eor̀eme 7.2.1̀a la fonction∂

kf
∂xk
(x, t) sur tout intervalle

[α, β] ⊂ J . On en d́eduit(HR)k ⇒ (HR)k+1 .�

3. Propríet́es
Une int́egration par parties facilèa justifier donne

Γ(x+ 1) = xΓ(x)

D’autre part, on a facilementΓ(1) = 1. Une ŕecurrence facile donne alors, pour tout entier natureln > 1,

Γ(n) = (n− 1)!

On a, pour toutx > 0, Γ′′(x) =
∫∞
0
e−t(ln(t))2tx−1 dt > 0. On en d́eduit que la fonctionΓ est strictement convexe sur

R∗+. Sa d́erivée est donc strictement croissante. CommeΓ(1) = Γ(2), il existec ∈]1, 2[ tel queΓ′(c) = 0. On a alors
Γ′(x) < 0 pourx < c etΓ′(x) > 0 pourx > c. Γ est croissante sur]c,+∞[ etΓ(n) = (n−1)! donc lim

x→∞
Γ(x) = +∞.

Enfin, on aΓ(x) = Γ(x+ 1)/x ; commeΓ est continue en 1, on alim
x→0
Γ(x+ 1) = Γ(1) = 1 doncΓ(x) = ∼

x→0
1/x ; en

particulier,Γ(x) tend vers l’infini quandx tend vers 0̀a droite.

Exercice expression deΓ comme produit infini.

1. FonctionB.
Pourα > 0 etβ > 0 on d́efinitB(α, β) =

∫ 1
0
uα−1(1− u)β−1 du.

Justifier l’existence de cette intégrale.
Vérifier que

B(α, β + 1) =
β

α
B(α+ 1, β)

2. Montrer que

Γ(x) = lim
n→∞

∫ n

0

(

1−
t

n

)n
tx−1 dt

(On pourra s’inspirer de la ḿethode utiliśee dans l’exemple du paragraphe 3.2.2)
3. En d́eduire

Γ(x) = lim
n→∞

n! nx

x(x+ 1) ∙ ∙ ∙ (x+ n)
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7.4 Exemple 2 : Transformation de Fourier

7.4.1 D́efinition et propri étésélémentaires

Désignons parL1(K) leK espace vectoriel des fonctionsR → K localement continues par morceaux et intégrables surR et
parL1c(K) le sous espace vectoriel deL1(K) formé des fonctions continues. On notera par ailleursC0(R,C) l’espace vectoriel
des fonctions d́efinies et continues surR, à valeurs dansC, ayant une limitéegaleà 0 en±∞. Toute fonction appartenantà
C0(R,C) est borńee surR. On munira cet espace de la norme‖ ‖∞ de la convergence uniforme.

DEFINITION 7.4.1
Soitf ∈ L1(C) ; la transforḿee de Fourier def est la fonction not́eeFf ou encoref̂ définie par

f̂(u) =

∫

R
f(t)e−itu dt

THEOREME 7.4.1
Soitf ∈ L1(C).

1. La transforḿee de Fourier def est d́efinie et continue et bornée surR. On a
∥
∥
∥f̂
∥
∥
∥
∞
6 ‖f‖1 =

∫
R |f(t)| dt.

2. L’applicationf → f̂ est lińeaire. Sa restrictioǹa l’espaceL1c(K) muni de la norme‖ ‖1 de la convergence en moyenne
est une aplication lińeaire continue deL1c(K) dansC0(R,C).

3. (Lemme de Riemann Lebesgue)f̂(u) tend vers 0 quandu tend vers±∞.

preuve
Posons, pouru ∈ R, g(u, t) = f(t) exp (−itu). On a∀(u, t) ∈ R × R |g(u, t)| 6 |f(t)| et |f | est int́egrable. Sif est
continue, la continuit́e def̂ résulte du th́eor̀eme 7.1.1 et si elle est seulement continue par morceaux, de la remarque qui suit.
La majoration est́evidente. Le point 2) en découle
Prouvons maintenant le dernier point, connu sous le nom de lemme de Riemann Lebesgue.

• Soit d’abordϕ = χ(a,b) la fonction caract́eristique d’un intervalle borńe (ouvert, ferḿe ou semi ouvert). On a

ϕ̂(u) =

∫ b

a

exp(−itu) dt =
exp(−iua)− exp(−iub)

iu

donc|ϕ̂(u)| 6 2/|u| d’où la conclusion dans ce cas. Par linéarit́e, le lemme de Riemann Lebesgue est vrai pour toute
combinaison lińeaire de fonctions caractéristiques d’intervalles, c’està dire pour toute fonction en escalier.

• Soit maintenantf ∈ L1(C) etε > 0. En vertu de la proposition 3.2.2 il existe un réel positifA tel que
∫ −A

−∞
|f(t)| dt 6

ε

4
et

∫ ∞

A

|f(t)| dt 6
ε

4

La restriction def à l’intervalle[−A,A] est continue par morceaux ; il existe une fonction en escalierϕ : [−A,A]→ C
telle que

∀t ∈ [−A,A], |f(t)− ϕ(t)| 6
ε

8A
d’où l’on déduit ∣

∣
∣
∣
∣

∫ A

−A
f(t)e−iut dt−

∫ A

−A
ϕ(t)e−iut dt

∣
∣
∣
∣
∣
6
∫ A

−A
|f(t)− ϕ(t)| dt 6

ε

4

Le lemme de Riemann Lebesgue s’appliqueàϕ ; il existe donc un ŕeel positifK tel que

|u| > K ⇒

∣
∣
∣
∣

∫

R
ϕ(t)e−itu dt

∣
∣
∣
∣ 6

ε

4

Alors, pouru > K on a :
∣
∣
∣
∣

∫ +∞

−∞
f(t)e−itu dt

∣
∣
∣
∣ 6

∣
∣
∣
∣
∣

∫ A

−∞
f(t)e−itu dt

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

∫ +∞

A

f(t)e−itu dt

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

∫ A

−A
(f(t)− ϕ(t)) e−itu dt

∣
∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣
∣

∫ A

−A
ϕ(t)e−itu dt

∣
∣
∣
∣
∣

6
∫ −A

−∞
|f(t)| dt+

∫ ∞

A

|f(t)| dt+
ε

4
+
ε

4
6 ε
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7.4.2 Ŕegularité

THEOREME 7.4.2
Soitf : R→ C de classeC1 intégrable surR et de d́erivéef ′ intégrable surR. On aF(f ′)(u) = iuF(f)(u).

preuve
Une int́egration par parties donne, pourX < Y réels

∫ Y

X

f ′(t)e−iut dt = f(Y )e−iuY − f(X)e−iuX −
∫ Y

X

−iuf(t)e−iut dt

Pour prouver le ŕesultat, il suffit de montrer quef(x) tend vers 0 quandx tend vers±∞. f étant de classeC1 on af(x) =
f(0) +

∫ x
0
f ′(t) dt. Puisquef ′ est int́egrable,f(x) admet une limite finie quandx tend vers±∞. Commef est int́egrable,

cette limite ne peut̂etre que 0.�

THEOREME 7.4.3
Soitf ∈ L1c(C) etg la fonctiong(x) = xf(x). Si g est int́egrable surR, F(f) est de classeC1 et (F(f))′ = −iF(g).

preuve
On va appliquer le th́eor̀eme de d́erivabilité (7.2.1). On âf(u) =

∫
R
h(u, t) dt avech(u, t) = f(t) exp (−itu) ; pour toutu,

t → h(u, t) est int́egrable surR, admet une d́erivée partielle par raport̀au, ∂h
∂u
(u, t) = −ig(t) exp (−itu) qui est continue et

domińee par la fonction int́egrable|g|. Donc la fonctionf̂ est de classeC1 et f̂ ′(u) =
∫
R−ig(t) exp (−itu) dt = −iĝ(u).�

Remarque
Compte tenu de la remarque qui suit le théor̀eme (7.2.1), on voit que le résultat subsiste si on supose seulementf ∈ L1(C)

On d́esigne parS l’espace vectoriel forḿe des fonctionsf : R→ R de classeC∞ telles que pour tout couple d’entiers naturels
m,n on ait lim

x→±∞
xmf (n)(x) = 0. (S s’appelle l’espace de Schwartz).

COROLLAIRE 7.4.1
♠ L’applicationF induit une application lińeaire deS dans lui m̂eme.

7.4.3 Exemples

1. ♠ Soita > 0 etχ la fonction caract́eristique de l’intervalle[−a, a]. La transforḿee de Fourier deχ estχ̂(u) = 2 sin(ua)
u

.

2. Soitf : R→ R définie parf(x) = exp(−x
2

2 ). Il est clair quef est int́egrable surR ainsi que la fonctiong(x) = xf(x).

On en d́eduit quef̂ estC1 et que

f̂ ′(u) = −i
∫

R
te−

t2

2 e−itu dt

Une int́egration par partieśevidente donne

f̂ ′(u) = −u
∫

R

e−
t2

2 e−itu dt = −uf̂(u)

d’où
f̂(u) = f̂(0)e−

u2

2

Or

f̂(0) =

∫

R
e−

t2

2 dt =
√
2π

d’où finalement
f̂ =
√
2πf
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