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II. FONCTIONS REELLES
OU COMPLEXES D'UNE
VARIABLE REELLE

A) Fonctions continues sur un intervalle.

Dans ce qui suit, J est un intervalle de B, non réduit 4 un point,

1- Théoréme des valeurs intermédiaires.
Théoréme:

Soit fune application continue de / dans I et a et b deux points de Ftels que a < b i
et f{a) # f (k). Alors tout nombre réel compris strictement entre flayetf (k&
E appartient a f (1a, b[).

Corellaire:

Eosi /£ est une application continue de [ dans B, alors £(J) est un intervalle. !

[

Fby

Flaf----

Démonstration du théoréme par dichotomie:
Supposons f{a) < f(B) et m & If(a), f{k)]. Nous définissons deux suites {ap) et (b},

. . a,+ b " R
puis une suite (c,) donnde par ¢, = i’»~2~—’~‘ de ta maniére suivante:

Dag=a by=b (etdonceym= E%{{Q = am;é )
stf(cp) < m, nous posons a) =cp et by = by
$iNON NOUS POSONS 4y =ay of by =mey pour aveir flay)y<m<fib)

ii) De la méme manidre st nous supposons définies les suites (a,) et (by) jusqu'au
rang n et telles que flag <m < fiby),
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81 f (€,,) < M, DOUS POSONS fpyq =€y &L b1 =by
Sinon nous POSONS Gy = @y ot by, = Epn

{ii) Nous avens ainsi construit par récurrence une suite (@, b,]) de segments
emboités dont la longueur tend vers 0.
Si {c} =0 {a, byl onsait que g, ¢ et f éuant continue, f(a,) - f{e} &t

neH e 3o
f b,y —— fic). Comme f(a,} <m < f(h,), par profongement des inégalités, on obtient
2ot
fley=m. )
Le cas f{a) > f (k) se tamene au précédent en considérant - f.
Application:

Ce théoréme est souvent utile pour montrer 'existence de zéros d'égquation:
si fest continue sur fa, k] et f (@) F(b) < 0 slots fa au moins un zéro sur [a, bl

S|

Diémonstration du corcligire:

Cette propriété ne caractérise pas les fonctions continoes, Nous verrons que
Ia dérivée d'une fonction dérivable posstde ia propriété des valeurs
intermédiaires sans Stre nécessairement continue.

Si et f{avec @< B sont deux points de £ (/L il existe (a, &) € Ix [ tels que
flay=o et fiby=4
Siye (o, B, il existe c entre a et bteique y=f{c) puisque:

¥ pour y= &, ¢=4

* pour y= B, c=b

s pour ye Jo, B, Vexistence de ¢ résulte du théoréme des valeurs intermédiaires.
¥ fin de compte on & démonré que:

(ot By e FADxfD et < fy=la flefid)

c'est & dire que f (D) est un intervalle.

Continuité sur un segment.

1 Soit § = [, b} (¢ < b) et [ unc application continee de § dans 8. Alors 7 (5) est un {
segment et f est uniformément continue sur S, ‘L

Démonstration:
Un segment est un intervatle compact donc £¢5) est an infervalle compact donc ut
segment, |uniforme continuité vient du théoréme de Heine.

2- Monotonie et continuité,

Pour les définitions et propriéiés généralcs? des fonctions monotones, on s¢ reporicrn
au paragraphe LC.3).

a) Proposition:

i

| Toute application de / dans R, strictement mototone, est injective.

t
En effet, puisque dans R Pordre est wtel x#x = {x<x oix>x ")

S f est strictement croissants, x < x’ = Foo<fxn=flx) =
{Frans Péventuaiité x> x " ou [ strictement décroissante, le résuliat est le méme).
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Conséquence:
Si Fest strictement monotone de I dans IR, alors f induit une bijection de I sur f (D),
Liapplication réciproque f ! existe (e Jety=f{x)) &= (x =t (yyetye FIN)
De plus 1 est strictement monotone sur f (I) dans le méme sens que F. En effet, pour
tout couple (x, x e [ 2 o1 quex#x’,

fE)=f)

x'—-x

y -y .
o=
Les deux rapports ont donc méme signe et, par conséquent, fetf -1 sont woutes deux
strictement croissantes ou toutes deux strictement décroissantes.

b) Théoréme:

Soit fune application de I dans R continue et strictement croissante. Alors,
1) J=F (1) est un intervalle. De fagon plus précise,
sif=Ja,b] avec—m<a<h <t J={f(ay, fFib]
sif=[a bl avec—<o<a<bStes J:[f{a).%irrzf(x)[
- |
J =] lim f(x). f ()] :
X
poi
J= ] tm £, lim fiof
- X3h
x>0 Ed

i) L'application f -1, réciprogue de f est continue et strictement monotone
sur £ (1) (dans le méme sens que H

sif=la,b] avec—eSa<h<too

sif=la,b| avec—oSa<hs oo

Démonstration:

_ Nous savons que Vimage d'un intervalie par une application continue est un
intervalle.

Etudions le cas ou I = [a, b{ avec —= <@ < b < +oa,
Posons o= f{a), B ﬁ)lri_-;n’}’ F(x): Bexiste dans R et est égal & sup () d'aprés le thédoréme
x<ch
de Ta limite monotone. Siyg € J, yp = f (xg) ot xp =f- {yoh xg& 1 Or, six & Yro, b,
alors yg < f (x) et comme f{x) & J, on af(x) £ f. Finalement yy < B. Cela prouve que
fe J, et puisque aest évidemment minimum de fon a
J={a, §.

1 reste & prouver la continuité de f en yg e J.
Raisonnons dans le cas oft yp est intérieur 2 J, les autres cas relevant de méthodes
analogues. Alors xp=f 1 {yy) est intérienr & I par stricte croissance.
Soite>0tel quefxp-&xp+elal Ona

flg-e<mefin+e
et d'apres la croissance stricte de f !, pour tout y & {f (xg - £), f (xq + &), (qui est un
voisinage de yp inclus dans Finservalle £ (7}), on
xo-e=f flg-e)sf s flgre)=x+e

ce qui prouve Ia continuité de = en yp.

Les autres cas se traitent de maniére semblable.
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3- Homéomorphisme d'intervalies.
a) Définitiom:

Soit { et J deux intervalles de R et fune application de I dans 7. On dit que fest un
homéomorphisme si f est une bijection de f sur Jet si fot F~! sont continues.

Conséquences:

i) 51 fest un homéomorphisme de / sur J, £ ! est un homéomorphisme de J sur /,
ii} 51 f est continue et strictement monotone sur J, alors f est un homéomorphisme de

{sur f{f}.

b) Théoréme:

Pour qu'une application fde I sur J soit un homéomorphisme, i faut ef il suffit
qu'elle soit continue et strictement monotone.

1
§
{
§
i

Démonstration:
i} Condition nécessaire: o o ‘ .
Montrons que linjectivité et Iz continuité de fsur [ impliquent sa stricte monotonie.

Soit A= {(x. y) & I3 x < y}. Il s'agit d'étabiir que si (x, y) décrit A, le nombre réel
Sy}~ f{x) reste soit > 0, soit < 0. Fixons (x, y) € A, et soit (xn, ¥y2) € 4 un couple
arbritraire. Pour t & [0, 1], posons u (N ={1 -0 x; +txp et v{He=(] - 0y +1ya

H est clair que {u (1), v (D) € 4 et que x et v sont continves sur {0, 1].

Soit G P'application de {0, 1] dans B définie par G (1) =f (v (D)~ f{u (1)
L'application G est continue, G (01 = f{(y) - f (ry). G (1) = {y2) — {9} €t & ne pent

s'annuler puisque pour tout £ € [0, 11, u (1) < v (1) et finjective. Done G (0) G (1) > 0
(sinon le théoréme des valeurs intermédiaires obligerait G 4 s’anx}uler). _

Finalement f(vp) ~ f{x») a I¢ signe de £ (y{) - f (x{). ce qui prouve bien que f est
strictement monotone.

1) Condition suffisante: . »
Sif est continue, strictement monotone et surjective de f sur J, elle est bijective ot £~
est continue d'aprés le théoréme 2.-b).

Exemples:
sin induit un homéomorphisme de {~ % , g] sar [31, i
¢os induit un homéomorphisme de 10, nlsuri-1, I];
tan induit un homéomeorphisme de }-g , %C» {sur B;

In induit an homéomorphisme de B™* sur B,

¢} Intervalles homéomorphes:

Diéfinition:
| Deux intervailes /et J sont dits homéomorphes #'il existe un homéomorphisme de
¢ Tsard.

D'aprés ce qui précéde deux intervalles /et 7 de R homéomorphes sont ou bien tous
deux compacts., ou bien tous deux ouverts, ou bien tous deux semi-ouverts,

B o o S

B S s S T T
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Proposition:

i} 81 1 et J sont compacts et non réduits & un peint, iis sont homéomorphes,
it} si f et J somt ouverts, ils sont heméomarphes,

-
| Réciproquement, si f et J sont deux intervalles de &
J i) si 7 et J sont semi-ouverts, ils sont homéomorphes.

Démanstration:
DSil=1lab) et J=[c,d] avec a, boe dréels, g<b et c<d, application f
détinie par;
FWy=c+ =2 @-s)
est un homéomorphisme de [a, b} sur e, 4].
H)Sif=}a, b avecaetbréels eta<h, I'application f définie par:

f(x)=tan{§ (z_z;:gm-g,_))

est un homéomorphisme croissant de 1a. bl sur B,
Sil= g, +ee| avec aréel, I'apphication fdéfinie par:

fxx)=In(x~a}

est un homéomorphisme croissant de la, +eof sur B,

i} Sit=la, bl avec a et hréels eta< b, Vapplication f définte par:
=%-a _b-a

fer= b-x by 1

est un homéomorphisme croissant de {a, B[ sur {0, +oof,

Les autres cas s'obtiennent sans difficalté par symétrie ou composition.

4~ Limites dans ¢

Dans ce paragraphe, nous alions étendre un vertain nombre de résultats concernant
les Limites et la continuité aux applications de 7 dans .

Nous pe reprendrons pas les démonstrations vues dans le cas des applications &
valeurs réelles, quand elles ne sont pas modifiées par le passage de R A .

Dans les définitions et les énoncés qui suivent, [ désigne un intervalle de ® non
réduit & un point, et fune application de f dans C.

a) Limites en un point:

Définition:
! Soit ¢ un point de R adhérent 3 { et ! un nombre complexe. On dit que £ a pour
[ limite ¢ aw point 4 si les applications Re et Imyf ont respectivement pour Hinite
Relet Im/. Dans ce cas, on éerit Fix)—>1 oulim f(x} =/
L X

H

I

l - . xef xef

i On définit de la méme maniére une Hmite 4 gauche o & droite.

Traduction:
En fait, on peut donner un critére de Lonvergence permettant de traiter fes limites
dans  comune les limites dans R, stmplement, la valewr absolue dans & est remplacée
par le modale dans . mais comme fa notation est Ia méme, la formalisation I'est aussi,
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Proposition 1 (critére de convergence)
-

Si o est un point de ® adhérent A T:
fixy——>1 = (\7'1-:>O, 3Ve Vylap ¥xe L {xe V= if (-l < ).
X~3G

xef 3
Sz est un ol adhérent A L

Flxy—s I @»(vVe>0,Ja>0Vxe I,{Lxmal<a=>!f(x}—11<s))_
=G

el L. :
Si g est un réel et n'est pas Ja borne supeneure de .

f—1 e (Vex0da>hVrella<x<ara = If (-l <€) -
x—ik

x>a i . .
Si a est un réel ot n'est pas la bome inférieure del:

f—1 e (ve>03Fa>0Vxe I(a-a<x<amf-1<e).
Ko dld
X<

|

L.

L.

Démonstration: ‘ -
Les équivalences résultent immédiatement de 1a double indgalité:
Max ( Re o, 1Sm ) Siis FRez+ m 2t -
On déduit alors sans difficulté un corollaire, le critére de Cauchy et une prapositon
pour la composition.

Corolluire: l
E xel xef
Critére de Cauchy:

i icati ; i R adhérent & I, pour que ;—]
+ une application de f dans C et a un point de R'adh ! ur
i:tgxztstcuam g;gzi{c en o suivant £, il faut et it suffit qu'elle vérifie le critére de ’1

Cauchy: ‘ j
| Vee R, GVe Velar ¥ (xye il (xe Vaye V= -fl<d J

K

Proposition 2: (composition)

Soit g une application de I dans R, et f une application de J dans < telles que
g () J, et a un point de R adhérent A L

Sig{x}»;:;b et f(y);—g{ zﬂorsfog(x)mn’. |

xel yal xel 4

b) Continuité:

Sfinitio ia) i s définitions et propriéids de la
La définition de Iz lmite ayant &té donnée, les diverses di ; > fa
continuité des applications définies sur un intervatle & valeurs réelies, s'étendent sans
difficulté aux applications i valeurs complexes. Dans ce qui sult, I est towjours un
intervalle de B d'intérievr non vide.
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Définitions:
Soit fune application de Jdans Cetae 1
1) fest continue en a 51 f{x) —> f(a}.
Eeacltd
LS
i) fest continue si elle est continue en tout point de [
Hiy Si J est un sous-tntervalie de 7, fest continue sur J si i, est continee,

Remarques:
1} on définit de la méme manire la continuité & gauche ou & droite, par exemple si
a s'esi pas 1a borne supériewre de I, fest continue & droite en a si f (x} — f(a).
et

Ko
ii) La caractérisation de la continuité en a, ¢st donc:

Ver0, 3>t Vre £ {va <o = fo-Fflnice)
ity Une application fde [ dans C est uniformément continue si:
Yex0,3ax0 Vs e I8 (bl < o = [ (0~ f il < &),

¢) Propriétés des applications sontinues:

(On rappelle d'abord, sans nouvelle démonstration, les propriéids opératoires vues
pour les applications 3 valenrs réelles, résultant des propriétés des limises.

Proposition 1:

Si fet g sont des applications continues de [ dans C {resp. continues en a) et A et i
des complexes, [, Af+ g et fg sont continues (sesp. continues oo a).

Si de plus, g ne s'snnule pas {resp. g {a) # 0),‘5;- est continue (resp. continue en a).

Censégquence:

Si f est une application continue de {a, b} dans , 'application | est continue de

{a, b} dans B, donc admet un maximum ¢t un minimum.

Par ailleurs, oa peut énoncer une théoréme de composition:

Proposition 2:

Soit [ et J deux intervalles de X dintérieur non vide, f une application de [ dans &,
et g une application de J dans C telles que f (I = J.

iV 8i g e [ fest continue en &, et g continue en f{a), alors g o fest continve en a.
i) i fet g sont continues, alors ¢ o fest continue.

Proposifion 3 { Heine):

51 A est une patie compacte de B, toute application coatinue fde 4 dans © est
uniformément continie.

Démonstration:

Sif=f +ifs, fi etfa, applications continues de A dans R, sont uniformément

condinues et

Yny e AL o -l <l (- f i+ 1 - £ ool
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d} Fonctions continues par morceaux:
O étend sans difficulié certaines définitions vues au chapitre LD-5) aux applications
de [a, b} dans .
Définiiion 1:
Dire que fest une application en esealier de [a, b] dans T signifie:
iyilexiste s Tag = a < uy < .. <y = b subdivision de {o, b, welle gue:
i} la restriction de £ & chaque lay, ayf est constante, ie.
Vie O p-1] 356 5V xe lan ol fl=y
Diéfinition 2:

I Dire que fest continne par morceaty sur {a, b] signifie
i i) ifexiste ssubdivisionde [a, bl rag=a<a <. < by = b, vérifiant:

1} pour tout i de [0, p-15, il existe une application ¢; coatinue de [, 7.} duns
2 telle que

Vie ), p-li, Yore lapanl, fi= @; (2,

Propriété:
Sifi=Refet fLH=3mf,
fe L a6, 0) = {fy etfy e Etla, bl 1)
F2 CM (e, bL O w2 (f et fr e CM (a, b1 RD).
En effet, si s est une subdivision adaptée 4 f) ot &y une subdivision adaptée 3 fa.
3 W sy est une subdivision adaptée i la fois 3 f) et 3 fo.
Conséquence:

La plupast des propriétés vues pour fos fonctions en escalier (resp. continues par
morceaux), i valeurs réelies, s'érendent aux fonctions i valears complexes, en
particulier;

iy toute application fe CA {[a, b, ) est bomée,

if) toute application fe& CM ({a, b1, ) peut étre approchée uniformément @ moins
de dpar une application ¢« F ([, bL, $) (e ®** fixd).

Remarque:
Dans toute la suite & désignera & ou , ce qui pegmettra d'énoncer en une fois les
propriétés communes aux applications & valeurs réelles ot & valeurs complexes.
B) Fonctions dérivables, dérivées d'ordre supérieur.
£ans tout ce chapitze 1, J désigneront des intervalles de B d'intérieur non vide.
1~ Dérivation.
a) Dérivées:
DBéfinition §:

P Onditgue [ F oo K est dérivable au pointa e 1 si Uapplication de I\ {a} dans &
] )
{1

: En cas dexistence, celte limite s'appelle dérivée de fen a, el est notée Fia).

. définie par £ e £ admet une lmite dass & e a suivant '\ {a).

T Y
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Définition 2:
On dit que f: T — K est dérivable § droite (resp. L gauche) au point a < I si

Vintervalle I, = I . {a, +oof {resp. 1, =1 J-oo, a]) n'est pas réduit & {a} et 5ila
restriction de fa 1, (resp. & 7"y est dérivable en .

Si elle existe, une tetle dérivée s'appelle dérivée & droite (resp. a gauche) de fen
a, on ka note £ (a) (resp. A {a)).

Définition 3:

On dit que /" [ - K est dérivable (resp. dérivable it droite, dérivable & ganche)
st fest dérivable (resp. & droite, & gauche) en tont point de 1.

On définit ajors Fapplication dérivée de £, notée £ ou gi par £~ ' {1).

O définit de méme £ et fy,

Diéfinition 4:

On dit gue f: /- K st continfiment dérivable si etle est dérivable et si Fapplica-
tion dérivée f' . J — K est continue,

On dit aussi dans ce cas que fest de classe ' (voir 4-23).

Remarques:
i) Si & est intérieur & I, Vexistence de £ (n) équivaut 2 Pexistence ot i F'égalité de
f‘;,,' (@) ct de fy (@) et dans ce cas, f' (@) zjg,‘ (al=fy (a).
i) La dérivabilité de fen g se traduit par Fexistence d'une application £ de [ dans I
continue en 4, telle que £{a) = et
Viel fid=fl@)+t-af (@+i-ae)
{pour 1 # a, la fonction £ est définie par (/) = £

Cette écriture signific que f admet un développement Hmité ¢ ordre 1 au point a. Nous
verrons au chapitre IV que i) peat s'écrire & Paide de 1a notation de Landau:
JO=fla+i-a)f @+o(t-a).

it} 8i fest dérivable au point a, elle est continue en 4.

b} Interprétation géométrique de la dérivée d'une fonction réelle:
>
Soitf:1-3®,ae I etfdérivable en a.

Définition:

| On appelle tangente au point 4 = (a, S () de B2 La droite passant par A et dirigée
. parle vecteur (3, f (@) onnote T, = A + R {4, £ (@),

Appelons g (1) = f{a) + (i —a) £ (a) lordonnée du point P d'abscisse ¢ situé sur ta
tangente au point A & lu courbe représentative de f,

SLM = {s, (1)), alors la longueur PM est égale & fiz - o) & (1},

Pour ¢+ a, ~£~(f%-§ -c-;—(—@ st le coefficient directeur de ln droite contenant les points
A et M et co coefficient directeur o une limite quand ¢ tend vers ¢ qui est £ {a),
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a

Si 4 ost lextrémité gauche de F et si fest dérivabe en 4, on définit fa demi-tangente
en A (4, f(a) par: T,=A+R> (1, (@)). De méme ¢n b, cxtrémité drotte de 7, on peat
Jdéfinir une demi-tangente si /' (b) existe.

2- Propriétés.

a} Linéarité de la dérivation:

i

H

| D, K, ensemble des applications de J dans ¥, dérivables en a e 1, est
‘E ua soas’wespace vectoriel de %7 et Vapplication f — f' (a) de D, (LB dans

‘l ¥ est lindaire.

] ity ‘DI, &), ensemble des applications dérivables de [ dans X, est un sous-
| espace vectoriel de B ot Tapplication £ £ de DL K) dans &/ est tinéaire.

Démonstration:
Pour fet g dans T (1, 1), Aréel et £ dans 1, 1+ o on peut derire:
Frdgy-if+igria) | .f{fi:j;(a) Y g(rkg @ done:

f—e

F+igr(@y=f{ay+Ag (a)

b) Structure d'algdbre des fonctions dérivables:

Proposition:

* 1) D {1, %) est uae sous-algibre de K.
P DI, K est une sous-algtbre de # e pour fet g dans ‘DU R},
' ey=Ffg+fg"
i) Les inversibles de “DXJ, K) sont les applications qui ne s'annulént pas sur f et

pour ous £ de D, KD, el que 0 J{0), {} j = - ;:2
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Démonsiration;

Pourfge ‘D, (L %K), Ae K ette L1#a,
Lapplication g étant dérivable en g, elle est continue en 2 done par somme et produit de
limmites, Fapplication f g est dérivable en ¢ et {fey{a)=f ) g (o) + g ' {a) fla)
Soit fe ‘D {1, K telle que 0 & £(7); alors pourz # 4,
1 7t 1 - 1 fH=fla}
e {2 - 2 (a})- -
i—-a (f f j(f)Xf(a) Il
et de tiites, (4} (@=— £ @
et par quotient de Hmites, (-«- {a)y=— AT
s ) (Flan?

Remarque:

Si f est dérivable au pointa et fla) # 0, ce résultat reste valable en ce point @ car f étant
dérivable done continue au point g, elle ne s'annule pas sur un intervalle contenant g et
contenu dans [

Conséquences:

I

i} Dérivée d'un quotient.
Soitf, g & ‘DU tetlesque O¢ g (.

L enax . fe-fg
Alors p e LK) et (g) 3

§
|
|

ii) Dérivée d'un produit fini de fonctions dérivables.

=]

dérivable en a et 'on a (H fj} @=2 5@ [
=l =t 15j2n

i

|

n !

’1 Si fi, fa» o [ sOBL . fonctions (n 2 2) dérivables en a, alors Hf, 28t ‘
|

R ;

" -1
Le résultat i) s'établit par réourrence en utlisant H fi= {H b ] Fopour 23,
i=t

=1
¢) Dérivée logarithmigue:

Définition:
\t i) Sott fe D (I, K} telle que f(a) # 0. Le nombre récl ou complexe “pr ;L
E s'appelle dérivée logarithmique de fau point a. .
*‘ ity Soit fe D, ) telle gue O ¢ fU). La forction v} sappelie détivée
i

togarithmique de f.

Propriété:
v e D C8 L L8 TR e
Ve e DULEDL TR = e S e T T

Pt YA RS R
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{in_fal
Pius généralement g‘—gf’ > £ &
hed, i3 5 j=l &f
81 &
Exemple:
o f = Em Dt et 20 L 43 4 2wel
Avee fx) = FERC on obtient o = ol + ) 3 U
3 2 _ LT 2
d'ol f(x) = et 120-2) (- 1 e ) ypour x & B A1-1], et cette

(x?—x+ 1yt
sxpression reste valable pour -1 et | car deux fonctions rationrelles coincidant pour une
infinité de valeurs réeHes sont égales.

) Composition de fonctions dérivables:

Proposition:

‘ DSoufil-+ 8 g:0-8,ae lelsquefhcJ. ,
| Alors, si f est dérivable au point @ et g dérivable au point f{a), gofest !
| dérivable au pointa ot (gofy (@) =g (Fla)) xf" (a). !
f sife D Ryetge DU, K, aors gofe D, Kret
(Qofy =(g'ofyxf"

Démaonstration:
Soit A: J - K définie par 4 (x) = &i:%{-_-s;m{%iﬂﬁ sixef(a) et A(f(@) =g (f{a).
Alors A est continue en f{a) puisque g est dérivabie en f{a).
i

Pourre I\ {a}, T {gof(i—gofla) = f:ﬁ%:jaw@ Ao f(f) et par multiplication

&l composition de fonctions continues en @ ou f (), on peut cenclure, lintroduction de 4
ayant permis d'éviter le pidge de dénominateurs nuls.

2} Dérivée d'une fonction réciprogue:

Proposition;

i

LS S estun homéomorphisme dérivable de / sur J tel que 0 & £ (1), alors f1

] o v d 1 l
| est dérivable sar Jet (f1) = vl
X e
Démanstration:
Soitae [ et b=f(a)e J. Définissons Ade /\ {a} dans R par A (x} = f{xti__jztgj ,
A4
=l gy el
Pourye J\ (bl onay= b=/t =t () £ ”}"”f (LR
y-b A uf“] {y)

Or, 1 est continue done £y tend vers £t by = u quand y tend vers b dans J,
De plus, 4 (x} tend vers £ tay quand x tend vers a. Le thédoréme de composition des
fimites et de [inverse de la limite permet de conclure que 7 est dérivable en b ot
s i
G 1 TR E—
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3- Dérivées successives.

a) Dérivées d'ordre m

Diéfinition:

Soit f une applicationde /dans Ketae [

i) On dit que fest n fois dérivable sur J, 8'1l existe des AppHCELONS @y, @, .. Ppy
dérivables de { dans I, telles que g =f ot ¥ ig [0, -2} Bipp = @l

La dérivée n ¥ de f, notée £ ) est alors la dérivée de g, .

i#) On dit que £ a une dérivée n ¥ au point g, 39l existe ve sous-intervalie J de I
voisinage de @ dans / tel que fest n - 1 fois dérivable sur J, lapplication £ (1)
étant dérivable en a. On pose alors fU9) () = FO-1Y (g,

i

Remarques:
i) Les définitions et les notations i) et i) sont compatibles, en ce sens gue pour que f

soit n fois dérivable sur /, if fant et i} suffit qu'elle admetie une dérivée 1 2™ on tout
point de /.

ii) Par convention /) désigne f et on empioie souvent £ pour £(1), T pour F ) g
£ pour f G,

Exemples:

Yne i, ¥re R, s (2 = sin (_r an ;‘ )

cos™ () =cos (x wn g)

exp®™ {x) = exp (x).

Pour tout a € K, et wut p & M, si f est 'spplication de ® dans B définic par:
f=(-aF, 1
clie est a fois dérivable et f "1y vaut O sin > p, ot G T aF sin<p.
Notations: pour n € ¥, on note D" (7, ) l'ensemble des applications » fois dérivables
sar {; on note (7 (1, K) Fensemble des applications £, n fois dérivables sur J telles que
F9 soit continue; T = e DI RN a O, 1)
Définitions:
- Tout éiément de (7 {1, K) est appelé application de classe {7 sur [,
4 On dit que f: { — & est de classe (O si elle est de classe (7 pouriout n e M.

[T est évident que pour tout n & N*, (7 (7, ) D" (1, E) <= (™1 (1, K.
Remarque: ' (R, i) = D (7,10
Considérons en effet, Papplication f de ® dans ® définie par:
SO =0etf(x)=x2sn fE pour x # 0.
D'upres les théorémes généraux, f est dérivable sur B,

. oo 1 2 ! 1 e | {
=2 s % v Ve 2ysin & —opg Ao
S (x) = 2x sin X {ms )( 3 ) ~rsin o - cos

T o 0, L0, o o o A N AR
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X

Comme flﬂﬁi@ = x sin & =20, fest dérivable sur et f* (0) = 0, ais '8
x40
pas de limite en O, donc f n'est pas continfiment dérivable.
b} Propriétés:

1) Lindarité:

r -
] ‘D" (1, K) est un espace vectoriel et I'application f ~ / 13 de D™ (1, Ky dans l

E %! est lindaire. 1

i) Formule de Leibniz.

i

L Sifet g sont des applications de [ dans % admettant des dérivées n 5™ sur I, ﬁ
£ g aussi admet une dérivée n *™¢ sur J et '

n
T3, dyigod

Démonstration!
On fait une démonstration par récurrence sur i
pourn=0, ()V =) =fg

pourn=1, (fgY=fg+f¢g’
Donc e résultat est viai pour n=0etn= 1.

Soit fet g admeitant des dérivées A ¥mes (n e 1¥Y, f, g,/ g ', sont dérivables &
Yordre n — | par définition et nous savons qee (fg)' = fevfe’

En écrivant Ihypothése de récurrence pour /' g et pour fg ', (' g Det(fg b
existent donc existe aussi (" g + fg Wb, dest adire (f g,
Dans la premidre somme on réindexe en posant j=k+ 1, ce gui donne

7 1
R k )
¢ g)‘“)*sz; I pedy 3, ol f 0 gk

L3
=Y (e 0 g fm g T pg ™
k=1

"
.3 g g
kz{}

itf) Inverse et quotient.

! a) Si fest une application n fois dérivable de 7 dans ¥ ne s'annulant pas sur
I, alors, f est n fois dérivable sur 1.

T
§
}
E
' b) Si fet g sont deux applications n fois dérivables de [ dans X, g ne
|

| s'annulant pas sor /, alors, Jgi est n fois dérivable sur 1.

Corollaire:
o, Ky, CF e, £y, O, B sont des sous-algébres de ¥,
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iv) Composée:

E Soit T et J deux intervalies de B d'intériewr non vide. Si fest une application l

n fois dérivable de I dans I telle que f () < J et ¢ une application n fois
‘{ dérivable de J dans ¥, alors g o fest n fois dérivable sur 1.

L
i
-

v) Application réciproque:

Sait [ et J deux intervailes de B. $i f est un homéomorphisme n fois
dérivable de [ sur Jrelque O & f (D), alors f =1 st it fols dérivable sur J.

Démaonsiration:
La démonstration des propositions iii}, iv), et v) s'effectue par récurrence sur l'entier
n. Soit & démontrer les propositions:

Hiny sife DM LE) et O f( alors } e Dn (I, K.

K sife DV B, FID ket ge DT K), alors gofe DL E).
Lin): i fe D (1K), fhoméomorphisme de I sur J, alorsF ! € D R).
JH(1) est vraie (proposition 2.b iit)). Supposons n 2 2 et H{n - 1) vraie.

Soit f n fois dérivable ne s'annulant pas sur 1. Pour monirer gue ;‘” e TH (LX), 4
suffit de prouver que G—) € D=1 (I, ¥, ce qui résulte de Hin ~ 1) et de la propriété de

. . . . 1y I o, 1
Leibniz appliguée i partir de Ja relation [ )&— e

ppliquée & p (f' Bl

De méme K(1} est vraie (proposition 2.8)). Supposons r 2 2, K{n - 1) vraie,
fe DLRY et ge DML K), aver Ffihcl

Pour montrer que g o f & ‘D" (£, X0, il suffit de prouver que (g o) & -l (f, KD, ce
qui résulte de K(n—lyetdela propriété de Leibniz appliquée & partir de ia relation
(gofy=(g o xf"

L1} est vrale {proposifion 2.ed). Supposons n 2 2, L(n — 1) vraie, et f
homéomorphisme n fois dérivable de [sur J.

Pour montrer que f =1 @ ot ¢, ), il suffit de prouver que {f by g prl (R ce
qui résulte de Lin ~ 1) et des propriétés i) et iv), compte tenu de la relation

-ty =

1 es trois propriétés sont donc démontrées par rdourmence.

o fol

Remarque:
On obtient des résultats analogues en remplagant dans les propositions i), i), 1v),
v), 'hypothise «n fois dérivable» par «de classe (™ (respectivement de classe {™).

Remarque sur I"écriture différentielle:

df P Tud . : d nf : Lme
On notera i {a) 1a dérivée de fau pomt a, et (mix” (a} la dérivée n .

Cette notation a l'avantage de favoriser les changements de variable, qui deviennent
mécaniques:

31 0n pose ¥y = g {1}, k{%‘;@ = ;% B dy.




108 FONCTIONS HEELLES OU COMPLEXES [YUNE VARIABLE REELLE

L) Accroissements finis.

1= Extrémum local d'une fonction dérivable.
Théoréme:

| Scit f une application de ! duns R. Sifadmet un extrémum local au poing X
iniérieur &/, et si fest dérivable ea apalors £ (xg) = 0.

@
Supposons qu'en un point xg de [, ob elie est dérivable, f admette par exemple un
maximum local. Alors £ s'annule en xg. En effet, il existe un voisinage V de x, el que

pourtout x € Vi, Flx) <1 txg).

Par suite, pour tout x e ¥V Jny Txy, +eef, {(fz_{(fgj < 0.
T MG

De méme, pour tout x & VT e, 1, fﬁ’fﬁ_:}gfﬁ) =0

Par prolongements des inégalités, f étant dérivable en xg. on obtient f' {xp) £ 0 et

FHxg) 20, dod le résaltar,

La condition d'annulation de £ n'est pay suffisante:
fixesx? nladmer pas d'extrémum en O et sa dérivée s'anmde en )

2- Théoréme de Rolle,

a) Enoncé:

; Soit a et b deux réels (a < By et £ [a, ]~ B une fonction continue sur {a, b1, f
I dérivable sur Ja, b et telle gue f(a) = f(b). Alors, il existe au moins un point {
Coe Ju bl quef o) =0, §

H

ISR

a ¢ b

Géoméiquement, le théoréme de Rolle dit au'il existe un point du graphe de fen lequel
fa tangente est horizontale.

Démeonstration:

. En effet, si fest constante, sa dérivée est nulle, tout point de Ja, 5[ convient.
5if n'est pas constante, on pent, en raisonnant éventuellement sur ~ f, supposer
existence de d & {a, bj tel que f(d) » Fla). Comme fest continue sur te compact [a, b}

»
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elle admet un maximum M attcint en un point ¢ € Jo, bl car M 2 F () > f(ay = f (bY et
d'aprés le théordme prégédent, f vannule en c.

b) Génératlisation:

Proposition (thévréme de Rolle généralisé):

Soit f: [a, +oo| -+ K continue, dérivable sur ja, +eo{ of telle que f admette une
timiite réelle en +oo égale & f{a). Alors il existe c e Ja, +oof el que [ (cy =0,

Démonstration:
En effer, on peut appliquer le thdoréme de Rofle 3 g1 [0, 1) — B définie par
g0 =f(a) et g(x) zf(a + % - i) st x est non nul.

On obtient 'existence de b & 10, 1 wl que g (8) = 0 soit — ;% f‘(a + ;; -~ l}m 3 d'our

le résultat er posant ¢ = a + ;; ~ 1 & Ja, +ef.

fay=1 -

Nous obtenons un énoncé analogue en prenant [ J-so, o] —» B continue, dérivable sur
J-ee, af et teBe que f admette une limite réelle en oo égale & f{a). Alors, il existe

€€ Joo,aftelque f' () =0
3- Egalité des accroissements finis.
a) Enoncé:

Théoréme:

Soit a et b deux réels (@ < by etf: [a, b - R continue. Si fest dérivable sur la, B,
alors il existe au moins un point ¢ € la, b tel G

Fy-flar=@-a)f (e 1

Remargues:
i} I est souvent commode de poser & = g + A ot d'erire quil existe & 10, H tel que;
flatWy~flay=hf'(a+ Bh).

5
o
i
:
% 3
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Cours Jieg

Cette dernidre écfiture étant valable guel que soit le signe de h {a < b ou b < a), car
a+ @h={(1~8 a+@{a+Hh}est un point appartenant & lintervaile ouvert g, a+h] si

h>0 oudlath, af sih <O
{i)L'interprétation gdomsétrique est immédiate: il existe un point du grapke ol la

tangente est paralitle 4 Ja droite qui contient {a,f(a) et (b, f (b1}
i B

fib)

fia -

i

Démonstratiosn:
H suffit de considérer la fonction auxiliaire g @ {@, b} —» R définie par:

g0 =fo- 121

et de Iui appliquer le théoréme de Rolle & aprés avoir constaté que:

" _bftay-afd
g =gl@= —f—gm:ﬂ;ﬂ“l

b) Généralisation:

Proposition:

Soit fet g deux applications continues de [a, b} duns i, dérivables sur la, bl.
Alors if existe ¢ € Ja. b tel que le déterminant suivant soit nuk:

f®-fl@ £y o
gy-gl@ g' @

Interprétation géométrigue:

Si une courbe plane est donnde par
une représentation paraméirique T SRR, B
dérivable: L

$O
re Ims (FD 8 ).

pour toute corde AB de la courbe, g(ay
il existe un point C ol ia tangente AN
est paraliéle & (AB). ! Fla) Floy ==~

Démonstration:
Pour établir ce résuitat, on constate que si g (b) = g (@), tout c & la, b el que
g () =0 (il en existe d'aprés Je théoréme de Rolle) convient.
Sinon, on applique le théeréme de Rolle 3 fa fonction auxitiaire & : [, b} — K définie
b= - L@ o
2 (%) = f {x) Y b =g la) gi{x)

¢} Inégalité des accroissements finis:

par:

Proposition:
|
l Soit & et b deux réels {a < hy et f: {u. b}~ ¥ continue et dérivable sur la, B, Sif* |
i est bornée, [fip) ~f @l stb—al Sup If' (ol |
l xe Jbl %
|
Démonstration:

Commengons par le cas réel (¥ =R).
Sif’ est bornée sur Ja, bi, en posant m = Inf f'(x) et M= Sup f'ix) ona daprés
% e b i Ja b

Tégalité des accroissements finis:
h-aym<f) ~fla)ys{b-a) M,

et en conséquence,
by -ftal s th—ay Sup ¥ il
x€ Jd,bl

Dans le cas complexe, posons f; =Re f et fo=3mf
Sif(b)~f@) € R, alors f{b)—fia)=f ib}-f; ta}, done,
lf by —f(al sib—al xéqﬁri,)l;[ I ol et comme Iy Gl S (0,
Wby-flasib-at %F_S?apw I (ol
Sif(b)—f(a) & B, alors il existe re R** et 6 [0, 2nf tels que f(B) ~fla)=r o,
reei by — 210 F () = g (B) — g {a}, en posant g (1) = c“"iaf {t) pour tout
te [a bl
Comme g(b)-g(@e R lg®-glwtsib-al xg}%%[ g ol
Or, g' (0= e 0 (1), done, lg’ (ol =If" (), et il en résukbte:
by —fimtslb—al ‘{E;é%l i ol

4- Caractérisaticrg des fonctions monotones et strictement
monotones parmi les fonctions dérivables.,

a) Fonctions monotones:

Théoréme:

H i)
i Soitf: [ - & continue et dérivable sur [, alors:
H 2
iy festcroissante s Wiee [, {020, H
| o g o ; S o
1 H) festdécroissante sst o Vie I, f{DS 0,

ili) fest constante ssi: Vi€ I St =0
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Démonstration:
i) 81 fest croissante sur [, on apour @ & ;' ettout x & f\{aj, fﬂ).z_::{;f&) 20
Par prolongement des inégalités, £ (z) 2 0 donc la condition est nécessaire.

.
31 f ' est positive sur /, considérons x et y dans I, avee x < y. Comme Fest continue sur
[x. ] dérivable sur x, ¥{, d'aprés le théoréme des accroissements Jinis, i} existe

€ Jx, yltelque f(¥) - f(x) = (y —x3 f ( £) 2 0 et f est croissante sur /.
ii} i suffit de considérer - f.
iii) résulte de la conjonction de (i} et (i),

b) Fonctions strictement monotones:

Théoreme;

i
Soit 21— I continue et dérivable sur 1. Pour que f soit strictement croissante, il
faut et il suffit que l'on ait les deux conditions suivantes:

J@V:e} fanzo

Eg@ fre ! F (6 =0} est dintérieur vide.

Démonstration:

a
Dire que A = {rel; /" (1) = 0} est d'intérienr vide signific que A ne contient aucun
intervalle ouvert,
Les conditions @ et @ sont nécessaires. En effet, si fest stricternent croissante, ¢'est
d'une part gu'elie est croissante donc @ et d'avtre part £' ne peut s'annuler on tout point

d'an intervalle Ja, B, a, b e I, a < b, car cela signifierait f (a) = £ (b), ce gui est
incompatible avec une croissance stricte.

Réciproguement, si © et @ sont vérifides, alors f est croissante. 841 existait deux
points a et b dans [ avec a < b tels que f(a) = f (b}, f serait constante sur [a, b] et donc

S i{x)=0pourx e la, bf ce qui contredirait @,
Exemples:
x> x 3 eststrictement croissante sur .
X ¥+ COs & est stricfement croissante sur R,

1l est essentiel que f soit considérée sur un intervalle,
Sif est définie pour tout x € B* parfix) = ~ i, ona

= iﬁ >0, mais f(l)m—fetf(~1)=1.
X

Proposition:

: . e - . 9 - .
: Seit £ — & continue et dérivable sue 1. Pour que f soit strictement décroissante, |
il faut et it suffit que 'on ait les deux conditions suivantes:

J(DV:&:’, Fn<o

{ é@ {re j’;j" (1) = 0} est d'intéricur vide.

[} suffit d'appliquer le théoréme précdédent & - /.

e R 8 N0 000 5 g

Cours i

¢) Exemple:

Soit {p, g1 & %2, fandier les variations de fra—ateprs g et en déduire les
zéros de f{x) =0
Sest dérivable sur R, f' i) = 3x 24 p.

fom peo
Si p > 0, f est strictement menotone et x
continue sur B, f{R) =R donc fs'annule | F'{x) + N
une seule fois sur §. fix) [
" 5 ' x e 1] Foo
Sip =90, de méme f s'annule une seule :
fois suar . Fix) 0
- oo
23] . Sy
—Y
Sip <0, f'{x) s'annule pour ~a et g, oha= )~ é}, les extrémums m et M sont
2 3
cqe LAl B Mg Al . ite = 21g x4p”
me= g+ g 5 et M=g 3 3¢t leur produit est Mm 55
SiMm<d alors M>0¢etm <0, [ o a P o
l'équation f (x) = 0 admet 3 racines réelles [ : ol B H
distinctes o, B, v siMm>0,Metm |18 *rh -0 +
sont tous les deux strictement positifs fixd 0 j’i\ o 0 ),4*00
on strictement négatifs, et U'éguation N Rt sy

F{x} =0 admet une seule racine réelic,

ité en une borne de l'intervalle.

a) Théoréme:

Si fest une application continue de {a, #] dans &, dérivable sur la, 5] et telie que f' E

a une limite / dans 2. quand x tend vers a, alors f est dérivable en a et f' {a) = L. Si
i f'aune limite infinie quand ¥ tend vers a, f n'est pas dérivable en a ot le graphe a
une fangente verticale au point g,

Ce théordme est une conséquence importante de I'égalité des accroissements finis:
pour tout k=0 tel que a + i € [a, b, il existe ¢ & Ja, a+h| tel que

ﬂ‘L’;l)Lﬁ”} = f'{e), donc f;{ﬁﬁ:ﬁé}_f‘jiﬂl !
e

et fest donc dérivableena, /' (a) = [,

Exemple: z:]0, 1} - R, définie par g (x) = Arc sin {} - 3}, est continue sur {0, 1],

dérivable sur J0, 1} par composition et pour tout x € 19, 1], 2=

Comme g * admet une limite nulle quand x tend vers 0, g ' (03 =0,

LRt "
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b) Corollaire:

3

! Sifest une application continge de {a, b] dans &, et st f~ est de classe C ! sur Ja, b}
et 2 une limite réelle en a, alors fest de classe ! sur {a, b

Soitf: B¥ — R définie parf () =x? sin i« pour x>0 etf(0) =10,
fest continue sur B, dérivable sur B* mais f* n'est pas continue en .
Pour x>0 f¢x)=2xsin wE - GOS8 i

£ (0 =0 enutilisant la définition. {voir 3.a)}

w'a pas de limite en 0,

¢) Prolongement d'une application de classe s

Théardme (dérivées des fonctions prolongées):

1 Soitae B be R (a<b), ne et fune spplication de a, b dans # de classe {7
sur Ja, bl. Si pour tout entier p, < p <, f #} admet une limite réelle an point 4,
alors f se prolonge en une apphication de classe (7 sur fe, M.

La démonstration se fait par récurrence sur n en utilisant b).

d) Exempie:
ok

L'application f définie sur R® pas f (x} = exp ( - M_i,i ), pour x = R* se prolonge ¢n
x

ane fonction de classe C sur B En effet, fest de classe U sur J0, 4eof. On voit, par
pécurrence sur n, que pour tout entier naturel #, il existe un polynéme P, de degré 3n

tel que, pour tout x € 10, +eof f) (x)= P, (1 ) ExXp ( - ‘"‘i“?j )
- X

Par suite, £ ¥ {x) tend vers O quand x tend vers O par vileurs strictement positives. La
restriction de f i 10, +oof se prolonge denc en nne fonetion de clagse (™ sar {0, +oof et
pour tout n & I, f () {3 = 9. Le résultat énoncé s'en déduit aussitht, puisque Fest paire,

D) Fonctions trigonométriques circulaires
et hyperboliques.

Nous supposerons connues ies fonctions circulaires directes: sin, £os, tap, cotan; la
fonction exponentistie de base e ot e logarithme népérien.

1- Fonctions circulaires réciproques.

a) Fonction Arc sin:

La fomction sin induit un homéomorphisme de [~ I:, %] sur §{=1, 1}, car clle est

strictement croissante sur cet intervalie.
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Liéfinition:
| On appelte Arc sinus et on note «Arc sin Uhoméomerphisme réeiproque. Cette

application est done strictement croissante de {—1, 1] sur |- 325 f ] et définie par:

3

| )

' {y::Arc sin x K= Sy
' & ¢ RO
! xe [~1 1} ye - 5 5.

Proposition:
\

Arc sin est une application de classe ™ sur -1, 1f, finpaire, de dérivée
donnée pour tout x de |1, I pac

|
|
' {Arc sinY (x) = é;% (Arc sin x) = -

NI

Démonstration:
En appliquant les théorémes vus précédemment, Arc sin est un homéomorphisme
{par A-3.5)) et est de classe O sur }-1, 1f {par B-3.b.v)).

Pour le caloul de la dérivée, 51 xe -1, 1f, y= Arcsinx e }- -723, ]21: [et cosy>»0,

donc cosy=yi- siny =‘\f1 —x2et
1 | i

(Are siny X= orRiesing - cosy - o1

b} Fonction Are cos:
La fomction cos induit un homéomerphisme de [0, w} sur {-t, 1] Cet homéo-
morphisme est stricternent décroissant,
Définition:
| On appelle Arc cosinus ¢t on note wAre cos» Fhoméomorphisme strictement
déerotssant de [-1, 1} sur {0, ] défini par:

{y::}\rc o8 X {xmcosy
xe {~1, 1} ve [0 n}

R

!

Proposition:

Arc cos est une apphication de classe O sur 1-1, 1f, de dérivée donnée pour |
tout x de -1, 1f par: ;

{
!
|
! {Arc cog) (x) = 4 {ATC COS X} = — ooz
% K . {ix E -

Démonstration:
(xe [-1, 1] et y=Arccosx) e (ye [0, ] ot x=cos )
b3 nE o
=y -ye [“"j"ﬁ'] et x=51n(~i -9}
e (e [-f 1] ety zg - AT sitl x).
H en résulte immédiatement que pour tout x & [~1, 1],

Arccosx + Arcsiny = ;‘L
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Proposmon
| Arc tan est une application de classe (™ sur B, tmpaire, de dérivée donnée J
. i pour tout x réel, par: ;
Beprésentation graphigue: H (Arc tan} x = q (Arc tan x) = — O
| de 14 x? !
d
La droite d'équation v :g ot un axe ; 3 En offct, l'application est de classe O (d'aprés B-3.b}) et
de symétrie pour la réunion des deux ; ) )
a2 (Afc tan) x = - = =
graphes. ! @' (AR N X) T § g ian? (Argianx)  § 4 2
Proposition:
Moter les demi-tangentes verticales r - |
aux points d'abscisses -1 et 1. ¢ 1) Pour tout x réel non nud, i
_ (e=1six0
i Arctanx + Arctan - =¢ 3 avec !
: e x e=—1six<0
ity Pour tout (a, by e B2 el queab=l,
Arctana + Arctan b = Arc tan f:ﬂ%ég +kn
<) Fonction Arc tan: p A
oK : “
La fonction tan induit un homéomerphisme strictement croissang de - 5 5 [ sur &, . p s 2y k=1
d 2 5 ARV k=0siab<l ‘
puisque w-tapx=1 + {fanx) <> 0, . S e e, b = |
dx - “ - P e . :
A k=lsiab>leta>0
: B RS P
={), L
Définition: . &\C e k=—lsiab>leta<0
[ On appelie Asc tangeme et on aoie Arc tan Phoméomorphisme strictement o =] \/ // < |
| croissant de B sur 3 %, T [ agtini par: e E
; 33 [P ]
: j}' = Ar¢ tan x [*=tany
- L : = - "
EX X € i A f 0 Pour établir i) on peut utiliser la refation
L . i
tan{ 5 —x}= " six# & [med rl,
Représentation graphique: ( 2 tan x 2 }
\ ou constater que g ; R® -» R définie par:
M g(x)mArcta&x+A;ctan§
a une dérivée nulle sur & donc g est constante sur chague intervalle T et it~
w4
0 : - La retation ii) provient de tan (@ + ) Lnaktanff pour @ + =+ ot
L 1 —tan octan B 2
s a=Arctang et B= Arctan b sont dans }m T "E[
T Daprés i), a+ S f équivaut & g b+ 0. Comme ot + [ est dang Jm, A {w ’75} k
ne peut prendre que les valeurs -1, 8 ou 1. La discussion est immédiae,

M 3,00, 0 S S N W M S M AR T 3 " MY
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2- Fonctionshyperbo!lquesdirec};gs.m Les tableaux de variation des 3 fonctions sont:
a) Définition de ch, sh, th: , ¥ 1w 0 w  x T s S = G -~
Définition: shixf  + 1+ i{Ch’x - 0 f fix L T
! La fonction cosinus hyperbolique, notée ch. est la partic paire de l'exponentielle . de) Son o N
] de base e, et la fonction sinus hypesbolique, notée sh, est sa partie impaire. shax| o, O ! chx | T T || thri ;,_/‘—»«-"’Q'W"
1 La fonction tangente hyperbolicue, notée th, est égale d Lh - Elle est impaire.
‘ 1 » 1. f Les courbes représentatives des fonctions ch et sh soat asymptotes au voisinage de +o»,
Pour tout x réel. onachx= 5 (e +e) et she= 3 (e —e%}, done, car ch x ~ sh Xy ¢, Deplusona pour tout x >0, th x < sh x < ch x, et pour tout
[lchx+shx=¢ 1 g E x <0, sh x <thx <chz, ce qui donne la position respective des trois courbes
| Loet (chlx-shix=1] représentatives:
lehx -shx= ¥ T :
chx  eX-1 ¢) Trigonométrie hyperbalique:
Pourtout xréel, chx>Oetthx= 55— = 5
chy 2y

Formulaire de trigonométrie hyperboligue:

Pour tous les réels a, b, p, g, x. nous obienons les formules:

b) Propriétés:
Proposition: ) Formules d'addition: ch{a+by=chachb+shashbh
Les applications ch, sh et th sont dérivables sur &, de dérivées: | shia+b)= Si‘ha CE i)h‘;;d] ashb ;
| thia+ by = LT
% l+thathh

o =sh, sh'=ch, th'= 5 = 1-th?.
i ch

{
Par application des théorémes du B-3.b), ch, sh et th sont de classe £ sur .

R i shash b= %(ch(a»&b)»«ch {a~ b))

Formules de linéarisation:  chachb= ; (ch{a+b}+chia-b)

shachb= %(sh(a+b}+sh(a—b))

Formules de factorisation: chp+chg=2ch Ezﬂ ch B:,)_-ﬁ

chp-chg=2sh P%Q sh ngi
shp+shg=2sh p%q ch Héﬁ
shp~shg=2ch E%ﬁ sh Bfi‘q

% Formules de duplication: ch 2x = ch2c + sh2x = 2ch?x — 1 = | + 2sh’x
3 sh 2x = 2 shx chx

| th 2x = ety

i b+ théx

2

! En fonction de t = th *. chx= _Lj:‘,{‘v,

2 b—t?

J shxe - :LIA

La courbe de eh s'appelie une chainetze, Clest la figure d'équitibre d'un fil pesant.
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3- Fonctions hyperboliques réciproques. _

a) Fonction Arg sh:

La fonction sh est un homéomorphisme strictement croissant de R sur &,

Définition:
| On appelle argument sinus hyperbolique et on note «Arg sh» 'homéomorphisme
strictement croissant de R sue B défini par:

JymArgsh.x x=3shy
ol

Py

re R

i
!
i
i
i
:
I
|

xe®

Propaesition:

1) Arg sh est une application de classe O sur R, impaire, de dérivée donnée
pour tout x réel par:

i (Argshy x= (%Y {Argshx) = -

i
Yi+x2

ity Pour tout x téel, Argshx=In{x+Vx2+ 1)

La classe (7 vient toujoars du B-3.b),
L'expression de la dérivée vient de la relation ch = VI + sh? ¢ qui donne:

e'=chr+shr=shr+VI+sh®s et Argshe=ln(x+Vx?+1).

b) Fonction Arg ch;

La fonction ch induit un homéomorphisme strictement croissant de &* sur {1, +oof.

Définition:
! On appelle argument cosinus hyperbolique et on note «Arg ch» Phoméomor-
: phisine strictement croissant de {1, +e[ sur [0, +oo] défini par:
{)‘:Argchx {x:chy

x€ [1, 40of ¥y & [, +esf

Proposition:

1
| 1) Arg ch est une application de classe C™ sur ]1, +oof, de dérivée donnée i
¢ pourtout x> | par: i

ez hpe L. 3
(Arg chy X {Argchx) = S

| i) Pourtout x 2 1 Argchx=In {x+\i;“;rm.

Cours ie

¢) Fonction Arg th:

La fonction th induit un homéomorphisme strictement croissant de B sur -1, 1.
Définition:

! On appelle argument tangente hyperboligue ¢t on note «Arg  ths
I'heméomorphisme strictement croissant de j-1, 1 [ sur & défini par:

{y =Argthx {.’c =ty

e -1, i ye R

Proposition:

1
i) Arg th est une application de classe ™ sur 1, 1, impaire, de dérivde 3
donnde pour fout v & -1, I{ par: !

Afg [ e — Ewa :
f-x?
ii) Pour tout x& |1, I[ Argthy= & In L5, |
t 27 1ex |
L B L S S SN ES,
62‘4' 1 P - e 3 =%
e i) xe L H xe 4 1L

Notons que I'application Arg th est donc fa restriction 2 -1, 1 de Fapplication

X »—;% In iiff { dérivable en tout x & RA{-L, 1} de dérivée w-—-miwi

Pox

d} Représentations graphiques:
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4- Tableau des dérivées des fonctions usuelles.

E -
parametre fix Frtxo l Dy Dp Dy
ne b i nx”'"; ® 5
ne Z* i nx el Rm*
pek* @ ax @t R
cE ?C ecx CeCX R
ae B*™ a* a*lna o

In bl L R*
X
1
ae B* ' log a Ixd ;}?{E RY
chx shx ¢ | B
T
shx chx PR
th x -t x= - R
ch*x
Argchx . {1, +oof {&}
N1
Argshx . 3
x5+ 1
1
Argthx [ Pl
8 -4
08 X ~gin X R
lsinx L COs X b4
fanx ‘L {+tan? x = A r
! C{}Szx R\(z%“?{z}
cotan x - g BAnZ ‘
sin‘x ;
Arccosx S (1,11 {~1, 1}
Vi-x?
Arc sin x - =1, 1] -1} |
Vi-2t j
i !
Arctan x ®
i ! 1+x2 i
Laxth ad-be fnng. 4
(a,b,c,d) cxtd {cx+d)2 i {T}
le R !
Remarque:

L'expression des dérivées faisant intervenir une exponentielle complexe est justifide
dans le livre d'Algtbre.

Cours 121

E) Fonctions convexes.

n
Hanlliy

1- Partie convexe de,
a) Segment de &M

Diéfinition:

Soit x et ¥ deux points de #. On appelle segment, d'extrémité x ot y, Tonsemble
] noté fx, v1, des points tx + (1 - Hy, ol t e {0, 1}

b) Convexe de 1™
Diéfinition:

Soit A une partie de BY, On it que A est convexe si pour tout couple (x, y) de
points de A, le segment [x, y] est inclus dans A,

Propriété caractéristique:

|
Pour gu'une partie A de &7 soit convexe, il faut et it suffit que tout entler p 2 2,

pour toute suite finie (x), .., £,) de points de A et toute suite tinte (0, ., 2,) de |

nombres réels positifs de somme égale & 1, i o x; soit éldment de A.

i=

Démonstration:

La condition est suffisante car en prenant p = 2, gy = 1 — 04, pour tout (xy. 53 € A 2,
- oglae A dosc [xq, xp] est contenu dans A et A est convexe.

La condition est nécessaire. Soit A convexe et "P'(p) la condition énoncée.
(2} est vraie par hypothése. Pour p donné 2 3, supposons vraie ‘T{p - 1).

Pl
Seit (o, ., ty) & RY tel que i} op=1,et (xy,..x,0 6 AF Posons S= E; .
[ [

SiS=0alors o =1 et g, € A

Si8 >0, posons U, = (z:‘ pour i & {i. p—1}. L'hypothése de récurrence assure que

p-1
y= 2‘; 1 x; € A mais alors i; a5 = 8y +(1~8) x5, & A puisque A st convexe.
1= P=

Done “P(p) est vraie pour tout p & T

2- Fonctions convexes.

Dans tout ce qui suit { désigne un intervalle de B dlintérienr non vide.
a) Graphe et épigraphe d'une fonction:

Définition:
‘ Soit f une application de [ dans £. On appelle graphe de f Fensembie des couples
| ix, vy e IxRiels que y=f{x).
; On appelic épigraphe de fl'ensemble des couples (x, y) € xR tels que y 2 f{x),
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by Fonctions convexas:

Définitions:
| i} Soit fune application de f dans 3. On dit que f est convexe si son épigraphe est
convexe,

i1} 51/ est une application de 12 dans R et si /< I, on dit que fest convexe sur f si

Fir et convexe.

¥4

e/

épigraphe

|
! H ¢ -
X5 X I X

Conséguence de la définition:

31 f est convexe, twute corde de (M, My] est au dessus de Iare do graphe de f
dextrémiids M| et My, ou encore tout are du graphe de f est situé sons Ja corde qui e
sous-tend. Cette propriété se traduit par:
pourtout t & [0, 1], pour tout (xy, xy) € 12,

LD U+ (A-00) Sef @)+ (1-0f (e |
Démonstration:
Soit a 1a fonetion affine coincidant avec faux poimts xy et xp. L'inégalité (1) s'éerit pour
towtx e [y, of, Fl)£a(x).

Réciprogquement, 0¥ f une fonction vérifiant Vinggalité (1) pour tout (xy, xp) & /2 et
tout réel r e {H), 1],

Soit Py et Py deux poinis quelconques de P'épigraphe de f d'abscisses respectives x
el xy et d'ordonndes respectives Yyetys yeaflx) pourig {1, 2L Pour tout 1 ¢ [0, 11
M=rM;+({] -1} My = (x, ¥) avec X=Ixy+{l ~ 1) xg, y=tyy+(] ~ )y

SR= g+ -na)<if )+ (1-nfini Sty +(1~0 ¥2

carfet 1 —ssontz 8, done f(x) Sy et M appartient A Yépigraphe de £, qui est done
cOoRvexe.

Théoréme 1:

Pour qu'vne spplication fde / dans & soit convexe, il faut of il suffit que pour tout
couple {x, x 1 & {7 ¢i tout nombre réel 1 {0, 1,
(DU +d -0 eflg+ 0~ FY

Cours 123

BDéfinition:
| On dit que f fonction définie sur ] & valeuss réetles est coneave si - fest convexe.

Remargue:
Une fonetion affine est & Ia fois convexe et concave,

Théoréme 2:

Pour qu'une application f de F dans B soit convexe, i1 faut et il suffit que pour fout
entier p 2 2, pour tout {xy, .., p) € [P, ¢t pour toat {exyg, ., (xp) € B el que

f}‘ 2= 1, f{é %xi]ﬁg o f ()

=

E
|
|
;
|

| S -

Ce critdre s'obtient par récurrence sur p.

¢) Inégalité des pentes:

Théorémes:

i

Soit f une application de / dans R. Les propositions suivantes sont équivalentes;
1) f est convexe sur [,
li}pourtout x, y, zde Ttels que x < y < 7,
D=L @ -{ W FE-f)
y-X Z-x z-y

iii) pour tout u de /, la fonction p,, définie sur J Vubparp, (xr = f—(%ﬁ{‘@)

¢t croissante sur J\ {u}.

U

Démonstration:
La démonstration est circulaire: i) = 1) = = 1),
D Supposons f convexe sur 1. 5i a est Ia fonction affine qui cofncide avec fen ret g,
FOY<ay). Donc:
[ -f® cay~aln _a@-alxn Fiz -
¥-x T y-x Z-x z—x
fa premiére égalité résultant du caractére affine de a.
Ha-f ja@-a) _alz)-aly < 2By

I F -y Ty

'

e W K Y R g g
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car z -y >0 et f(¥)Safy), dod la deuxidme inégalité établie, et nous venons
détablir 1) = H).

@ Hi) se déduit de i) en remplagant fe teiplet {x, y, z} par (fy, fp, ), (g &, i),
{1, 17, £3). Dans tous les cas, nous obtenons £y < fy =2 p, (1) 5 p, (12}

3 Pour établir i) = 1), putons de x, y, zde [tels que x <y <2,
f(}’) ’““f(l) < f{z) “f(.x} .
yX 7—X
Appelons ¢ ta fonction affine gui coincide avec fen x et Z:
fy~fin _a (ry-aix} aly)-alx) .
X 71X y—x
done, FON-fXSay)-alx), car y—-x> 0.
Or, flxy=a(x), donc pourtout y € 1o, 2l fvySa (yy lare est sous la corde qui le
sous-tend et fest convexe sur [,

En choisissani u= x,

3- Convexité et dérivabilité..

a) Proposition:

[

| Seit I un intervalle ouvert et f une application convexe de 7 dans ®. Alors fest
dérivable 2 droite et & gauche sur I et par conséquent st continge.

'I De plus, pour tout x de { et tout s, tdeftelque s<x<t,

]

ﬂii_z S(éfl SfL,Efy0s fﬁi}%{rf_{) .

t Les applications f*yet f', sont croissanies.

| —

|
i
|
i
:
:

Démanstration!

Soit x & 1. Pourtout conple {5, N e [ 2 el gues<xl,

Fly=fls) =1
X3 x
()

f
A5 est

r
X—¥%

De plus, p 11+ ”tz,{{;(() ost eroissante sur [ e, deaf et gy s -
croissante sur J-oo, xf L
Fixons dahord 5: e théoréme de la limite monotone MONIe que py 4 Une limite & droite
FER-L8) gpo e Sl

X8 Sfalns foXx

an point x donc f' 4 {x) existe et

g, est donc majorée par 7y (x).

Cours y 125

En appliquant & nouvean le théoréme de la limite monotone, nous voyons que g, 4
une limite & gauche au point x donc ', {x) existe et

Flx- gwg“l S g0 f(’)tj{(xl .

Cela prouve aussi la croissance de fi' et de fy'. En cffet, sitoe i avecy <z,
pour tout « de 1y, z{, on peut éerire:

1y oyt <L S < oy <y o,

b) Fonction convexe dérivable:

Théoréme:

I

i v . . . . . .
1 Si 7 est un intervalle de R, une application f dérivable de T dans B est convexe 381
| sadérivée f' est croissante sur I8 H
L

|

Démonstration:

Condition nécessaire!
Si fest convexe ot dérivable sut I alors poura <beta<x<y< b
fla-fla)  fO -1
x-a ~  y-b

dolt f' (@) Sf' (b) par prolongement des inégalités pour 1—}‘;—(!—} a ety w b, sur i
Condition suffisante: ’
Supposons f* croissante sur 1, et considérons {a bye /% weca<h etre {0, 11
Pour tout x & [a, b}, posons g () =1 fla) + (=D f) - f (Fa+ -1 x)
Puisque f est dérivable, g Uest aussi et g' (x)=(1 -1 [Froo-f {ra+{-n 2k

Comme f° est croissante sur fetxza,0onag '(x) 2 0, donc g est croissante sur {a, B},
et comme g (@) =90, g est positive sur [a, b}, et en particulier g (Y2 0, soit
(@ + =D FBY —f{ta+{L-nhy20.
Cette relation vraie pour tout (o, b) de [ % prouve la convexité de £
Corollaire 13

y
(. Lo . ~ .
! Si f est une application convexe et dérivable de f dans &, son graphe cst situé
| au-dessus de chacune do ses tangentes.

Démonstration:

Soitae L
Sit<a alors j(?i{l—{a) Sf {ad,
sit>a alors f(fZ‘“{_(ﬂ) zf {a)

Done, pour tout ¢ de /,

J-flayzit-a) f o).
soit:

Fihraflay+t-a) f' (as.
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Corollaire 2:

i
{ Ard ] of 0 3 wet o Arivs, |
| Une application f deux fois dérivable de 7 dans B, est convexe ssi sa dérivée |

seconde {7 est positive, Ble est concave ssi £ est négative. ;

U

Exemples:
x+3 ¢ est convexe sur B,
£~ Inxest coneave sur B,
X+ sin x est concave sur [0, g i

On en dédnit quelques inégalités de convexité:

1 ]

EXP

Yxe Be*z2] +x,
veelo L] ,’QLISSiﬂISX-.
2

N

....... e — .
Pour tous n 2 2. et {x,, o Xy) € BTV {ay. a3, ... g,) sont dans BY, tels que

it # I
Z a;= 1,008 Ea,» x5 02 zaa- In (x;), car In est concave.

=1 i=1 f) )
On en déduit Nindgalité entre les moyennes arithmétigues ot géométrigues:

eten particulier | VX, ¥y . x, $ PSR AN RN

TRAVAUX DIRIGES

1- Egalité de Taylor-Lagrange
a) Soit f une application de classe (7% de fe,bl{a <boung>b) dan
| J ) est dérivable sur la, 5[,

I Montrer qu'il existe ¢ o la, Bf tel que:

H
= Y -af g Beartt ;
; . !
| Indication: on pourra utitiser la fonction auxiliaire ¢ définie par |
? . +1
; P =fBY-F D) _I;l (b&:’t")f F® w4 %I—“f-}%}m olt A est une constante |
| -1 ! i

: bien choisie.

n
) En dédnire Vinégalité o >~§«~-,— pour tout x > § et tout r entier naturel,

O™ sur [a, b] telle gue f** (a) = .. = F® @y=0 et fOD gy p,
| Montrer que pour k assez petit et » 9, il existe un unique &, ¢ 10, 1 te} que:
| Sasmy=f@ +hf (a+ 4 h)

Etudier Ia limite de 8, guand & tead vers 0, !
; d} Soit f une application de classe oy e H, sur {a, b & vateurs réetes, telle ‘i
| que £ D goit strictement monotone sur [a, b, :
‘ d-1) Prouver que pour tout i ¢ 10, b-a] it existe un unique réel 8 appartenant
: a0, 1f tel que:
 Wfasm=f@e D@ st g ) *(f%l)“? Fe0 @ s o),

: d-2} On suppose que f est de classe C7+2 gue flnel) () = @ et gue E
LFin+d) (g) 2 g,

| Montrer que Papplication i, 3 tout point b de 10, b-a] assocle l'unique nombre
| 8 satisfaisant & (1}, admet une timite réelle nen nuile lorsque £ tend vers 0 of |
i caleuler cette limite.

|
; d-3) Application: caleuier & torsque f est une fonction polynmiale de degré ‘
| A+ 2 puis lorsque f est I'exponentielle, |

|
i
g ¢} Soit (a, b) & ﬁ;'zlz, a<bneci,nz2,f:ia, bl une application de classe |

Solution:
a) Pour » = {}, nous reconnaissons / ‘égalité des aceroissements Jinis: f est continge
sur le segment {a, b, dérivable sur fa, Bl lors it existe ¢ = fa, B el quer
SO =fla)y+ b ~ayf (o)

Pour établir Pégalité voulue pour tout 2, nous allens utiliser i fonction @ en choisissant

7 # A
/ : il
A= (;&téiif !j'{b) mg} (hzg) FiR (a)J de teile sorte que @ ia) = @by =0,
{2y L £ E

R WO, 0,00 B S e O I RN R o
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I.'application @ est continue sur [a, b} puisque f est de classe (" sur [a, b}, ot dérivable
sur Ja, b{ puisque f U est dérivable sur Ja, bf.
Comme @ (0) = ¢ (b), d'aprés le théoreme de Rolle, il existe ¢ € la. bl tet que
' {£)= 0. O,
i b k-1 b 4 b N
o (h=-F (- z [m (T_f),T FRn + (?r}w FEE g j!ni. A -1
= &= kT nl

o - a
Le terme général de la somme ¢st de ta forme ugy) — Mg, 4VES I R R

7
done, 2 (tyyi — ¥} = Maul — His il vient alors,

o O=—f" - (i?’iig‘l’f P - (0 )+ A b1y

A

~ eyt . . AT
¢p(c)=wf.b7iwi€}__ F )+ A {{7}5_)_

o == (4D 0), ce o bl

T en résulte, comme B-c# 0 que A = firti (¢} et pous avans &tabil Pégalité
voulue, appelée égalité de Taylor-Lagrange.

b) Appliquons fe résultat 3 1a fonction exponenticlie sur [0, x] (x> Ooux<0)
1t existe ¢ € 10, xf tel que!

n
F= xF L x™ e ome o550 pourtontx> Oettoutn & H.
ST T n
<) Supposons par exemple, f #*1) (a) > 0.
Puaisque £ "*1) est continue en g, il existe &> O tel que Ve la ara, fOH0 >0
£ (5} reste aussi strictement positif car, en zppliquant I'égalgé des accroissemens
finis, ilexiste ¢ € a, § < ja, atof tel que
FO ) ) () = (1~ a) £+ (), On, f ) (a) = 0, done F >0,
Compte tepa de f ) (@)= . =f" (@) = 0, onen déduit que, ¥ 1€ la a+of, FT (>0,
et f ' est strictement croissante. donc injective sur ia, a+of doi ['unicité de &,
texistence venant de Pégalité des accrolssements finis.

Appliguons I'égalité de Taylor-Lagrange a f - il existe ¢ € Ja, a+h ek que:
el
Fla i =@ +hf @ o 10 @,

¢t appliquons-ta a f*: i existe ¢q € la, a+8 A tel gue:
n
Flas Biy=f (@ +8&" 2? Fl oy,
1 en résulte gue:

fla+h -flay=hf @+ oy Frrtig

hEGa+ Oy ) = h{f‘ @)+ gy Ay oy m)} don,

n+i
T f(nH) (e = }Z!{? Bhnf(nﬂ) {ey).

Or, h# 0, 87 = —— e L
’ ? n+ ! f-(mrl) (e )
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Donge, 8), = WL MMQW YR ot compte teny de 1z .. 1)
s | f("+§) P . o nu de la continuité de f sur Ja, b{:

d-13 £+ gtant strictement monotone sur {g, b1, sa restriction & [a, 5] est injective
donc, si deux réels 8 et 8, vérifient £ (a + 8) by = U+ (a + 8y Iy, il en résulte
que 8 h=6)h, soit ) =8, puisque &0, ce qui assure fanicité de 8, vérifiant (1).
Liexistence de 0 résulte de Uépalité de Taylor-Lagrange.

d-23 Soit Btel que:

"
1 LRI k)

FED a4 0k = (;w;llw [f(a +hy— ,50 L@ fc}
En appliguant 'égalité des accroissements finis & f **V) entre a et a + 6 h, on obtient
Pexistence de ¢ € Ja, a+8h{ tel que:

S (g 4 Bl = F ) + QRFOHD () = B 1 ().
La formule de Taylor-Lagrange appliquée 2 fa Pordre n + | donne l'existence de
¢y € la, otk tel que:

n+l

. % gy k n {nt2)
fla+hy= k__Z{}ﬂ @)y +h '{{T?fﬁ (¢1). Donc,
1 a+l )
gh finsd) (C}:(l;::*'l) [T%T Floed) (c])] dot,

0f ™ (€)= iy F™ e,

Ce qui donne, puisque f 3 (a) # O, grice & la continuité de f "¥3);

m ot =yly)

d-3) Application:
P est une fonction polyndmiale de degré n+ 2.

T

hk hn+!
Pila+h) = E /. pls A plely
{a+h) k:()’”P (a)+(HH)!P" {a+ 9k

Draprés 1a formule de Tavior pour les polynOmes,
i3
f!k h o+l 742
Paa+hi- 3 L p®iy=A""_ ptwd i (), dod
{a+h) Eﬂk! (@ =gy PO @ 4 iy £ @ de
(n+t - t h
POl a4 ol = PO g) ] P+ gy, Or,

P (g gh) - P D (= @ 1 P D) (), avec o strictement compris entre
aeta+ §h Or P2 est une constante non nutle, Onr obtient:




