
Exercise 3
. Solution .

"
king /⇐ It - In / dµ=o ⇒

VE
'

> 0, 7-NEIN .tn>N ,

JE H - fulda - E ?
YE>0, Y 8 > 0, prenez

E'= E-8 :

felt - -14dm <e'= e.8 ⇒µ ( It - tnl > E) < 8
⇒ ¥5MCH- tnl > e) = 0 ⇒ Tn→ -1 en mesune.

Le contre-example pour la réeipoqne :

so it F- = I-1 , I] , -1=-0 , et

tnlx) =L 0
, ✗ ¢-3 - -4 , -1nF
%
,
✗ c- ] -si , -n' I

'

II est facile a' véritier que
:

V-E>0 , ¥2M CH - ful > E) = 0 , mais

II.Tofu
, ,,
H - tnldµ =L . *

2) In→+µ-p-p . ⇒ V-E>o ,

o =µ 1m¥ Kent✗ c-El text -tncx) I > -1m} )

3M v¥n TXGEI tix) -tnlx> I > e) )
= ¥5M (¥1 ✗c-F-11th) -that >4) KarmiE)as)

nonnen
Texte tapé à la machine
OK

nonnen
Texte tapé à la machine
OK

nonnen
Texte tapé à la machine
expliquer cette formule 

nonnen
Texte tapé à la machine
ok

nonnen
Texte tapé à la machine
suite décroissante d'ensembles

nonnen
Texte tapé à la machine
Montrer que si \mu(E)<\infty et  si  f_n --> f p.p., alors f_n --> f en mesure. 

nonnen
Texte tapé à la machine
je conseille de faire un dessin

nonnen
Texte tapé à la machine
Bon travail, mais ça manque parfois d'explications.Attention à ne pas mélanger les noms des différents indices. 



> kissµ ( f✗c-F- I 1 text
- tncx> I >G)

⇒ fitsMat - tnl >E) = 0 .

te contre-example por la néciproque :
soit F- = To , I] , f- I0 , et :

f jtx) =p 1 , ✗
c- [Hi

,
Hi ]

0
,
✗ 4- [ i

-

Yi , y;]
'
0 Ej Ei-

t.ie/N*.iles-taerlle'ave-ritierqne-.V-sro.V-nz
i,µC It -tnl>E) a- ¥

⇒ ¥•µC It - tn I > E) =D ,mais

V.✗ c- to it], Ctncx))new ne converge pas . #

3) Si Tn→J en mesure .
Fm C- IN*

,
7-Nm C- IN, Yn>Nm,µ( it-tnl>⇒Emt

Po sons Am = f✗c-F- I 14 --1µm I > In } , alors

ÉµlAm) E.¥,# = < is , par le lemme de Borel
-Carcetti

,

MCKK.MS Am)=µ*¥mAk ) = 0 .

⇒µCE)=µCm¥*mAÑ) =µxc-EIV-mc-IN77-kc-IN.tn>k
,
Itext -1-Nncx) IEti )

⇒ -1µm mT→sf µ -

p -p . -1-1

nonnen
Texte tapé à la machine
faire un dessin

nonnen
Texte tapé à la machine
ok

nonnen
Texte tapé à la machine
que déduit-on de cette égalité? 

nonnen
Texte tapé à la machine
attention, les indices m et n sont les mêmes !

nonnen
Texte tapé à la machine
OK

nonnen
Texte tapé à la machine
ok.

nonnen
Droite 



4)
a) Par 3), on part trouver nine sous-suite Ctnfdnenv de
ctn)new

,
alle que Tnk IoTµ- pp .

Car V-kc-IN.IT/nhK-lf1M-p.p..donc 1-51<-181ftp.p .

b) V-E>0 ,
① 7-8>0

, V-AC-H.nlA)<8, fathoms 44 :
② 7-N , Yn > IV.µ C. It-Tnt >%µu⇒ )<8
Posons An -- f✗ c-F-I 1-11×7- tnlx ) I > %µcE ) ) .

Alers Fn>N
,
on a :

/
⇐H-tnldm-fant-tnldm-fn.net/-tn1dmunitormecontinuitis/gnztgldm-MC.AE) .2¥,de l 'integrate

↳
a- 2. 44+42 = E.

Done felt- Tnt dµ 0
. #

nonnen
Texte tapé à la machine
continuitéuniforme

nonnen
Texte tapé à la machine
converge ceen mesure

nonnen
Texte tapé à la machine
ok



Exercise 4 .

Solution .

Si t.GL , CX , H ,µ7 , 1×1-11dµ<is
⇒ ¥2M If It >n)) = ¥2m -Manel-11 <n-113 )

←É?ftn±H<n+yHldµ =/✗ ltlduccs ;
si Emmett tent )< is, carµ✗)c-,
on a 1×1-11 dM=ÉÉ fine ,# <n-113 Hldm

+is

E ¥ Cnt1)Mcfnett <mil )

=¥zMCf HI >n ) ) -1µW 1-11701)

=¥sMH -1117N1) just < is
⇒ TEL , CX.H.nl . H
siµlX1= is ,

"

⇒
' '

est nai mais
"

⇐
"

est faux .

par example : T : CIR
,
BURT

,
7)→ IR

✗ 1-7 d- .

TENCHI >n) -0 , mais f,# 1dm=D . 1=1

Exercise 5. Solution .

a) Considerons fi , - - -,tnmne-amilletiniedeL.CM/.V-iEIl.nD.fE-idMcX.partd4.1ex 3.1,

¥5 /fail > n} HitdM=o , dere- in -dire ffµ , >n,Hilda/new
est décroissante et avoir une limited 0.

Done

nonnen
Droite 

nonnen
Texte tapé à la machine
et

nonnen
Texte tapé à la machine
OK

nonnen
Texte tapé à la machine
OK

nonnen
Texte tapé à la machine
que la suite de nombres posiifs

nonnen
Texte tapé à la machine
On a donc n suites décroissantes, qui convergent vers 0. Le maximum ce des n suites converge aussi vers zéro.

nonnen
Rectangle 

nonnen
Rectangle 

nonnen
Texte tapé à la machine
Attention, il ne faut pas utiliser la même lettre (n) pour indiquer le nombre de fonctions f_i, et le seuil dans l'intégrale, qui converge vers +\infty. 

nonnen
Rectangle 

nonnen
Rectangle 

nonnen
Rectangle 



finis .EE?naln+ii=aHildM--ki5CYEiElfm..p.yHildmDa0 .

Arbors -47 ie-u.no est nmitormément integrable . #
b) Si Hier est rmitormémene integrable :

Véritiez ci ) : si EEE feltitdµ=•. alois
theIN

,
7- in c-I , fetishDM72k -NCE) .

done Satiny Hindu>k.MGE)
⇒ FEI few>µ Hildm >k -

utE)

⇒ ¥5s ¥-11µ,>µHilda =P, contradiction.

Done ¥1 /⇐ Hitdµ< is ;
Véritiezlii ) :

YE > 0 , 7- C > 0, ¥111 Hi, > a] Hi 1dm < % .

Pnenons Y = 42C , ahors-VAEH.meA)
<Y,

Vi c-2, /A Hilda a- c-Yt % = EX

si les deux conditions some satistaites :

V-ic-Z.vn C- IN . soit ai, n =µ If HIZN ) ) .
Par exercise 4

,
on suis que Fi

c-2
, ¥5MHit>n })=o

car V-ic-I.fi C-LICE , A/MI eealE) <is.
Si F- soso.VN C-IN

,
In>N, 7- i EL, Ain?E ,

alors fp-ltildMZNE.prenonsn-cs.ee
on a II FEI fil DM = is , c

'
estnine contradiction .

nonnen
Droite 

nonnen
Texte tapé à la machine
c

nonnen
Texte tapé à la machine
car l'intégrale sur le complémentaire est < k\mu(E)

nonnen
Texte tapé à la machine
OK

nonnen
Texte tapé à la machine
expliquer un peu plus cette inégalité (qui est OK)

nonnen
Texte tapé à la machine

nonnen
Texte tapé à la machine
Tu veux montrer que les a_{i,n} convergent uniformément p/r i. Tu raisonnes par l'absurde.



Done V-E> 0, INC-IN,Fn3N, FiEI
,
Ai
,
n EE .

Par ladeuxiéme condition , on a :

V-E> 0 , 7- NEIN, V-nZN.FI C-I,µcfHit >n})EY .

done Yi GI , fry,>nttildn ⇐E
⇒ LIE .IE/w..p.mHildM--0 . #

c) (Ti ) ; ez et Cgi ) ios sort nnitormément integrable ,por (b) ,
on a :( 1) 5¥21,¥i1dµ< is et ¥11,1gildner
(2) V-E>0 , 7g> 0,V-AC-H.MLAKY.V-ic-I.laHildur<%, fatgildµ<%

done : lit ¥1S,=Hi-1g it e- ¥1feltit -1 FEE felt it co,
cii) V-E> o

, 7J >o.V-AC-H.MCAKYV-ic-2.faltitgildmefptildu-fn.lyitdµ<%t%=E
⇒ ctitfiliezeserrnitormémene integrable . #

nonnen
Texte tapé à la machine
Donc les a_{i,n} convergent bien uniformément.

nonnen
Texte tapé à la machine
ok

nonnen
Texte tapé à la machine
ok

nonnen
Texte tapé à la machine
OK




