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Différents laplaciens sur [0, 1]

Exercice 5.1 Propriétés de H'(I) et H}(I)

Exercice 5.2 Laplacien de Neumann sur / et Laplacien périodique sur le tore T'

Soit I =]0,1[. On considére L?(I) muni de sa structure hilbertienne usuelle. Etant donné
a : [0,1] — R% de classe C*, on définit un opérateur non borné A sur L?(I) en posant
Au = —(av’) pour tout élément u € D(A) = {u € H2(I) : 4/(0) = u'(1) = 0}.

a. Pour montrer que A est accrétif sur L?(I) on calcule:

Re(Au|u) = Re/—(au')’ﬂ = /aulﬂ/ = /aul|2 >0
I I I

car a > 0 sur I. Pour justifier la deuxiéme égalité on utilise une intégration par parties
en remarquant que si u est dans D(A) alors u’ est dans H'(I) et au’ est dans H(I) (en
effet lorsqu’on multiplie une fonction de H'(I) par une fonction de C°°(I) on obtient une
fonction dans H'(I) pour le voir calculer la dérivée au sens des distributions par exemple).
On peut donc utiliser la formule d’intégration par parties de ’exercice 5.1 question 1. en
utilisant que «/(0) = v/(1) = 0.

b. Pour u,v € H'(I) x H(I) on définit b(u,v) = (u,v)r2(p) + (av/,0') 2y = [;uv + [; au'v.
Alors b est une forme sesquilinéaire car le produit scalaire dans L? est sesquilinéaire. De
plus, par 'inégalité triangulaire et par I'inégalité de Cauchy-Scwarz dans L2([)

[b(u, v)| < [[ullz2llvllze + lallelu/llz2l[0'l[ 2 < (X + lall o)l g vl -

Pour la derniére inégalité on a utilisé |ul|z2 < |lullg et |u/]|z2 < ||ul[g1. Donc b est
continue.

Enfin

1
b, )| = JJul7: +/ alu'[* > Jlul 2 +mlina||U'||i2 2 min(lam}Da)HMﬁp-
0

On a bien que minya existe et est strictement positif car a est strictement positive et
continue sur [0,1] compact. Donc b est aussi coercive. En utilisant le théoréme de Lax-
Milgram on déduit que pour tout w € L?(I) il existe un unique u € H'(I) tel que

(1) b(u,v) = (w,v)r2(p) Vv € HY(I).

(Ceci car la forme linéaire v — (w,v) 2 est continue sur H'(I).) En prenant des fonctions
test v dans C°(I) C H*(I) dans (1) on observe que

(2) —(av') + u = w dans D'(I).



En particulier, (au') = u —w € L?*(I), donc (av') € H'(I). Donc, comme a est minorée
par une constante strictement positive 1 x (au’) = v’ € H'(I) et u est dans H*(I). On
réécrit la relation (1) comme

(3) /auv +/U—/vaourtoutvEH1(I)

En utilisant que (au’)’ = v — w et une intégration par parties on a alors a(1)u/(1)v'1) —
a(0)u'(0)v'(0) = 0 pour tout v € HY(I) donc u'(1) = «/(0) = 0. Finalement pour tout
w € L(I) on a trouvé un unique u € D(A) tel que Au +u = w ce qui signifie que A est
maximal (prendre \g = 1 dans la définition du cours). Il est donc maximal accrétif.

. L’opérateur non borné A est maximal accrétif sur L2(I) qui est un espace de Hilbert donc
d’apres le théoréeme de Hille-Yosida (version espace de Hilbert) il engendre un semi-groupe
de contractions sur L2(I) que I'on note S(t). On pose u(t) = S(t)ug pour ug € L*(I), on a
u € CO(RT, L(I). Posons u(t,r) := u(t,r) € L} _(RT x I). Montrons que u vérifie

9 du
n G e =0 DR )

avec la condition initiale u(0, z) = ug(x) pour tout x dans I et les conditions au bord (dites
de Neumann)

loc

(5) Ju(t, 1) _ Ju(t,0)

Ox Ox
Ces derniéres conditions au bords étant & interpréter dans un certain sens. En fait on a
résolu I’équation de la chaleur dans un milieu inhomogeéne et/ou anisotrope (modélisé par le
coefficient a) en considérant un milieu isolant (conditions de Neumann). En effet d’aprés le
cours, la fonction u(t) vérifie que pour tout ¢ € CZ°(R* ,R) en posant u,, := +°° Y(t)u(t)dt
on a uy € D(A) et Auy = uy. On teste cette derniére relation sur des fonctlons test dans
C(I) et on trouve

(©) / a<x>(0+°°w<t>u<t>d) nie = [ [ Outae(wd

Avec la défintion au sens des distributions de la dérivation et la définition de 'intégrale de
Riemann comme limite d’intégrale de fonctions en escaliers on obtient (interversion crochet
intégrale vue en TD)

(7) / / T S Oult)(—agY dbde = /I /O T W ult)p(@)dtdz

ce qui signifie

0 0 Oy *
@ (2O 1) gy ) = 0V € CE(I) X OF(RY)

Les sommes finies de fonctions de la fomre ¢(x)1(t) étant denses dans C°(R% x I) on
en déduit que u est solution de (4). La condition initiale est satisfaite car, par définition
des semi-groupes, u(0,z) = S(0)ug(x) = up(z) pour (presque) tout x dans I. La condition
au bord est & interpréter comme wu, € D(A). En fait si ug € D(A) alors d’aprés le cours
u(t) € D(A) pour tout ¢t > 0 donc en particulier on peut vérifier que la condition au bord
est vérifier dans un sens classique.

=0 pour tout t € RY.



d. On remarque que [; S(t)ug(x)dz = (S(t)ug,1) 2. La fonction ¢ — [, S(t)u(x)dx est con-
tinue sur R (faire la différnece en ¢, t5 et appliquer Cauchy-Schwarz) donc en particulier
c’est une distribution). Calculons sa dérivée en temps au sens des distributions:

dt(/s me: dx),q/) /M(/s uodx) (t)dt
+00

- /0 (S(tyuo, 1y (B)dt = (| &/ (0)S(E)updt, 1) 12

0

+o00
=(A < ; w(t)S(t)uodt) )2

_ /I _ (a(m)( 0+ooz/z(t)5(t)u0dt>/>/da:

00 / . /
== ([ wostom) W +o0( [ vosoum) ©
= 0.
La derniére égalité étant vraie car fOJroow(t)S(t)ug € D(A). De méme, le fait d’avoir
0+°°¢(t)S(t)uo € D(A) Cc H(I) nous permet de justifier les intégrations par parties.

La dérivée temporelle au sens des distributions de [; S(t)uo(x)dx étant nulle on déduit que
cette fonction est constante, en I’évaluant en ¢ = 0 on obtient

/I S(t)uo(z)dz = /I o (z)dz.

e. On note u* = [, u(x)dz pour u € L*(I). L'espace L2 = {u € L*(I);u* = 0} est un espace
de Hilbert comme sous-espace fermé de I'espace de Hilbert L?(I) (en effet si u, — u dans
L?(I) on peut voir par l'inégalité de Cauchy-Schwarz que v’ — u* dans R. On remarque
que pour u € D(A)NL? on a Au € L3. En effet, pour un tel v on a [; Au(z)dz = [;(au’) =
a(1)u'(1) — a(0)u/(0) = 0 ('IPP est justifice car au’ et la fonction constante égale a 1 sont
toutes deux dans H!(I)). Pour p > 0 on considére la forme sesquilinéaire définie sur H'(I)

par
bu(u,v) = /au’v’ —u/uv
I I

Comme dans la question b) on peut montrer que cette forme est continue sur H'(I). De
plus par I'inégalité triangulaire:

byl =| [ '
I I
Z/a|u'2—u/u2
I I

Or d’aprés l'inégalité de Poincaré (question 5 exercice 5.1) on a pour tout u € H*(I) N L%
J;lul* < M [, |/|* pour un certain M > 0. Ceci implique

bt > [P = [

> (mina—,uM)/u'|2.
I I




Donc si (minya — pM) > 0 alors b.(u,v) est coercive sur H(I) N L2 (en effet d’aprés

I'inégalité de Poincaré, [, |[v/|* définit une norme équivalente sur H' N L%). Soit donc 0 <

c < MRS ot \g > 0. Comme b._), est coercive et continue sur H'(I) N L? d’apreés le

théoréme de Lax-Milgram, pour tout w € L?, il existe un unique v € H*(I) N L2 tel que

/au’z‘/—c/u@—i—)\o/u@:/wﬁ pour tout v € H'(I) N L2
I I I I

En particulier, il existe un unique v € H'(I) N L? tel que Au — cu + Mu = w. Ceci signifie
que A — ¢, défini ici sur D(A) N L? est maximal sur L2. Montrons qu'il est aussi accrétif:

(Au — culu) = /a|u/|2 - c/ ||
1 1
/a!u'\z —cM/\u’\Q >0
I 1

ou l'on a utilisé 'inégalité de Poincaré et le fait que minfa —cM > 0. Donc A est maximal
accrétif sur L2 et on a

Re(Aulu) > e|ju||32 pour tout u € D(A) N L2,

On peut alors appliquer le corollaire 2.19 du cours pour déduire que A engendre un semi-
groupe sur L? qui vérifie 'estimation ||S(¢)|| < e~“*. Maintenant si ug € L?(I) alors ug—uj, €
L? et on a

I5(6)(w0 = )21y < € lua = [ woladollgr) vt = 0.

Or S(tyuy = S(t) [;uo(x)dx = [;uo(x)dx. En effet, [;uo(x)dz est dans le domaine de A
(c’est une fonctlon constante) donc S(t) [; uo(x)dx est derlvable sur R et 4 (S(t) [, uo(z)
—A [;up(x)dz = 0. On en dedult St)uy = [;uo(x)dx et

||S(t)u0—/u0(:c)d:r||Lz(I) <e—ct\uo—/ o(2)dz| 21y Vt > 0.
I I

. On suppose que a(0) = a(1). Ici on définit A sur un autre domaine
D(A) = {ue H*(I) : u(0) =u(1), «'(0) =« (1)}.

et par la méme formule Au = —(au)’ pour u € D(A). On note H',. = {u € H'(I);u(0) =

per

u(1)}. L’espace ngr est un espace de Hilbert comme sous-espace fermé de H'(I)) (ici

on utilise l'injection continue de H'(I) dans CY(I) pour montrer la fermeture. La forme
sesquilinéaire b(u, v) = (u,v) 2 + (au’,v') 2 est continue et coercive sur HJ, (car elle I'est

sur H'(I)). Donc pour tout w € L*(I) il existe un unique u € H},, tel que

(9) /auv —i—/uv—/wv VUEH;H

En particulier en prenant des fonctions test v € C°(I) C H}

per dans I'équation précédente

on trouve
—(av') + u = w dans D'(I).

dz) =



Ainsi on a (av') = w —u € L*(I) et donc u € H?(I). En intégrant par parties (9) on
trouve

a(1)u/(1)5(1) = a(0)u'(0)5(0) Yo € H}

per*

Comme a(1) = a(0) on en déduit v/(1) = «/(0) et donc u € D(A). Donc A est maximal sur
L3(I). De plus A est accrétif car

(Aulu)r2 = /—(au/)'u = /a|ul|2 + a(1)d'(1)a(1) — a(0)u'(0)u(0)

1 1

= /a\u’]Q >0
I

). D’aprés le théoréme de Hille-Yosida A engendre un semi-groupe de
(I). On note u(t) = S(t)ug pour ug € L*(I). Alors, comme avant, on
= u(t)(x) verifie

pour tout u € D(A
contractions sur L?
montre que u(t, z) :

Oy — Oz (a(x)0yu) = 0 dans [
(10) u(0,2) = up(z) pour x € I
u(t,0) = u(t,1) Oyu(t,0) = dyu(t,1) pourt > 0.

La derniére condition étant & interpréter au sens faible suivant: pour tout ¢ € C}(R*), 0+°° Y(t)u(t)dt €
D(A) et le fait d’appartenir au domaine contient les conditions au bord.
On a aussi pour ce semi-groupe

/IS(t)uo(x)d:c = /uol(x)dx vt > 0.

I
On peut reprendre la démonstration précédente ligne & ligne en utilisant cette fois que

“+00

an(oﬂ”wwawwﬁyu>—am( Mﬂﬂﬂmy@D—O

0
car a(0) = a(1) et f0+oo Y(t)S(t)updt € D(A) pour tout ¢ € CL(R%). Enfin, en utilisant I’
inégalit¢ de Poincaré sur H'(I)N{u; f; u = 0} on va pouvoir montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que
A — & est maximal accrétif sur L2(I). En particulier pour tout ug € L?(I) d’aprés le corollaire
2.19 du cours on va avoir

ISt~ [ wn()dlzzn < lhuo ~ [ wolzzy 0.
I I

Exercice 5.3 Laplacien avec conditions au bord mixtes

Soit I =]0, 1[. On considére I'espace L?(I) muni de son produit scalaire usuel. Etant donnés
a :[0,1] — R% de classe C* et a € R, on définit un opérateur A, sur L*(I) en posant
Aqu = —(av') pour u € D(A,) = {u € H*(I) : au(0) = +/(0), u(l) = 0}. On note
HY=HYI)n{u(l) =0} et

1
I(a) = 7ilelgF(oz,u), F(a,u) = aa(0)|u(0)|? +/0 a(x)|u (z)|*dz

ou S = {’LL € Hé . ||Ul||L2(I) = 1}



1. L’espace H}, muni du produit scalaire de H'(I), est un espace de Hilbert comme sous-
espace fermé de H'(I). Pour montrer qu'il est effectivement fermé on utilise 'injection de
HY(I) dans C°(I), et donc si u,, — u dans H'(I) on a u,(1) — u(1). Montrons I'inégalité
de Poincaré, pour u € H} on peut écrire, si z € (0,1)

On a alors, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L2(I): |u(z)|* < ||u’H%2(I)(1 —x). On
obtient donc HUHLQ(I) S %HU/HLQ([).

2. Pour u € D(A,) on a

(Aatfs) 21y = — /[ (o)t = /I ol Pz — (1) (1)a(1) + a(0)e (0)a(0) = F(a, u).

Donc si I(a) > 0, pour u dans H} différente de la fonction nulle on a F(a, W) > 0.
L

D’apreés la définition de F,, on en déduit que pour tout u € Hj on a F(a,u) > I(a)|[u/|| .
Ce qui montre que si I(a) > 0 alors A, est accrétif. Maintenant si I(a) > 0, on se donne
I(a) > Ao > 0 et on considére la forme sesquilinéaire définie sur H} par

bo () = /] a5 + aa(0)u(0)5(0) + Ao /] .

On peut montrer que b, est continue et |by(u,v)| < (2maxy a+ 1)||ul|g1||v|| g1. De plus by
est coercive car, en utilisant l'inégalité de Poincaré il vient:

u
ol 0] 2 Flen i) = Nl > I3z = Nl
I«
> T 1) 4 (VI (0) /2~ o)
> Ol

si Ag > 0 est assez petit. En particulier, b, est coercive. D’aprés le théoréme de Lax-
Milgram, pour tout f € L?(I) il existe un unique u € H} tel que

(11) /au'v’ + a(0)u(0)v(0) + No /uz‘; = /ZU’L_} pour tout v € H}.
1 i 1

En prenant des fonctions tests dans C°(I) C Hj on a que —(au’)’ = w — Aou. Donc
u € H?(I). De plus en intégrant par parties la relation (11) on trouve que au(0) = u/(0)
et donc u € D(A,). Ceci signifie que A est maximal.

3. a. Soient a1 < ag, on a alors pour tout u € S: F(ag,u) < F(ag,u). Donc I(a1) < F(ag,u)
pour tout u dans S et encore I(a;) < I(az). De plus par U'injection de Sobolev dans les
fonctions continues et 'inégalité de Poincaré on a, pour tout u dans H Cll

F(o,u) = amin||t]| 2 = Collu/|| 12 = (amin — Ca)[e/|| 2.

Donc pour « assez petit (o dans un voisinage de 0 on F(o,u) > (amin — Ca) > ¢ >0
pour tout u dans S et donc I(«) > 0 sur ce voisinage de 0.



b. Pour u dans S on a |F(a,u) — F(o/,u)| = [(a — &)|[u(0)]?a(0) < | — o |amaz | [|F2 <
maz|a — |. Donc k = aq, convient. Maintenant, pour tout e > 0 soit uy tel que
F(a,up) =I(a) + € 0na

I(d)) = I(a) < F(d/,u1) — Fla,uy) — e < ko' — a| —e.
Ceci étant valable pour tout € > 0 on en déduit que I est Lipschitzienne.

4. On suppose qu’il existe deux zéros de I notés o < /. Soit u,, € S telle que F(a/,uy) —
I(a/) = 0. Comme F(d/,up) > F(a,uy) > I(a) = 0 on déduit F (o, up) — F(a, un) — 0 ou
encore (o’ —a)a(0)|u,(0)]? — 0. Ceci implique |u,(0)| — 0. Mais alors on a fol a(z)ul,|? —
0, mais ceci est une contradiction car fol a(z)[ul,|? > amin fol [ul |2 > amin > 0. On déduit
qu’il existe au plus un zéro.

5. Soit A > 0. On note J = infy,cs(F (v, u) + )\HUH%Q(I)).

a. On a F(ag,u) + Mull72 > F(ao,u) > I(ag) = 0. Donc on déduit que J > 0. On
suppose J > 0. Alors on va avoir que la forme sesquilinéaire bq,(u,v) = [;au'v’ +
20a(0)u(0)v(0) + A [; uv est continue et coercive. Donc d’aprés le théoréme de Lax-
Milgram on peut montrer que Ay, + A est maximal sur L?(I).

b. On suppose par 'absurde que J = 0. On considére une suite minimisante (uy), C S
pour J. Comme I(ag) =0 on a ||uy|/z2 — 0. Mais on a ||u/,||;2 = 1 donc par injection
compacte dans les fonctions continues on a u, — 0 uniformément sur I. Ceci implique
que f[ a|u%\2 — 0 ce qui n’est pas possible car cette quantité est supérieure & a,;, > 0.

1
6. On note g (u,v) = aa(0)a(0)v(0) + Ofa(x)ﬂ’(x)v’(x)dac.

a. On prend u, C S une suite minimisante pour I(ap) on a alors ||u),||z2 = 1. Donc u,, est
bornée dans H'(I) par injection compacte dans C°(I), quitte a extraire on en déduit
u, — u dans C°(T) et u/, — u' dans L?(I).

b. Par semi-continuité inférieure séquentielle on a F(ap,u) < liminf, o F(a,uy) =
I(ap) = 0. Par I'absurde, si il existe v € H} telle que F(ag,v) < F(ag,u). Alors v n’est
pas nulle, car sinon F(ap,v) = 0. On a donc ||v'||z2 # 0 et on infére F(ayp, m) =

lv]| 2 F (g, v) > I(ag,v) = 0. C’est donc une contradiction et alors

F(ap,u) = uienbf[1 F(ap, u).
d

Donc u est un minimiseur sur H C}, en faisant des variations de la forme w4 tv, ¢ petit et
v € H} on déduit ga,(u,v) = 0 pour tout v € H}. En prenant v dans C2°(I) C H} on
déduit (au’)’ = 0. En utilisant une intégration par parties on trouve aussi u/(0) = agu(0)
et comme u € H} on a u(l) =0.

¢. On conclut que ag = v/, (0) ont uy est solution de (au’)’ = 0 dans I, u(1) =0, u(0) =1
et u/(0) = ap.



