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Vibrations chaotiques et grosses balafres

Nalini Anantharaman, Stéphane Nonnenmacher?

1. Introduction

Quel lien existe-t-il entre un tremblement de terre, un tambour, une cavité
mésoscopique bidimensionnelle, un four a micro-ondes, une fibre optique? Les
équations régissant la propagation des ondes (sismiques, acoustiques, électroniques,
micro-ondes et optiques) sont linéaires; les solutions de ces équations peuvent donc
se décomposer comme sommes de modes propres de vibration (ou modes station-
naires). Le caractére discret, ou « quantique », de cette décomposition en modes
propres est dii a la géométrie compacte des cavités. Mathématiquement, celles-ci
sont modélisées par des variétés riemanniennes (X, g) compactes de dimension d,
avec ou sans bord. Pour simplifier, on se restreindra a des ondes scalaires, décrites
par une fonction réelle ¢(x, t). Les modes propres (1,(x))n>0 satisfont alors a
I"équation de Helmholtz

(1.1) Aty + ki hp =0,

ot A : H?> — [? est I'opérateur de Laplace-Beltrami sur X, et k, > 0 est la
fréquence de vibration du mode v,,. En présence d'un bord, comme pour le tambour
ou les cavités électromagnétiques, un choix de conditions au bord est nécessaire :
typiquement, des conditions de Dirichlet ¥9x = 0, ou de Neumann 9,%¢px = 0,
0, étant la dérivée normale au bord.

La question qui nous préoccupe est la description des modes propres, et en
particulier les modes de haute fréquence k, > 1. On voudrait prédire les propriétés
de localisation des modes 1, a partir de notre connaissance de la variété (X, g).

Prenons le cas d'un domaine du plan euclidien, qu'on appellera un billard. Pour
certains billards de forme tres spécifique (par ex. un rectangle, un disque, une
ellipse), une séparation de variables permet de ramener I'équation de Helmholtz & un
probléme aux valeurs propres a une dimension (probléme de Sturm-Liouville). Dans
la limite de haute fréquence, on sait résoudre ce dernier avec une précision arbitraire
(par des méthodes WKB?), ou parfois méme exactement (v. fig.1.1). On a donc une
compréhension (presque) totale des modes propres. Cette séparation de variables
peut s'interpréter comme une symétrie de la dynamique classique dans ce billard,
autrement dit la dynamique d'une boule (ponctuelle) roulant sans frottement et
rebondissant sur les bords. Dans le cas plus général d’une variété riemannienne,
la dynamique que I'on regarde (en dehors des rebonds sur le bord) est le flot

1 CMLS, Ecole Polytechnique, 91128 Palaiseau, France; Institut de Physique Théorique,
CEA/DSM/IPhT, Unité de recherche associée au CNRS, CEA/Saclay, 91191 Gif-sur-
Yvette, France.

2 Pour Wentzel, Kramers, Brillouin.
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Fic. 1.1. A gauche, une orbite du billard circulaire. Au centre
et a droite : deux modes propres du disque, avec leurs fréquences
respectives.

hamiltonien gt sur le fibré cotangent® T*X, engendré par le hamiltonien d'une
particule libre

2
(1.2) H(x,¢&) = %, (x,&) e T*X.
Si on se restreint a la couche d'énergie S*X = {(x,&) : [¢| = 1}, g* est aussi le
flot géodésique. Pour les billards rectangulaires, circulaires ou ellipsoidaux, il existe
une quantité S(x, &) indépendante de H et constante le long des trajectoires du
flot, qui rend cette dynamique intégrable au sens de Liouville. Par exemple, pour
le disque il y a conservation du moment angulaire. Les trajectoires classiques sont
alors tres « régulieres » (v. fig.1.1). Au niveau quantique, cette symétrie prend la
forme d'un opérateur différentiel auto-adjoint Op(S) qui commute avec le laplacien.
La restriction de (1.1) a chaque espace propre de S fournit le probleme de Sturm-
Liouville mentionné plus haut.

Deés qu'on modifie un peu la forme d'un tel billard, on brise la symétrie, et il de-
vient impossible de ramener (1.1) a un probléme unidimensionel. Le flot géodésique
n'est plus intégrable, il devient chaotique dans certaines zones de |'espace des
phases. On ne dispose plus de formule approchée pour décrire les modes propres v,,.
Le cas extréme consiste en des billards totalement chaotiques, comme le « stade »
de Bunimovich (v. fig.1.2). Dans la suite on s'intéressera exclusivement a ces flots
totalement chaotiques. Nous imposerons des conditions mathématiques suffisam-
ment fortes pour que cette notion de « chaos » soit exploitable afin de déduire
certaines propriétés des modes propres.

Signalons que les méthodes numériques les plus récentes (opérateur de bord,
méthode de « scaling ») ne permettent de calculer que quelques dizaines de milliers
de modes de billards bidimensionnels, au plus quelques milliers pour les billards
tridimensionnels, et moins encore en cas de métrique non-euclidienne. La difficulté
vient du fait que les modes de fréquence k, > 1 oscillent (dans |'espace) sur une
échelle ~ 1/k, : on a donc besoin d'un maillage de plus en plus fin a mesure

3 Souvent appelé « espace des phases » en physique, il s'agit de I'ensemble des couples (x,€)

oll x € X et £ est un (co)vecteur basé en x, représentant I'impulsion.
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qu’on augmente la fréquence*. Heureusement, on dispose d'outils analytiques pour
étudier les modes tres élevés.
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k= 39.045 k=

Fi1c. 1.2. En haut a gauche, une orbite typique du « stade »,
équidistribuée dans toute la cavité. Les trois autres figures
représentent des modes propres de fréquences k, ~ 39. En bas
3 gauche, une « balafre » sur I'orbite horizontale (instable). A
droite, un mode « bouncing ball ».

1.1. Régime et méthodes semiclassiques

Le régime des hautes fréquences nous permet d'utiliser des méthodes d'ana-
lyse semiclassique. En effet, I'équation de Helmholtz peut s'interpréter comme une
équation de Schrédinger indépendante du temps : en prenant comme constante de
Planck effective h, = k, 1, le mode propre ), satisfait 2 :

R2A " 1 "

2 "2
Le membre de gauche est le hamiltonien quantique décrivant la dynamique d'une
particule libre a l'intérieur de la cavité; il quantifie le hamiltonien classique (1.2).
L'équation ci-dessus décrit donc une particule quantique dans un état stationnaire
d'énergie E = 1/2. La limite de haute fréquence k, — oo correspond exactement
au régime semiclassique i = h, — 0. Dans la suite, on notera indifféremment 1,
ou 9y le mode propre ci-dessus.

Le principe de correspondance exprime le fait que, dans la limite semiclassique,
le flot de Schrédinger donné par le propagateur Ut = eiths agissant sur L2(X),
« converge » vers le flot g agissant sur T*X. Plus bas nous explicitons le sens
a donner a cette convergence. L'analyse semiclassique a pour objectif de se servir
de notre connaissance du flot classique, pour déduire des propriétés du flot de
Schrédinger, et en particulier de ses modes stationnaires.

(1.3)

4 Le code permettant de calculer les modes propres du stade nous a été gracieusement fourni

par Eduardo Vergini [21].
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Une premigre fagon de formaliser cette correspondance (pour X = RY) est de
considérer un « paquet d'onde gaussien » localisé a la fois en position (pres de xg)
et en impulsion (pres de &, a I'échelle h™1) :

_ x—x|?

(1.4) Yo(X) = thag g (x) = (wh)~¥/* ™20~ g0/,

Cet état est la meilleure approximation qu’'on ait d'une « particule ponctuelle »
au point (xp,&) € T*X. Alors, son image par le flot de Schrodinger au temps t,

s ithA . , .
c'est-a-dire 1) = "2 1)y, est localisée dans I'espace des phases autour du point
gt (x0,&). On verra plus loin que cette correspondance n'est valide que pour des
temps |t| < Clogh~1!.

1.2. Observables

La correspondance peut aussi s'exprimer en terme d'observables. Pour nous une
observable est une fonction réelle A € C*°(T*X) (indépendante de 1), dont on se
sert pour mesurer la localisation d'une fonction d'onde dans I'espace des phases.
On peut lui associer une « observable quantique » Op;(A), qui est un opérateur
auto-adjoint sur L2(X), construit en appliquant 3 A une procédure de quantification
« a lI'échelle h ».

Par exemple, sur X = R? on peut utiliser la quantification de Weyl

(1) 0ol (W) = g [ A(F5206) b Oy de

Le cas le plus simple consiste a prendre A(x,€§) = A(x) indépendante de I'impul-
sion : OpyY (A) est simplement I'opérateur de multiplication par A(x). Au contraire,
si A(x,€) = P(€) avec P(e) un polyndme, alors Opj” (A) est I'opérateur différentiel
P(?a%). On incorpore le parameétre /i a la définition de OphW(A) afin que cet
opérateur soit naturellement adapté a I'étude des fonctions dont la fréquence d'os-
cillation est d’ordre h=1. Sur une variété X, on peut définir Op; (A) en utilisant (1.5)
dans des cartes, et en les recollant grace a une partition de I'unité. La procédure
n'est pas « canonique » : sur RY, il existe d'autres quantifications que celle de
Weyl, et sur une variété notre définition dépend en plus du choix des cartes. Mais
deux quantifications distinctes auront les mémes propriétés semiclassiques.

Le principe de correspondance implique que la quantification commute presque
avec I'évolution d’une observable. Cette propriété est formalisée par le théoreme
d'Egorov :

2 A x A
(1.6) le™""2 Opy(A)e™2 — Opy(Ao gz = Oe(h)  (Egorov)

La encore, cette correspondance semiclassique n'est valable que pour des temps
|t| < clog ™!, pour un c pas trop grand. En effet, pour des temps |t| > Clogh~?,
I'observable Ao g! oscille sur des échelles < A : il ne s’agit alors plus du tout d’une
« observable classique ». Plus loin on définira précisément un temps d’Ehrenfest
marquant la rupture de la correspondance, et qui sera au coeur de nos résultats.
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20 N. ANANTHARAMAN, S. NONNENMACHER

1.3. Mesures semiclassiques

En mécanique quantique, la fonction |t/(x)|?> décrit la probabilité de trouver
la particule a la position x € X. Un appareil de mesure ne pourra tester que la
probabilité intégrée sur une petite région (un « pixel ») [5[1(x)[* dx, qu'on peut
aussi écrire comme un élément de matrice diagonal (¢, 1g1), ol 15 est I'opérateur
de multiplication par la fonction caractéristique sur B.

De méme, pour une observable A(x,£) a support dans une petite région de
I'espace des phases, I'élément de matrice (1), Op;(A)%)) nous renseigne sur la pro-
babilité que la particule se trouve dans cette région. Du fait de la linéarité de la
quantification A — Op;(A), cet élément de matrice peut étre représenté par le
biais d’une distribution p, sur T*X, définie par

1 (A) (1, Opy(A))

pour A € C§°(T*X). Cette distribution (qui dépend de 1) mais aussi de I'échelle 1)
est appelée « mesure de Wigner de I'état 1) », bien qu’elle ne soit généralement pas
positive. Sa projection sur X est donnée par la mesure de probabilité [1(x)|? dx,
mais /1, contient plus d'information : comme elle tient compte de la phase de
la fonction v(x), elle décrit également la direction locale de propagation de la
particule, autrement dit son impulsion®. On appelle aussi i, un relevé microlocal
de la mesure de probabilité |1(x)|? dx. Comme le flot gt agit sur T*X, la mesure
de Wigner est un outil adéquat pour faire le lien entre flot classique et flot de
Schrodinger.

Pour cerner les propriétés de localisation des modes propres v,, nous allons
donc considérer leurs mesures de Wigner g, = p1n (dans les échelles 7,). Il est
difficile de décrire ces distributions individuellement, par contre nous chercherons
a comprendre les valeurs d’adhérence de la suite (1n)n>0, au sens de la topologie
faible. Une telle valeur d'adhérence p est appelée une mesure semiclassique du
flot géodésique, ou de la variété X. Les propriétés de base de la quantification
impliquent que toute mesure semiclassique p est

— une mesure de probabilité sur la couche d’énergie S*X = {(x,¢) : || =1}
— indépendante du choix précis de quantification A — Op;,(A)
— invariante par le flot géodésique : © = (g*).(u), Vt € R.

La derniere propriété découle directement du théoreme d'Egorov (1.6). Ainsi, a
partir des modes quantiques stationnaires (¢,,),, on a fabriqué une mesure de pro-
babilité 1 sur S* X, classiquement invariante, qui décrit les propriétés asymptotiques
de localisation des états d'une sous-suite (¢n;)j>1.

1.4. Toute mesure invariante est-elle une mesure semiclassique ?

En général, le flot géodésique sur S* X possede de nombreuses mesures de pro-
babilité invariantes. La mesure de Liouville, définie comme la désintégration sur
5*X du volume symplectique dx d§, est en quelque sorte la « mesure invariante
naturelle » sur S*X. Par la suite nous la noterons L.

5 On peut montrer que toute I'information sur |'état 1) (excepté une phase globale) est contenue

dans la distribution fi,,.
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De plus, chaque géodésique périodique supporte une unique mesure de proba-
bilité invariante. Les flots chaotiques que nous considérons possedent un ensemble
dénombrable de telles géodésiques, qui remplit S*X de facon dense.

Pour une variété donnée, on est donc conduit a la question suivante :

Parmi toutes les mesures gt-invariantes sur $* X, quelles sont celles qui
apparaissent comme mesures semiclassiques ? Autrement dit, a quelles me-
sures invariantes peuvent ressembler les mesures de Wigner (u,) dans la
limite de haute fréquence?

On ne dispose pas d'une réponse d’ensemble a cette question, valable pour tous les
flots géodésiques. On se restreint alors a des flots hamiltoniens ayant des propriétés
dynamiques « bien comprises » : systemes completement intégrables d'une part
(une bonne introduction est la thése d'habilitation de S.Vii Ngoc [19]), ou au
contraire systémes « fortement chaotiques ».

2. Flots géodésiques chaotiques

Nous nous intéresserons dans la suite a des flots géodésiques chaotiques. Le
terme « chaotique » est assez vague, nous donnerons des hypothéses dynamiques
plus précises. Les simulations numériques sont généralement plus faciles a faire
pour des billards euclidiens, par contre I'analyse semiclassique est plus efficace
dans le cas de variétés compactes sans bord. C'est pourquoi le modele de base sera
celui des variétés compactes de courbure strictement négative, dont les propriétés
chaotiques ont été comprises depuis longtemps [3]. Le flot géodésique sur ces
variétés est uniformément hyperbolique, autrement dit il a la propriété d'Anosov :
en tout point p € 5*X, I'espace tangent T,(5*X) se décompose en

To(S*X) = E*(p) ® E™(p) ® R Xu(p)

ol le champ de vecteur Xy engendre le flot géodésique, et ET est I'espace stable
(resp. instable), tel que pour tout v € ET(p), et pour tout t > 0, ||dg*t(p).v|| <
Ce™t||v|| avec des constantes C > 0 et A > 0 uniformes. Ces propriétés traduisent
une treés forte instabilité par rapport a une variation des conditions initiales. Mais
cette instabilité s’exprime en termes mathématiques si forts, que ces flots sont en
réalité bien compris : en particulier, un tel flot est ergodique pour la mesure de
Liouville L, et rapidement mélangeant.

2.1. Ergodicité quantique

La propriété chaotique « par défaut » est I'ergodicité du flot sur la couche
d’énergie S* X, par rapport a la mesure de Liouville. Elle exprime le fait que $*X
ne peut pas étre divisée en deux sous-ensembles invariants ayant tous deux une
mesure strictement positive. Une définition plus « dynamique » est la suivante :
la trajectoire d'un point p € $*X typique pour la mesure de Liouville va recouvrir
5*X de facon uniforme aux temps longs (v. fig. 1.2). Cette propriété est vérifiée
pour les variétés hyperboliques que nous étudions plus bas. Elle I'est également pour
certains flots moins chaotiques, par exemple certains billards euclidiens polygonaux.

La seule hypothese d’ergodicité implique déja une forte contrainte sur la localisa-
tion des modes propres de haute fréquence : ceux-ci sont presque tous équidistribués
sur la couche d’énergie S*X.
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Théoreme 2.1 (Ergodicité quantique). [20, 22, 7] Supposons que le flot
géodésique est ergodique pour la mesure de Liouville sur S*X. Alors, il existe
une sous-suite (nj) C N de densité 1, telle que les mesures de Wigner des modes
propres associés vérifient

fun; — Liouville.
J—00

Le terme « densité 1 » signifie que la fraction de modes propres concernée tend
asymptotiquement vers un. Par conséquent, s'il existe une sous-suite convergeant
vers une mesure semiclassique différente de Liouville, elle sera faite de modes ex-
ceptionnels. L'ergodicité quantique est une conséquence de |'ergodicité classique,
mais la réciproque est fausse : des billards « quantiquement ergodiques » mais
possédant deux sous-ensembles invariants de mesures positives ont été exhibés par
B. Gutkin [10].

L'article initial de Shnirelman [20] décrit les grandes lignes de la preuve, sans
donner de détails techniques, en particulier, sans définir de quantification positive.
Zelditch [22] a donné une preuve compléte pour une surface compacte de cour-
bure constante —1, puis Colin de Verdiere [7] a écrit la preuve sur une variété
riemannienne compacte, sous la seule hypothese d'ergodicité.

Donnons les grandes lignes de I'argument [23]. On remarque d'abord que les
distributions de Wigner p, sont « proches » de mesures de probabilité : il existe
une suite de mesures de probabilité i, telles que, pour toute observable A(x, &), on
ait pn(A) = fin(A) + O(h,). Ces mesures positives sont construites a I'aide d’une
quantification positive, c'est-a-dire que Op(A) est un opérateur positif si A est
une fonction positive. Par exemple la quantification « anti-Wick » sur R? fournit
les mesures de Husimi fi,. Par un calcul de trace, on montre, pour toute observable
A€ CS(T*X), la loi de Weyl généralisée :

(2.1) 2:/ A@www@/ AdL, K — +co.
nlkn<k 7 T°X "X

On en déduit la loi de Weyl usuelle : soit N(K) &ef #{n, kn < K} le nombre de
modes propres de fréquence k, < K, alors

N(K) ~ Cx K9,

ainsi que la convergence en moyenne des mesures fi, vers la mesure de Liouville
sur S*X :

T 2 () = L) — o.

K [e%s)
kn<K -t

L’étape suivante dans la description statistique des (fi,(A)) consiste a estimer leur
variance, souvent appelée la variance quantique :

Vark(4) & £ 3 Jjnl4) = LA

kn<K

En utilisant le théoreme d’Egorov et I'ergodicité classique, on va montrer que
cette variance tend aussi vers zéro dans la limite de haute fréquence (le théoreme
d’ergodicité quantique en découlera de maniere directe).
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Le théoreme d'Egorov implique que les mesures [i,, sont presque invariantes :
pour un temps T > 0 fixé, on a

T
fin(A) = [in(AT) + 0n—0o(1), ol Ar= Tﬁl/ Aoghdt.
0

Comme les fi,, sont des mesures de probabilité, I'inégalité de Cauchy-Schwarz four-
nit la borne supérieure

Vark(A) < /\% kn%:Kﬁ,,((AT — L(A))?) + ok—oo(1).

La convergence en moyenne montre que le membre de droite tend vers L((AT —
L(A))z). Enfin, I'ergodicité du flot implique que cette quantité devient petite
lorsque T est grand. On a ainsi prouvé que la variance quantique Vark(A) tend
vers 0 dans la limite de haute fréquence K — +o00. Pour en déduire la convergence
de jin,(A) vers L(A) pour une sous-suite de densité 1, on invoque un argument
standard dii a Tchebychev.

L'ergodicité quantique a donc été montrée en utilisant des outils semiclassiques
assez standard, essentiellement la loi de Weyl généralisée (qui provient d'une for-
mule des trace) et la positivité asymptotique des distributions de Wigner.

2.2. « Balafres » et mesures semiclassiques exceptionnelles ?

Les calculs numériques de modes propres de certains billards chaotiques
ont révélé des structures suprenantes : en 1984, Heller observe que certains
modes propres du « stade » (dont I'ergodicité a été montrée par Bunimovich)
se concentrent le long de géodésiques instables; il baptise ce phénomene « ci-
catrice », ou « balafre » laissée par I'orbite périodique sur le mode stationnaire
(v. fig. 1.2). Alors qu'on comprend bien comment un mode propre (ou au moins un
quasimode®) peut se concentrer le long d'une orbite stable, une localisation le long
d’une orbite instable est beaucoup plus difficile a justifier (un contre-argument
est présenté dans la section suivante). La concentration observée par Heller est
avant tout visuelle; les études plus quantitatives qui ont suivi (v. par ex. [5])
tendent a exclure la possibilité d'un poids de probabilité positif prés de |'orbite
périodique, qui aurait indiqué I'existence d'une mesure semiclassique chargeant
I'orbite (ou « grosse balafre »”). Des études numériques ont également été réalisées
sur certaines surfaces compactes de courbure négative constante; elles n'ont pas
montré la présence de balafres [4].

Au niveau théorique, les résultats les plus précis concernant la localisation
de modes propres concernent des variétés hyperboliques (de courbure —1) dites
« arithmétiques » : ces surfaces sont obtenues en quotientant |'espace hyperbo-
lique H? par un groupe discret co-compact issu d'une algebre de quaternions sur Q.

Il existe alors une algébre commutative d'opérateurs autoadjoints (opérateurs de
6 Un quasimode de précision ¢ est une solution de ||(—h% A —1)|| < g||¥]|. L'existence d’un
tel quasimode implique I'existence d'une valeur propre de —h*A dans [1 — ¢,1 + €] — mais ¥
n'a aucune raison d'étre proche d'une fonction propre. Dans la limite A — 0 cette notion n’a
d'intérét que si e = e(h) tend vers 0 assez vite. On parle de quasimode, sans donner la précision,
quand ¢ = O(h™).

7 Nous proposons cette traduction pour le terme « strong scar » utilisé en anglais.
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Hecke) qui commutent avec le laplacien : en ce sens, le systeme a une famille
dénombrable de « symétries ». Il est naturel de s'intéresser aux bases orthonormées
formées de modes propres simultanés de cette algébre et du laplacien, appelés
modes de Hecke. Rudnick et Sarnak ont montré [18] que les mesures semiclassiques
associées a ces modes propres ne peuvent pas charger une géodésique périodique
(pas de « grosse balafre »). Ce résultat, ainsi que les études numériques men-
tionnées plus haut, leur ont suggéré la conjecture suivante :

Conjecture 2.2 (Unique ergodicité quantique). Soit X une variété compacte
de courbure strictement négative. Pour toute base propre orthonormée, la suite
de mesures de Wigner (fu)ik>0 admet une unique valeur d’adhérence, qui est la
mesure de Liouville.

Cette conjecture va plus loin que I'absence de « grosse balafre » : elle ex-
clut également toutes les mesures invariantes « fractales ». La conjecture a été
prouvée par Lindenstrauss dans le cas des modes propres de Hecke des surfaces
arithmétiques [15]. Une premiere étape [6], utilisant fortement les symétries
arithmétiques de la variété, a consisté a montrer que les composantes ergodiques
d’une mesure semiclassique ont toutes une entropie strictement positive (ce qui
exclut déja les grosses balafres). L'utilisation de I'entropie comme indicateur de
localisation est aussi au coeur de nos travaux.

Remarque 2.3. Le billard « stade » posséde une famille d'orbites stables, qui
sont les orbites verticales reliant les deux c6tés horizontaux. Heller a aussi mis en
évidence un autre type de modes propres du stade, appelés les modes « bouncing
ball », qui sont localisés sur cette famille d’orbites verticales (v. fig. 1.2). Contrai-
rement aux « balafres » décrites ci-dessus, on pense que les mesures semiclassiques
associées a ces modes sont effectivement supportées par ces orbites verticales. Has-
sell a récemment montré que, pour un « stade » générique, il existe effectivement
des mesures semiclassiques différentes de Liouville [12].

2.3. Localisation-délocalisation sur une orbite instable

Essayons, par un argument naif, de contruire un quasimode localisé sur une
orbite périodique instable contenant un point (xg,&). Nous verrons tout de suite
apparaitre la difficulté principale : le comportement du propagateur de Schrédinger
au temps d'Ehrenfest.

Pour construire un tel quasimode, on part d'un paquet d'onde gaussien du type
(1.4) localisé dans un v/h-voisinage de (xp, &), et on le fait évoluer par le flot de
Schrédinger. En moyennant sur un intervalle de temps [— T /2, T /2], on obtient un
quasimode

/2 def .t (R2
(2.2) Ur :/ Utgodt, U'E ean(Aath),
—T)2
Une intégration par parties montre que I'erreur
—h2A—1 _
e 1T ey NUT 20— U774

7l
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Pour minimiser cette erreur on voudrait que les états U7/24)y et U~ T/24)y soient
proches; comme U'i)g se propage le long de I'orbite, il est naturel de prendre
pour T la période Ty de I'orbite. Malheureusement, I'hyperbolicité de la dynamique
transverse 3 |'orbite « allonge » I'état gaussien UT0/2yq le long de la direction
instable sur une longueur v e*T0/2 ol ) est I'exposant de Liapounov maximal
de I'orbite. Inversement, I'état U~ 70/24)y est allongé le long de la direction stable,
de sorte que UT0/2¢py et U~ T0/24), sont loin d'étre colinéaires. On obtient alors
un quasimode de précision £(V1,) ~ h, ce qui n'est pas tres bon. Pour diminuer
I'erreur, on essaie alors d'intégrer sur des intervalles plus longs, en prenant T
dépendant de £ et tendant vers I'infini. Cependant, lorsque T devient plus grand
que le temps d’Ehrenfest

-1
(23) Te= L
I'état UT )y se délocalise le long de la direction instable sur une longueur > 1,
et remplit peu a peu tout S*X. Le quasimode ¥t n'est donc plus totalement
localisé autour de I'orbite. Cette analyse sommaire montre qu’on ne peut espérer
faire mieux que de construire des quasimodes localisés d'erreur Ch/|log 7.

2.4. Un modele jouet ayant des « grosses balafres »

Parallelement a I'étude des flots géodésiques chaotiques, on a construit des
modeles de transformations symplectiques (2 temps discret) sur des espaces des
phases compacts, qui ont des propriétés chaotiques. L'exemple le plus connu est
la transformation du « chat d'Arnold » sur le tore bidimensionnel, qui correspond
a une transformation linéaire (x, &) — M(x,&), ou M € SL(2,Z) vérifie [trM| > 2
(v. fig. 2.1). Cette transformation peut &tre quantifiée en une famille de propa-
gateurs unitaires dépendant d'un paramétre £ [13]. De tels propagateurs, appelés
« applications quantiques », ont servi de laboratoire en chaos quantique, sur les
plans numérique et analytique.

Concernant la classification des mesures semiclassiques, le modele du « chat
d’Arnold quantique » a fourni des résultats remarquables [8]. En effet, pour cer-
taines valeurs (trés particulieres) de &, le propagateur quantique est périodique, de
période Ty ~ 2Tg, ol Tg est le temps d'Ehrenfest (2.3). Grice a cette périodicité,
le quasimode (2.2) pour T = Ty est un vrai mode propre. En prenant un état vy
localisé sur un point périodique (xo, &), on montre [8] que W7, est a moitié localisé
sur I'orbite périodique, et a moitié équidistribué (la mesure de Husimi de W7, est
représentée sur la fig. 2.1). Autrement dit, ces modes propres convergent vers la
mesure semiclassique

(2.4) p= 500+ 1)

ou L est la mesure symplectique dx d{ et dp est une mesure singuliere (ici, une
combinaison de masses de Dirac) portée par la trajectoire de (xg,&o)-

Ces résultats montrent que la conjecture d'unique ergodicité quantique est
fausse lorsqu’on la transfére a des systémes chaotiques plus généraux que les flots
géodésiques. Toutefois, on montre que le « chat d’Arnold quantique » n’admet
pas de mesure semiclassique purement supportée par une orbite périodique (une

SMF — Gazette — 119, janvier 2009



26 N. ANANTHARAMAN, S. NONNENMACHER

Fic. 2.1. A gauche, la transformation du « chat d'Arnold » sur
le tore ((©Leon Poon). A droite, mesure de Husimi d'un mode
propre ¥, a moitié localisé sur un point fixe (h=1 ~ 3000).

« balafre totale »), car le poids 1/2 porté par la balafre dans la mesure (2.4) est
maximal [9].

Dans la section suivante, qui porte sur nos résultats récents, on verra réapparaftre
ce facteur 1/2, cette fois-ci dans le cas des flots géodésiques.

3. Bornes entropiques sur les mesures semiclassiques

Dans cette section on se place dans le cas d'une variété compacte (sans bord) de
courbure strictement négative. Comme on I'a dit plus haut, un tel flot possede de
nombreuses mesures invariantes. Une facon de caractériser la « complexité » d’'une
mesure invariante est de lui associer son entropie de Kolmogorov—Sinai : il s'agit
d'un réel hks(p) > 0, que nous définirons précisément plus tard. Contentons-nous
pour le moment d'en donner quelques propriétés :

— une mesure singuliere portée par une trajectoire périodique est d'entropie
nulle;

— I'entropie atteint son maximum hy,a, pour une unique mesure invariante, ap-
pelée mesure de Bowen-Margulis, de support $*X;

— I'inégalité de Ruelle-Pesin affirme que

d—1
(3.1) hks(p) < /Z)\fd,u,
k=1

ol les fonctions A\ (p) = A (p) = -+ = Ayg_1(p) > 0, définies u-presque partout,
sont les exposants de Liapounov positifs du flot. En courbure strictement négative,
on a égalité si et seulement si p est la mesure de Liouville [14];

— en courbure —1, cette inégalité se lit simplement hxs() < d — 1, et dans ce
cas la mesure de Bowen-Margulis coincide avec la mesure de Liouville;

— hks est affine (cela ne se verra pas dans la définition!).

Ces propriétés montrent que |'entropie permet de comprendre la localisation d’une
mesure invariante. Une borne inférieure positive sur I'entropie d'une mesure inva-
riante signifie que celle-ci est au moins partiellement délocalisée, c'est-a-dire qu'elle
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n'est pas une simple combinaison convexe de mesures portées par des trajectoires
périodiques.

Le premier résultat concernant I'entropie des mesures semiclassiques sur les
variétés de courbure strictement négative va exactement en ce sens.

Théoreme 3.1. [1] Soit X une variété riemannienne compacte, telle que le flot
géodésique ait la propriété d’Anosov. Alors toute mesure semiclassique p sur S*X
vérifie

hks(n) > 0.

Une version plus quantitative du théoréme permet de contrdler le support des
mesures semiclassiques. Enon¢ons-le pour le cas de courbure constante :

Théoreme 3.2. [1] Soit X une variété compacte de dimension d et de courbure
—1. Alors, pour toute mesure semiclassique (i, le support de i a une dimension de
Hausdorff au moins égale a d.

Remarquons que la dimension de $* X est 2d — 1. Ce résultat exclut également
les mesures invariantes ayant un support trop fin. Nous avons ensuite précisé ces
résultats, au moins dans les cas ol la courbure ne varie pas trop :

Théoreme 3.3. [2] Soit X une variété de dimension d, ayant un flot géodésique
Anosov, et u une mesure semiclassique. Soient )\jr(p) les exposants de Liapounov
positifs, et Amax = lim¢_ 100 T log SUp e s+x ||dgyl| le taux d’expansion maximal du
flot. Alors I'entropie de p satisfait a I'inégalité suivante :

d—1

d—1
(32) hics (1) > / S A~ S A

k=1
En courbure constante —1, cette borne s'écrit hxs(11) > %.

On peut facilement adapter I'inégalité au modele des applications quantiques
sur le tore. Dans le cas du « chat d'Arnold », la borne inférieure s'écrit hxs () > %
ol A est I'exposant de Liapounov uniforme. Cette borne inférieure est atteinte par
la mesure semiclassique (2.4) ayant une « demi-balafre ».

Le membre de droite de (3.2) peut &tre négatif, ce qui rend I'inégalité triviale,
si la courbure sectionnelle varie suffisamment sur X. Une borne inférieure plus
naturelle serait la suivante :

d—1
1
(33) bsti) > 5 [ S Nid
k=1

Cette borne a été prouvée récemment par G. Riviére dans le cas de surfaces (d = 2)
de courbure négative ou nulle [17]. B. Gutkin a montré une borne analogue dans
le cas de certaines applications quantiques ayant un exposant de Liapounov variable
[11]; il a également exhibé des modes propres pour lesquels |'égalité est réalisée.

Compte tenu de I'inégalité de Ruelle-Pesin (3.1), pour prouver I'ergodicité quan-
tique unique dans le cas des flots géodésiques Anosov, il faudrait se débarrasser
du facteur 3 dans (3.3).
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4. Eléments de preuve du Théoréme 3.3

4.1. Entropie d’'une mesure invariante

Pour définir I'entropie d'une mesure p sur S* X invariante par le flot géodésique,
on partitionne S$* X en un nombre fini de sous-ensembles mesurables (qu'on suppose
de diamétres « petits ») :

S*X = UK Py
L’entropie de la mesure p vis-a-vis de cette partition,
K
hy(u, P) = = u(Py) log pu(Pi) ,
k=1

nous renseigne sur la maniere avec laquelle la mesure p est distribuée entre les Py.

On considere ensuite des raffinements de la partition P obtenus en itérant le
flot. Pour un temps entier n > 0 et une suite ag - - - ap—1 (avec o € {1,...,K}),
on considére I'ensemble

def _ —(n—
Pogapy = PagNg *Pay N...Nng (""VP,

n—17

formé des points contenus dans P,,, dont la trajectoire au temps 1 est dans P,
au temps 2 dans P,,, ... et en P, , au temps n — 1. Pour chaque n > 0, les
ensembles (Pyy...a, ;) forment également une partition de $*X : c'est le « raffi-
nement au temps n » de la partition P. Du fait de I'hyperbolicité de la dynamique,
ces ensembles sont trés contractés dans la direction instable lorsque n est grand.
L’entropie au temps n est |'entropie relative a cette partition raffinée :

(i, P) == Y i(Pag-ap_1) 108 11(Pag.cy_y ) -
@Q,---,&n—1
Gréce a la propriété de sous-additivité h,m(p, P) < hp(p, P)+ hm(, P), la limite

s (s P) % tim 1ol P) g Fnlit, P)

n—o0 n n n

est bien définie, elle représente le taux moyen de décroissance exponentielle
des probabilités ji(Pqg...a, ;). Pour un flot Anosov, cette limite est indépendante
de la partition P des que celle-ci a un diamétre suffisamment petit, et elle définit
hks(), I'entropie de la mesure p.

Le fait que hxs(u, P) soit définie par un inf se traduit par la propriété de se-
micontinuité supérieure suivante : si p, est une suite de mesures de probabilités
(g")-invariantes qui converge faiblement vers p, alors

limsup th(,uk, P) < th(,u, P).
k—o0
Autrement dit, les bornes inférieures sur hxs(uk, P) passent a la limite.

Une idée trés naive est donc d'essayer de minorer |'entropie de nos distributions
de Wigner p,, et de passer a la limite n — +o0. Evidemment, cela ne peut pas
fonctionner, car les pu, sont des distributions, et ne sont pas (g')-invariantes. En
fait, la situation est la suivante : nous avons une suite de systémes dynamiques
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non-commutatifs (le flot de Schrodinger Ut agissant sur L2(X), avec un état in-
variant v, ), convergeant quand /i — 0 vers un systéme commutatif ((g*) agissant
sur T*X, avec la mesure invariante p).

D'ou I'idée d'essayer de travailler avec une « entropie quantique ».

4.2. Une entropie quantique

Qu’est-ce qu'une partition quantique de T*X ? Dans notre cas, il s'agira d'une
famille d'opérateurs P = (Pi)k=1,...k bornés sur L2(X), satisfaisant I'identité

K
> PiPe=ld.

k=1

Par exemple, on peut partir d'une partition de la variété X = UK_, P, (qu'on peut
relever en une partition de $*X ou de T*X), et considérer les opérateurs P de
multiplication par la fonction caractéristique ]kas.

On considere une sous-suite de modes propres (¢5)r—o convergeant vers une
mesure semmlasanue . La partition quantique est utilisée pour decouper U en K
composantes Pytr. A chacune on associe un poids de probabilité Hqul)th Par le
choix des opérateurs Py, chaque composante représente effectivement la partie de
1y, localisée dans I'élément Py, C X. A partir de ces « probabilités quantiques »,
on peut considérer |'entropie quantique

h(vn, Py == |[Pcn]® log || Pethnl|?
k

Comme dans la section précédente, on va raffiner cette partition, mais cette fois
en utilisant le flot de Schrédinger. On note Isk(t) = U~tP Ut et pour tout temps
n > 0 on découpe ¢ en composantes 'bao---an_ﬂ/’h’ ol
(4.1)

Pogocy s & P, (n—1)... Py (1)Pyy = U"P, U U'P, U'P,,.
La forme de droite montre que chaque opérateur correspond a une succession
d'évolutions (par U') et de « projections » sur P,,. On a donc envie d'interpréter
chaque poids Hrbao---a,,_lil)hﬂz comme la probabilité, pour une particule dans
I'état +p, de visiter successivement P, puis Py, au temps 1... et enfinen P, |
au temps n — 1. Il faut néanmoins manier avec précaution cette interprétation
probabiliste, car les opérateurs Isak(k) ne commutent pas entre eux.

Malgré tout, le théoreme d'Egorov implique que chaque composante représente
la partie de 5, localisée dans le sous-ensemble P,,...., , de T*X. Par conséquent,
I'hypothese de convergence des distributions de Wigner i — p implique que pour
chaque suite ag - - - a1,

1Pag--an—s¥nll® = 1(Pag-an_1) -

8 L eg

En pratique, on remplace ces dernieres par des fonctions lisses 15> satisfaisant a I'égalité
Ek 1 |]I'eg( )2 =1, afin que le calcul pseudo-différentiel s’applique aux opérateurs Py.
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On construit alors I'entropie quantique raffinée au temps n,

~ d f ~ ~
(4.2) i (n, P) = =D 1Pagans ¥l 10g [[Pag-..a,_yvnll*

Q- Xpn—1

Pour n fixé, celle-ci converge vers h,(u, P) dans la limite semiclassique. Malheureu-
sement, au niveau quantique on n'a pas la sous-additivité h,y, < h,+hp, (1a preuve
de cette inégalité échoue a cause du fait que les opérateurs ne commutent pas).

L . . .. . ht P . o
Nous ne considérerons donc jamais la limite lim,_ % qui serait I'analogue

quantique de I'entropie de Kolmogorov-Sinai. Il nous faudra prendre simultanément
les limites n — oo et A — 0.

En poussant le théoreme d'Egorov dans ses retranchements, on montre qu'on a
une sous-additivité approchée

hj—i—m(wﬁv 'b) < hj(d);’h p) + h;(i/fh» 'b) + 0(1)

-1
quand i — 0 et pour n + m inférieur au temps d'Ehrenfest Tp = %. Cela
implique

1

A~ 1
(43) ;hj(i/fh? P) < n hno (/~L7 P) + Ohﬂo(l)v

o

si n, est fixé et n > n, est inférieur au temps d’'Ehrenfest.

4.3. Borne inférieure sur I’entropie quantique

Le cceur de la preuve consiste a obtenir une borne inférieure sur I'entropie quan-
tique (4.2). Pour simplifier, supposons dorénavant que X est a courbure constante
—1. Une premiére étape consiste a étudier les opérateurs (4.1) pour des « temps
logarithmiques ». On montre |'estimée dispersive hyperbolique suivante :

Proposition 4.1. Fixonsd > 0 (petit), K (grand). Pour tout i < g, on considére
une fonction de troncature x € C°(T*X) & support dans un voisinage de taille
B9 de S*X. Alors, pour toute suite «g - - - ay—1 de longueur n < K|logh|, on a

~ . _d—1+6 _(d=1
(44)  Pugoay s Opu(xi) 2y < min (1336 (5 ).

En particulier, la méme borne supérieure s'applique a ||Poy...a,_,¥nl|-

Il faut comprendre |'opérateur Op; (xr) comme une projection spectrale sur la
fendtre [1—A'~% 1+ h'79] du spectre de —h2A. L'estimée (4.4) indique que, pour
un état ¢ localisé en énergie, la succession de « projections » ISQI. et d'itérations
par le flot unitaire U ne peut préserver indéfiniment la norme de v, mais contracte
forcément celle-ci a partir du temps d’Ehrenfest Tg = |log h.

La borne (4.4) est obtenue par un développement WKB du noyau de |'opérateur
Po, U'.. . U'P,, Ullsa0 Op;,(xn) intervenant dans I'écriture (4.1) : son noyau
Kr(x,y) est C*, et admet un développement limité completement explicite en
puissances de A, s'exprimant comme une somme, portant sur les géodésiques de
longueur ~ n allant de x a y, de certaines quantités classiques.

La nouveauté est que nos développements sont uniformes pour les temps n <
K| log i|. Grace aux projections ﬁ’aj a chaque pas de temps, on ne rencontre pas

SMF — Gazette — 119, janvier 2009



VIBRATIONS CHAOTIQUES 31

une des difficultés usuelles de ces développements asymptotiques aux temps longs :
la croissance exponentielle du nombre de géodésiques. Bien que le nombre total de
géodésiques allant de x € P, a y € P,, , en un temps ~ n croisse exponentiel-
lement avec n, en imposant les contraintes g/(p) € Paj pour tout j =0,...,n—1

on se retrouve avec au plus une seule géodésique. Le facteur ef(%)", qui est le
terme dominant du développement WKB, provient de la croissance exponentielle
(sous le flot) du volume des variétés instables : le jacobien det(dgl"ﬁ) croit comme
eld=1n d'ou la qualification d’estimée dispersive hyperbolique.

Comme le lien (4.3) entre entropie quantique et classique n'est valable que pour
des temps n < Tg, la borne (4.4) (non-triviale pour n > Tg) ne peut &tre utilisée
directement pour estimer b} (1, IS) Pour contourner le probleme, on a recours a
une sorte de deus ex machina, le principe d’incertitude entropique :

Théoréme 4.2. [16] Soient (74)M | et (7“3)}‘11 deux partitions quantiques de I'unité

sur un espace de Hilbert H. Pour tout état ¢ € H normalisé on définit les entropies
quantiques h(v, ) et h(v, 7). Alors, ces deux entropies satisfont a l'inégalité

h(w,#) + (v, 7) > ~2lo (‘supl|7 ) -
J5

Ce « principe », introduit par les spécialistes des fondements de la mécanique
quantique, est un avatar du théoreme d'interpolation de Riesz-Thorin. Pour I'ap-
pliquer a notre probleme, on introduit une entropie quantique « duale »

_ A\ def N N
hn (¢h, 'D) = _Z ||Paoma,,,1¢hH2 log H’Dozoma,,,lwh”2 .

QQ;---Qp—1

On prend les partitions quantiques () = (P ) et (77) = ('bao---an—1(”))

Qg0 _q
pour n = Tg. En combinant le « principe d'incertitude » avec la borne (4.4), écrite

sous la forme ||7; @} Opp(x5)|| < hdi%ié, on obtient I'inégalité

1 - _ A (d-1-9)
ﬁ[hTE(qpfh P) + hTE(wﬁv P)} 2 f )
qui peut étre rapatriée sur nioh,,o(,u, P) grace a (4.3), puis sur hxs(u). O
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Addendum a l'article « Histoire
d’un vecteur tricentenaire »
Alain Guichardet

Je tiens a signaler qu'Alain Albouy travaille actuellement sur la question. Par
ailleurs, il a relevé quelques inexactitudes dans mon article.

Au n°4.1 : il est inexact que Laplace soit I'inventeur de « la méthode exposée
au 2 », Lagrange l'avait fait 20 ans plus tét (voir le tome 5 de ses ceuvres
complétes).

Au n°6.4.2 : c'est en réalité le groupe SO(4) qui agit dans |'espace des phases,
action décrite explicitement par G.Gyorgi dans son article Kepler's equation, Fock
variables, Bacry's generators and Dirac brackets (Nuovo Cimento,53A, 1948,
p. 717-736) — ce qui ne signifie pas que ladite action soit simple & décrire!
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