
Géométrie Di�érentielle, TD 8 du 18 avril 20081. 1
2
-plan de Poin
aréSoit H = {z ∈ C|ℑ(z) > 0}. On fait agir un élément :

g =

(

a b
c d

)

∈ SL(2, R)sur H par la formule :
g • z =

az + b

cz + d1� Montrer que ℑ(g • z) = ℑ(z)
|cz+d|2

, en déduire que la formule pré
édente dé�nie bien unea
tion de groupe.2� Montrer que H est di�éomorphe au quotient :SL(2, R)/SO(2)3� En déduire la dé
omposition ′KAN ′ de SL(2, R).2. Surfa
e modulaire.On appelle groupe modulaire le groupe G = PSL(2, Z). On pose :
S =

(

0 −1
1 0

) et T =

(

1 1
0 1

)

.Soit G′ le sous-groupe de G engendré par S et T et :
D = {z ∈ H | |z| > 1 et ℜ(z) <

1

2
}Montrer que :1� Pour tout z ∈ H il existe g ∈ G′ tel que g • z ∈ D.2� Pour tout z ∈ D et z′ ∈ D si g • z = z′ alors z = z′ et g = 1.3� Le groupe G est engendré par S et T .3. Fibré unitaire de H.On munit H de la norme sur les ve
teurs tangents m = dx2+dy2

y2 .1� Montrer que si g ∈ SL(2, R), g∗m = m.



2 Géométrie di�érentielle � 11/04/20082� On note T 1H le �bré unitaire de H. On note u le ve
teur tangent en i de 
oordonnée
(0, 1). Montrer que l'appli
ation :PSL(2, R) → T 1(H)

g 7→ (g • i, dg(u))est un di�éomorphisme.4. Sous-groupe de 
ongruen
ePour tout n ∈ N non nul, soit :
Γ[n] =

{(

a b
c d

)

∈ SL(2, Z)|

(

a b
c d

)

= 1mod(n)

}1� Montrer que si n > 2 le groupe Γ[n] agit librement et don
 que X(n) = Γ[n]\H a unestru
ture de variété quotient.2� Montrer que X(2) est di�éomorphe à une sphère privée de trois points. (Indi
ation :à l'aide du domaine fondamental du groupe modulaire, en 
onstruire un pour Γ[2]).3� Montrer que m dé�nie aussi une norme sur les ve
teurs tangents de X(n) et que
T 1X(n) est di�éomorphe à :

Γ[n]\PSL(2, R)5. Espa
e des réseaux.Soit L un réseau de R2. On dé�nit son volume v(L) 
omme l'aire d'un parallélogrammefondamental de R2/L et sa taille s(L) par :
s(L) = min{||v|| |v ∈ L − {0}}Soit R l'ensemble des réseaux de R2 de volume 1. Montrer que :1� Montrer que R est un bije
tion ave
 SL(2, Z)\SL(2, R), on munit ainsi R d'unetopologie.2� SoitM ⊂ R, montrer que M est relativement 
ompa
t si et seulement si infL∈M s(L) >

0 (indi
ation : on utilisera que R est un �bré en 
er
le au dessus de la surfa
e modu-laire).


