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Université de Paris-Sud (Orsay) Année 2004-2005
DEUG S3 SMP Feuille d’exercices n° 2

Fonctions de plusieurs variables

1. Soient f1, f2, f3, f4 et f5 les fonctions de deux variables à valeurs réelles définies par
f1 : ú2 6 ú, (x, y) µ sin x cos y,  ,  f3 : ú2 6 ú, (x, y) µ x2 – y2,

, et  f5 : ú2 6 ú, (x, y) µ –(x2 + *y*2/3).

On a représenté ci-dessous les surfaces associées à ces fonctions, ainsi que des courbes de niveau.  Retrouver par
des arguments mathématiques aussi simples que possible quels sont les deux graphiques qui correspondent à chaque
fonction. 
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2. La surface S du corps humain exprimée en dixièmes de m2 dépend du poids p (en kg), et de la taille t (en
cm). La figure ci-dessous présente quelques courbes de niveau de cette fonction S : (p, t) µ S(p, t).  Déterminer à
l’aide de cette figure la surface de son propre corps.  Comparer avec l’estimation précise A fournie par le modèle
de Dubois et Dubois, A : (p, t) µ 0.007184 p0.425 t0.725. 

3. Le bord supérieur d’une plaque en forme de demi-disque est
portée à une température de 10/C, tandis que le bord inférieur est
maintenu à 0/C.  À l’état stationnaire, la température T en un point de
coordonnées (x, y) de cette plaque est donnée par

( )T x y
y

x y
, arctan=

− −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

20 2
1 2 2π

Décrire les courbes de niveau de T, c’est-à-dire les isothermes.  Tracer
l’isotherme 5/C.

4. On note M1f la dérivée partielle d’une fonction f par rapport à la première variable, M2f sa dérivée partielle
par rapport à la deuxième variable, et ainsi de suite.  On considère les équations aux dérivées partielles E1 suivantes :
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M1
2f + M2

2f = 0 (E1) (une fonction f satisfaisant à cette équation est dite harmonique)
M1

2f – M2
2f = 0 (E2)

M1
2f – a2 M2

2f = 0 (E3) (équation des ondes)

Indiquer à laquelle de ces trois équations aux dérivées partielles chacune de ces fonctions satisfait (pour E3, préciser
éventuellement a) .

f1 : (", $) µ cos(" – $) + ln(" + $)
f3 : (u, v) µ arctan(u/v) f4 : (r, s) µ sin(akr) sin(ks)
f5 : (t, x) µ cost sinhx + sint coshx f6 : (z, t) µ e–z cos t + e–t cos z
f7 : (x, y) µ (y – ax)4 + cos(y + ax) f8 : (v, w) µ 

5. Pour tout couple (a, b) de réels, on pose nab(x, y) = (x2 + a)(y2 + b).  Montrer que les fonctions nab satisfont
à une même équation aux dérivées partielles d’ordre 1.

6. Soit n une fonction C1 ú2 6 ú telle qu’il existe une fonction C1 M : ú2 6 ú dont la différentielle ne s’annule
pas, et telle que, pour tout (x, y) 0 ú2 on ait M(x + y + n(x, y), x2 + y2 – [n(x, y)]2) = 0.  Montrer que n est solution
d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre. 

7. Pour tout quadruplet (a, b, c, d) 0 ú4, soient nab et Rabcd les fonctions ú* × ú 6 ú définies par
nab(x, y) = ax3 + by3 et Rabcd(x, y) = ax3 + bx2y + cxy2 + dy4/x.  Montrer que sur l’ouvert ú* × ú  de ú2 les fonctions
nab et Rabcd satisfont à une équation aux dérivées partielles d’ordre 1 ne dépendant pas de (a, b, c, d).

8. Soient u la fonction ú2 6 ú, (x, y) µ x + y, I un intervalle ouvert de ú, et R une application de classe C 2 de
I dans ú.  Notons n = R B u. Calculer M1n, M2n, M1M2n.  En déduire “les fonctions n de x + y” qui vérifient l’équation
aux dérivées partielles 

.

9. Soit f une fonction de classe C1 de ú dans ú.  Exprimer à l’aide de f N les dérivées partielles M1n et M2n de
la fonction n : ú2 6 ú définie par 

.

10. Soit f la fonction ú 3 6 ú définie par f(x, y, z) = x2 + z2 + x2y.  Déterminer les points critiques de f, et préciser
leur nature.
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11. Soit f la fonction ú2 6 ú définie par f(x, y) = x2 + 2y2 + B cosx cosy.  Montrer que les points critiques de f

sont , (0, 0) et , et préciser leur nature.

12. Chercher les extrémums locaux ou globaux de la fonction f définie par
 f(x, y) = –(x2 – 1)2 – (x2 –ey)2.

13. Soit f1 la fonction ú2 6 ú définie par f1(x, y) = x2 – y3.  Déterminer les points critiques de f1, et préciser leur
nature.

14. Soit  H  l’hyperboloïde de ú3 dont une
équation cartésienne est 16x2 – 9y2 + 36z2 = 144, et
soit P = (3, –4, 2) 0 H.  

Donner une équation cartésienne du plan P tangent à
H en P, et un système d’équations paramétriques de la
droite D normale à H en P.
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