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Feuille d’ exercicesde Mathématiquesn® 5

1. Soit K la surface d’ équation cartésienne x> + y? - z® =0. Décrire géométriquement K, la
paramétrer et calculer |'aire de la partie de K située entre deux plans horizontaux.

2. Soit 0<r <c et G lecerclede R®centréen (c, 0, 0) derayon r , situé dansle plan y = 0.

On considére lasurface T engendrée par larotation de G autour de |I'axe Oz. Paramétrer T
et calculer son aire.

3. Soit S la sphére unité et C le cylindre vertical circonscrit a S (son équation cartésienne est
x* + y? =1). On définit une projection de S (privée de ses deux poles) vers C comme suit :
chague point p de S et envoyé sur le point g de C tel que la droite pg coupe orthogonalement
I’axe Oz. Montrer que cette projection préserve les aires.

4. Soient a, b et ¢ troisréels strictement positifs. En s inspirant des coordonnées sphériques,
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paramétrer |’ ellipsoide E d équation cartésienne — +§ +— =1. Calculer le flux atravers
a c

a0
E du champ de vecteurs w(Xx, y, z) = gy;. En déduire le volume de E.
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5. Calculer le flux atravers la sphére unité du champ de vecteurs défini sur R® par :

e 0 0

w(X,Y,2) :g 0 -
8ZX2 + zy2 + ZSE

Calculer ladivergence de w et I intégrale de la divergence sur la boule unité. Comparer.

6. Soit f :R® R unefonctiondeclasse C* et U :R*-{(0,0,0)}® R définie par :

U(x,y,2) = f(yx*+y* +2°)
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o T2 . Soient 0<a<b et K larégion de R® définie par :

On pose DU =

a®EX*+y*+7° £b°.
Calculer I'intégrale de la fonction DU sur K :
a) directement
b) en appliquant laformule d’ Ostrogradsky.



7. Soit C le cylindre paramétré par (u,v) ® (cosu,sinu,v) pour (u,v)1 [0, 20] [0, 1]. Soit
w le champ de vecteurs défini sur R® par :
® xX+y?
¢
w(x,y,z2)=¢ Z
gz(x2 +Y*) 5
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a) Caeculer leflux de w atraversC.

b) Calculer ladivergence de w. Quelle est son intégrale sur le cylindre plein K ?

c) Décrirele bord de K en précisant les orientations.

d) En utilisant la formule d’ Ostrogradsky, en déduire le flux de w atravers le disque D
d’ axe Oz, derayon 1, situé dans le plan z = 1, orienté vers le haut.

8. Soit a unréel. On considére le champ de vecteurs défini sur R® par :
a0
WL y,2,) = (0 +y? + 2°)° Gy=
&0p
Pour quelles valeurs de a le champ de vecteurs w, dérive-t-il d’un potentiel ?
Montrer que pour tout a, la circulation de w, le long de toute courbe contenue dans un plan
horizontal est nulle.

9. Soit A une matrice 3° 3. Montrer que le champ de vecteurs :
0
Wa(xy,2) = Agy=+
&z
a un rotationnel nul s et seulement si la matrice A est symétrique. Dans ce cas, donner un
potentiel dont dérive w, .



