Université de Paris-Sud (Orsay) Année 2004-2005
DEUG S3 SMP Feuille d’exercices n° 5

Reduction des endomorphismes

a

1. VALEURS PROPRES — Soienta, b et c troisréelsnonnuls, U = | b| et ¥V = ( ] . En effectuant

Q=
SR
Q| —

4

le moins de calculs possible, calculer les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices suivantes, formées a
partirde U, V, UT et V™.

1. UV

2. VU

3. VR

4. (UNTUV.

ETUDE DES VIBRATIONS D’UNE RANGEE DE RESSORTS

WWWM

L’étude des vibrations d’une rangée de n masses égales reliées par des ressorts d’égales raideurs et fixés aux
extrémités conduit a rechercher les éléments propres de la matrice carrée de taille #,

-2 1 0 - 0 O
1 -2 1 - 0 O
T
0 0 O -2 1
0 0 O 1 =2

1.  Onsuppose que n = 2. Déterminer les éléments propres de 4,. Cette matrice est-elle diagonalisable ?

2.  Onrevient a n quelconque. Soit k un entier vérifiant 1 < k < n. Soit v, le vecteur de R” dont la j-i¢éme
composante est sin(jkn/(n+1)). Vérifier que v, est un vecteur propre de 4,. Pour quelle valeur propre ? Existe-t-il
d’autres valeurs propres ? d’autres vecteurs propres ?

3.  Montrer que 4, est inversible.

4.  Que vaut la somme des valeurs propres de 4, ?
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3.  DIAGONALISATIONS ELEMENTAIRES — Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables sur R, sur C ? Si oui,
les diagonaliser en précisant les matrices de passage.

1234 15 -2 412 231 231 o 1
4=10123|,B=|03 -1|,C=(041|,D=|012|,E=|010(,F-= 10),

1000 00 -1 001 001 001

0001

0010
G = .

0100

1000

1+ a l—a]

4.  Pour tout réel « soit M, la matrice 2 x 2 définie par M, = ( | |
- a + O

1. Déterminer les valeurs propres de M,, et pour chacune d’elles, une base du sous-espace propre
correspondant. Les matrices M, sont-elles diagonalisables ?

2. Soit S le demi-cercle de R? défini par S = {(x, ) : x* +1y* =l etx > 0}. Pour tout & € {-2,-1,0, 1, 2},
on a représenté I’image de S par M_’, la puissance cinquiéme de M,. Ces figures sont reproduites ci-dessous, mais

o

dans le désordre. Sans calculs supplémentaires, identifier & quelles valeur de o chaque graphique correspond.
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-1 0 a+1
5.  Pourtoutréel o soit M, la matrice 3 x 3 définiepar M, = | -1 -2 0 |. Pourquelles valeursde « M,
-1 -1 «a
est-elle diagonalisable ?
1 a0
6.  Pour tout couple («, B) de réels, soit M, ; 1a matrice 3 x 3 définie par Mec,[} = | & 1 al.Pourquellesvaleurs
009p

de (a, B) M, est-elle diagonalisable ? Représenter I’ensemble des couples (o, B) € R? pour lesquels M,z n’est pas
diagonalisable.

1 1 -4
7. Soit A =0 2 -3|. Calculer les valeurs propres de 4, et vérifier sur cette matrice le théoréme de
1 -1 3

Cayley-Hamilton. En déduire, pour tout € 7, I’expression de A"

) 4-5 -2t+s
8. Pour tout couple (s, 7) € R?, soit M,, = ) 4 )
: -2t-s + s

1.  Etudier en fonction de (s, #) la diagonalisabilité de A, et quand c’est possible, donner une base de
vecteurs propres.

2. Représenter ’ensemble des couples (s, £) pour lesquels M, , est diagonalisable.

9.  *Pourtoutk € R, soit T, I’application de R,[X] dans R[X] définie par T,(P)(X) = (X*— 1)P'(X) — (4X + k)P(X).

1.  Vérifier que 7, est un endomorphisme de R,[X]. Ecrire la matrice 4, de T, dans la base canonique. % =
(1, X, X% X3, X*) de R,[X].

2. Calculer le spectre de 7;. A quelle condition 7, est-elle diagonalisable ?

10. * Soient @,, ¢,, ¢, et ¢, les endomorphismes de M;(R) définis ainsi :
® (o, est I’application qui “fait tourner” les coefficients d’un cran dans le sens trigonométrique :
abec bcf
¢|d e fl =]aeil;

ghi dgh
® ¢, est la transposition : @,(4) = A" ;

® (o, est I’application qui, a toute matrice de la base canonique de M;(R) associe son carré ;
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abec ghi
® @, est la permutation de lignes L, -~ L, ~ L, ~ L. : ¢ d e f| = |a b ¢
ghi de f

On a calculé sur ordinateur les spectres (c’est-a-dire I’ensemble des valeurs propres) des endomorphismes @, ¢,, @,
et @,. Voici, dans le désordre, les résultats obtenus :

® 5=1{0,00000,1,1,1},
® 5, =(1-1,-1,1,1,1,1,1,1},

® S, ={L, 1,1, -(=D" (1", (D", (D>, (1D, (-1)**},
® 5,={—1,-i,i, 1, 1, ~(=1)", (~1)", —(~1)*, (~1)*}.

Expliquer et commenter les résultats fournis par 1’ordinateur ; identifier le spectre de chaque ¢, ; quels sont les ¢,
diagonalisables ? Généraliser.

11. EXEMPLE D’APPLICATION DE LA REDUCTION DES ENDOMORPHISMES — Deux fabricants lancent simultanément
deux produits concurrents, a et b. Afin de promouvoir ces produits, ils font appel a des sociétés de publicité qui
procedent a des sondages. Chaque mois, on interroge les mémes individus, qui sont obligés de se déterminer en
faveur soit du produit a soit du produit b. On note p, (resp. g, = 1 —p,) la proportion d’individus interrogés le n-
iéme mois qui se déclarent favorables au produit a (resp. »). On constate qu’un individu favorable au modéle a a
un moment donné garde une fois sur deux le méme avis le mois suivant, alors qu’un individu favorable au mod¢le
b garde le méme avis sept fois sur dix le mois suivant.

Déterminer le comportement des suites (p,) et (g,) lorsque # tend vers I’infini.

INDICATION : On pourra mettre le probléme en équations sous forme vectorielle, et utiliser la réduction des
endomorphismes.

0P PP99e
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