
Topologie algébrisée Université Paris-Saclay

2026

7 Foncteurs et transformations naturelles

Exercice 5.1  Soit 𝑛 un entier strictement positif. Montrer qu’on peut définir un foncteur 

GL𝑛 des anneaux commutatifs vers les groupes en envoyant tout anneau 𝐴 sur le groupe 

GL𝑛(𝐴) et tout morphisme 𝑓 : 𝐴 → 𝐵 vers la fonction GL𝑛(𝑓) qui applique 𝑓  à tous les 

coefficients d’une matrice.

Solution : Il y a deux choses à vérifier : l’action annoncée sur les morphismes envoie bien 

les morphismes d’anneaux sur des morphismes de groupes et elle est compatible avec la 

composition (la compatibilité avec les identités est claire).

Soit 𝑓 : 𝐴 → 𝐵 un morphisme d’anneaux. Montrons que GL𝑛(𝑓) est un morphisme de 

groupes. Soit 𝑀  et 𝑁  dans GL𝑛(𝐴). Pour tous 𝑖 et 𝑗 entre 1 et 𝑛, on a

[GL𝑛(𝑓)(𝑀𝑁)]𝑖,𝑗 = 𝑓(∑
𝑘

𝑀𝑖,𝑘𝑁𝑘,𝑗)

= ∑
𝑘

𝑓(𝑀𝑖,𝑘)𝑓(𝑁𝑘,𝑗)

= [GL𝑛(𝑓)(𝑀)GL𝑛(𝑓)(𝑁)]𝑖,𝑗.

Montrons maintenant la compatibilité avec la composition. Soit 𝑓 : 𝐴 → 𝐵 et 𝑔 : 𝐵 → 𝐶 des 

morphismes d’anneaux. Soit 𝑀 ∈ GL𝑛(𝐴). On a, pour tous 𝑖 et 𝑗, [GL𝑛(𝑔 ∘ 𝑓)(𝑀)]𝑖,𝑗 = (𝑔 ∘
𝑓)(𝑀𝑖,𝑗) = 𝑔(𝑓(𝑀𝑖,𝑗)) = 𝑔([GL𝑛(𝑓)(𝑀)]𝑖,𝑗 = [GL𝑛(𝑔)(GL𝑛(𝑓)(𝑀))]𝑖,𝑗.

Exercice 5.2  Soit 𝒞 et 𝒟 des catégories, 𝐹 , 𝐺 et 𝐻  des foncteurs de 𝒞 dans 𝒟. Soit 𝛼 :
𝐹 ⇒ 𝐺 et 𝛽 : 𝐺 ⇒ 𝐻 . À chaque objet 𝑋 de 𝒞, on associe le morphisme 𝛽𝑋 ∘ 𝛼𝑋 : 𝐹𝑋 →
𝐻𝑋. Montrer que ces morphismes forment une transformation naturelle de 𝐹  vers 𝐻 .

Solution : Il s’agit de montrer la condition de naturalité par rapport aux morphismes dans 𝒞. 

Soit 𝑋 et 𝑌  des objets de 𝒞 et 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 .

𝛼𝑋

𝐹𝑓

𝛽𝑋

𝐺𝑓 𝐻𝑓

𝛼𝑌 𝛽𝑌

𝐹𝑋 𝐺𝑋 𝐻𝑋

𝐹𝑌 𝐺𝑌 𝐻𝑌

Le carré de gauche commute car 𝛼 est une transformation naturelle, celui de droite car 𝛽 est 

une transformation naturelle. Ainsi le grand rectangle commute comme désiré.

Exercice 5.3  On veut exprimer (et démontrer) le fait que les deux seules façons naturelles 

de produire, pour tout ensemble 𝑋, une partie de 𝑋 à partir de tout élément de 𝑋 sont 

l’application envoyant tout élément sur l’ensemble vide et l’application singleton 𝑥 ↦ {𝑥}.



1. Montrer que la famille de fonctions 𝑣𝑋 : 𝑋 → 𝒫(𝑋) qui associe à tout ensemble 𝑋 la 

fonction 𝑣𝑋 : 𝑥 ↦ ∅ est une transformation naturelle de IdEns vers 𝒫  (ici, on n’utilise pas 

la relation d’inclusion, on voit 𝒫  comme un foncteur de Ens vers Ens).

Solution : Chaque 𝑠𝑋 est bien un morphisme de IdEns(𝑋) vers 𝒫(𝑋), car les morphismes 

dans Ens sont simplement les fonctions. Vérifions la condition de naturalité. Soit 𝑓 : 𝑋 →
𝑌  une fonction. On veut la commutativité du diagramme

𝑣𝑋

𝑓 𝑓∗
𝑣𝑌

𝑋 𝒫(𝑋)

𝑌 𝒫(𝑌 )

Soit 𝑥 ∈ 𝑋. Les deux composées appliquées à 𝑥 donnent ∅ et 𝑓∗∅ qui sont bien égaux.

2. Montrer que la famille de fonctions 𝑠𝑋 : 𝑋 → 𝒫(𝑋) qui associe à tout ensemble 𝑋 la 

fonction 𝑠𝑋 : 𝑥 ↦ {𝑥} est une transformation naturelle de IdEns vers 𝒫 .

Solution : Chaque 𝑠𝑋 est bien un morphisme de IdEns(𝑋) vers 𝒫(𝑋), car les morphismes 

dans Ens sont simplement les fonctions. Vérifions la condition de naturalité. Soit 𝑓 : 𝑋 →
𝑌  une fonction. On veut la commutativité du diagramme

𝑠𝑋

𝑓 𝑓∗
𝑠𝑌

𝑋 𝒫(𝑋)

𝑌 𝒫(𝑌 )

Soit 𝑥 ∈ 𝑋. Les deux composées appliquées à 𝑥 donnent {𝑓(𝑥)} et 𝑓∗{𝑥} qui sont bien 

égaux.

3. Montrer qu’il s’agit des deux seules transformations naturelles entre ces foncteurs (on 

pourra appliquer la condition de naturalité aux fonctions d’inclusion de singletons dans 

des ensembles).

Solution : Soit 𝛼 : IdEns ⇒ 𝒫  une transformation naturelle. Montrons que 𝛼 = 𝑣 ou 𝛼 =
𝑠. Soit 𝑋 un ensemble et 𝑥 ∈ 𝑋. La naturalité de 𝛼𝑋 appliquée à l’inclusion 𝜄 de {𝑥} dans 

𝑋 donne la commutativité de

𝛼{𝑥}

𝜄 𝜄∗
𝛼𝑋

{𝑥} 𝒫({𝑥})

𝑋 𝒫(𝑋)

qu’on peut appliquer à 𝑥 pour obtenir 𝛼𝑋(𝑥) = 𝜄∗(𝛼{𝑥}(𝑥)).

On distingue deux cas. Si ∀𝑥, 𝛼{𝑥}(𝑥) = ∅ (la quantification porte sur tous les éléments de 

tous les ensembles) alors la formule ci-dessus montre que 𝛼 = 𝑣. Supposons maintenant 

∃𝑥, 𝛼{𝑥}(𝑥) ≠ ∅ et fixons un tel 𝑥0. Comme 𝒫({𝑥0}) = {∅, {𝑥0}}, on a 𝛼{𝑥0}(𝑥0) = {𝑥0}. 



On retourne maintenant au 𝑋 que nous avons fixé et son élément 𝑥. La naturalité de 𝛼 

appliquée à l’unique fonction 𝑓  de {𝑥0} dans {𝑥} montre que 𝛼{𝑥}(𝑥) = 𝑓∗{𝑥0} = {𝑥}. 

Ainsi 𝛼 = 𝑠.

Exercice 5.4  Soit 𝐾 un corps. On lit parfois que, en l’absence de structure supplémentaire 

sur un 𝐾-espace vectoriel 𝑉 , il n’y a pas de moyen d’envoyer 𝑉  dans son dual, mais qu’on peut 

l’envoyer naturellement dans son bidual 𝑉 ∗∗. Le but de cet exercice est de montrer que cette 

discussion entre bien dans le cadre des transformations naturelles. On note Ev𝐾  la catégories 

des 𝐾-espaces vectoriels (les morphismes étant les fonctions 𝐾-linéaires).

1. Montrer qu’on obtient bien un foncteur (·)∗ : Ev𝐾 → Evop
𝐾  en envoyant tout 𝐾-ev 𝑉  

sur 𝐿(𝑉 , 𝐾) et toute application 𝐾-linéaire 𝜑 : 𝑉 → 𝑊  sur sa transposée 𝜑∗ : 𝑊 ∗ → 𝑉 ∗ 

définie par 𝜆 ↦ 𝜆 ∘ 𝜑.

Solution : Pour chaque 𝜑, la formule proposée définie bien une application linéaire de 𝑊 ∗ 

dans 𝑉 ∗. Il faut vérifier que 𝜑 ↦ 𝜑∗ est compatible avec les identités et avec la composi

tion. Le seul point un peu délicat est que (𝜑 ∘ 𝜓)∗(𝜆) = 𝜆 ∘ (𝜑 ∘ 𝜓) = (𝜆 ∘ 𝜑) ∘ 𝜓 = (𝜓∗ ∘
𝜑∗)(𝜆), c’est pour cela qu’on utilise Evop

𝐾  comme catégorie but.

2. On note (·)∗∗ : Ev𝐾 → Ev𝐾  le foncteur obtenu en composant (·)∗ avec lui-même (en 

utilisant que, pour toute catégorie 𝒞, (𝒞op)op = 𝒞). À chaque espace vectoriel 𝑉 , on associe 

l’application linéaire ev𝑉 : 𝑉 → 𝑉 ∗∗ qui envoie 𝑥 sur 𝜆 ↦ 𝜆(𝑥). Montrer que ces applica

tions sont les composantes d’une transformation naturelle ev : IdEv𝐾
⇒ (·)∗∗.

Solution : Montrons la naturalité. Soit 𝜑 : 𝑉 → 𝑊  une application 𝐾-linéaire. Montrons 

que 𝜑∗∗ ∘ ev𝑉 = ev𝑊 ∘ 𝜑 dans 𝐿(𝑉 , 𝑊 ∗∗). Pour tester une égalité dans 𝐿(𝑉 , 𝑊 ∗∗) il suffit 

d’évaluer sur tout 𝑣 ∈ 𝑉  puis sur tout 𝜇 ∈ 𝑊 ∗. On calcule

(𝜑∗∗ ∘ ev𝑉 )(𝑣)(𝜇) = 𝜑∗∗(ev𝑉 (𝑣))(𝜇) par déf de ∘

= ev𝑉 (𝑣)(𝜑∗(𝜇)) par déf de (·)∗

= (𝜑∗(𝜇))(𝑣) par déf de ev𝑉

= 𝜇(𝜑(𝑣)) par déf de (·)∗

= ev𝑊 (𝜑(𝑣))(𝜇) par déf de ev𝑊

= (ev𝑊 ∘ 𝜑)(𝑣)(𝜇) par déf de ∘ .

Exercice 5.5  Soit 𝑋 un espace topologique. On note Ouv(𝑋) l’ensemble des ouverts de 

𝑋 muni de la relation d’inclusion. On voit Ouv(𝑋) comme catégorie, de la façon habituelle 

pour les ensembles ordonnés. Soit 𝒞 une catégorie. Par définition, un pré-faisceau sur 𝑋 à 

valeurs dans 𝒞 est un foncteur de Ouv(𝑋)op dans 𝒞. Un morphisme de pré-faisceaux entre 𝐹  

et 𝐺 est, par définition, une transformation naturelle de 𝐹  vers 𝐺. Dans la suite de l’exercice, 

on supposera que 𝒞 est la catégorie des ℝ-espaces vectoriels et on écrira simplement pré-

faisceau sans préciser 𝒞.

1. Soit 𝐹  un pré-faisceau sur 𝑋. Par définition, 𝐹  associe à chaque ouvert 𝑈  de 𝑋 un ℝ-

espace vectoriel 𝐹𝑈  et à chaque inclusion 𝑈 ⊆ 𝑉  une application linéaire 𝐹𝑈,𝑉 : 𝐹𝑉 →
𝐹𝑈 . Écrire concrètement ce que signifie la fonctorialité de 𝐹  (c’est-à-dire sa compatibilité 

aux morphismes identité et aux compositions).



Solution : Soit 𝑈  un ouvert de 𝑋. Comme 𝐹1𝑈 = 1𝐹𝑈 , on a 𝐹𝑈,𝑈 = Id. Soit 𝑈 , 𝑉  et 𝑊  

des ouverts avec 𝑈 ⊆ 𝑉 ⊆ 𝑊 . La fonctorialité associée à la composition de ces inégalités 

est 𝐹𝑈,𝑊 = 𝐹𝑈,𝑉 ∘ 𝐹𝑉 ,𝑊 .

2. Soit 𝐹  et 𝐺 deux pré-faisceaux sur 𝑋. Soit 𝛼 un morphisme de 𝐹  vers 𝐺. Par définition, 𝛼 

associe à chaque ouvert 𝑈  de 𝑋 une application linéaire de 𝐹𝑈  dans 𝐺𝑈 . Écrire concrè

tement ce que signifie la naturalité de 𝛼 (c’est-à-dire sa compatibilité avec les morphismes 

dans Ouv(𝑋)).

Solution : Soit 𝑈  et 𝑉  des ouverts de 𝑋 avec 𝑈 ⊆ 𝑉 . La compatibilité de 𝛼 avec ces 

inclusions est l’égalité 𝛼𝑈 ∘ 𝐹𝑈,𝑉 = 𝐺𝑈,𝑉 ∘ 𝛼𝑉 .

𝛼𝑉

𝐹𝑈,𝑉 𝐺𝑈,𝑉
𝛼𝑈

𝐹𝑉 𝐺𝑉

𝐹𝑈 𝐺𝑉

3. À chaque ouvert 𝑈  de 𝑋, on associe l’espace vectoriel 𝐶(𝑈) des fonctions continues de 𝑈  

dans ℝ. À toute inclusion 𝑈 ⊆ 𝑉 , on associe la fonction de restriction à 𝑈 . Montrer que 𝐶 

est un pré-faisceau sur 𝑋.

Solution : D’après la première question, il s’agit d’observer que la restriction d’une fonc

tion continue sur 𝑈  à 𝑈  lui-même est la même fonction et que, pour tous ouverts 𝑈 ⊆ 𝑉 ⊆
𝑊 , restreindre une fonction de 𝑊  à 𝑉  puis à 𝑈  est la même chose que restreindre cette 

fonction à 𝑈  directement.

4. Soit 𝑥 un point de 𝑋 et 𝐸 un ℝ-espace vectoriel. Le faisceau gratte-ciel en 𝑥 de fibre 𝐸 

est le faisceau 𝐸𝑥 qui à 𝑈  associe 𝐸 si 𝑥 est dans 𝑈  et l’espace vectoriel trivial sinon. À 

toute inclusion 𝑈 ⊆ 𝑉  il associe l’identité de 𝐸 si 𝑥 est dans 𝑈  et l’application linéaire 

nulle sinon. Montrer qu’il s’agit bien d’un pré-faisceau sur 𝑋. Montrer que l’évaluation en 

𝑥 fournit un morphisme de 𝐶 vers ℝ𝑥.

Solution : Montrons que 𝐸𝑥 est un faisceau. Soit 𝑈  un ouvert. On doit montrer que 

(𝐸𝑥)𝑈,𝑈 = Id𝐸𝑥(𝑈). C’est vrai par définition si 𝑥 est dans 𝑈 . Sinon c’est également vrai 

car l’application linéaire nulle coïncide avec l’identité pour les espaces vectoriels nuls. Soit 

𝑈 ⊆ 𝑉 ⊆ 𝑊  des ouverts. On veut montrer que 𝐹𝑈,𝑊 = 𝐹𝑈,𝑉 ∘ 𝐹𝑉 ,𝑊 . Si 𝑥 est dans 𝑈  alors 

il est dans les trois ouverts et les trois applications linéaires intervenant sont l’identité de 𝐸, 

donc c’est bon. Sinon l’égalité à démontrer est une égalité entre deux applications linéaires 

arrivant dans un espace vectoriel nul. Donc ces applications sont nulles et donc égales.

Montrons maintenant que l’évaluation en 𝑥 est un morphisme de 𝐶 dans ℝ𝑥. Soit 𝑈 ⊆
𝑉  des ouverts. On doit montrer que 𝑒𝑣𝑈 ∘ 𝐶𝑈,𝑉 = (ℝ𝑥)𝑈,𝑉 ∘ 𝑒𝑣𝑉 . Si 𝑥 est dans 𝑈  alors il 

est également dans 𝑉  et (ℝ𝑥)𝑈,𝑉 = Idℝ, et l’égalité à montrer affirme que l’évaluation en 

𝑥 d’une fonction continue sur 𝑉  coïncide avec celle de sa restriction à 𝑈 , ce qui est vrai. 

Si 𝑥 n’est pas dans 𝑈 , on obtient de nouveau une égalité entre applications linéaires dont 

l’espace d’arrivée est nul.

Exercice 5.6  Soit 𝐴 un groupe abélien. Le sous-groupe de torsion de 𝐴 est



𝑇𝐴 ≔ {𝑥 ∈ 𝐴 | ∃𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑛𝑥 = 0}.

La partie libre de 𝐴 est le groupe 𝐹𝐴 ≔ 𝐴/𝑇𝐴. Si 𝐴 est de type fini, on peut montrer que 𝐴 

est isomorphe à 𝐹𝐴 ⊕ 𝑇𝐴. Le but de cet exercice est de montrer qu’un tel isomorphisme ne 

saurait être naturel.

1. Étendre 𝑇  en foncteur des groupes abéliens vers les groupes abéliens. Plus précisément, 

pour chaque morphisme de groupes abéliens 𝑓 : 𝐴 → 𝐵, montrer qu’il existe un unique 

morphisme 𝑇𝑓 : 𝑇𝐴 → 𝑇𝐵 qui fasse commuter

𝑇𝑓

𝑓

𝑇𝐴 𝑇𝐵

𝐴 𝐵

où les applications verticales sont les inclusions.

Solution : Il s’agit de montrer que tout morphisme de 𝐴 dans 𝐵 envoie 𝑇𝐴 dans 𝑇𝐵. Soit 

𝑥 dans 𝑇𝐴. Par définition on obtient 𝑛 non nul tel que 𝑛𝑥 = 0. On a 𝑛𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑛𝑥) = 0 

donc 𝑓(𝑥) est bien dans 𝑇𝐵.

2. Étendre 𝐹  en foncteur des groupes abéliens vers les groupes abéliens. Plus précisément, 

pour chaque morphisme de groupe abéliens 𝑓 : 𝐴 → 𝐵, montrer qu’il existe un unique 

morphisme 𝐹𝑓 : 𝐹𝐴 → 𝐹𝐵 qui fasse commuter

𝑓

𝜋𝐴 𝜋𝐵
𝐹𝑓

𝐴 𝐵

𝐹𝐴 𝐹𝐵

où les applications verticales sont les projections sur les quotients. Montrer que les 𝜋𝐴 

forment une transformation naturelle 𝜋 : IdAb ⇒ 𝐹 .

Solution : Pour montrer que 𝑓  descend en morphisme de 𝐹𝐴 dans 𝐹𝐵, il suffit de montrer 

qu’il envoie 𝑇𝐴 dans 𝑇𝐵. C’est assuré par la question précédente.

Montrons qu’on obtient bien une transformation naturelle. Soit 𝑓 : 𝐴 → 𝐵 un morphisme 

de groupe. On doit vérifier la commutativité de :

𝜋𝐴

𝑓 𝐹𝑓
𝜋𝐵

𝐴 𝐹𝐴

𝐵 𝐹𝐵

C’est exactement le fait que 𝐹𝑓  est obtenu en descendant 𝑓 , même si le diagramme est 

dessiné de façon inhabituelle.



3. On note 𝐹 ⊕ 𝑇  le foncteur qui envoie 𝐴 sur 𝐹𝐴 ⊕ 𝑇𝐴 et 𝑓 : 𝐴 → 𝐵 vers 𝐹𝑓 × 𝑇𝑓 . 

Pour chaque 𝐴, on note 𝜄𝐴 l’inclusion de 𝐹𝐴 dans 𝐹𝐴 ⊕ 𝑇𝐴. Montrer que ce sont les 

composantes d’une transformation naturelle 𝜄 : 𝐹 ⇒ 𝐹 ⊕ 𝑇 .

Solution : Soit 𝐴 et 𝐵 des groupes abéliens et 𝑓  un morphisme de 𝐴 dans 𝐵. On doit 

montrer la commutativité de :

𝜄𝐴

𝐹𝑓 𝐹𝑓 ⊕ 𝑇𝑓
𝜄𝐵

𝐹𝐴 𝐹𝐴 ⊕ 𝑇𝐴

𝐹𝐵 𝐹𝐵 ⊕ 𝑇𝐵

qui est évidente.

On restreint 𝐹 ⊕ 𝑇  en foncteur de la catégorie Ab𝑓  des groupes abéliens de type fini dans 

elle-même. Le cours d’algèbre assure que, pour tout 𝐴 abélien de type fini, 𝐴 est isomorphe à 

𝐹𝐴 ⊕ 𝑇𝐴. Le but est de montrer que ces isomorphismes ne sont pas naturels : il n’existe pas 

d’isomorphisme naturel de IdAb𝑓
 vers 𝐹 ⊕ 𝑇 . Supposons qu’il existe un tel isomorphisme 𝛼. 

La notion de composition de transformations naturelles de l’exercice 5.2 permet de construire 

𝛼−1 ∘ 𝜄 ∘ 𝜋 : IdAb𝑓
⇒ IdAb𝑓

.

1. Soit 𝛽 : IdAb𝑓
⇒ IdAb𝑓

. Montrer que, pour tout 𝐴, 𝛽𝐴 = (𝑥 ↦ 𝛽ℤ(1)𝑥).

Solution : Soit 𝐴 un groupe abélien et 𝑥 un de ses éléments. Soit 𝑓 : ℤ → 𝐴 l’unique 

morphisme de groupe qui envoie 1 sur 𝑥 (l’existence et l’unicité de ce morphisme peut être 

exprimée en disant que ℤ est un groupe abélien libre engendré par 1). La naturalité de 𝛽 

assure que le diagramme suivant commute.

𝛽ℤ

𝑓 𝑓
𝛽𝐴

ℤ ℤ

𝐴 𝐴

On obtient ainsi 𝑓(𝛽ℤ(1)) = 𝛽𝐴(𝑓(1)), c’est-à-dire 𝛽ℤ(1)𝑓(1) = 𝛽𝐴(𝑥) ou encore 

𝛽ℤ(1)𝑥 = 𝛽𝐴(𝑥), comme annoncé.

2. On note 𝛽 = 𝛼−1 ∘ 𝜄 ∘ 𝜋. Montrer que 𝛽ℤ(1) ∈ {−1, 1}, puis montrer que 𝛽ℤ/2ℤ = 0 et 

conclure.

Solution : Comme 𝑇ℤ = 0, 𝜋ℤ et 𝜄ℤ sont des isomorphismes. Comme 𝛼ℤ est également un 

isomorphisme par hypothèse, on obtient que 𝛽ℤ est un automorphisme de ℤ. Il doit donc 

envoyer le générateur 1 sur un générateur, c’est-à-dire 1 ou −1.

Par ailleurs 𝑇 (ℤ/2ℤ) = ℤ/2ℤ donc 𝐹(ℤ/2ℤ) = 0 et 𝜋 est le morphisme nul, donc 𝛽ℤ/2ℤ 

aussi. Or la question précédente assure que 𝛽ℤ/2ℤ = (𝑥 ↦ 𝛽ℤ(1)𝑥) donc on a une contra

diction et 𝛼 n’existe pas.

Exercice 5.7  Soit 𝒞 une catégorie, 𝐼  un ensemble et 𝑋 une famille d’objets de 𝒞 indexée 

par 𝐼 .



1. Soit (𝑃 , 𝑝) un produit de 𝑋 dans 𝒞. Par définition des produits, on obtient, pour chaque 

objet 𝑍 de 𝒞, une bijection

Θ𝑍 : 𝑓 ↦ (𝑖 ↦ 𝑝𝑖 ∘ 𝑓)

de Hom(𝑍, 𝑃) vers ∏𝑖 Hom(𝑍, 𝑋𝑖). Montrer que les Θ𝑍  sont les composantes d’un 

isomorphisme naturel entre Hom(–, 𝑃 ) et ∏𝑖 Hom(–, 𝑋𝑖) de 𝒞op dans Ens (la définition 

du foncteur ∏𝑖 Hom(–, 𝑋𝑖) est analogue à celle de Hom(–, 𝑃 ) déjà discutée, en travaillant 

composante par composante du produit). Calculer Θ𝑃 (1𝑃 ).

Solution : On sait que les Θ𝑍  sont bijectives donc il s’agit seulement de vérifier la condition 

de naturalité : pour tout morphisme 𝑔 : 𝑍 → 𝑌  dans 𝒞 (vu comme morphisme de 𝑌  dans 

𝑍 dans 𝒞op), le diagramme suivant commute :

Θ𝑌

– ∘ 𝑔 ∏𝑖(– ∘ 𝑔)
Θ𝑍

Hom(𝑌 , 𝑃 ) ∏𝑖 Hom(𝑌 , 𝑋𝑖)

Hom(𝑍, 𝑃 ) ∏𝑖 Hom(𝑍, 𝑋𝑖)

Cette commutation est immédiate par définition de Θ et associativité de la composition 

dans 𝒞. Par définition Θ𝑃 (1𝑃 ) = (𝑖 ↦ 𝑝𝑖 ∘ 1𝑃 ) donc Θ𝑃 (1𝑃 ) = 𝑝 (ce calcul trivial est une 

indication pour la question suivante).

2. Réciproquement, on suppose donné un objet 𝑃  de 𝒞 et un isomorphisme naturel Θ entre 

Hom(–, 𝑃 ) et ∏𝑖 Hom(–, 𝑋𝑖). Montrer qu’il existe une unique famille de morphismes 𝑝 ∈
∏𝑖 Hom(𝑃 , 𝑋𝑖) telle que (𝑃 , 𝑝) est un produit de 𝑋 pour lequel Θ est bien l’isomorphisme 

naturel de la première question.

Solution : La seconde partie de la première question assure déjà l’unicité : on a nécessai

rement 𝑝 = Θ𝑃 (1𝑃 ). Montrons maintenant l’existence, à savoir que 𝑝 ≔ Θ𝑃 (1𝑃 ) convient 

toujours. Soit 𝑍 un objet de 𝒞 et 𝜑 ∈ ∏𝑖 Hom(𝑍, 𝑋𝑖). Montrons qu’il existe un unique 

morphisme Φ : 𝑍 → 𝑃  tel que, pour tout 𝑖, 𝑝𝑖 ∘ Φ = 𝜑𝑖. La naturalité de Θ (exprimée par 

le diagramme dans la correction de la première question) appliquée à 𝑌 = 𝑃  et 𝑔 = Φ 

puis évaluée en 1𝑃  assure que, pour toute application Φ : 𝑍 → 𝑃 , on a (𝑖 ↦ 𝑝𝑖 ∘ Φ) =
Θ𝑍(1𝑃 ∘ Φ). Ainsi la condition (𝑖 ↦ 𝑝𝑖 ∘ Φ) = 𝜑 est équivalente à 𝜑 = Θ𝑍(Φ). Comme 

Θ𝑍  est bijective, il existe une unique solution Φ, comme voulu.


