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1 Théorie spectrale des opérateurs bornés des espaces de
Hilbert °

Les références globales recommandées pour ce chapitre sont [Rud2, Hal, Lev]. Nous
conseillons au lecteur 'usage de 'index final pour retrouver facilement & quel endroit une
notion a été définie.

1.1 Rappels de terminologie sur les espaces vectoriels normés

Nous renvoyons a [Dix, Dicl, Pau] pour les démonstrations non rappelées dans cette
partie. Si X est un espace métrique, la distance de X sera notée d, a défaut d’une notation
particuliére.

Espaces vectoriels normés et applications linéaires continues.

Soit K le corps R ou C, muni de sa valeur absolue usuelle. Nous noterons K* le groupe
multiplicatif (K — {0}, x) de K. Dans ce texte, toutes les algébres sont des algébres sur K
uniféres (c’est-a-dire munies d’une unité (élément neutre pour la multiplication) notée 1 ou
id) et les morphismes d’algébres préservent les unités. Si F est un espace vectoriel normé
sur K, nous appellerons parfois topologie forte sur E la topologie induite par la norme de
E (ceci pour la distinguer d’éventuelles autres topologies « plus faibles » qui peuvent étre
introduites sur E). Sauf mention explicite du contraire, tout espace vectoriel normé réel
ou complexe sera muni de sa topologie forte.

Une algébre normée sur K est une algébre A sur K munie d’une norme || - ||, telle que

[woll < Jlull [[v]] (1)

pour tous les u,v dans A. Une algébre de Banach? sur K est une algébre normée compléte
sur K.

Exemple. Si X est un espace métrique compact non vide, notons % (X;K) l'espace
vectoriel sur K des applications continues de X dans K, muni de la norme uniforme

Il = sup |£(z)] = mage |£(2)].

Muni des opérations de multiplication par un scalaire, addition et multiplication point par
point, c’est une algébre de Banach et sa topologie forte est aussi appelée la topologie de

la convergence uniforme. Rappelons le résultat de densité suivant (voir par exemple [Dicl]
ou [Pau, §5.6]).

Théoréme 1.1 (Théoréme de Stone’-Weierstrass?) Soit X un espace métrique com-
pact non vide. Toute sous-algebre séparante® et invariante par conjugaison complexe de

Hilbert Ban.ach Weierstrass
5 (1862-1943) (1892-1945) (1903-1989) (1815-1897)

3. Un ensemble &7 d’applications d’un ensemble E dans C est séparant si pour tous les © # y dans F,
il existe f € o telle que f(z) # f(y).



lalgebre € (X; C) des applications continues de X dans C est dense pour la topologie de la
convergence uniforme. 0

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés sur K. Si f : E — F est une application
linéaire, rappelons que la norme d’opérateur de f est (avec la convention que les premiére
et troisiéme bornes supérieures sont nulles si E' = {0})

flx
= sop @I 0 r@li= s 1f@)
vebE—{oy |7l 2€E, ||z]<1 2€E, ||z]=1

Rappelons que f est continue si et seulement si sa norme d’opérateur || f|| est finie, et que
I’espace vectoriel sur K des applications linéaires continues de E dans F', muni de la norme
d’opérateur, est un espace vectoriel normé, noté .Z(E, F'). Rappelons de plus que si F' est
un espace de Banach, alors Z(FE, F') est aussi un espace de Banach. Un opérateur (linéaire)
continu de E dans F est un élément de £ (F, F), et un opérateur (linéaire) continu de E
est un élément de L (F) = Z(E,E).

Si E est un espace vectoriel normé sur K, alors I’espace vectoriel normé Z(E) muni de
la composition des applications est une algébre normée sur K, qui est une algébre de Banach
si E est un espace de Banach. La propriété (1) de la norme d’opérateur est cruciale, méme
en dimension finie, ou il existe de trés nombreuses normes intéressantes sur les opérateurs
linéaires (ou leurs matrices dans une base donnée), mais qui ne vérifient pas toutes cette
propriété (1) (voir par exemple [Cia]).

Proposition 1.2 (1) Soient E un espace de Banach sur K et (z,)nen une suite dans
E. Sila série ), Ty est normalement convergente (c’est-a-dire si la suite réelle
> nen |Znl| converge), alors la série ), . xn converge dans E, et

PIEI ESICHE

(2) Soient A une algébre de Banach et x € A. Si ||z|| < 1, alors I’élément 1 —x de A
est inversible, d’inverse ) x".

(8) Soit A une algébre de Banach, notons A* ’ensemble des éléments inversibles de A.
Alors A* est un ouvert de A, et Uapplication x — x~' de A dans AX est continue.

4) Soient A une algébre de Banach et (xp)nen une suite dans A* qui converge vers
g € g
x ¢ AX. Alors ||z, Y| converge vers 400 quand n — +oo.

En particulier, soient F et F' deux espaces de Banach sur K. Si u € Z(F) vérifie
|lu|| < 1, alors par l'assertion (2) appliquée a l'algébre de Banach .Z(F), 'application
linéaire id —u est bijective, d’inverse ) - u" continu. Soit ¥.Z(E, I') 'ensemble des iso-
morphismes linéaires, continus et d’inverses continus, de E' dans F' (mais pas nécessairement
isométriques). Alors 4.2 (E,F) est un ouvert de .Z(E, F), et I'application u + u~! de
YL (E,F) dans 9.Z(F, E) est continue. En effet, ceci découle de I'assertion (3) appliquée
a A= Z(F) car pour tout ug € 4.Z(F, E) lapplication de ¥.Z(F, F) dans ¥.Z(E, E)
1

o _ ) . _ _ 1y -1
définie par u — u o uy ! est un homéomorphisme et u=* = Uy~ © (u o ug 1) .



Démonstration. (1) La convergence normale de )z, implique que la suite des t,, =
> kh_o k|| est convergente, donc de Cauchy * dans R. La suite des y, = > p_, 2, est donc
de Cauchy dans F, car

p p
lmsp = wall = || 3 @il < D Iontill = ltnsp = tal -
=1 =1

Donc la suite (y,,)nen est convergente par la complétude de E.

(2) La série 3" u* dans I’espace de Banach A est normalement convergente, car |[u”|| <
|lu||*, donc converge vers v € A. Comme uv = vu = v — 1 par passage a la limite, I'élément
v est 'inverse de 1 — u.

(3) Soient xp € AX et z € A tels que ||z — x| < Posons y = 1 — x5 'x. Alors

1
llzg Il
lyll < llzg Il llz — ol < 1, (%)

donc 1 —y = x4 12 est inversible par (2), donc z est inversible, ce qui montre que A*
contient une boule ouverte centrée en chacun de ses points. De plus,

[E

lzg I < [y
° 1=yl

+oo
—1_ —1 < 1_ —1_1 —1 . n
le —ag < @ —y) " =1 gt = ||
n=1

qui tend vers 0 quand x tend vers xg, car alors |ly|| tend vers 0 par les inégalités (*). La
continuité en tout point de A* de I'application x — 27! en découle.

(4) Supposons, quitte & extraire, que la suite (|| !||)nen soit bornée. Posons z, =
1 — z; 2. Alors la suite des ||z, < H:E;1||||xn — z|| converge vers 0, donc la norme de z,
est strictement inférieure a 1 si n est assez grand. Pour un tel n, I’élément 1 — z,, est donc
inversible, par 'assertion (2). D’ou x est inversible. g

Dualité.

Rappelons que le dual topologique d’un espace vectoriel normé E sur K est ’espace
vectoriel sur K des formes linéaires continues de E dans K, normé par la norme d’opérateur,
appelée dans ce cas la norme duale : si E # {0}, alors

= sup DL G @) = sup @)

veb—qo} 1zl jaza z]=1

Cet espace vectoriel normé est noté E* (ou parfois E'), et ¢’est un espace de Banach (car
E* = Z(E,K) et K est complet). Le dual topologique du dual topologique de E est appelé
le bidual topologique de E, et noté E** (ou parfois E”).

Nous admettrons ici la conséquence suivante du théoréme de Hahn-Banach (voir par
exemple [Bre]).

y/
Riesz
4 (1880-1956) (1789-1857)

Kronecker
(1823-1891)  (1843-1921)

Cauchy
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Proposition 1.3 Soient E un espace vectoriel normé sur K et x € E. Alors

r||=  sup flr)= max L) . O
lell= s 1G] = e 1)

Corollaire 1.4 Soit E un espace vectoriel normé sur K. L’application de E dans E**
définie par
x> {evy L L(x)}

est une application linéaire isométrique, appelée le plongement canonique de E dans son
bidual topologique E**. Si E est un espace de Banach, alors son image est fermée.

En dimension finie, par un argument d’égalité de dimensions, cette application est un
isomorphisme. Mais ceci n’est pas vrai en général.

Démonstration. Pour tout  dans F, I'application ev, : E* — K est clairement une forme
linéaire sur E*, de norme au plus ||z|| par la définition de la norme duale (ce qui montre
qu’elle est continue), et en fait exactement égale a ||x| par la proposition précédente.
L’application = +— ev, de E dans E** est clairement linéaire, et isométrique par ce qui
précéde. Son image est donc compléte dans E** si E l'est. Par conséquent, elle est fermée
si /' est un espace de Banach. O

Siu € Z(E,F), alors 'application 'u : F* — E* (aussi notée v/ : ' — E’, voire u*
mais nous réserverons cette notation pour un autre usage, voir la partie 1.5) définie par,
pour tout £ € F*,

bu(l) : x> L(u(x)) ,

est une application linéaire continue, appelée I’application duale de wu.

Pour expliquer la notation ‘u, considérons des espaces vectoriels E et F' de dimension
finie, (e;)1<i<m une base de E et (f;)i1<j<n une base de F. Notons (e} )1<i<m la base duale
de (e;)1<i<m (pour tout i = 1,...,m, la forme linéaire e} est I'unique forme linéaire sur £
telle que ef(ey) = d; ; pour tout k = 1,...,m, ol &; , est le symbole de Kronecker?, valant 1
sii = k, et 0 sinon). L’explication de la notation ‘u vient du fait que si u € Z(FE, F) a pour
matrice M dans les bases (e;)1<i<m €t (f)1<j<n, alors ‘u € Z(F*, E*) a pour matrice,
dans les bases duales (f;)lgjgn et (€)1<i<m, précisément la matrice ‘M transposée de M.

L’application linéaire u — ‘u de Z(E, F) dans Z(F*, E*) est isométrique :
Vue Z(EF), |ull=|"l. (2)

En effet, en utilisant la proposition 1.3 pour établir la deuxiéme égalité, nous avons

lul = swp @)= s (s |ou()])
rel, [lo]|<1 T€E, [lz]|[<1 MeF~, ||¢)<1
= s (s [wO@]) = swp (@) = |l
LeF, ||E<1 “z€E, |z[<1 LeF~, |le|<1

L’application duale de 'application duale de u coincide avec u sur le plongement ca-
nonique de E dans son bidual topologique E**, au sens suivant : pour tout z dans F,

f(tu)(evy) = eVy(z) - (3)



En effet, pour tout £ € F*, nous avons

Ftu)(evy)(0) = eve(tu(l)) = evp(Lou) = L(u(x)) = eVy(z) (£) -

Rappelons les deux exemples fondamentaux de calculs d’espace duaux. Nous renvoyons
a | , | pour les notions nécessaires de théorie de la mesure et d’intégration. En
particulier, une mesure sur un espace mesurable X est o-finie si X est réunion dénombrable
de parties mesurables de mesures finies.

Exemple 1. L’une des familles les plus importantes d’exemples d’espaces de Banach en
analyse est la suivante.

Soient (X, .47, ) un espace mesuré non vide et p € [1,+00]. On note ¢, et on appelle
exposant conjugué de p, 'élément de [1,+o0] tel que

-+-=1.
p q
Remarquons que si p = 1, alors ¢ = +00 et si p = 400, alors ¢ = 1.

Sip < 400, notons LP (X, o7, p) (ou LP(u) si (X, &) est sous-entendu) I'espace vectoriel
sur K des classes d’équivalence d’applications f de X dans K, mesurables pour <7, telles
que |f|P soit intégrable, modulo la relation d’équivalence f ~ g si f — g est presque partout
nulle. Posons alors, pour tout f dans LP(X, .o/, u),

1= ([ 1o dua)) ™"

Sip = 400 et si p est o-finie, notons L>°(X, o/, u) (ou L>®(p) si (X, o7) est sous-
entendu) 'espace vectoriel sur K des classes d’équivalence d’applications f de X dans K,
mesurables pour 7, bornées en dehors d’un ensemble de mesure nulle, modulo la relation
d’équivalence f ~ g si f — g est presque partout nulle. Pour tout f dans L*°(X, .o/, 1), on
définit alors la norme essentielle de f par

| flloo = inf {M >0 : p({z e X : |f(x)] > M}) =0} .

Notons T : LY X, o7, u) — LP(X, o7, u)* Iapplication définie par

feofoms [ r@i) duw)}

Le fait que cette application soit bien définie est contenu dans le résultat suivant.

Théoréme 1.5 Soient (X, o7, ) un espace mesuré non vide et p € [1,+00].

o L’espace vectoriel LP(X, .o/, i) est un espace de Banach pour la norme || - ||,.

e Sip < +oo, en supposant que p soit o-finie si p = 1, alors T : LUX, o, p) —
LP(X, o, u)* est un isomorphisme linéaire qui est une isométrie entre la norme
Il - |l et la norme duale de la norme || - ||,.

o Si p est o-finie, Uapplication T : LY(X, o/, u) — L®(X, o/, u)* est une application
linéaire isométrique, en général non surjective.

o Sip < +oo, siu est o-finie, sila tribu (o-algebre) of est engendrée par une partie
dénombrable, alors LP(X,.o/, ) est séparable.® O

5. Un espace métrique est séparable s’il contient une partie dénombrable dense.

8



Dans la suite de ces notes, pour tout p € |1, 4+00[, nous identifierons LP(X, &7, u)* avec
L9(X, o, 1) par I'isométrie linéaire T—!, ol ¢ est I'exposant conjugué de p, et de méme
LY(X, o, u)* avec L®°(X, o7, 1) lorsque u est o-finie.

Exemple 2. Soient X un espace métrique compact non vide et o la tribu (o-algébre) des
boréliens de X. Rappelons qu'une mesure compleze sur X est une application u: o/ — C
qui est o-additive (c’est-a-dire telle que p( ;e Ai) = > ey #(Ai) pour toute suite (A;)ien
d’éléments deux a deux disjoints de &), telle que u(f) = 0. Rappelons que |u| : &/ —
[0, 4+00] est alors la mesure (borélienne positive) définie en demandant que |u|(A), pour
tout A € &7, soit la borne supérieure des Y . |u(A;)| sur les partitions (A4;)i1<i<n, de A
par éléments de 7. Notons .Z¢(X) l'espace vectoriel complexe des mesures complexes g
sur X de variation totale

[l = 1 (X)

finie. Voir par exemple | , page 220] pour une démonstration du théoréme suivant.

Théoréme 1.6 (Théoréme de représentation de Riesz?) L espace vectoriel comp-
leze €(X;C) des fonctions continues de X dans C muni de la norme uniforme

1lloo = max[f ()] ,

ainsi que l’espace vectoriel compleze #c(X) muni de la norme de la variation totale || - ||,
sont des espaces de Banach. L’application de #c(X) dans € (X;C)* définie par

s {f o u(f) = / @) du(@))

est un isomorphisme linéaire isométrique pour la norme de la variation totale sur .#c(X)
et la norme duale sur € (X;C)*. O

En particulier, pour toute forme linéaire continue ¢ sur ¢ (X;C), il existe une et une
seule mesure complexe p = py telle que fX fdu = L(f) pour tout f € €(X;C). Si £ est
une forme linéaire sur € (X;C) positive (c’est-a-dire si £(f) > 0 lorsque f > 0), alors £ est
continue (voir par exemple [Coh]) et donc py est une mesure positive.

Applications multilinéaires continues.

Soient E, F', G trois espaces vectoriels normés sur K, et f : E x F' — G une application
bilinéaire. Posons (avec la convention que les premiére et troisiéme bornes supérieures sont
égales 4 0 si E ou F est réduit a {0})

= s W@sl = s [f@yl.

sen—{0y.yer—{0} 2l Yl jap<n, y< lzll=1, [lyll=1

Rappelons que f est continue si et seulement si ||f|| est finie, et que f — | f] est une
norme sur ’espace vectoriel sur K des applications bilinéaires continues de E x F' dans G.
Cet espace vectoriel normé est noté Z(E, F; G), et c’est un espace de Banach si G 'est.

Une démonstration de la premiére affirmation est la suivante. Si f est continue, donc
continue en (0,0) avec f(0,0) = 0, alors il existe € > 0 tel que si ||z|| < € et [Jy]| < ¢, alors
1f(@.y)] < 1: puisque

T H HyH H (HE;«’H%)H



si z,y # 0, nous avons donc || f|| < }2 Réciproquement, si ¢ = || f|| est finie, alors

Hf(x,y) - f(x()vyo)” = Hf(x - x()vy) + f(x()vy - yO)”
< cllz = ol lyll + cllzoll ly — voll ,

qui tend vers 0 lorsque = tend vers z( et y tend vers yg (car y reste alors dans une partie
bornée).

Plus généralement, pour tout n € N — {0}, si Fy,..., E,, F sont des espaces vectoriels
normés sur K, on définit de maniére similaire la norme d’une application n-linéaire f de
Ey x --- x E, dans F par (avec la convention similaire si 'un des F; est nul)

1f (@1, )|
[fll="sup == sup ||f(z1,..xn)ll = sup (|f(z,e 2]
zeEi—{0y Izl Nzl jzig<a s | =1
(qui est finie si et seulement si f est continue). On note £ (Ey, ..., E,; F') Uespace vectoriel
normé des applications n-linéaires continues de Ej x --- x E, dans F' (qui est un espace

de Banach si F 'est).

Espaces vectoriels normés de dimension finie.

Nous concluons ces rappels par le résultat suivant (voir par exemple [Dix]| ou | ,
§4.5] pour une démonstration), qui rend les espaces vectoriels normés de dimension finie
beaucoup plus faciles & manipuler que ceux, pourtant omniprésents, de dimension infinie!

Théoréme 1.7 (Théoréme de Riesz) Soit E un espace vectoriel normé réel ou com-
plexe. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(1) E est localement compact ;°

(2) la boule unité fermée de E est compacte ;

(3) les compacts de E sont les fermés bornés de E ;

(4) E est de dimension finie. O

Nous aurons besoin plus loin de la conséquence suivante du théoréme de Riesz.

Corollaire 1.8 Soit EE un espace vectoriel normé réel ou complexe. Si ' est un sous-espace
vectoriel de E de dimension finie, alors F' est fermé dans E.

Démonstration. Soit (z,,)nen une suite dans F' qui converge vers z € E. En particulier,
(Tn)nen est une suite bornée dans I'espace vectoriel F' muni de la restriction de la norme
de E. Par le théoréme de Riesz, les compacts de F' étant ses fermés bornés, la suite des
(zn)nen admet une sous-suite qui converge vers un élément y dans F', donc qui converge
vers y dans E, puisque la norme de F est la restriction de la norme de E. Par unicité des
limites dans ’espace métrique E, nous avons x = y. Donc x appartient & F', ce qui montre
le résultat. O

6. Un espace métrique X est localement compact si tout point de X admet un voisinage compact.
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1.2 Rappels sur les espaces de Hilbert

Nous renvoyons a 'appendice A pour des démonstrations des résultats non démontrés
ci-dessous.

Produits scalaires.
Soit JZ un espace vectoriel complexe.

Un produit scalaire sur 7 est une forme sesquilinéaire, hermitienne, définie positive
sur J¢, c’est-a-dire une application B : € x 5 — C telle que

(1) [linéarité a gauche]

Va,o',ye #, VA€ C, B(x+ M ,y)= B(x,y)+AB(2,y),
(2) [semi-linéarité & droite]

Va,y,y € #,VAe€C, B(x,y+ )= B(x,y)+AB(z,9),

(3) [hermitienne]

Va,ye A, Blyx)=Bzy),

(4) |définie positive]

Vee A, B(x,x)>0,
et B(z,x) = 0 si et seulement si x = 0.

Remarquons que les propriétés (1) et (3) impliquent la propriété (2), et donc qu'il
n’était pas nécessaire d’inclure celle-ci dans la définition. Une application B : ¢ x 57 — C
vérifiant les propriétés (1) et (2) est appelée une forme sesquilinéaire. Certains ouvrages
les définissent comme semi-linéaires & gauche et linéaires & droite.

Rappelons que toute forme sesquilinéaire a : 7 x 5 — C vérifie 'identité de polari-
sation : pour tous les z,y € JZ, nous avons

a(z,y) = (a(w+y,x+y)—a(fcyfc)—a(y,y))+%(a(w+iy,w+iy)—a(fcyw)—a(y,y))- (4)

N —

Nous noterons
B(x,y) = (z,y) = (z,y)r ,

ce dernier lorsque 'on veut préciser .. L’application de . dans R définie par z — ||z| =
\/(z,x) est appelée la norme associée au produit scalaire (-,-) (voir la proposition 1.9 pour
la justification de la terminologie), et notée x — ||z||,» lorsqu’on veut préciser .72 .

Deux éléments x et y de A sont dit orthogonaux (pour le produit scalaire considéré) si
(x,y) =0, et on note alors parfois z L y. La relation « étre orthogonal a » est symétrique.
Soient E et F' deux sous-espaces vectoriels de 5 ; on dit que F et F sont orthogonaux si
tout élément de E est orthogonal & tout élément de F'. Si E est un sous-espace vectoriel
de S, on appelle orthogonal de E le sous-espace vectoriel

Et={ze :VyeE, (x,y)=0}

des éléments de 7 orthogonaux a tout élément de F.
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Formulaire. Soient z et y dans J#. La norme associée a un produit scalaire vérifie, par
les caractéres sesquilinéaire et hermitien,

lz +ylI* = l|lz[I* + [ly[|* + 2Re (z,y) -
En particulier, elle vérifie I'identité de Pythagore : si x et y sont orthogonaux, alors
lz +yl* = ll2|® + llyll* ,
et par récurrence, si r1,...,x, € J€ sont deux a deux orthogonaux, alors
o1+l =l 4 4
Elle vérifie I'identité de la médiane :

(1 + lly11?)

= 1

1
2 2 2

ainsi que
Iz +ylI* = |z — y||* = 4Re (z,y) .

La proposition suivante a déja été démontrée I’année derniére.

Proposition 1.9 Soit (-,-) un produit scalaire sur 7. Sa norme associée est une norme

sur . Elle vérifie Uinégalité de Cauchy-Schwarz’

Par Cauchy—Schwarz !!

Va,ye A, [(zy) | <yl

avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Remarques. (1) Pour tous les z,y dans 57, il découle de I'inégalité de Cauchy-Schwarz
et en considérant y = z/||x|| si  # 0 que

|| = sup |(z,y)] .
lyll=1

(2) L’inégalité de Cauchy-Schwarz montre que le produit scalaire, en tant qu’application
de 7 x F dans C, est continu lorsque J# est muni de la norme associée & son produit
scalaire, car pour tous les x,y, xg, yo dans J, nous avons

[{z, y) = (x0,50)| = [{z — z0,y) + (zo,y — wo)| < [z — ol lyll + [lzoll lly — wol| -

En particulier, 'orthogonal d’un sous-espace vectoriel est fermé, en tant qu’intersection de
fermeés.
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(3) Lorsque 7 est un espace vectoriel réel”, l'inégalité de Cauchy-Schwarz permet de
définir ’angle entre deux vecteurs non nuls x et y de 7, comme 'unique élément 6 =
Z(z,y) dans [0, 7] tel que

(z,y)

0= all T

Une norme préhilbertienne sur S est une norme associée & un produit scalaire sur J7.
Elle détermine le produit scalaire, par I'identité de polarisation (4). Un espace préhilbertien
(compleze) est un espace vectoriel complexe muni d’un produit scalaire.

Deux espaces préhilbertiens 54 et 545 sont isomorphes s’il existe un isomorphisme
linéaire o : JH — 4 préservant les produits scalaires, ¢’est-a-dire tel que

Va,ye s, (o), ¢y)n = (,9)n -

Puisqu’une norme préhilbertienne détermine son produit scalaire, il est équivalent de de-
mander qu’un isomorphisme linéaire ¢ : J# — J4 préserve les produits scalaires ou qu’il
préserve les normes associées, c’est-a-dire que

Vaeed, |e@)lm=lzls,

ou qu’il est isométrique, c’est-a-dire qu’il préserve les distances associées aux normes, au
sens que

Va,ye A, |e@)—eWlla=lz—yln

Si J est un espace préhilbertien, on note U (%) le groupe des automorphismes uni-
taires de J€, c’est-a-dire des isomorphismes linéaires de J# dans JZ préservant le produit
scalaire.

Une norme hilbertienne est une norme préhilbertienne compléte. Un espace de Hilbert?
(complexe) est un espace préhilbertien complet (pour la norme associée).

En particulier, muni de sa norme hilbertienne, tout espace de Hilbert est un espace de
Banach. Mais la classe des espaces de Hilbert est une classe trés particuliére d’espaces de
Banach, et I’'on se gardera bien de généraliser sans réflexion les propriétés des premiers aux
seconds.

Nous ne considérerons que des espaces de Hilbert complexes dans ces notes.

Rappelons quelques exemples cruciaux d’espaces de Hilbert, avant d’énoncer le reste
des propriétés dont nous aurons besoin.

Exemples. (1) Pour tout n € N, espace vectoriel complexe C"™ muni du produit scalaire,
dit hermitien standard,

n

i=1

oux = (x1,...,oy) et y = (Y1,...,Yn), est un espace de Hilbert de dimension finie n, donc
est séparable (I'ensemble dénombrable des éléments de C™ & coordonnées dans Q[i] = Q+iQ
est dense).

7. les définitions précédentes font encore sens, et le produit scalaire B est dit symétrique plutdt que
hermitien
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(2) Plus généralement, sin € N— {0}, si /4, ..., .7, sont des espaces de Hilbert, alors
I’espace vectoriel produit J#4 X --- X 77, muni du produit scalaire

n

(,y) = Z@i,yﬁiﬁ

1=1

oz = (x1,...,o,) et y = (y1,-.-,Yn), est un espace de Hilbert, qui est séparable si
HA, ..., sont séparables (I’ensemble des éléments de 7 x --- x g%, dont la i-éme
coordonnée appartient a une partie dénombrable dense fixée de J%, pour tout i = 1,...,n,
est dénombrable et dense).

(3) Soit (X, e, u) un espace mesuré non vide (voir par exemple | , |). Rappe-
lons que L2(X, .o, j1) est ’espace vectoriel complexe des classes d’équivalence d’applications
f de I'ensemble X dans C, mesurables pour la tribu (o-algébre) o7, telles que | f|? soit in-
tégrable, modulo la relation d’équivalence f ~ g si f — g est presque partout nulle. Posons,
pour tout f dans L2(X, <7, ),

1= ([ 1@ aue) ™.

Alors I'espace vectoriel complexe L2(X, o7, 1), muni du produit scalaire

(frg) = / )5 dute)

est un espace de Hilbert, de norme associée || ||2, qui est séparable si p est o-finie et si la
tribu &7 est engendrée par une partie dénombrable (voir [Coh, page 110]).

En particulier, pour tout r € N — {0} et tout ouvert non vide 2 de R", I’espace
L2(Q) = L2(Q, o7, dx) (ot & est la tribu (o-algébre) borélienne sur et dz est la mesure
de Lebesgue sur ), muni du produit scalaire

(f.9) =/€Qf(x)@ dz

est un espace de Hilbert séparable par le dernier point du théoréme 1.5 (car la mesure de
Lebesgue de la boule B(0,7n) de centre 0 et de rayon n € N est finie, Q = [ J,,cy 2N B(0,7),
et la tribu des boréliens de € est engendrée par les intersections avec 2 des cubes rationnels
[1;_la:, bi] avec a; et b; & coordonnées rationnelles). Par exemple, pour tout a > 0,

1

Ua:ul—>{$l—>mu(§)}

est un automorphisme unitaire de L2(R").

(4) Soit (44, )nen une suite d’espaces de Hilbert. Soit ## ’ensemble des suites (2, )pen €
[L,.cn 7%, dont la suite des carrés des normes est sommable, c’est-a-dire telles que la série
> nen lzn|? converge. Alors il est facile de vérifier que % est un sous-espace vectoriel
de Despace vectoriel produit [],.y 7, puisque |[Azy||? = [A||lza|® et [lzn + ynl* <
2(||:17n||2 + ||yn||2) Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tous les x,,y, dans .74, nous
avons

1
[ )| < el lynll < 5 (lnll® + llynl®) -
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Donc si

<(xn)neN7 (yn)neN>%" = Z <xnayn>%‘§z )
neN
alors cette série converge absolument, et I’exercice ci-dessous dit en particulier que (-, )
est un produit scalaire sur 7.

Si g7, = 4 pour tout n € N, alors le sous-espace vectoriel # muni de ce produit
scalaire est noté ¢2(4).

Exercice E.1 Montrer que € est un espace de Hilbert. Montrer que si 7, est séparable
pour tout n € N, alors € est encore séparable.

(5) Il existe une maniére canonique de plonger un espace préhilbertien dans un espace
hilbertien.

Théoréme 1.10 Soit " un espace préhilbertien. Il existe un espace de Hilbert S et une
application linéaire isométrique i : I — F d’image dense. Si ,ﬁf’ est un autre espace de
Hilbert muni d’une application linéaire isométrique i’ : 6 — ' d’image dense, alors il
existe un unique isomorphisme linéaire préservant les produits scalaires j : H — A tel
que joi =71

Tout tel couple (z,ﬁ) (et par abus j/f?) est appelé un complété de . On identifie
F avec son image dans A par 7.

On identifie deux complétés de 5 par I'unique tel isomorphisme j, ce qui permet de
parler « du» complété de 5. On note souvent par le méme symbole la norme et le produit
scalaire de J# et ceux de son complété A

Projection sur un convexe fermeé.

Pour tout A > 0, rappelons qu’une application f : X — Y entre deux espaces métriques
est A-lipschitzienne si pour tous les x,y dans X, nous avons d(f(:n),f(y)) < A d(z,y).
Rappelons que si X est un espace métrique et si C' est une partie non vide de X, la
distance d’un point x € X a la partie C' est définie par

d(z,C) = Jnf d(z,y) .

Théoréme 1.11 Soient JZ un espace de Hilbert complexe et C' un convexe fermé non vide
de 7. Alors pour tout x € J, il existe un unique y = pc(x) dans C tel que

2 =yl = min [lo 2|

De plus, Uapplication pc : A — C ainsi définie est 1-lipschitzienne, et pc(x) est l'unique
élément y de F€ tel que

yeC e Vze(C, Re(x—y,z—y)<0.

Si C est un sous-espace vectoriel fermé de J€, alors Uapplication pc est linéaire conti-
nue, de norme au plus 1, et po(x) est Uunique élément y de C' tel que x —y soit orthogonal
a tout élément de C'.
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On appelle y = pco(z) la projection (orthogonale ou
hilbertienne) de z sur C, qui est donc I'unique point de
C tel que

d(z,y) =d(z,C) .

Lorsque 77 est un espace de Hilbert réel ¢, pour tout z €
— —
C, l'angle en y des vecteurs xy et zy est obtus.

a. les projections sur un convexe fermé non vide font encore sens

L’existence et l'unicité des projections sont des propriétés cruciales des espaces de
Hilbert. Par exemple dans ’espace de Banach R? muni de la norme

1, y)lloo = max{fx], |y[}

une projection d’un point z sur un convexe fermé non vide C existe certes par un argument
de compacité di a la dimension finie, mais elle n’est pas forcément unique. Plus précisément,
le sous-espace C des points (z,y) € R? tels que y = 1 est un sous-espace affine (de
dimension finie), donc est convexe fermé non vide. L’ensemble des projections de z = (0, 0)
sur C' (c’est-a-dire des points de C' minimisant la distance a x) est exactement le segment

[—1,1] x {1}.

y

5(0,1) o

(R2, [+ Tloo)

Corollaire 1.12 Soient 7 un espace de Hilbert et E un sous-espace vectoriel de F.
(1) Si E est fermé, alors E+ est un supplémentaire fermé de E :

H =EaE".
(2) Le sous-espace E est dense dans S si et seulement si E+ = {0}.

La seconde propriété donne un critére pratique, qui sera utilisé plusieurs fois dans ces
notes, pour démontrer la densité d’un sous-espace vectoriel d’un espace de Hilbert.

La premiére propriété est spécifique aux espaces de Hilbert. En fait, tout espace de
Banach E’ qui n’admet pas d’isomorphisme linéaire continu f : B/ — ', ot 5’ est un
espace de Hilbert, contient un sous-espace vectoriel fermé n’admettant pas de supplémen-
taire fermé (voir [L'T1]).

Démonstration. (1) Nous avons déja vu que E+ est fermé. Montrons que c’est un supplé-
mentaire de E. Puisque le produit scalaire de .# est défini positif, nous avons ENE+ = {0}.
De plus, si pg est la projection orthogonale sur E (qui existe parce que F est supposé
fermé), alors pour tout x dans J#, x = pr(z) + (v — p(z)) et z — pp(z) € E+ par la
derniére assertion du théoréme 1.11, donc # = E + E+.

(2) Par continuité du produit scalaire, E+ = E*, et le résultat découle alors de (1). O
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Exercice E.2 Soit E un sous-espace vectoriel d’un espace de Hilbert 5€. Montrer que
EC (EL)l, et que (EL)J‘ = F si et seulement si E est fermé.

Dual d’un espace de Hilbert.

Si E est un espace vectoriel complexe, notons E, et appelons espace vectoriel conjugué
de FE, I'espace vectoriel E ou la multiplication par un scalaire est remplacée par

A\ z) = A .

Remarquons que toute norme de E est une norme de E et réciproquement, et que tout
sous-espace vectoriel de E est un sous-espace vectoriel de E et réciproquement. Notons que
la notation E est ambigué : on ne confondra pas, lorsque E est un sous-espace vectoriel
d’un espace vectoriel complexe normé F, I'espace vectoriel conjugué E et ’adhérence E de
FE dans F, le contexte permettant de lever 'ambiguité.

Une forme sesquilinéaire a : £ x E — C est une forme bilinéaire a : E x E — C. En
particulier, comme rappelé dans la partie 1.1, si E est non nul et muni d’une norme, une
forme sesquilinéaire a sur E est continue si et seulement si sa norme

IR EAN]

syeB—{o} l[zlllyll

est finie. L’inégalité de Cauchy-Schwarz (avec son cas d’égalité) dit que si E est un espace
préhilbertien, alors la norme de son produit scalaire (considéré comme une forme bilinéaire
E x E — C) est égale a 1.

Si E est muni d’une norme, il est facile de vérifier que application de E* dans ( E)*,
qui & la forme linéaire continue ¢ sur E associe la forme linéaire ¢ : 2 — £(z) sur E, est
bien définie et qu’elle est un isomorphisme linéaire de I'espace vectoriel (conjugué du dual
topologique) E* dans l'espace vectoriel (dual topologique du conjugué) ( E)*, par lequel
ces deux espaces vectoriels sont identifiés.

Le résultat suivant dit que le dual topologique d’un espace de Hilbert J# est son espace
vectoriel normé conjugué 2.

Théoréme 1.13 (Théoréme de Riesz-Fréchet 8)  Soient S un 1 espace de Hilbert et
F€* le dual topologique de son conjugué. L’application de € dans F€* définie par r —

{y — (x,y)} est un isomorphisme linéaire et une isométrie entre la norme de H et la
norme duale de 7 *.

Voici un corollaire du théoréme 1.13 de Riesz-Fréchet.

Fréchet Lax Stampacéhia Fourier
o (1878-1973)  (1926-)  (1922-1970)  (1768-1830)
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Corollaire 1.14 Soient € un espace de Hilbert et a : € x € — C une forme sesquili-
néaire continue. Alors il existe un unique u € L(H) tel que

Va,yed, (ux)y) =a(z,y).
Si de plus a est hermitienne, alors u est auto-adjoint, c’est-a-dire
Va,ye A, (u(x),y) = (z,u(y)) .

Nous reviendrons longuement sur la notion d’opérateur (linéaire continu) auto-adjoint
dans la partie 1.5.

Démonstration. Pour tout = dans ., 'application y +— a(z,y) de 5 dans C est linéaire
continue. Donc par le théoréme 1.13 de Riesz-Fréchet, il existe un unique élément u(z) €
tel que (u(z),y) = a(z,y) pour tout y dans . Par unicité et linéarité & gauche de a,
application u est lindaire. Comme ||u(z)||? = a(z,u(x)) < |lal| ||z| ||u(x)|, 'application
linéaire u est continue.

La derniére affirmation découle de ce que, pour tous les z et y dans J2,

(u(@),y) = a(z,y) = a(y, z) = (u(y), ) = (z,u(y)) . O

Théorémes de Lax -Milgram et de Stampacchia’.

Soient s un espace de Hilbert et f : 5 x 52 — C une forme sesquilinéaire. Comme
vu ci-dessus, f est continue si et seulement s’il existe ¢ > 0 telle que

Va,ye A, |f(zy)l<clalllyl.
L’application f sera dite coercive s’il existe ¢ > 0 telle que
Veest, fle,x)>c||z)?.

Cette condition demande en particulier que pour tout x € s, I'élément f(z,z) de C
soit un nombre réel. Par conséquent, si f est coercive, alors 'application = — f(z,x) est
positive ou nulle, et ne s’annule qu’en x = 0.

Théoréme 1.15 (Théoréme de Lax-Milgram) Soient 5 un espace de Hilbert et
a: I x I — C une forme sesquilinéaire, continue et coercive. Pour toute forme linéaire
continue p € F€*, il existe un unique u dans J€ tel que

Voe A, alu,v)=¢). (x)

De plus, si a est hermitienne, alors u est l'unique élément de € tel que

%a(u,u) — Re ¢(u) = min (%a(v,v) — Re gp(v)) )

veH

Le théoréme de Lax-Milgram est un cas particulier du théoréme suivant (prendre C' =
A et utiliser le fait que si £ et ¢ sont deux formes linéaires sur .77 telles que Re/ > Re//,
alors £ =1').
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Théoréme 1.16 (Théoréme de Stampacchia) Soient S un espace de Hilbert, a :
I x I — C une forme sesquilinéaire continue coercive, et C un convexe fermé non vide
de 7. Pour tout p € J*, il existe un unique u dans C' tel que

VveC, Rea(u,v—u)> Repv—u).

De plus, si a est hermitienne, alors u est l'unique élément de C' tel que

1 /1
§a(u,u) — Re p(u) = min (éa(v,v) — Re cp(v)> .

Ce résultat est un outil simple et assez efficace pour la résolution des équations aux
dérivées partielles linéaires elliptiques. Le lien entre 1’équation (*) et le probléme de mini-
misation (**) est a souligner. Dans le vocabulaire du calcul des variations, on dit que (¥*)
est "équation d’Euler associée au probléme de minimisation (**) : I'application F' : 5 — C
définie par

1
F:uw— Ef(u,u)—go(u)
est différentiable (en un sens que nous ne précisons pas ici), ’équation (*) étant alors

exactement 1’équation
F'(u)=0.

Cette relation, généralisée dans le théoréme de Stampacchia, est souvent utilisée, en phy-
sique (principe de moindre action, minimisation d’énergie, ...), en mécanique (forme d’une
nappe élastique tendue au-dessus d’un obstacle) ou en finance (optimisation sous contrainte
de stocks). Le point noir est qu’elle ne permet de traiter convenablement que des problémes
linéaires, et que la plupart des phénomeénes naturels (météorologie, mécanique des fluides,
...) ne le sont pas.

Bases hilbertiennes.

Soient 7 un espace de Hilbert et (E,),en une suite de sous-espaces vectoriels fermés
de . On dit que S est la somme hilbertienne de (Ey,)nen si

e les sous-espaces vectoriels F,, sont deux & deux orthogonaux,

e le sous-espace vectoriel engendré par les E, est dense dans J# (ou, de maniére
équivalente par le corollaire 1.12 (2), son orthogonal est nul).

Nous notons alors (certains ouvrages omettant la barre)

=@ En.

neN

‘ Attention, on ne confondra pas somme hilbertienne et somme directe.

Par exemple, soient (J4,),cn une suite d’espaces de Hilbert et .7 1’espace de Hilbert
de l'exemple (4) ci-dessus. Pour tout n € N, notons FE,, le sous-ensemble de 7 formé des
éléments de S dont tous les termes sauf peut-étre le n-éme sont nuls.

Exercice E.3 Montrer que E, est un sous-espace vectoriel fermé de €, isomorphe a
lespace de Hilbert 7, et que A est la somme hilbertienne de la suite (Ey,)npeN-
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Le résultat suivant généralise, pour les sommes hilbertiennes, le théoréme de Pythagore
pour les sommes directes orthogonales.

Théoréme 1.17 (Théoréme de Parseval) Soit 7 un espace de Hilbert, somme hilber-
tienne d’une suite (Ep)nen de sous-espaces vectoriels fermés. Pour tout x dans F€, notons
Tn = pg,(z) la projection hilbertienne de x sur le sous-espace vectoriel fermé E,. Alors
pour tout x dans S, les séries > 20, et >0 ||2,||? sont convergentes et

+oo
T = g Tn ,
n=0

“+oo
l|z||? = Z llzn||* (égalité de Parseval) .
n=0
Réciproquement, pour toute suite (xn)neny dans € telle que x, € E, pour tout n, si la
série S T2 ||z ||? converge, alors la série S0 @, est convergente, et si x = >0z,
alors xp, = pg, ().

Remarquons que la série Z:i% x, n’est en général pas normalement convergente (c’est-
a-dire que la série Y20 ||z, || n’est pas forcément convergente). Nous utiliserons de maniére
fréquente la partie réciproque de ce théoréme.

Soit 2 un espace de Hilbert. Si J# est de dimension finie, une base hilbertienne de 5
est par définition une base orthonormée de 7. Si S est de dimension infinie, une base
hilbertienne de JZ est une suite (e, )nen dans H de vecteurs orthonormés qui engendre un
sous-espace vectoriel dense de 7 :

VpeN, |el=1; Vp,geN, p#q = (ep,eq) =0; Vectc({e, : neN}) =2

Autrement dit, une base hilbertienne de # (lorsque ¢ est de dimension infinie) est une
suite (e, )nen de vecteurs unitaires de # telle que 7 soit la somme hilbertienne des droites
vectorielles Ce,, (toute droite vectorielle dans 7 est fermée, par le corollaire 1.8) :

,%”:@ Ce, .

neN

Attention, on ne confondra pas base hilbertienne et base (vectorielle).

En dimension infinie, on peut montrer qu’une base hilbertienne n’est jamais une base
vectorielle. On s’autorisera a indexer les bases hilbertiennes par d’autres ensembles dénom-
brables que N ou {0,...,n}.

Remarques. (1) Si un espace de Hilbert # admet une base hilbertienne, alors J#
est séparable. En effet, 'ensemble des combinaisons linéaires (finies), a coefficients dans
Q[é], des éléments d'une base hilbertienne de 2 est dense dans .#°. Nous montrerons la
réciproque dans le théoréme 1.18.
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(2) 11 découle du théoréme 1.17 de Parseval que si (e,)nen est une base hilbertienne
de S, alors pour tout x dans 7, il existe une unique suite (A, )nen dans C telle que les
séries ) oy Ann et Doy |\.|? convergent, et

r=> Anen et JlzlP =" A7

neN neN

En effet, \,, est I'unique scalaire tel que pce, () = \pep, c’est-a-dire tel que
An = (T, €n) .

La suite (Ap)nen est appelée la suite des coordonnées hilbertiennes de x dans la base
hilbertienne (e )neN-

Par la partie réciproque du théoréme 1.17 de Parseval, si (e,,)nen est une base hilber-
tienne de 7, si (An)nen est une suite dans C telle que la série réelle Y, - |An|? converge,
alors la série ) - Anen converge dans J2, et six = )y Anén, alors (A,)nen est la suite
des coordonnées hilbertiennes de x dans la base hilbertienne (e;)nen.

Attention, on ne confondra pas coordonnées hilbertiennes et
coordonnées vectorielles.

(3) Si (en)nen est une base hilbertienne d’un espace de Hilbert 7, alors un opérateur
continu u € £ () est déterminé par les valeurs qu’il prend sur les éléments de cette base
hilbertienne : si (z,,)nen est la suite des coordonnées hilbertiennes d'un élément = de J2,

alors
u(z) = u( Z xnen> = Z znu(en) .

neN neN
(La continuité de u est cruciale pour la véracité de la seconde égalité.)
1
NeZ
Hilbert L2(R/277Z; C) des applications mesurables 2m-périodiques de R dans C, de carré
intégrable sur [0,27] pour la mesure de Lebesgue, modulo égalité presque partout. En
effet, c’est clairement une suite orthonormée de vecteurs, dont ’espace vectoriel engendré
est dense pour la norme uniforme dans l'espace vectoriel € (R/27Z;C) des applications
continues 2m-périodiques de R dans C par le théoréme de Stone-Weierstrass 1.1; de plus,
la convergence uniforme implique la convergence L2 par la compacité de R/27Z, et le sous-

ensemble ¢’ (R/27Z;C) est dense dans l'espace de Hilbert L2(R/27Z;C) (voir | | ou
[Coh]).

Pour toute fonction f dans L2(R/27Z; C), les coordonnées hilbertiennes (¢, (f))nen de
f dans cette base hilbertienne sont par définition les coefficients de Fourier” de f

Exemple. La suite (en = e"it) est une base hilbertienne de l’espace de
nes

1 °n —nit
Cn(f)=<f,en>=\/—2_w/0 f(t) e ™ at .

Par le théoréme 1.17 de Parseval, on obtient la formule de transformation de Fourier inverse

1 nit
f:Z Cn(f)en:\/—Z—ﬂ_Z cn(f) e

neZ nez
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(attention, la convergence de cette série est dans L2(R/277Z;C) ) et la formule de Parseval
pour les séries de Fourier

1£ll2 = ( /0 P dt) e (> lealh?)

ne”Z

1/2

Vu l'utilité des bases hilbertiennes, le résultat suivant sera bien pratique.
Théoréme 1.18 Tout espace de Hilbert séparable admet au moins une base hilbertienne.

Si 7 est de dimension finie, le résultat est connu, et la méthode usuelle se généralise
en dimension infinie, comme indiqué ci-dessous.

Démonstration. Soit (vy,)nen une suite dense dans 2. Si . est de dimension infinie,
quitte & extraire, nous pouvons supposer que v,+1 n’appartient pas au sous-espace vectoriel

engendré par {vg,...,v,}. Le procédé d’orthonormalisation de Gram ?-Schmidt® fournit
alors une suite (e, )nen dans 2 de vecteurs orthonormés qui engendre le méme sous-espace
vectoriel que (vy)nen. O

Corollaire 1.19 Deuz espaces de Hilbert séparables de dimension infinie sont isomorphes.

Démonstration. Soient (e )nen et (fn)nen deux bases hilbertiennes de deux espaces de
Hilbert séparables JZ et ¢ respectivement, qui existent par le théoréme précédent. Alors
I’unique application linéaire qui envoie e, sur f, est un isomorphisme linéaire isométrique
d’un sous-espace vectoriel dense de 5 dans un sous-espace vectoriel dense de ¥, donc
se prolonge en un isomorphisme linéaire isométrique de % dans ¢ (voir le théoréme de
prolongement A.1). n

La notion de base hilbertienne s’étend aux espaces de Hilbert non séparables, en prenant
des familles de vecteurs indexées par des ensembles non dénombrables (voir par exemple
[Dix, chap. VIII, XI|). En utilisant le théoréme de Zorn®, le théoréme 1.18 reste valide
pour les espaces de Hilbert non séparables.

Convergence faible dans les espaces de Hilbert.

Soit 7 un espace de Hilbert. Nous dirons qu’une suite (fy)nen dans 2 converge
faiblement vers f € A si pour tout g € S, les produits scalaires (f,,g) convergent vers
(f,g) dans C. Nous noterons cette convergence par le symbole — pour la distinguer de la
convergence forte (c’est-a-dire pour la norme hilbertienne) :

fn —nosqoo f — I fn = fll #ns400 0,

4n—>+oof <~ Vge%) <fnvg> —7n—+oo <fag>'

i

Gram Schmiat Zorn Steinhaus
o (1850-1916) (1876-1959) (1906-1993) (1887-1972)
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Proposition 1.20 (1) Une suite dans J qui converge fortement vers f € H converge
aussi faiblement vers f.

(2) La propriété « toute suite dans € qui converge faiblement vers f € A converge
fortement vers f » est vraie si et seulement si la dimension de J est finie.

(8) Toute suite faiblement convergente est bornée.

(4) Si E et F sont des espaces de Hilbert, et si u € L (E,F), alors l'image par u de
toute suite dans E faiblement convergente vers un élément x € E est faiblement convergente
dans F vers u(x).

Démonstration. (1) Ceci découle de la continuité (forte) du produit scalaire.

(2) Si A est de dimension finie, fixons une base orthonormée (ey,...,e;) de . Une
suite (f)nen de vecteurs de . converge vers f si et seulement si les coordonnées de f,
convergent vers les coordonnées de f. Or les fonctions coordonnées sont exactement les
applications g — (g, e;) pour 1 < i < k. Donc si (f,)nen converge faiblement vers g, alors
(fn)nen converge vers g.

Réciproquement, si 52 est de dimension infinie, alors 7 admet un sous-espace vectoriel
fermé séparable %) de dimension infinie (prendre I'adhérence du sous-espace vectoriel
engendré par une suite (v, )nen de vecteurs de S tels que v, 11 n’appartienne pas a I'espace
vectoriel engendré par wvo,...,v,, qui existe puisque la dimension de J# est infinie). Si
(en)nen est une base hilbertienne de .7, alors la suite des e, converge faiblement vers 0
dans 7 quand n tend vers U'infini (car pour tout g € J, si g = go+¢g1 ol go € 5 et g1 €
%J-, alors la suite (A, )nen des coordonnées hilbertiennes de gg dans la base hilbertienne
(en)nen tend vers 0 par la sommabilité des carrés des modules, et (e, g) = {en, go) = An)-
Mais ||le,|| = 1 pour tout n € N, donc la suite des e, ne converge pas fortement vers 0.

(3) Soit (fn)nen une suite faiblement convergente vers f € . L’application ¢, : 7 —
C définie par g — (g, fn) est une forme linéaire continue sur ., de norme égale a || f,,|| par
Pinégalité de Cauchy-Schwarz et puisque £, (1421) = || fu]| si || fnll # 0. Pour tout g € 4,

Mfnll
puisque (g, f) tend vers (g, f), nous avons sup,cy ||¢n(g)|] < +o00. Par le théoréme de
Banach-Steinhaus® (voir par exemple [3r¢]), nous avons donc sup,,cy [[n|| < +00, donc la

suite (anH)neN est bornée.

(4) Nous verrons plus tard, dans la proposition 1.37 (et le lecteur vérifiera qu’il n’y a
pas de boucle logique), que pour tout u € Z(E, F), il existe u* € Z(F, E) tel que

VzxeFE, Vy€EF, <u(‘r)7y>F:<x7u*(y)>E

Soit (2, )nen une suite qui converge faiblement vers x dans E. Alors pour tout y € F,
les produits scalaires (u(xy,),y)r = (xn,u*(y))p convergent vers (x,u*(y))g = (u(z),y)r.

Donc la suite (u(:z:n))n cn converge faiblement vers u(z) dans F'. O

Remarque. Si 77 est séparable de dimension infinie, si (ex)xen est une base hilbertienne
de 7, si (fn)nen converge faiblement vers f € J alors, pour tout k, la suite des k-émes
coordonnées hilbertiennes ci(f,) = (fn, ex) de f,, dans cette base hilbertienne converge vers
la k-éme coordonnée hilbertienne ¢k (f) de f quand n tend vers +oo. Mais la réciproque
est fausse : si g = Yy %en (qui converge bien dans ¢ par le théoréme de Parseval),
et si f, = n2e,, alors lim,_, o0(er, fn) = 0 pour tout k& € N, mais lim, o (g, fn) =
lim,,—, oo n = 400, donc la suite (f,)neny ne converge pas faiblement vers 0 (elle n’est
méme pas bornée).
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Le résultat crucial suivant est une conséquence du théoréme de Riesz-Fréchet et du théo-
réme de Banach-Alaoglu (voir [Bre|, ou Pappendice A pour une démonstration condensée).

Théoréme 1.21 (Théoréme de compacité faible de la boule unité fermée des
espaces de Hilbert) Si 5 est un espace de Hilbert, alors toute suite bornée dans
admet une sous-suite faiblement convergente. O

Quitte & répéter des arguments de la proposition 1.20, insistons sur 'importance de
prendre bien garde & ne pas confondre convergence faible et convergence forte : toute
suite qui converge fortement converge aussi faiblement, par continuité du produit scalaire.
Mais la réciproque est fausse : si 5 n’est pas de dimension finie, le théoréme de Riesz 1.7
implique qu’il existe toujours (au moins) une suite bornée dans 7 (et méme contenue dans
la boule unité fermée) qui n’admet pas de sous-suite fortement convergente, ce qui contredit
la version pour la topologie forte du théoréme ci-dessus. Pour un exemple explicite, dans
l'espace de Hilbert ¢2(C) (voir 'exemple (4) ci-dessus), considérons la suite (e,,)nen dans
?%(C) telle que, pour tout n dans N, le vecteur e, soit la suite dans C dont tous les
coefficients sont nuls sauf le n-éme, égal & 1. Alors la suite (e, )nen est bornée : les e, sont
de norme 1. Mais la suite ne converge pas : il est facile de voir qu’elle converge faiblement
vers 0, et donc si elle convergeait fortement quitte & extraire vers un élément z de £2(C),
celui-ci devrait étre égal & 0 ; mais par continuité de la norme, il devrait aussi étre de norme
1, ce qui est impossible.

Néanmoins, le théoréme 1.21 a une grande importance, car 'utilisation de techniques
de compacité peut étre extrémement utile, en particulier pour résoudre des problémes
d’extrema de fonctionnelles sur les espaces de Hilbert (nous en verrons un exemple dans la
proposition 2.22 de la partie 2.4). C’est en grande partie grace a ce théoréme 1.21 qu’il est
bien plus facile de travailler dans les espaces de Hilbert que dans des espaces de Banach
quelconques.

La proposition suivante donne parfois un moyen de passer de la convergence faible & la
convergence forte dans un espace de Hilbert.

Proposition 1.22 Soient S un espace de Hilbert et (x,)nen une suite dans € qui
converge faiblement vers x € F. Si (||zn||)nen converge vers ||x||, alors (zn)nen converge
fortement vers x.

La réciproque est bien str vraie, par continuité de la norme.

Démonstration. L’hypothése implique que le second membre de 1’égalité
lzn — 21 = [lzall* + [l2]* — 2 Re {an, )
converge vers 0. ([l

Une partie A de 4 est dite faiblement fermée si pour toute suite (z,)nen dans A qui
converge faiblement vers z, I’élément x appartient encore a A. Par l'assertion (1) de la
proposition 1.20, toute partie faiblement fermée de 7 est fermée. La réciproque est fausse
en général, car si S est séparable, de dimension infinie, si (e, ),ecn est une base hilbertienne
de A, alors {e,, : n € N} est une partie fermée de J#, mais non faiblement fermée. Une
réciproque partielle est fournie par la premiére assertion de la proposition suivante.

Une application f : 7 — R est dite conveze si pour tous les z,y € H# et t € [0,1],
nous avons f(tx+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1t)f(y).
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Proposition 1.23 (1) Tout conveze fermé de H est faiblement fermé.
(2) Toute application continue conveze f : A — R est faiblement semi-continue infé-
rieurement, c’est-a-dire que pour toute suite (zy)nen faiblement convergente vers x, nous

avons liminf, o f(x,) > f(x).

Démonstration. (1) Les demi-espaces fermés H,, , définis, pour tous les w € 5 et a € R,
par

Hyo={2€ : Re(w,z) <a},

sont clairement faiblement fermés, et toute intersection de parties faiblement fermées est
encore faiblement fermée. Or tout convexe fermé est 'intersection des demi-espaces fermés
le contenant : par le théoréme 1.11, pour tout convexe fermé non vide C, pour tout = ¢ C,
si y est la projection de z sur C, si w = = —y et si a = Re (w, y), alors C est contenu dans
Hy o (car Re (z —y,z —y) < 0 pour tout z € C') qui ne contient pas = (car Re (w,z) —a =
|z — y||* > 0). Le résultat en découle.

(2) Soit (x,)nen une suite dans # qui converge faiblement vers x € J#. Supposons
par I'absurde que liminf, 1« f(z,) < f(x). Soient A € [liminf, 1 f(z,), f(x)[ et C\ =
{z e : f(z) < A}. Alors C), est un convexe fermé de ¢, car f est continue et convexe,
donc C) est faiblement fermé par (1). Soit (2, )ken une suite extraite telle que f(z,,) < A
pour tout k € N (elle existe par la définition d’une limite inférieure). Alors (zp, )ken est
une suite contenue dans C), qui converge faiblement vers x, donc x € C' par fermeture
faible. D’out f(z) < A, une contradiction. O

1.3 Spectre des opérateurs continus

Soient E un espace vectoriel normé complexe et u un opérateur continu de F (c’est-a-
dire un élément de Z(F), voir les rappels de terminologie 1.1).

Une wvaleur réguliére de uw est un élément A € C tel que v — Aid soit inversible dans
Z(FE). L’ensemble des valeurs réguliéres de u est appelé I'ensemble résolvant de u. Un
élément de C qui n’est pas une valeur réguliére de u est appelé une valeur spectrale de u.
L’ensemble des valeurs spectrales est appelé le spectre de u, et noté Sp(u). L’application
R, : C — Sp(u) — Z(F) définie par A > (u — \id)~! s’appelle "application résolvante de
u. Le rayon spectral de u est

p(u) = sup |[Al
AeSp(u)
(avec la convention usuelle que p(u) = —oo si Sp(u) est vide).

Une wvaleur propre de u est un élément A € C tel que le noyau de u — Aid soit non nul
(ou, de maniére équivalente, tel que 'application linéaire u — Aid ne soit pas injective).
Le sous-espace vectoriel Ker(u — \id) est alors appelé 'espace propre de u associé a A.
La dimension de cet espace propre (qui peut étre infinie) est appelée la multiplicité de A.
Un élément non nul de Ker(u — Aid) est appelé un vecteur propre de u associé a la valeur
propre \. L’ensemble des valeurs propres est noté Vp(u), et aussi appelé le spectre ponctuel
de u.

Le spectre résiduel de u est I’ensemble, noté Sp,.s(u), des A € C non valeurs propres
tels que I'image de u — A id ne soit pas dense dans F.

Par exemple, si £ # {0} et si u est 'opérateur nul, alors Sp(u) = Vp(u) = {0} et
SPres(u) = 0. Si E # {0} et si u est 'opérateur identité, alors Sp(u) = Vp(u) = {1} et
Sprcs(u) = 0.
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Remarques. (1) Si E est de dimension finie n, alors tout opérateur linéaire de E
est continu et tout sous-espace vectoriel de E est fermé. Donc u — Aid est inversible si
et seulement si u — Aid est injectif, si et seulement si u — Aid est surjectif. Le spectre
résiduel de u est donc vide. Les valeurs spectrales de u sont donc les valeurs propres de
u, et aussi les valeurs propres de la matrice U de u dans n’importe quelle base de E. Ce
sont les (n en comptant avec multiplicité) racines complexes du polynome caractéristique
det(u — X id) = det(U — X I,). La multiplicité d’une valeur spectrale de u est inférieure
ou égale a la multiplicité de la racine correspondante du polynéme caractéristique de wu,
avec égalité si u est diagonalisable. Le rayon spectral de u est alors la plus grande valeur
absolue d’une racine du polynéme caractéristique de u.

(2) Rappelons le théoréme suivant (voir par exemple [Bre] pour une démonstration),
qui implique qu'un élément de Z(E) est inversible dans Z(F) si et seulement s’il est
bijectif.

Théoréme 1.24 (Théoréme de Banach) Soient E et F' deuz espaces de Banach réels
ou complexes et f: E — F une application linéaire continue bijective. Alors f~' : F — E
est aussi continue. g

En particulier, si E est un espace de Banach complexe, alors un nombre complexe A est
une valeur réguliére d’un opérateur continu w si et seulement si u — Aid est bijectif. Cette
remarque est souvent utile, et sera utilisée sans plus de commentaire dans la suite de ces
notes.

(3) Puisque bijectif implique injectif, toute valeur propre est une valeur spectrale :

Vp(u) € Sp(u) -

En dimension finie, nous venons de voir que cette inclusion est une égalité. Mais cette
inclusion peut étre stricte en dimension infinie, voir les exercices E.G et E.7 ci-dessous.

Prendre bien garde a ne pas confondre
valeur spectrale et valeur propre

(4) Si I'image de u — Aid n’est pas dense, alors u — Aid n’est pas surjectif. Puisque
bijectif implique surjectif, le spectre résiduel est donc contenu dans le spectre :

SPres(u) C Sp(u) ,

et par définition, nous avons méme Sp,(u) C Sp(u) — Vp(u).

(5) Pour tout A dans C — {0}, nous avons
Sp(Au) = ASp(u); Vp(Au) = AVp(u); Spres(At) = ASpyes(u)
et

p(xur) = A plu) -
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(6) Pour tout A dans C, nous avons
Sp(u + Aid) = A+ Sp(u), Vp(u+ Aid) = XA+ Vp(u), Spres(u + Aid) = X 4 Speq(u) -

(7) Si u est inversible, alors le spectre de son inverse u~! est I’ensemble des inverses
des éléments du spectre de u :

Sp(u~t) = Sp(u)~t.

En effet, si u est inversible, alors 0 n’appartient ni au spectre de u ni a celui de u='; de
plus, pour tout nombre complexe non nul \, Vopérateur continu v~' — \id est inversible
si et seulement si v — +id = —fu(u~! — \id) est inversible.

Les points (5), (6) et (7) sont des cas particuliers d’applications du calcul fonctionnel
continu, que nous introduirons dans le théoréme 1.45.

(8) Soient Ej et Es deux espaces de Banach réels ou complexes. Deux opérateurs conti-
nus uj € Z(E) et ug € Z(FE2) sont dit conjugués s’il existe un isomorphisme d’espaces de
Banach (c’est-a-dire un isomorphisme linéaire continu, donc d’inverse continu) v : By — E»
tel que le diagramme suivant soit commutatif

E, X B
vl 1o

E, 2 B

(c’est-a-dire tels que ug = vouy ov~!). Un tel isomorphisme v est appelé une conjugaison
entre uy et uo. La relation « étre conjugué » est clairement une relation d’équivalence sur
Z(Ey).

Si deux opérateurs continus u; € Z(E1) et ug € £ (F3) sont conjugués, alors ils ont
méme spectre, méme spectre ponctuel, et méme spectre résiduel :

Sp(U1) = Sp(UQ), Vp(U1) = Vp(u2)7 Spres(ul) = Spres(u2) :

En effet, si v est une conjugaison entre u; et ug, alors u; — A id est inversible (respectivement
injectif, non injectif d’image non dense) si et seulement si v o (u; — Aid) o v™' = uy — Aid
est inversible (respectivement injectif, non injectif d’image non dense).

Ceci fournit une méthode de calcul de spectre d’un opérateur continu u, en exhibant
une conjugaison de u avec un opérateur continu dont on connait déja le spectre.

Lorsque E7 et Es sont de plus des espaces de Hilbert, nous dirons qu’une application v
comme ci-dessus est une conjugaison unitaire entre uj et us si elle est de plus isométrique.
Nous dirons alors que u; et us sont unitairement conjugués. La relation « étre unitairement
conjugué » est encore une relation d’équivalence sur .Z(F7).

Exercice E.4 Soient E un espace de Banach complexe et v € £ (E). Soient n € N— {0}
et Ey,...,E, des sous-espaces fermés de E tels que u(E;) C E; pour i = 1,...,n et
E =@ | E;. Montrer que

U p(ujs,), U p(jr): Spres() = (| Spresluyr) ) = Vo(u) -

i=1
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Attention, le résultat de cet exercice n’est plus vrai si on remplace somme directe par
somme hilbertienne (voir par exemple l'exercice E.G).

Théoréme 1.25 Soient E un espace de Banach compleze et u € £ (E).
(i) Le spectre Sp(u) de u est un compact de C, contenu dans la boule de centre O et de
rayon ||ul| :
plu) < Jlul -

(ii) Le spectre Sp(u) de u est non vide si et seulement si E # {0}.
(#i) Si Sp(u) est non vide, alors

L T nit
plu) = Jim[u"[F = ot o]
Démonstration. (i) Montrons que le rayon spectral de u est au plus |Jul|. Soit A € C
tel que |[A] > [jul. Soit v = § € Z(E), alors |Jv|| < 1. Donc par la proposition 1.2 (2),
I’élément id —v est inversible dans l'algebre de Banach Z(F). D’ot u — Aid = —A(id —v)
est inversible dans Z(FE) car A # 0. Par conséquent, A est une valeur réguliére de u. Le
résultat en découle par contraposition.

Montrons que ’ensemble résolvant de u est ouvert. Ceci découle de la proposition 1.2
(3), mais donnons-en une démonstration directe. Soit Ag une valeur réguliére de u, posons
vo = (u — Agid)™!. Pour tout A € C tel que |\ — A\g| < m, soit v = (A — A\g)vg € Z(E),
qui vérifie ||v]] < 1. Donc par la proposition 1.2 (2), I’élément id —v est inversible dans
Z(FE). D’ou le produit de deux éléments inversibles

(u—Aoid) o (id —v) = (u — Agid) o (id —(XA — Ag)(u — Agid) ™)
= (u—)\oid) — ()\—)\(])id
=u— Aid

est inversible dans .Z(FE). Par conséquent, A est une valeur réguliére de u. Ceci montre que
I’ensemble résolvant de u est ouvert.

Il en découle que le spectre de u est fermé (son complémentaire, I'ensemble résolvant,
est ouvert) et borné (contenu dans la boule de centre 0 et de rayon ||u||). Donc Sp(u) est
compact.

(ii) Pour montrer les deux derniéres assertions du théoréme 1.25, nous avons besoin que
F soit un espace de Banach complexe, car nous allons utiliser des arguments d’applications
analytiques complexes. Dans la partie 1 de ces notes, il n’y a que dans la démonstration
de ces assertions (ii) et (iii) que nous aurons besoin de tels arguments. En particulier, le
premier point du théoréme 1.25 reste valable si E est un espace de Banach réel. Un lecteur
qui n’a pas suivi de cours d’analyse complexe peut ou bien consulter I'appendice B et
admettre les résultats rappelés ci-dessous, ou bien simplement admettre les assertions (ii)
et (iii) du théoréme 1.25, et passer a la suite.

Soient E un espace de Banach complexe et U un ouvert de C. Rappelons (voir par
exemple | |) qu'une application f : U — E est analytique complexe si pour tout zg € U,
il existe r > 0 et une suite (¢, )nen dans E tels que B(zp,7) C U et la série entiére
> nen(z — 20)" ¢, converge normalement sur B(zg,7), de somme égale a f(z) pour tout
z € B(zp,7). Une telle suite (¢, )nen est alors unique. Une application analytique complexe
est en particulier continue. Nous aurons aussi besoin du résultat suivant.
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Théoréme 1.26 (Théoréeme de Liouville, voir par exemple [ ,9.11.1].) Si f:C— E
est une application analytique complexe bornée, alors f est constante. O

Ces techniques d’analyse complexe pourront étre appliquées dans notre cadre grice au
résultat suivant. Rappelons que Z(FE), muni de la norme d’opérateur, est un espace de
Banach complexe, si E l'est.

Proposition 1.27 Soient E un espace de Banach compleze et uw € L (F). L’application
résolvante Ry, : C — Sp(u) — Z(E), définie par A — (u— \id)™!, est analytique compleze.

Démonstration. Reprenons les arguments utilisés pour montrer que ’ensemble résolvant
de u est ouvert. Soit A\g une valeur réguliére de u, posons vy = (u — Ag id)_l. Pour tout

A € C tel que A — Xg| < ”le”, nous avons vu que u — Aid est inversible, d’inverse

(u—Nid)™! = (id —(A — Ao)vo) L o (u — Aoid) ! = (Z(A - )\0)%8) o,
neN

par la proposition 1.2 (2). Puisque |A—\g| < m, la série 3, cn(A—Xo)"vf ! est normale-
ment convergente. Donc 'application R,, (qui est développable en série entiére sur le disque
ouvert B()\y, m) pour tout A\g € C — Sp(u) ) est, par définition, analytique complexe sur
son domaine de définition C — Sp(u) (qui est ouvert par ’assertion (i) du théoréme 1.25).

O

Revenons a la démonstration de l'assertion (ii) du théoréme 1.25. Supposons que F ne
soit pas réduit au vecteur nul. Montrons par 'absurde que le spectre de u est non vide. Si
ce n’est pas le cas, ’ensemble résolvant de u est égal & C tout entier, et donc 'application
résolvante R, est définie sur tout C. En particulier, u = u—01id est inversible, donc ||u|| # 0.

Montrons que I'application R, est bornée. Si |A| > ||u||, alors par la proposition 1.2 (2),

(w—Xid) ™" = =AM Ed A TT) T = AT Y AT (5)
neN
Si [A] > 2||ul|, il en découle que
1 IS SRS S
— ATl A= el T flull

1w = M) =H < T DDA = 1A o0

neN

L’application R, est donc bornée en dehors du disque fermé de centre 0 et de rayon 2||u]|.
Puisqu’elle est continue, elle est aussi bornée sur ce disque (qui est compact), donc R, est
bornée.

Par le théoréme de Liouville 1.26, 'application R,,, analytique complexe (par la pro-
position 1.27) et bornée sur C, est constante. Donc I'application A — R, (A\)~! = u — \id
est constante. Ceci est visiblement absurde : soit z un élément non nul de FE, alors
u(z) # u(x) — x, donc u — 0id # u — 1id (en fait, 'application A — u — \id, de toute
partie de C & valeurs dans .Z(FE), est injective si £ # {0}).

Notons que si E = {0}, alors .Z(E) posséde un seul élément (I’application nulle), donc
pour tout A € C, nous avons u — Aidg = idg, qui est inversible. Donc Sp(u) est vide si
E = {0}. L’assertion (ii) du théoréme 1.25 en découle.

(iii) Montrons la derniére formule du théoréme 1.25 sur le rayon spectral de u. Nous
aurons besoin d’autres résultats sur les applications analytiques complexes.
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Théoréme 1.28 (Développement de Laurent) (voir par ezemple [ , §9.14]) Soient
E un espace de Banach complexe et f : B(0,r) — {0} — E une application analytique
complexe du disque ouvert dans C de centre O et de rayon r > 0 privé de l’origine & valeurs
dans E. Alors il existe une et une seule suite (cp)nez dans E telle que

e la série ), 2", converge pour tout z € B(0,r),

e la série ZneN—{O} 2z "c_y, converge pour tout z # 0, et

o pour tout z dans B(0,r) — {0}, nous ayons f(z) =z 2"cn. O

La série ) ., 2"c, est appelée le développement de Laurent de f.

Si (¢n)nen est une suite dans E, rappelons (voir par exemple | ) que le rayon
de convergence R € [0,+400] de la série entiere ) (2 — 20)"c, est la borne supérieure
des 7 > 0 tels que la série > (2 — 20)"c, converge pour tout z dans B(zo,7), et que
la formule de Cauchy qui permet d’exprimer le rayon de convergence R en fonction des
coefficients (¢, )nen est

1 . 1
T = lmsup|le; [ . (6)
n——+o0o

Aprés ces rappels, montrons I'assertion (iii) du théoréme 1.25. Par la définition du
rayon spectral p(u) et par la proposition 1.27, 'application f : z +— %Ru(%) est définie et
analytique complexe sur B(0, ﬁ)—{O}. Par la formule (5) ot I'on pose A = 1, elle coincide
sur le disque épointé B(0, m) — {0} avec la série entiere — )y 2"u"™ (qui converge si
|z] < m) Par unicité du développement de Laurent et puisque p(u) < |ju||, cette série
entiére est donc le développement de Laurent de f sur B(0, m) — {0}. Et puisque f est

définie et analytique complexe sur B(0, ﬁ) — {0}, cette série entiére converge en tout
point z de ce disque, par les propriétés du développement de Laurent. Par la définition du

rayon de convergence R de cette série entiére, nous avons donc R > ﬁ.

Réciproquement, si |A| > }%, alors ﬁ < Retlasérie ) .y A™"u" converge, par défini-
tion du rayon de convergence R. Donc u — \id est inversible (d’inverse —A~! Y onen A",
par un calcul immédiat), et donc A n’appartient pas au spectre de u. Ceci étant vrai pour
tout A € C tel que [A| > %, nous avons donc p(u) < %, et par conséquent p(u) = .

Par la formule de Cauchy (6), nous avons donc

plu) = limsup [u"| %
n—+o00
Puisque [[u™™™| < [|u™|| ||[u™| pour tous les n,m dans N par les propriétés de la norme
d’opérateur, le fait que

p(u) =limsup |o"|* = lim [Ju"|* = inf [ju"|~

n—-4o00 n—+00 neN—{0}

découle de ’exercice classique suivant, en prenant le logarithme.

Lemme 1.29 Soit (ay)nen une suite de réels qui est sous-additive, c¢’est-a-dire telle que
Ontm < Gn + am pour tous les n,m dans N. Alors la suite (%)nEN converge dans R =
[—00, +00], et sa limite est inf,en_oy T2
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Démonstration. Fixons m € N non nul. Pour tout n dans N, la division euclidienne
dit qu'il existe un unique couple (gn,r,) € N? tel que n = mq, + 7, et 0 < r, < m.
En particglier, puisque r, ne prend qu'un nombre fini de valeurs, lim, . & = % et
limy, s yoo =2 = 0. Or

p = Amgy+r, < qn Om + Gr,

par sous-additivité. Donc limsup,,_, ., 5* < 2. En prenant la borne inférieure sur m,

nous avons donc limsup,,_, o, 5* < inf,,en_{oy 2. Dot

. a .., . Q .
inf  — <liminf = <limsup — < inf 2.
neN—{0} M n—+oo N n—+4oo M meN—{0} M
Les termes aux deux extrémités de cette suite d’inégalités étant égaux, les limites inférieures
et supérieures sont égales, et égales & la borne inférieure. Le lemme en découle. O

Ceci conclut la démonstration du théoréme 1.25. O

Contrairement au cas des opérateurs auto-adjoints des espaces de Hilbert que nous
verrons plus tard (proposition 1.38 (v)), il n’est pas toujours vrai que le rayon spectral
de u est égal & la norme de u : sin > 2 et u: C" — C" est une application linéaire non
nulle, de matrice triangulaire supérieure stricte dans la base canonique de C™, alors la seule
valeur propre de u étant 0, le spectre de u est réduit a {0} ; cet opérateur continu u est
donc de norme non nulle (car il est non nul), mais son rayon spectral est nul. Voir aussi
I’exercice E.12.

Exercice E.5 Soient E un espace de Banach complexe non réduit o {0} et u,v € Z(F)
deux opérateurs linéaires continus qui commutent (c’est-a-dire tels que uwov = v o u).
Montrer que

p(uov) < p(u)p(v) .

Rappelons que pour tout € > 0, une partie P d’un espace métrique X est dite e-dense
dans X si tout point de X est a distance au plus € d’au moins un point de P. Rappelons
aussi que tout compact C' de C est séparable : il suffit de prendre pour partie dénombrable
dense dans C' la réunion |J A, ou A, est une partie finie %—dense dans C, pour tout
n € N.

Donc comme le montre I'exercice suivant (en traitant a part le cas de la partie vide,

neN

qui est le spectre de 'unique opérateur linéaire de 1’espace vectoriel nul), tout compact de
C est le spectre d’au moins un opérateur linéaire continu.

Exercice E.6 Soit 7 un espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie, soit
(en)nen une base hilbertienne de F, soit C' un compact non vide de C, et soit (Ap)nen
une suite dense dans C (c’est-a-dire telle que {\, : n € N} soit une partie dense de C).
Montrer qu’il existe un et un seul opérateur continu u € L (H) tel que u(e,) = Apen
pour tout n € N. Un tel opérateur continu est appelé un opérateur diagonal dans la base
hilbertienne choisie.
Montrer que le spectre de u est le compact C' prescrit :

Sp(u) = C',
que les valeurs propres de u sont les A, pour n € N (dont on calculera les espaces propres) :
Vp(u) ={\, : ne N},
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et que le spectre résiduel de u est vide :

SPyes(u) =0 .

Exercice E.7 Soit € un espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie, soit
(en)nen une base hilbertienne de J, et soit u € L(H) lopérateur linéaire défini par
ZieN T;€; > ZZEN xieiy1. (Cet opérateur est appelé l'opérateur de décalage dans la base
hilbertienne choisie.)

Montrer que u est bien défini et continu, qu’il n’a pas de valeur propre :

Vp(u) =0,
que son spectre est le disque unité fermé :
Sp(u) ={z€C : |z| <1},
et que son spectre résiduel est le disque unité ouvert :
Spres(u) ={z€C : |2| <1} .

L’application qui & un opérateur continu associe son spectre vérifie une propriété de
semi-continuité. Rappelons qu'une application f d’un espace métrique X dans R est semi-
continue supérieurement en un point xg de X si elle vérifie 'une des deux assertions équi-
valentes suivantes :

e pour tout A > f(z), il existe un voisinage ouvert V de xy dans X tel que pour tout
x €V, on ait f(x) < \;

e pour toute suite (yi)ieN qui converge vers xg dans X, nous avons

limsup f(y;) < f(xo) .

i——+00

Bien str, si f est continue en x(, alors f est semi-continue supérieurement en xg. Une
application f : X — R est dite semi-continue supérieurement si elle est semi-continue
supérieurement en tout point de X. Un exemple typique d’application semi-continue su-
périeurement, mais non continue, est 'application de R dans R, qui est nulle sauf au point
0, et vaut 1 en 0. On montre aussi facilement qu'une application f : X — R est semi-
continue supérieurement si et seulement si pour tout A € R, la partie {z € X : f(x) > A}
est fermée dans X, et que la borne inférieure f = inf;cr f; d’une famille (f;);e; d’appli-
cations semi-continues supérieurement (par exemple continues) est encore semi-continue
supérieurement. (Voir par exemple [Dix, , | pour ces notions et des compléments.)

Proposition 1.30 Soit E un espace de Banach compleze.

(1) Si (u;)ien est une suite dans £ (E) qui converge vers u € L (E), si A\; est un point
du spectre de u; pour tout i € N, si la suite (\;);en converge vers un point X\ dans C, alors
A appartient au spectre de wu.

(2) Si E # {0}, Uapplication rayon spectral p : L (E) — R, définie par u — p(u), est
semi-continue supérieurement.
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Démonstration. (1) Par contraposée, si A n’appartient pas au spectre de u, alors u— A id
est inversible. Donc pour i suffisamment grand, 'opérateur continu u; — A; id, qui est proche
de u — \id, est encore inversible (voir la proposition 1.2 (3)). Donc \; n’appartient pas au
spectre de u;, ce qui contredit les hypothéses. Cette premiére propriété est encore vraie si
FE est un espace de Banach réel.

(2) Tout d’abord, les spectres des opérateurs continus d’espaces de Banach complexes
non nuls étant non vides, 'application p est bien définie. Donnons deux démonstrations de
cette assertion (2).

Pour la premiére démonstration, 'application du produit .Z(FE)" dans .Z(FE), définie
par (ug,...,up) — uj © -+ 0 uy, est continue. En effet, par récurrence, il suffit de le faire
pour le cas n = 2. Le résultat découle alors du fait que si u est suffisamment proche de ug
et si v est suffisamment proche de vg, alors [[v]| < |lvo]| + 1, et

luov—wugovg| = |[(uwov—mugov)+ (ugov—ugouvy)
< lu —wol| [|[v]] + lluoll [|v — vol|
< lu—uol| ([lvoll + 1) + lluoll [Jlv — woll ,

qui est proche de 0. Par composition avec l’application continue de .Z(F) dans Z(FE)"
définie par u +— (u,u, ..., u), application u — u" est donc continue. Donc, par le théoréme
1.25 (3), Papplication
. 1
p:ur— inf |u"||7,
neN—{0}
qui est une borne inférieure d’applications continues, est semi-continue supérieurement.

Pour la deuxiéme démonstration, nous allons utiliser le point (1) de la proposition 1.30.
Puisque Z(FE) est un espace vectoriel normé, donc un espace métrique, nous utilisons le
critére de semi-continuité supérieure rappelé ci-dessus. Soit (u;);en une suite dans Z(F)
qui converge vers u € Z(FE).

Notons ¢ = limsup;_, , ., p(u;) et montrons que £ < p(u), ce qui conclut.

Tout d’abord, ¢ est fini, car la suite (u;);ey convergeant vers wu, la suite (HuZH)ZGN
converge vers ||u||, donc reste bornée, et p(u;) < ||w;]|. Soit (u;, )gen une suite extraite telle
que € = limy oo plus,).

Puisque le spectre de u; est non vide et compact (par le théoréme 1.25 (i) et (ii)), il
existe \; € Sp(u;) tel que |\j| = p(u;). La suite (N, )ken, qui reste dans un borné de C,
converge, quitte a extraire une nouvelle fois, vers un élément de C noté . Par le point (1)
de la proposition 1.30, I’élément \ appartient au spectre de u, donc le rayon spectral p(u)
est au moins égal a |A|. D’ou

= 1 N = 1 o = <

ce qu’il fallait démontrer. O

En dimension finie, I’application rayon spectral est méme continue, ainsi que ’applica-
tion qui & un opérateur linéaire associe son spectre, au sens suivant. Pour tout ¢ > 0 et
pour toute partie A d’un espace métrique X, nous notons

Vi(A)={x € X : Ja€ A, d(x,a) <¢e}

le e-voisinage ouvert de A dans X.
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Exercice E.8 a) Soient X un espace métrique (de distance notée d), et Z.(X) l’ensemble
des fermés bornés non vides de X. Considérons Uapplication di : P.(X) x P.(X) —
[0, +o0[ définie par

dy(K,K") :max{ su}gd(m,K/), suI[; d(m/,K)}
x€ z'eK’

=inf{e>0: K CV(K') et K'CV(K)}.

Montrer que dg est une distance sur P.(X), invariante par les isométries de X : pour
toute isométrie f de X, nous avons dy(f(K), f(K")) = dy(K,K'). Cette distance, qui

dépend bien sir de la distance d sur X, est appelée la distance de Hausdorff sur Z.(X).

b) Soit E un espace vectoriel normé complexe de dimension finie non nulle. Montrer
que Uapplication de L (E) dans Z.(C) définie par uw — Sp(u) est continue.

¢) Pour tenir compte des multiplicités, on peut montrer aussi le résultat plus précis
suivant. Notons Mc(C) lensemble des mesures complexes sur C, qui est un espace de
Banach pour la norme ||| = |p¢|(C), ou |u| est la mesure positive associée a p (voir par
exemple [Coh, Chap. 4] et les rappels de la partie 1.1). Pour tout x € C, notons 6, la
masse de Dirac unité en x. Soit E un espace vectoriel normé complexe de dimension finie.
Montrer que Uapplication de Z(E) dans #c(C) définie par w — 3 5cqp) Mu(A)x est
continue, ot my () est la multiplicité d’une valeur propre A de u, lorsque ¢ (C) est muni
de la topologie vague (ou faible-étoile), qui est la moins fine rendant continue les évaluations
des mesures sur les fonctions continues a support compact, voir par exemple [Pau, §2.8].

d) Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie non nulle. Montrer que l’appli-
cation rayon spectral p : L (E) — R, définie par u — p(u), est continue.

1.4 Opérateurs compacts.

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés complexes. Notons
Bp={z€E : ||z| <1}

la boule unité fermée de E. Un élément u de Z(E, F) est dit compact sl vérifie 'une des
trois conditions équivalentes suivantes :

e u( Bg) est d’adhérence compacte dans F (pour la topologie forte),
e l'image par u de tout borné de E est d’adhérence compacte dans F',

e pour toute suite (z,)neny dans E telle que ||z,| < 1 pour tout n € N, la suite
(u(zn))nen admet une sous-suite convergente dans F.

Vérifions ’équivalence de ces conditions.

Il est immédiat que la seconde condition entraine la premiére. Pour montrer I'implica-
tion inverse, soit B un borné de E. Alors B est contenu dans une boule fermée de centre
0 et de rayon r pour un certain r > 0. Or u( B(0,7)) = ru( Bg) par linéarité de u. De
plus, les homothéties x + rx étant des homéomorphismes, u( B(0,7)) est d’adhérence
compacte puisque u( Bg) l'est par hypothése. Maintenant, u(B), en tant que partie de la

partie d’adhérence compacte u( B(0,r)), est d’adhérence compacte, car tout fermé dans
un compact est compact.
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Il est immédiat que la premiére condition implique la troisiéme. Réciproquement, si
la troisiéme condition est vérifiée, et si (3, )nen est une suite dans I'adhérence de u( Bg),
alors pour tout n € N, soit x,, € B tel que d(u(xy,),yn) < % Par la troisiéme condition,
la suite (u(zy,))nen admet une sous-suite convergente, donc (yy, )nen aussi.

Ces trois conditions sont bien str équivalentes & demander que I'image par u de toute
suite bornée dans E admet une sous-suite convergente dans F'.

Remarque. La définition a aussi un sens pour les espaces vectoriels normés réels, et les
propositions 1.33, 1.34, 1.35, 1.36 restent valables dans ce cadre.

Exemples. (1) Un élément u de £ (FE, F) est dit de rang fini si son image est de dimension
finie. Par le théoréme de Riesz 1.7 (et le fait que 'image de u( Bg) soit contenue dans
Br(0,]|ul))), un élément de .Z(E, F) de rang fini est compact.

En particulier, si F' est de dimension finie, alors tout élément de .Z(FE, F) est compact.
De nouveau par le théoréme de Riesz 1.7, si E est de dimension infinie, alors I'identité de
FE dans E n’est pas un opérateur compact.

(2) Soient X et Y deux espaces métriques compacts, 4 une mesure positive borélienne
finie sur Y et N € €(X xY;C). Notons F et F les espaces de Banach € (Y;C) et €(X;C)
respectivement (pour les normes uniformes || - ||, voir la partie 1.1). Pour tout f € E,
notons K f = Ky f € F D'application définie par

Kf(z)= N(z,y) f(y) duly) ,

yey

pour tout z € X. Nous affirmons que K = Ky € Z(F, F) est un opérateur compact, dit
opérateur & noyau, de noyau N.

Avant de montrer ce résultat, rappelons deux théorémes qui seront utiles (voir par
exemple [Dix, , | pour des démonstrations). Nous renvoyons a la démonstration
du théoréme 1.10 dans 'appendice A pour des rappels sur les applications uniformément
continues.

Théoréme 1.31 (Théoréme de Heine) Soient X et Y deux espaces métriques, tels
que X soit compact. Toute application continue de X dans Y est uniformément continue.
O

Soient X un espace métrique, et K =R ou K = C. Une partie o/ de € (X;K) est dite
équicontinue si pour tous les € > 0 et xg € X, il existe un voisinage U de zg dans X tel
que

VeeU Vied, |f(x)— f(x)l <e.

L’important est que le voisinage U ne dépende pas de ’élément f de o7 (attention a l'ordre
des quantificateurs!!).

Théoréme 1.32 (Théoréme d’Arzela-Ascoli) Soient X un espace métrique, et K = R
ou K = C. Soit & une partie de €(X;K) telle que

e o/ est équicontinue,

o pour tout x dans X, l'ensemble o (x) = {f(x) : f € &} est d’adhérence compacte
dans K.
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Alors l'adhérence de <7 est compacte (et équicontinue) dans € (X;K) pour la norme uni-
forme sur les compacts. O

Montrons maintenant que les opérateurs & noyaux K = Ky définis ci-dessus sont
compacts. Remarquons que

Kf@) = K5 < Wfloe | INGy) = NG du)
yey
pour tous les x et 2’ dans X. Comme la mesure p est finie, et par continuité uniforme en
y de z — N(z,y) (par le théoréme de Heine 1.31), ceci montre que K f est bien définie et
continue, et que I'image par K de la boule unité fermée de E est équicontinue. L’application
K est clairement linéaire, et continue car, avec ||u|| = u(Y) la masse totale de p,

K flloo < Nlpll 1N ool f oo -

Ceci montre aussi que les images des applications K f pour f € B restent dans un compact
fixé de C. Donc I'application linéaire K est compacte, par le théoréme d’Arzela-Ascoli 1.32

appliqué & o = {Kf : f € Bg}.

(3) Soient (X, o7, u) et (Y, %,v) deux espaces mesurés o-finis, E et F' les espaces de
Hilbert L?(v) et L?(p) respectivement, et N € L?((X, «/, u) x (Y, %,v)). Pour tout f € E,
notons K f = Knf € F D'application définie par

Kf(z)= y N(z,y) f(y) dv(y) ,
y€e

pour (presque) tout z € X. Alors K = Ky € Z(E,F) est un opérateur compact, dit
opérateur & noyau de type Hilbert-Schmidt, de noyau N.

En effet, par le théoréme de Fubini (qu’il est possible d’utiliser par 1’hypothése de
o-finitude des mesures), I'application N, : y — N(x,y) appartient & £ = L?(v) pour
u-presque tout z € X. Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout f € E, nous avons

(K f(@)] < [[Nzll2 112

pour u-presque tout x € X. En utilisant de nouveau le théoréme de Fubini pour la derniére
égalité,

sl = ([ R )’ < ([ I8 151 dute))

ke ([ ([, W o) aut)* = 181051

Donc 'application K est bien définie, clairement linéaire, et continue (de norme d’opérateur
inférieure ou égale a | N||2).

Montrons maintenant que 'opérateur K est compact. Soit (fy,)nen une suite dans B,
et montrons que, quitte a extraire, la suite (K fy,)nen converge fortement dans F. Par le
théoréme 1.21, nous pouvons supposer quitte a extraire que (f,)nen converge faiblement
vers f € E. En particulier, pour p-presque tout x, nous en déduisons que K f,(z) =
(fn, Nz)g converge vers (f, Ny)g = K f(z). Puisque ||f,]| < 1, nous avons |K f,(z)| <
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|INz||2 pour p-presque tout z € X et pour tout n € N. Par le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue, puisque x — ||N.||3 est intégrable, ||K f,||2 converge donc vers
I|IK f]|2- De plus, K f,, converge faiblement vers K f, puisque K est continue, par I’assertion
(4) de la proposition 1.20. Par la proposition 1.22, nous avons donc que K f,, converge
fortement vers K f. Le résultat en découle.

Exercice E.9 Pour tout i € {1,2,3}, soit (X;, 9, pu;) un espace mesuré o-fini. Soient
No 1 € L?((Xa, b, po) x (X1, 9, 1)) et N3 o € L2((X3, o4, pg) X (Xo, 9%, p12)). Montrer
que la composition Kn; , o Ky, , des opérateurs de type Hilbert-Schmidt de noyauz Na 1
et N3 o est l'opérateur de type Hilbert-Schmidt de noyau N3 1 défini presque partout par

(z3,21) = [y, N3,2(23, 22) No, 1(w2, v1) dpa(2).

Exercice E.10 Soient I un intervalle ouvert borné de R et p € N. Notons || -||o la norme
uniforme sur € (I;C) et 2®)(I) Uespace vectoriel complexe des applications f : I — C
de classe CP, de dérivées d’ordre au plus p bornées sur I, muni de la norme | f|l, =

f:o Hf(i)Hoo. Montrer que 9(1’)(1) est un espace de Banach complexe et que pour p > 1,
Vinjection f — f de 2W(I) dans 2P~V (I) est un opérateur compact.

Proposition 1.33 Le sous-ensemble # (E, F) des opérateurs compacts de E dans F est
un sous-espace vectoriel de L (E, F), qui est fermé si F' est un espace de Banach. De plus,
siu € L(E,F) est compact, si G1 et Go sont des espaces vectoriels normés complezxes, si
veE LG E) et siwe ZL(F,Gs), alorswouov € L(G1,G2) est compact.

En particulier, par 'exemple (1), toute limite d’une suite d’opérateurs de rang fini est
un opérateur compact (lorsque l'espace d’arrivée est un espace de Banach). Mais on connait
des exemples d’opérateurs compacts qui ne sont pas limites d’opérateurs de rang fini (voir
par exemple | ]). Voir toutefois la proposition 1.34 suivante pour le cas des espaces de
Hilbert (aussi valable dans le cas réel).

Si F est un espace de Banach, I’ensemble des opérateurs compacts de £ dans lui-méme
est donc un idéal bilatére (c’est-a-dire un sous-espace vectoriel stable par composition a
droite et & gauche par n’importe quel élément de Z(F)) fermé dans l'algébre de Banach
Z(E), et en particulier, une sous-algébre (non unifére, c’est-a-dire ne contenant pas l'iden-
tité, si E est de dimension infinie) fermée de Z(E).

Démonstration. Il est immédiat (en utilisant la troisiéme définition des opérateurs com-
pacts) que I'ensemble des opérateurs compacts est stable par combinaisons linéaires. Si un
opérateur continu u € Z(E, F) est compact, si v € Z(G1,E) et w € L (F,Gs), alors
v(Bg,) est borné car ||v]| est fini, donc uov(Bg,) est contenu dans un compact car u est
compact, donc w o uov( Bg,) est contenu dans un compact, car 'image d’un compact par
une application continue & valeurs dans un espace métrique est encore compact. Puisque
tout fermé dans un compact est compact, w o u o v( Bg,) est donc d’adhérence compacte.

Pour montrer la fermeture de l’ensemble des opérateurs compacts lorsque F est un
espace de Banach, soit (uy,)nen une suite d’opérateurs compacts de E dans F', qui converge
vers u dans .Z(E,F). Montrons que u( Bg) est d’adhérence compacte. Puisque F est
complet, par le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il suffit de montrer que pour tout € > 0,
on peut recouvrir u( Bg) par un nombre fini de boules de rayon e. Soit n € N tel que
| —ul| < §. Puisque 'opérateur continu u, est compact, il existe y1, ...,y € I tels que
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un(BEg) C Ule B(yi, §). Mais alors par I'inégalité triangulaire, u( Bg) C Ule By, e) :
pour tout z € Bg, soit i € NN [1, k] tel que u, () € B(y;, §); alors

€

2:6. O

€

lu(@) = yill < llu(z) = un(@)l + [lun(z) = yill <5 +
Proposition 1.34 Si F' est un espace de Hilbert compleze, alors tout opérateur compact
u de E dans F' est limite d’opérateurs continus de E dans F de rang fini.

Démonstration. Pour tout € > 0, par le théoréme de Bolzano-Weierstrass, puisque u( Bg)
est d’adhérence compacte, il existe y1,...,y, € F tels que u( Bg) C Ui, B(yi, $). Notons
p la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel engendré par yi,...,y, (qui est
fermé par le corollaire 1.8), et v = p o u, qui est linéaire continue (comme composition de
deux applications linéaires continues), et de rang fini. Pour tout x € B, soit i € NN [1,n]
tel que u(z) € B(y;, 5). Alors, comme p(y;) = y; et puisque ||p]| < 1 (voir le théoréme
1.11), nous avons par I'inégalité triangulaire

Ju(z) —v(@)|| < [lu() =yl + [Ip(y:) — p(u(@))]| <

+ - =€.

DN

Donc |[u — v|| < e. Ainsi, u peut étre approché arbitrairement prés par des opérateurs
continus de rang fini. O

L’exercice suivant donne des approximations explicites (modulo le choix d’une base
hilbertienne) d’opérateurs compacts par des opérateurs de rang fini.

Exercice E.11 Soient 5 un espace de Hilbert complexe, séparable, de dimension infinie,
(en)nen une base hilbertienne de H, et u € L ().

(1) Montrer que siu est compact, alors l'image par u d’une suite faiblement convergente
est (fortement) convergente.

Notons F,, = Vect(eq,...,e,) Uespace vectoriel engendré par ey, ..., e,. Notons 7, =
|w gLl la norme de la restriction de u a 'orthogonal de Fy,, et u, : # — H Uapplication
définie par

Up © T Z<$, eiyu(e;) .
i=0

(2) Pour tout n € N, montrer que u, € Z(H) est un opérateur continu de rang
fini, que Uapplication u — u,, appartient & L (L (H)), et est de norme au plus 1, et que
Tn = |Ju — up|-

3) Soit (Yn)nen une suite dans €, telle que ||yn|| = 1 et y, € FL pour tout n € N.

n
Montrer que (yn)nen converge faiblement vers 0.
4) Montrer que u est compact si et seulement si la suite (T,)nen converge vers 0.
€ 9

5) Montrer que si u transforme toute suite faiblement convergente en une suite conver-

( q g
gente, alors u est compact.

Proposition 1.35 (Théoréme de Schauder) Si un opérateur continuu € £(E, F) est
compact, alors son application duale ‘v € L (F*, E*) (voir la partie 1.1) est un opérateur
compact. Si F est un espace de Banach, alors u € £(E, F) est compact si et seulement si
tu e L (F* E*) est compact.
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Démonstration. Soit u € Z(FE, F) un opérateur compact. Notons X ’espace métrique

compact u( Bg), et considérons I'espace de Banach € (X;C) (muni de la norme uniforme
| - |lo)- Notons &7 le sous-ensemble de €(X;C) des restrictions & X des éléments de Bp«.
Alors 7 est équicontinu (ses éléments sont 1-lipschitziens), et pour tout x dans X, la partie
o (x) = {f(x) : f € o} est bornée (par |ul|). Par le théoréme 1.32 d’Arzela-Ascoli, le
sous-ensemble &7 est d’adhérence compacte dans €(X;C).

Soit (£, )nen une suite dans Bp«. Quitte a extraire, la suite des éléments En\x de o est
donc convergente, donc de Cauchy, dans %' (X;C). Comme

Htu(ﬁn) - tu(gm)”E* = Ssup |tu(€n)(x) - tu(ﬁm)(x)‘

(EGPE

= sup | ln(u(@)) — b (u(@)) | < [lnx = bmixlloo ,
r€BE

la suite (tu(fn))neN,
rateur continu ‘u est compact (par la troisiéme définition des opérateurs compacts).

Pour montrer la derniére assertion, si ‘u est compact, alors I'opérateur continu *(u)
est compact par ce qui précéde. Identifions E avec son image dans E** par z +— ev, (voir
la partie 1.1), et de méme avec F. Alors F' est fermé dans F™** par le corollaire 1.4, car F'
est un espace de Banach. Par la formule (3) dans la partie 1.1, nous avons

qui est de Cauchy dans 'espace de Banach E*, converge. Donc 'opé-

Donc u( Bg), contenu dans 'image par *(‘u) d’un borné, est d’adhérence compacte dans
F** donc dans F qui est fermé. O

Les propriétés élémentaires du spectre des opérateurs compacts sont regroupées dans
le résultat suivant (aussi valable pour les espaces de Banach réels). Elles sont toutes im-
meédiates pour les applications linéaires entre deux espaces vectoriels de dimension finie,
le but de la démonstration est de montrer qu’elles s’étendent aux opérateurs compacts.
Rappelons qu’'un point x d’une partie A d’un espace métrique est isolé dans A s’il existe
€ >0 tel que AN B(x,¢) = {z}.

Proposition 1.36 Soient E un espace de Banach compleze et uw € Z(E) un opérateur
compact.

(1) Le noyau de id —u est de dimension finie.

(2) L’image de id —u est fermée.

(8) Siid —u est injective, alors id —u est surjective, donc inversible dans £(E).

(4) Toute valeur spectrale non nulle de u est une valeur propre de u de multiplicité
finie, isolée dans Sp(u).

(5) Si E est de dimension infinie, alors 0 est une valeur spectrale, et donc

Sp(u) = {0} U Vp(u) .

(6) Le spectre Sp(u) de u est ou bien fini, ou bien la réunion de {0} et de l’image d’une
suite de valeurs propres (Ap)nen qui converge vers .

Le spectre résiduel d’un opérateur compact u, qui est contenu dans Sp(u) — Vp(u) est
donc par (5) ou bien vide (par exemple pour l'opérateur nul), ou bien égal a {0} (voir
lexercice E.12 pour un exemple).
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On fera bien attention qu’il existe des opérateurs compacts non nuls sans valeurs propres
non nulle, et donc de spectre réduit a {0} (voir par exemple l'exercice E.14).

Démonstration. Notons v = id —u et N = Ker(v).

(1) Pour tout # € N, nous avons x = u(z). La boule unité fermée By = BN N de N
est fermée dans E car N est fermé. Elle est d’adhérence compacte dans E, donc compacte,
car By C u( Bg) et u est compact. Donc par le théoréme 1.7 de Riesz, la dimension de N
est finie.

(2) Soit (xy,)nen une suite dans E telle que la suite (v(zy,))nen converge vers un point
y dans E. Montrons que y appartient a 'image de v. Pour tout n € N, puisque N est
de dimension finie, intersection N N B(xy,d(z,, N) + 1) est compacte (toujours par le
théoréme 1.7 de Riesz). Puisque toute application continue, définie sur un espace compact
et & valeurs réelles, atteint sa borne inférieure, et puisque

d(xp,N) = __inf d(xp, 2) ,
2€ NN B(zn,d(zn, N)+1)

il existe z, € N tel que d(xy,, N) = d(n, 2p).

Supposons par I'absurde que d(x,, N) tende vers +oo. Posons w,, = m (n, — 2zn),
qui est de norme 1. Puisque 'opérateur continu u est compact, quitte a extraire, la suite
(u(w"))neN converge vers un élément w dans E. Or, en utilisant que v(z,) =0,

1

wy, — u(wy) = v(wy,) = m v(xy)

converge vers 0, car la suite (v(zy))nen converge vers y et le dénominateur du terme de
droite ci-dessus tend vers +oo. Donc w,, converge vers w et w € Ker(v) = N par continuité
de v. Or d(wy,, N) = 1 par définition de z,, et donc d(w, N) = 1 par continuité, ce qui est
une contradiction.

Donc quitte & extraire, la suite (d(x,, N) = ||zn — 2n||)nen reste bornée. Puisque u est
compact, quitte & extraire, u(z, — 2,) converge vers un point y’ dans E. Donc

Ty — 2n = WXy — 2n) + V(20 — 20) = w(Tpy — 2p) + v(xy)
converge vers y' + y. Par continuité de v et puisque z, € N,

y= lim v(z,) = lim v(z, —z,) = v(y +7v)

n—-+00 n—-+00

appartient alors a 'image de v, ce qu’il fallait démontrer.

(3) Soient Ey = E et E1 = wv(Fyp). Supposons par l'absurde que v est injectif et
que FEy # Ey. Par (2), E; est un sous-espace vectoriel fermé de Ey, stable par u (qui
commute avec v). La restriction u|p, de u a Ej est donc encore un opérateur compact
de l'espace de Banach Ej. Par récurrence, la suite (E, = v"(Ep))nen est une suite de
sous-espaces vectoriels fermés de F, qui est strictement décroissante puisque v est injectif.
Soient x, € E, — E,y1 et x), € E,4q tels que d(xy,x)) < 2d(zp, Ene1) (ce qui est
possible car x,, n’appartenant pas au fermé E, 1, nous avons d(x,, E,+1) > 0). Posons
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Yn = ”:CTlx,”(:En—:E’n) Pour m > n, nous avons y,, +v(yn) —v(Ym) € En+1 par construction

des E). Donc
Hu(yn) - u(ym)H = H (yn - U(yn)) - (ym - U(ym)) H = H Yn — (ym + U(yn) - U(ym)) H
d(ZEn,En+1) 1
>d E == >
Or puisque u est compact et ||y, || = 1 pour tout n € N, la suite (u(yn))n cny doit avoir une

sous-suite convergente, contradiction.

(4) Soit A € C — {0} une valeur spectrale qui n’est pas une valeur propre. Alors %u
est un opérateur compact tel que id —%u soit injective (sinon A serait une valeur propre)
et non surjective (sinon u — Aid serait inversible, et A ne serait pas une valeur spectrale).
Ceci contredit (3).

Soit A une valeur propre non nulle. Comme %u est compact, le noyau de id —%u est de
dimension finie par (1), donc la multiplicité de X est finie.

Montrons que \ est isolée dans Sp(u). Sinon, soit (A, )nen une suite de valeurs propres
de u» non nulles deux & deux distinctes, qui converge vers A. Pour tout n € N, soit e, un
vecteur propre unitaire de valeur propre \,, et F, le sous-espace vectoriel de E engendré
par e, ..., ep. Alors (E,)nen est une suite strictement croissante de sous-espaces vectoriels
fermés (car de dimension finie, voir le corollaire 1.8) de E stables par u. Comme ci-dessus,
pour tout n > 1, puisque d(e,, Fr—1) > 0, soit e}, € E,_1 tel que d(ep,€l,) < 2d(en, Frn_1).

Posons y, = %, qui est unitaire et appartient a F,. Si n > m, alors le vecteur
z = U(W,"_e,”) + u(ﬁ’\—’;) appartient & F,_1, donc
YUn Ym €n €n d(em En—l) 1
Y ()] = - ) - =||l— — > — = > _
Hu()\n) u(}\m)H Hu()\nuen_em) 2| HHGn—G’n” z|| > len—el|] =2

ce qui, avec la convergence de A, vers A # 0, contredit aussi que u est compact, car 'image
par u de la suite bornée (% n’a pas de sous-suite convergente par la minoration
n

précédente.

)nEN

(5) Si 0 ¢ Sp(u), alors u~! existe et est continu. Puisque u est compact, u( Bg) =
(u=1)"Y(Bg), qui est d’adhérence compacte et fermé, est compact. Donc B = u~!(u( Bg))
est compact, ce qui implique par le théoréme 1.7 de Riesz que la dimension de E est finie.

(6) Notons par convention dans cette démonstration § = p(u).

Puisque toute valeur spectrale de u non nulle est isolée, pour tout p(w)
k € N, il n’existe qu'un nombre fini d’éléments de Sp(u) dans le Q
compact Ay = B(0, +) — B(0, k+-1) Posons ng = —1. Si Sp(u) est Q’

infini, en numérotant par récurrence de ng+1 a ni41 les éléments
de AxN Sp(u) si cet ensemble est non vide, et en prenant ng1 = nyg
sinon, le résultat en découle. O

Exercice E.12 Soient 5 un espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie,
et (en)nen une base hilbertienne de .

Montrer qu’il existe un et un seul opérateur continuu € £ () tel que u(e,) = n%_lenﬂ
pour tout n € N.

Montrer que u est un opérateur compact, n’ayant pas de valeur propre. En déduire que
le spectre de u est réduit a {0}. Calculer ||u||, et remarquer que cette norme est non nulle.

Montrer que le spectre résiduel de u est {0}.
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1.5 Opérateurs auto-adjoints
Adjoint d’un opérateur continu.

Soient E, F' et G des espaces de Hilbert complexes (mais tous les énoncés de cette partie
sont valables pour les espaces de Hilbert réels, sauf la remarque (4) précédant 1’exercice
E.13).

Proposition 1.37 Pour tout u € L (E, F), il existe une unique application u* € £ (F, E)
telle que

(u*(y), 2)p = (y,u(x))F
pour tous lesx € E ety € F. L’application u — u* est involutive (c’est-a-dire qu’elle vérifie
(u*)* = u pour tout u € L(E,F)), anti-linéaire (c’est-a-dire qu’elle vérifie (u + Av)* =
u* + Mv* pour tous les A € C et u,v € L(E, F)) et isométrique (c’est-a-dire qu’elle vérifie

|u*|| = ||u|| pour tout w € L(E,F)). Elle vérifie aussi id* = id et (uov)* = v* ou* pour
tous lesu € L(E,F) etv e ZL(G, E). L'opérateur continu u* est inversible si et seulement
siu lest, et alors (u*)~! = (u™1)*.

De plus, |Juou*|| = ||u* oul = ||Jul®.

L’application u* est appelée 1’adjoint de u pour les produits scalaires de E et de F.
Lorsque 'on identifie un espace de Hilbert et le dual topologique de son conjugué par la
dualité de Riesz-Fréchet (théoréme 1.13), 'adjoint correspond a Iapplication duale intro-
duite dans la partie 1.1 (voir ci-dessous).

Démonstration. L’unicité de u* est claire, car un vecteur de E orthogonal & tout vecteur
de E est nul. Elle implique les propriétés d’involution, d’anti-linéarité, et la relation de
contravariance (u o v)* = v* o u™.

Pour D'existence, soient ¢ : E — E* et pp : F — F* les isomorphismes de Riesz-
Fréchet (voir le théoréme 1.13), et ‘u : £ + £ o u Papplication duale de u définie dans
la partie 1.1, considérée comme une application (linéaire, continue) de F* = F* dans
E* = E*. Montrons que I'application

u* — QOE':L o tUOQOF (7)

convient. En effet, en appliquant pour ¢ = @g puis ¢ = ¢ la relation ¢(a)(b) = (a,b)
pour des a et b dans E puis F bien choisis, nous avons, pour tous les = et y dans F,

(@, 05" o tuopr(y)) = (pp' o 'wopr(y),z) = uopr(y)(z) = ¢r(y)(u(r)) = (y,u(x))

= (u(z),y) -
Comme les isomorphismes de Riesz-Fréchet sont des isométries, et par ’équation (2)

de la partie 1.1, nous avons ||u*|| = || ‘u|| = ||ul|. [On peut aussi utiliser le fait que pour tout
y € F, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

lu* @)1 = (u* (@), w* W) e = (ulu’ @), y)r < Jull llu* @) Iyl .

ce qui implique que ||u*|| < ||u||. Comme (u*)* = u, en remplagant u par u*, nous avons donc
lw ]| = Jull]
Nous avons donc
2
[ o ul| <l Jull = flull* .
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De plus, pour tout x € E, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
[u(@)[* = (u(z), u(@))p = (u* ou(e),x)p < |lu* o ul [|z|?,

donc |lu||? < ||u* o ul|. Dot ||u* o u|| = ||ul|?, et en remplacant u par u*, nous avons donc
luowr]| = flur]? = fJul?. 0

Exemple. Soient (X, o, u) et (Y, %,v) deux espaces mesurés o-finis, et considérons
N € IL2((X, o, pu)x (Y, B, V)) Notons N* € IL2((Y,¢%’, V)X (X,.Q{,u)) Papplication définie
par N* : (y,z) — N(x,y). Alors I'adjoint de l'opérateur Ky : L%(v) — L2(u) de type
Hilbert-Schmidt de noyau N est exactement l'opérateur Ky« : L2(u) — L2(v) de type
Hilbert-Schmidt de noyau N*. En effet, pour tous les f € L?(v) et g € IL?(u), nous avons,
par le théoréme de Fubini,

Kt = [ ([ V@@ dw) o) dute)

Y
= [ 16 ([ NG ola) du@)) dvty) = (7. K-g).

yey

En particulier, si (X, o, u) = (Y, B,v), si N est réel et symétrique, alors 'opérateur de
type Hilbert-Schmidt de noyau N est auto-adjoint (c’est-a-dire égal a son adjoint).

Soit ## un espace de Hilbert. Un opérateur continu u € £ () est dit

e auto-adjoint (ou hermitien) si u = u*,

positif si (u(z),z) > 0 pour tout x € 2,
e normal si uou* = u* ou,

e unitaire si uou* = u* ou = id,

e un projecteur si u? = u.
Remarques. (1) Si 7 est de dimension finie, si (e;)1<i<, est une base orthonormée, si
M est la matrice de u € £ () dans cette base, alors la matrice M* de u* dans cette base
est la matrice transposée de la matrice conjuguée de M :

M* = "M .

Donc u € Z(H°) est auto-adjoint si et seulement si sa matrice M dans cette base est
hermitienne (c’est-a-dire vérifie M = *M). En particulier, si M est réelle symétrique, alors
u est auto-adjoint.

(2) Un opérateur auto-adjoint ou unitaire est normal. De nombreuses propriétés des
opérateurs auto-adjoints ci-dessous sont valables pour les opérateurs normaux (voir par
exemple | |), mais nous nous restreignons au cas auto-adjoint dans ce cours.

(3) Pour tout u € £ (), I'application (x,y) — (u(x),y) est une forme sesquilinéaire,
qui est hermitienne si et seulement si u est auto-adjoint, et positive si et seulement si u est
positif.

(4) Cette remarque est particuliére au cas des espaces de Hilbert complexes. Un opéra-
teur continu positif u d’un espace de Hilbert complexe est auto-adjoint. En effet, en posant
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a(z,y) = (u(x),y), qui est une forme sesquilinéaire, il suffit de montrer que a est hermi-
tienne, c¢’est-a-dire que pour tous les x et y dans J#, nous avons Re(a(x,y) — a(y,z)) =0
et Im(a(z,y) + a(y,x)) = 0 . La seconde égalité découle de

a(z,y) +aly,x) =alx +y,z+y) —alr,x) —aly,y) €R

et la premiére égalité de la seconde égalité ou = est remplacé par ix.

(5) Par exemple, id est auto-adjoint positif et unitaire, et pour tout u dans £ (), les
opérateurs continus u + u*, i(u — u*) (celui-ci n’étant défini que lorsque J# est un espace
de Hilbert complexe), u* ou et uou* sont auto-adjoints, par les propriétés d’anti-linéarité
et d’involution. De plus, les opérateurs u* o u et u o u* sont positifs. Si u est auto-adjoint
et v unitaire, alors v o u o v™! est auto-adjoint.

ar exemple, la transformée de Fourier F : — ui est 'opérateur
(6) P ple, la transformée de Fourier 7 : L*(R) — L?(R), qui est l'opérat
linéaire continu défini sur les fonctions C*> & support compact par

ar - —zxt
F(f) $H¢%/f dt

est unitaire, et son spectre est
Sp(#) ={1,-1,4,—i}
(voir le probléme E.G7 et sa correction).

Exercice E.13 Soit 7 un espace de Hilbert séparable de dimension infinie, soit (en)nen
une base hilbertienne de J€, et soit (Ay)nen une suite bornée dans C. Notons u € L()
Punique opérateur continu tel que u(e,) = Apeyn, pour tout n € N (voir l'exercice E.6).

Montrer que l'adjoint de u est l'unique opérateur continu u* tel que u*(e,) = \p €n
pour tout n € N. En déduire que u est auto-adjoint si et seulement si A, est réel pour tout
n € N.

Montrer que tout compact non vide K de R est le spectre d’un opérateur auto-adjoint
de 7.

Propriétés élémentaires des opérateurs auto-adjoints.

Les propriétés élémentaires principales des opérateurs auto-adjoints sont résumées dans
la proposition suivante. Certaines d’entre elles ont déja été vues les années précédentes dans
les espaces de Hilbert de dimension finie.

Proposition 1.38 Soient S un espace de Hilbert complexe et u € L(H).
(i) Le spectre de l’adjoint u* de u est l’ensemble des conjugués des éléments du spectre
dew :

Sp(u*) = Sp(u) .

(ii) L’orthogonal de l’image de u est le noyau de son adjoint et le noyau de u est
l’orthogonal de limage de son adjoint :

(u(jf))l = Ker(u") et Ker(u)= (u*(e%”))J' .
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En particulier, u* est injectif si et seulement si u est d’image dense. De plus (le surlignage
ci-dessous désignant ’ensemble des conjugués)

SPres(u) = Vp(u*) = Vp(u) - (®)

(iii) L’opérateur continu u est compact si et seulement si son adjoint u* [’est.
w) Siu est auto-adjoint, et si I est un sous-espace vectoriel de € invariant par u
]
c’est-a-dire tel que w(F) C F), alors FL+ est aussi invariant par u.
q s p

(v) Supposons que S # {0}. Siu est auto-adjoint, si M = sup|,|=(u(x),z) et m =
inf), =1 (u(z), ), alors m et M appartiennent au spectre de u, ce spectre Sp(u) est réel,
contenu dans lintervalle [m, M|, et

p(u) = |lull = SuP, [(u(@), 2)| = max{M, —m} .

En particulier, le rayon spectral de u est égal a sa norme, et si Sp(u) = {0}, alors u = 0.
(vi) Si u est auto-adjoint, alors son spectre résiduel est vide :

Spres(u) = @ °
(vii) (Critére de Weyl) L’ensemble o(u) des A € C tels qu’il existe une suite (xn)neN
dans F telle que ||xy| = 1 et limpioo ||u(zn) — Azp|| = 0, est contenu dans le spectre

de u. Siu est auto-adjoint, alors cette inclusion est une égalité : le spectre Sp(u) de u est
égal a o(u).

L’ensemble

o(u)={A € C : I (zp)nen € N, ll)g_l lu(xn) — Azy|| =0et Vn eN, |[z,] =1}

est appelé le spectre de Weyl de u, et ses éléments les valeurs propres approchées de u. Si u
est auto-adjoint, le critére de Weyl dit que les valeurs spectrales de u sont exactement ses
valeurs propres approchées.

Si A # {0}, la propriété que p(u) = ||ul| implique en particulier qu’un opérateur auto-
adjoint est nul si et seulement si son rayon spectral est nul, donc si et seulement si son
spectre est égal a {0}. Mais il existe des opérateurs continus non nuls de spectre réduit a 0

. .. . 1
(qui ne sont pas auto-adjoint, donc), comme 'opérateur de matrice ( 8 0 > dans la base

canonique de 'espace de Hilbert C2. Voir par exemple I'exercice E.14 pour un exemple en
dimension infinie.

Démonstration. (i) L’opérateur continu u — Aid est inversible si et seulement si son
adjoint, qui est u* — \id, est inversible. Donc Sp(u*) = Sp(u).

(ii) Nous avons = € u()" si et seulement si (u(y),z) = 0 pour tout y dans 7, si
et seulement si (y,u*(z)) = 0 pour tout y dans J#, donc si et seulement si x € Ker(u*).
La seconde égalité de (ii) découle de la premiére en remplagant u par u* et en utilisant la
propriété d’involution de u*. L’avant-derniére affirmation découle alors du corollaire 1.12
(2). La derniére égalité découle du fait que pour tout A € C, 'image de v — Aid n’est pas
dense si et seulement si son orthogonal n’est pas le sous-espace nul, et que

Ker(u* — Xid) = Ker((u — Aid)*) = (u — Aid)(22)* .
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(iii) Ceci découle du théoréme de Schauder (proposition 1.35), par la formule (7) dans
la démonstration de la proposition 1.37 et par la proposition 1.33 : u est compact si et
seulement si ‘u est compact, si et seulement si u* = @l o ¢
o I — T est I’isomorphisme de Riesz-Fréchet.

o ‘u o @y est compact, ou

(iv) Soit = € F*+. Pour tout y € F, nous avons u(y) € F, donc (u(z),y) = (z,u(y)) = 0.
Dot u(z) € F*.

(v) Notons que (u(x),x) est réel, car u est auto-adjoint donc (u(x),z) = (x,u(x)) =
(u(z), ), et de valeur absolue majorée par ||u|| par 'inégalité de Cauchy-Schwarz si ||z|| <
1. En particulier, M et m sont des nombres réels bien définis (car % n’est pas réduit a
{0}). La démonstration de l'assertion (v) découlera des points suivants.

e Montrons que Sp(u) est réel.
Si A est une valeur propre de u, et si z est un vecteur propre (non nul) de u de valeur

propre A\, alors B
Mz, x) = (u(z),z) = (z,u(z)) = A (z,2)

donc X est réelle.

Soit A € C — R. Posons v = u — Aid. Pour tout = dans JZ, puisque (u(zx),x) est réel,
nous avons Im (v(z),z) = Im ((u(z), z) — (Az,z)) = —Im A |z||>. Donc par I'inégalité de
Cauchy-Schwarz,

[Tm A [l < [lo@)] =] -

Le résultat suivant montre donc que v est injective (ce que nous savons déja, car A n’est
pas une valeur propre de u) et que I'image de v est fermée, puisque Im A # 0.

Lemme 1.39 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés sur K, ou K =R ou K = C,
tels que E soit complet, et soit v e L (E,F). Sil existe ¢ > 0 tel que c||z|| < ||v(x)| pour
tout = dans E, alors 'image de v est fermée, et v: E — v(E) est un homéomorphisme.

Démonstration. Soit (z;,),en une suite dans E telle que la suite (v(zy)) converge

neN
vers y dans F. Alors (v(azn))n cy est de Cauchy, donc par 'hypotheése, la suite (2 )nen est
de Cauchy dans E. Elle converge donc par complétude de E vers x € E, tel que v(z) =y
par continuité de v. D’ou y appartient & I'image de v.

La condition ¢||z|| < ||v(x)|| pour tout 2 dans E implique que le noyau de v est réduit
au vecteur nul, et que la norme de la bijection réciproque de v : E — v(FE) est au plus %,
ce qui montre la derniére assertion. (Si F' était un espace de Banach, alors son sous-espace
vectoriel v(E), fermé dans F, serait aussi un espace de Banach (pour la restriction de la

norme), et la continuité de v=! découlerait aussi du théoréme de Banach 1.24.) O

Par (ii), 'orthogonal de I'image de v est égal au noyau de u* — Xid = u— Xid. Ce noyau
est réduit a {0}, car A\, n’étant pas réel, n’est pas une valeur propre de u. Donc I'image de
v est dense dans F par le corollaire 1.12 (2). Comme elle fermée par le lemme ci-dessus,
Papplication v est surjective, donc bijective (car son injectivité a déja été démontrée), et
A n’est pas une valeur spectrale de u.

e Montrons que Sp(u) C | — 0o, M]. En remplagant u par —u, ceci montrera que
Sp(u) C [m,+oo[, donc que Sp(u) C [m, M].

Pour tout A € R, soit vy = Aid —u. Alors 'application a : (z,y) — (vx(x),y) de I x A
dans C est continue, sesquilinéaire. Si A > M, alors cette application est coercive : pour
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tout = dans 2, nous avons (vy(7),z) = (Az,z) — (u(z),z) > (A— M)||z|*>. En particulier,
I’application vy est injective. Montrons qu’elle est aussi surjective. En effet, pour tout y
dans ., l'application ¢ : z + (y, z) appartient & # *. Donc par le théoréme 1.15 de
Lax-Milgram, il existe 2 dans ¢ tel que a(x, z) = ¢(z) pour tout z dans J#, c’est-a-dire
tel que (vy(x), z) = (y, z) pour tout z dans . Ceci implique que vy(z) =y, donc que vy
est surjective. Par conséquent, si A > M, alors A n’appartient pas au spectre de u.

e Montrons que M € Sp(u). En remplagant u par —u, ceci montre que m € Sp(u).

Soit v = M id —u, qui est auto-adjoint. La forme sesquilinéaire (x,y) — (v(z),y) est
hermitienne, et positive par définition de M. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz (seul le cas
d’égalité nécessitait la condition définie (positive), voir la démonstration de la proposition
1.9), nous avons, pour tous les x,y € J,

(), 9)|* < (v(2),2) (v(y),y) -

Rappelons que |[|2'[| = supy,=1 |(z’,y)| pour tout 2’ € 2. Donc, en utilisant l'inégalité de
Cauchy-Schwarz pour obtenir la derniére inégalité,

lo(@)|* = sup [{v(x),9)* < (v(x),2) sup (v(y),y) < (v(z),)[|v] .
llyll=1 llyll=1
Soit (2 )nen une suite dans S telle que |z,| = 1 et (u(xy,),x,) converge vers M. Alors
(v(xy), zy) converge vers 0 et donc ||v(x,)|| aussi. Si M n’appartient pas au spectre de u,
alors v est inversible et donc x, = v~1(v(x,)) converge vers 0, ce qui n’est pas possible.

e Soit £ = sup|g=1 [{u(), z)|, montrons que x > |[ul|.
Pour tous les x et y dans J# de norme 1, puisque u est auto-adjoint, nous avons

[4Re (u(x),y)| = [(w(z +y), 2 +y) — (u(z —y),z —y)|
< k(llz+yl? + e = yll?) = 26(ll«l® + lylI*) = 4

Par homogénéité, pour tous les x et y dans s, nous avons donc | Re (u(z),y)| < & ||z| [Jy]|-
Donc [lu(@)||* = Re (u(z), u(@)) < &[] [u(z)], ce qui implique que [Ju] < &.
Par la proposition 1.25 (1) et ce qui précéde, nous avons

[ull > p(u) = max{M, —m} = S [(u(x), )] = full -

L’assertion (v) en découle.

(vi) Soit A une valeur spectrale non valeur propre de u. Puisque u est auto-adjoint, A
est réelle par (v). L'image de v — \id est dense, car son orthogonal est nul par (ii). Donc
A n’appartient pas au spectre résiduel de u, et celui-ci est vide.

L’assertion (vi) découle aussi de la formule (8) et du fait que Vp(u) est réel.

(vii) Si A & Sp(u), alors x, = (u—Aid) " (u(x,)—Az,) tend vers 0 quand ||u(zy,) — Az, ||
tend vers 0 par continuité de (u — Aid)™!, donc A ¢ o(u).

Réciproquement, supposons u auto-adjoint, et soit A € Sp(u), qui en particulier est
réel. Si A est une valeur propre, alors A € o(u) (en considérant une suite constante en un
vecteur propre unitaire). Sinon, d’une part v = u — A\id est injective, d’autre part v est
d’image dense par (vi). Si par absurde A\ ¢ o(u), alors il existe N € N — {0} tel que
|v(z)|| > % pour tout vecteur unitaire x de . Par homogénéité, ||v(z)|| > +||z|| pour
tout x € . Par le lemme 1.39, I'image de v est fermée, donc égale & S car dense dans
. Donc v est surjective, et injective, ce qui contredit le fait que A € Sp(u). O
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Corollaire 1.40 Soient S un espace de Hilbert complexe et uw € L () un opérateur
auto-adjoint. Alors u est positif si et seulement si son spectre Sp(u) est positif (¢’est-a-dire
contenu dans [0, +00]).

Démonstration. Par I'assertion (v) de la proposition 1.38, nous avons inf|,|—; (u(z), z) =
min Sp(u). Comme u est positif si et seulement si inf|, = (u(z),z) est positif ou nul, le
résultat en découle. O

Exercice E.14 Soit 5 l'espace de Hilbert complexe 1L2([0,1]). Pour tout f € S, on pose

Vf::nl—>/xf(t)dt.
0

(1) Montrer que V : A — A est un opérateur compact (appelé l'opérateur de Vol-
terra).

(2) Montrer que V' n’a pas de valeur propre non nulle, et que Sp(V') = {0}.

(8) Calculer ladjoint V* de V.

(4) Montrer que pour tout f € A et presque tout x dans [0, 1], nous avons

1 T 1
V*Vf(a;):/o £(1) dt—a:/o £(#) dt—/ L) dt ()

et calculer les valeurs propres de V*V. Donner une base hilbertienne de € formée de
vecteurs propres de V*V.

(5) En déduire la valeur de ||V*V || ainsi que de |V]|.

(6) Calculer Uapplication résolvante de V' (c’est-a-dire l’application Ry de C—{0} dans
L() définie par X — (V — Xid)~L.

Soit maintenant 4 Uespace de Hilbert complexe L2([—1,1]). Pour tout f € ', on
pose
xT
Vof 1o — f@t)dt.
—T
(7) Montrer que Vi : S — F est un opérateur compact (appelé l'opérateur de Volterra
anti-symétrique ).
(8) Montrer que Voo Vy =0 et que Sp(Vy) = {0}.
(9) Pour toute application f : [—1,1] — C, on note fasym, fsym : [0,1] = C les applica-
tions définies par

1 1
asym - L —— xr)— f(—=x et feym T H— — )+ f(—x)) .
Jasy \/E(f( ) = f(~2)) fsy \/i(f( )+ f(~))
Montrer que l’application 1 de ’espace de Hilbert IL?([—1,1]) dans l’espace de Hilbert pro-
duit 1L2([0,1]) x L2([0,1]), définie par f + (fasym; fsym), €st un isomorphisme linéaire
isométrique. En déduire la norme de Vy en fonction de la norme de V.

Exercice E.15 Soit 57 un espace de Hilbert séparable, soit F' un sous-espace vectoriel
fermé de S de codimension infinie, soit (e,)nen une base hilbertienne de ’orthogonal F*
de F, et soit (An)nen une suite de réels strictement positifs qui converge vers 0.

Montrer qu’il existe un et un seul opérateur auto-adjoint positif compact uw € L(H)
tel que u s’annule sur F et u(e,) = A\pen, pour tout n.
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Montrer que les valeurs propres non nulles de u sont les A\, (de multiplicités finies)
Vp(u) ={\, : ne N},

et que le spectre de u est
Sp(u) = {0} U Vp(u) .

Le but de la partie suivante est de montrer que tous les opérateurs auto-adjoints com-
pacts positifs de rang infini sont comme dans I’exercice, c’est-a-dire diagonalisables en base
hilbertienne (lorsque l'espace de Hilbert est séparable).

Décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints compacts

Le résultat suivant dit en particulier qu’un opérateur auto-adjoint compact d’un espace
de Hilbert séparable est diagonalisable en base hilbertienne. Il reste valable pour les espaces
de Hilbert réels.

Théoréme 1.41 Soit u un opérateur auto-adjoint compact d’un espace de Hilbert €. Il
existe deux suites finies ou infinies, éventuellement vides, strictement décroissantes, de réels
strictement positifs (A )keN, k<N, €t (Vn)neN, n<N_, qui convergent vers 0 si Ny = +o00 et
N_ = +o0o respectivement, telles que, en notant E\ = Ker(u — \id) pour tout A € R,

(1) les A\, —vy, sont des valeurs propres de multiplicités finies de u, qui sont les seules
valeurs spectrales non nulles de u ;

(2) ||u|| = max{ o, v} siu#0;

(3) H est somme hilbertienne de Ey et des Ey, , E_,, ;

(4) (Principe de Rayleigh) si 0 <k < N4 et 0 <n < N_, alors

A = max (u(z),z) et —wvp= min (u(z),x) .
e (Bo@@® =} Ex;) ", llzll=1 ve(Bod@®r ) E-;) =1

Bien stir, 0 peut étre ou ne pas étre une valeur propre. Il découle immédiatement de ce
résultat que 0 n’appartient pas au spectre de w si et seulement si JZ est de dimension finie
et u est bijectif; de plus u n’a pas de valeur propre non nulle si et seulement si u = 0.

I1 découle de (1) que N_ = 0 si u est positif (il n'y a pas de vy,). Il est entendu dans
(2) que Ay ou vy existe si u # 0, et que si seulement 'un des deux existe, nous définis-
sons max{\g, vy} comme étant égal a celui qui existe. Il découle de (3) que l'orthogonal
EOl du noyau de u est un espace de Hilbert séparable, car c’est une somme hilbertienne
(dénombrable) de sous-espaces vectoriels de dimension finie. Dans (4), nous avons aussi,
pour 0 <k < Nyet0<n<N_,

A = max . (u(z), x)
xe(@ogi«v, E_,,®E0®}Zy EAl-) s llzll=1

et
—Up = min ) (u(z),x) .
ve (D) v 8E0@ocicn, Br,) » lol=1
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Spectre d’'un opérateur auto-adjoint compact

LA A A Ao
positif - bt t t
0
— - V2,
négatif ----— t t t
0
ni positif, — L W % BOPAC P\ SR Ao
PR } } } } } 1 1
ni né atlf ) ) ) - ) ) ) )
& 0

Démonstration. (1) Par les propositions 1.36 (4) et 1.38 (v), l'ensemble des valeurs
spectrales non nulles de u est formé de valeurs propres réelles isolées bornées de multipli-
cités finies. En séparant les positives et les négatives, elles forment donc deux suites finies
ou infinies de réels strictement positifs strictement décroissants (Ax)ren, k< N, et de réels
strictement négatifs strictement croissants (—vp)nen, n<n_. Ces suites convergent vers 0
si Ny = 400 (resp. N_ = +00), par la fermeture du spectre (et le fait que les valeurs
spectrales non nulles sont isolées).

(2) Ceci découle de la proposition 1.38 (v).

(3) Montrons tout d’abord que ces sous-espaces (qui sont fermés) sont orthogonaux
deux a deux. Soient z,y € . Si u(z) = A\x et u(y) = py avec p # A deux nombres réels,
alors puisque u est auto-adjoint

Mz, y) = (u(@),y) = (z, u(y)) = pl,y) -

Donc x et y sont orthogonaux, ce qui montre le résultat.

Notons F' le sous-espace vectoriel de .77 engendré par les sous-espaces Ey, Ey,, E_,,
(dés qu'ils sont définis), et montrons que F' est dense dans J7.

Par construction, F' est invariant par u, donc F- est invariant par u par la proposition
1.38 (iv). L’opérateur linéaire continu v = u)p1 est auto-adjoint compact. Par construction,
il n’a pas de valeur propre non nulle. Donc par la proposition 1.36 (5) si F L est de dimension
infinie, ou parce le spectre est I’ensemble des valeurs propres en dimension finie, le spectre
de v est réduit a {0} si F+ # {0}, et il est vide si F'- = {0}. Par la proposition 1.38 (v) si
F+ # {0}, l'opérateur continu v est nul (car de norme nulle), donc F* est contenu dans
Ey, donc est nul. Par le corollaire 1.12, F' est donc dense.

(4) Quitte a changer u en —u, il suffit de montrer la premiére égalité. Notons Fj, =

Ey® Ey, @ Ex, ©---® Ey,_,, qui est invariant par u. Alors Fk I’est aussi, et UpL est
auto-adjoint compact, de plus grande valeur spectrale ;. Le résultat découle donc de la
proposition 1.38 (v). O

Corollaire 1.42 (1) Soit u un opérateur auto-adjoint compact positif de rang infini dans
un espace de Hilbert 7€. Alors il existe une suite décroissante (An)nen de réels strictement
positifs qui converge vers 0, qui sont des valeurs propres de u de multiplicité finie, telle
que, en posant E\ = Ker(u — Aid) pour tout A € R,

Sp(u) ={0}U{\, :neN}, & =E, EB@ E), (somme hilbertienne)
neN
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et Ao = sup (u(x),z) = sup (u(x),z) .
ll=l[=1 z€Ker(u)*, ||lz[=1
(2) Soit u un opérateur auto-adjoint compact dans un espace de Hilbert séparable F .
Alors 7 admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres de u.

Démonstration. (1) Cette assertion sauf la derniére égalité découle immédiatement du
théoréme 1.41, car le spectre d’un opérateur auto-adjoint positif est positif par la proposi-
tion 1.38 (v). Pour montrer la derniére égalité, notons que pour tout opérateur auto-adjoint
v d’un espace de Hilbert J#, pour tout x € 52, pour tout y dans le noyau de v, nous avons

(@ +y),z+y) = (v(z),2) + (v(z),y) = (v(2),2) + (2, 0(y)) = (v(z),2) .

Ceci explique pourquoi prendre la borne supérieure sur x € 7 ou sur x € Ker(u)* n’a pas

d’importance, la seconde possibilité pouvant simplifier la recherche de la borne supérieure.

(2) Avec les notations du théoréme 1.41, chaque Ey, E), , E—,,, est un espace de Hilbert
séparable (de dimension finie sauf peut-étre Ej), donc en mettant bout & bout des bases
orthonormées des Fy,, E_,, et eny intercalant les éléments d’une base hilbertienne de Ejy,
on obtient le résultat. O

1.6 Calcul fonctionnel continu

Si une matrice M € #,(C) est hermitienne, nous savons depuis notre plus tendre
enfance qu’elle est diagonalisable en base orthonormée de C™. Les matrices M? ou exp M
sont aussi diagonalisables dans cette méme base, le spectre de M? est 'ensemble des carrés
des éléments du spectre de M, et le spectre de exp M est ’ensemble des exponentielles des
éléments du spectre de M. De nombreux autres exemples de spectres de matrices peuvent
étre ainsi obtenus. Le but de cette partie, et de la suivante, est de généraliser ces calculs
(dits “fonctionnels”) de spectres aux opérateurs auto-adjoints des espaces de Hilbert.

Notre approche sera élémentaire. Nous renvoyons par exemple a | , | pour une
déduction du calcul fonctionnel continu et du calcul fonctionnel borné & partir du théoréme
de Gelfand-Neumark, et a | , Chap. XV] pour une déduction de ces calculs & partir du
théoréme de Plancherel-Godement. Nous nous restreindrons aux opérateurs auto-adjoints,
mais la théorie s’étend aux opérateurs normaux (voir les références ci-dessus).

Algébres stellaires.

Les propriétés de l'algébre de Banach £ (), ot S est un espace de Hilbert complexe,
munie de U'involution u +— u*, sont synthétisées dans les définitions suivantes (voir par
exemple [Bou]). Sauf mention contraire, toute algébre sera une algébre complexe unifére
(c’est-a-dire admettant un élément unité (en général noté 1) pour la multiplication), et
tout morphisme d’algébres préserve les unités.

Soit A une algébre. Le spectre d’'un élément x de A est I’ensemble, noté Sp(z) ou
Spa(x), des A € C tels que = — ) ne soit pas inversible dans A. Si z est inversible, alors '’
Sp(z~1) = Sp(x)~!. Notons que si ¢ : A — B est un morphisme d’algébres, alors, pour
tout w dans A, nous avons

Spp(p(u)) CSpa(u) : (10)

1

10. carsi A #0, alors z — A = A:c(% — 271) est inversible si et seulement si z 7! — % Pest
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si uw — A est inversible, alors ¢(u) — A = @(u — ) lest aussi. En particulier, si ¢ est un
isomorphisme d’algebres, alors Spg(¢(u)) = Spy(u).

Une algébre involutive est une algébre A munie d’une application u — u* de A dans A
telle que, pour tous les u,v € Aet XA € C,
e (u*)* =u (involutive),
o (u+ )" =u*+ * (anti-linéaire),
e (uv)* =v*u* (anti-multiplicative).

On appelle u* I'adjoint de u. Il découle de ces propriétés que 1* = 1, que (u™)* = (u*)"
pour tout n € N, et que u* est inversible dans A si et seulement si u 'est, et qu’alors

(u*)—l — (u—l)* )

Un élément u d’une algébre involutive A est dit auto-adjoint (ou hermitien) si u = u*,
normal si uu® = u*u, et unitaire si uu® = u*u = 1. Par exemple, les éléments auto-adjoints
et unitaires sont normaux, 'unité 1 est auto-adjointe et unitaire, et pour tout u dans A,
les éléments u + u*, i(u — u*), v u et uu* sont auto-adjoints. Si u et v sont auto-adjoints
et commutent dans A, alors uv est auto-adjoint. Si u est unitaire, alors u est inversible et
u~! = u*. Nous avons Sp(u*) = Sp(u).

Etant donné deux algébres involutives A et B, un morphisme d’algébres involutives de
A dans B est un morphisme d’algébres ¢ : A — B tel que ¢(u*) = ¢(u)* pour tout u € A.

Une algébre normée involutive est une algébre involutive A munie d’une norme || - ||
telle que, pour tous les u,v € A,

o |luv| < |ullllv] (sous-multiplicativité de la norme),
o ||u*|| = ||ul| (isométrie de 'adjoint).

Par exemple, pour K un espace métrique compact, ’ensemble £ (K) = Z*°(K;C)
des applications mesurables bornées de K dans C, munie de la structure d’algébre pour les
addition, multiplication et multiplication par un scalaire point par point, de I'involution
[ f, et de la norme || f||oo = supgex |f(2)|, est une algeébre normée involutive.

Une algébre stellaire (appelée C*-algébre sauf par quelques irréductibles gaulois) est
une algébre normée involutive compléte A telle que, pour tout u € A,
o [Juut|| = [lul.
Exemples. (1) On vérifie facilement, par la proposition 1.37, que si % est un espace de
Hilbert, alors 'espace vectoriel .Z () muni du produit uv = wov, de involution u +— u*
et de la norme d’opérateur, est une algébre stellaire.

(2) On vérifie facilement que si X est un espace métrique compact non vide, alors
lespace vectoriel €(X) = € (X;C) des applications continues de X dans C, muni du
produit point par point (f,g) + fg, de I'involution f ~ f, et de la norme [|f]cc =
maxgex |f(x)|, est une algebre stellaire.

(3) Si A est une algebre stellaire et si E est une partie de A, alors la sous-algébre stellaire
engendrée par E est 'adhérence de la sous-algébre de A engendrée par les éléments de
et leurs adjoints. Munie des restrictions des lois d’algébres, de 'involution et de la norme,
c’est une algébre stellaire.

Pour tout élément u« d’une algébre normée involutive A, nous appellerons rayon spectral

de u le nombre réel (bien défini par le lemme 1.29)

N L
plw) = Jm ot = nf )
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Proposition 1.43 Soit u un élément d’une algébre normée involutive compléte A.
(1) Sp(u) est compact et si A # {0}, alors Sp(u) # 0.
(2) p(u”) = p(u) < [lul|.
(3) p(u) =min{r € [0, Ju]|] : Sp(u) C Bc(0,7)}.

(4) Siu est auto-adjoint et si A est une algébre stellaire, alors
p(u) = [lull -

Démonstration. (1) Les démonstrations sont analogues a celles du théoréme 1.25 (i) et
(i).

(2) C’est immeédiat.

(3) Si A = {0}, alors p(u) = 0 et Sp(u) = 0, donc le résultat est vrai. Si A # {0}, alors
la démonstration est analogue & celle du théoréme 1.25 (iii).

(4) Nous avons alors ||ul|? = ||u*u|| = |[u?| et par récurrence |ul®" = |u?"],

donc
p(u) = limp, oo [[u?"[|27 = [|ul. O

Proposition 1.44 (1) Si A est une algébre involutive munie d’une norme compléte sous-
multiplicative telle que ||u||* < ||uu*|| pour tout u € A, alors A est une algébre stellaire, et
Juu|| = [lu*u].

(2) Soient A une algébre normée involutive et B une algébre stellaire. La norme de
tout morphisme d’algébres involutives ¢ de A dans B est au plus 1 (et en particulier, ¢ est
continu).

Démonstration. (1) Les propriétés qu'il reste a vérifier pour que A soit une algébre
stellaire sont 'isométrie de 'adjoint et I'inégalité inverse ||uu*|| < ||u/|?>. Pour tout u € A,
nous avons

lull® < fluw|| < Yl (11)
donc |lu|| < ||u*|]. D’ou ||u*|| = ||u|| en changeant u en w*. Il découle alors des inégalités
(11) que |juw*| = ||u||?. De plus,

lu*ull = flu* (@)*|| = w1 = |Jull® = [uw*]] -

(2) Pour tout u € A, puisque p(u)*p(u) = @(u*u) et u*u sont auto-adjoints, en utilisant
respectivement
la propriété d’algébre stellaire de B,
la proposition 1.43 (4),
I'inclusion Spg(p(u)) C Sp(u) donnée par la formule (10),
la proposition 1.43 (2),
e les propriétés d’algébre normée involutive de A,

NnOUS avons
le(@)I* = e u)ll = ple(uu) < pluu) < Ju'ul < uf?. O

Exercice E.16 Soient A une algébre stellaire et u un élément unitaire de A. Montrer que
le spectre de u est contenu dans le cercle unité de C.
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Nous renvoyons par exemple a | , , | pour de nombreux autres compléments
sur les algébres stellaires.

Calcul fonctionnel continu.

Le résultat suivant permet de calculer le spectre de certains opérateurs continus, en les
exprimant comme polynémes, ou plus généralement comme fonctions continues, d’opéra-
teurs auto-adjoints de spectres connus.

Théoréme 1.45 (Calcul fonctionnel continu) Soient 5 un espace de Hilbert non
réduit a {0} et u € L(H) un opérateur auto-adjoint de H.
1l existe un et un seul morphisme d’algébres involutives p = @, de %(Sp(u)) dans
L(A) tel que p(id) = u, ou id : Sp(u) — C est Uapplication X — A.
De plus, pour tout f € ‘K(Sp(u)),
(i) @ est isométrique, d’image la sous-algébre stellaire de L (H) engendrée par u (qui
est commutative) ;

(i) nous avons Sp(p(f)) = f(Sp(u)) ;

(iii) Uopérateur continu o(f) est auto-adjoint si et seulement si f est a valeurs réelles,
et positif si et seulement si f est a valeurs positives ou nulles ;

(iv) Uopérateur continu p(f) est inversible si et seulement si f ne s’annule pas sur Sp(u)
et alors o(f) 1 = p(3)
(v) @(f) est Uopérateur nul si et seulement si f est nulle sur Sp(u) ;

(vi) si A est une valeur propre de u, alors f(X\) est une valeur propre de o(f) et l’espace
propre Ker(u — Aid) de u associé a X est contenu dans l’espace propre Ker(o(f) —

f(N)id) de ¢(f) associé a f(N).

Dans la suite, nous notons '* f(u) Popérateur continu ¢, (f), pour tout f € ‘5( Sp(u)).
L’application f +— f(u) de € (Sp(u)) dans £(H) vérifie donc, pour tous les f,g €
% (Sp(u)) et A € C,

(f +Ag)(u) = f(u) + Ag(u),
fw)* = f(u),
(fg)(u) = f(u) o g(u) et id(u) = u, X

f(u) est inversible si et seulement si f ne s’annule pas sur Sp(u), et alors f(u)™" =

+(w),
17l = 1l
en notant f(Sp(u)) = {f(z) : = € Sp(u)}, nous avons

Sp(f(u)) = f(Sp(w)) -

Cette égalité est appelée le théoréme spectral pour u. Il permet de calculer, lorsque 1'on
connait le spectre de u, pour toute fonction continue connue f sur le spectre de u, le spectre
de lopérateur f(u) en fonction de celui de u.

11. La notation f(u) est initialement plus compliquée & comprendre que la notation o, (f), et il convient
de prendre garde a ce quelle ne soit pas source d’erreur. Mais & moyen terme et long terme, elle
s’avére beaucoup plus pratique & manipuler pour les utilisations du théoréme du calcul fonctionnel continu,
dont les calculs de spectres.
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Démonstration. Puisque 7 # {0}, le spectre Sp(u) est un compact non vide de C, donc
%' (Sp(u)) est une algebre involutive (stellaire).

Pour tout polynéme complexe P = > " a;X* € C[X] et tout v € L (), posons
P =", 45X €C[X]et Plv) =31 av" € L(H). Lapplication P + P(v) est un
morphisme d’algebres de C[X] dans £ () tel que P(v)* = P(v*).

En particulier, puisque u est auto-adjoint, ’application P — P(u) de C[X] dans .£(.7)
est un morphisme d’algébres involutives. Si ¢ est une solution du théoréme, alors ¢ doit
coincider avec ce morphisme sur les fonctions polynomiales restreintes & Sp(u). L’idée de
la démonstration qui suit est de montrer que ce morphisme s’étend de maniére unique a
tout € (Sp(u)).

Nous noterons de la méme maniére un polynome et sa restriction & Sp(u). Le calcul du
spectre et de la norme de 'opérateur continu P(u), qui est un cas particulier du théoréme
1.45 (i) et (ii), est effectué dans le lemme suivant.

Lemme 1.46 (o) VP € C[X], Sp(P(u))= P(Sp(u)).

(b) vV PeClX], |[[P(u)ll =supresp) [P(N)]-
(¢) Pour tous les P,Q € C[X], si P et Q coincident sur Sp(u), alors P(u) = Q(u).

Démonstration. (a) Montrons tout d’abord que P(Sp(u)) est contenu dans Sp(P(u)).
Soient A € Sp(u) et @ € C[X] tels que P — P(\) = (X — A\)Q. Alors P(u) — P(\)id =
(u—Aid) o Q(u) = Q(u) o (u — Aid). Comme u — Aid est non surjective ou non injective,
Popérateur continu P(u) — P(\)id lest aussi. Donc P(\) € Sp(P(u)), ce qui montre le
résultat.

Réciproquement, soit p € Sp(P(u)), montrons que p € P(Sp(u)). Si P est constant
égal a i, ceci découle du fait que Sp(u) est non vide (car 7 # {0}). Sinon, par le théoréme
de d’Alembert, il existe n dans N — {0} et a, A1, ..., A\, dans C tels que a #0 et P — pu =
allj_1(X =), donc P(u) — pid = a(u — Arid) o -+ o (u — A, id). Si aucun A; n’est dans
Sp(u), alors P(u) — pid est inversible, ce qui contredit le fait que pu € Sp(P(w)). Donc, par
exemple, A\ € Sp(u), et P(A1) — = 0, ce qui montre le résultat.

(b) Pour obtenir la suite d’égalités ci-dessous, nous utilisons : pour la seconde égalité,
le fait que le rayon spectral d’un opérateur auto-adjoint est égal a sa norme; pour la
troisiéme égalité, le fait que P(u)* = P(u) car u est auto-adjoint; pour la quatriéme
égalité, l'assertion (a); et pour la derniére égalité, le fait que le spectre d’un opérateur
auto-adjoint est réel :

[P()]|? = [[P(w)P(u)*|| = sup Al = sup Al
xeSp (P(u)P(u)*) xesp ((PP)(w))
= sup |[(PP)(N)|= sup [P(V*.
A e Sp(u) A€ Sp(u)

c) Si P‘Sp(u) = Q‘Sp(u)’ alors par l'assertion (b), nous avons

[P(u) = Qu)[| = sup [P(A) =QA)[=0,

AESP(u)
donc P(u) = Q(u). O

Montrons 'unicité de . Si un tel morphisme d’algebres involutives ¢ existe, alors pour
tout polynéme P € C[X], nous avons ¢(P) = P(u). L’unicité découle donc de la continuité
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de ¢, voir la proposition 1.44 (2), et de la densit¢ dans € ( Sp(u)) des (restrictions & Sp(u)
des) applications polynomiales complexes, par le théoréme de Stone-Weierstrass 1.1.

Montrons 'existence de ¢. Puisque u est auto-adjoint, Iapplication P +— P(u) est un
morphisme d’algébres involutives isométrique (par le lemme 1.46 (b)) de l'algébre normée
involutive des fonctions polynomiales de Sp(u) dans C, & valeurs dans .2 (). 11 s’étend
donc par le théoréme de prolongement A.1 en un morphisme d’algébres involutives isomé-
trique ¢ de € (Sp(u)) dans Z (), en utilisant la complétude de .Z(7) et la densité des
fonctions polynomiales dans %( Sp(u)). Ce morphisme ¢ convient.

Montrons la seconde partie de 'assertion (i). Puisque ¢ est isométrique et puisque
‘5( Sp(u)) est complet, son image est fermée (voir par exemple le lemme 1.39), donc c’est
une sous-algébre stellaire de Z(#). Puisqu’elle contient u, elle contient la sous-algébre
stellaire de £ () engendrée par u. Réciproquement, puisque u est auto-adjoint, celle-ci
est 'adhérence de I'algébre engendrée par u, et tout polynéme en v est dans I'image de ¢,
ce qui montre 'inclusion inverse.

Montrons l'assertion (ii). Nous allons utiliser le lemme suivant.

Lemme 1.47 Soient B une sous-algébre fermée d’une algébre de Banach complexe A.
Pour tout x € B, nous avons

(1) Spa(z) est contenu dans Spg(x) ;

(2) la frontiere'? de Sp4(z) contient la frontiére de Spg(z) ;

(3) Spg(x) est la réunion de Spa(z) et de certaines composantes connexes bornées de
C —Spy(z) ;

(4) siSpa(x) est réel, alors Spy(x) = Spg(x).

Démonstration. (1) Ceci découle de la formule (10) du début de la partie 1.6 appliquée
a I'inclusion de B dans A.

(2) Soit A un élément de la frontiére de Spp(x). Alors A appartient a Spg(z) (qui
est fermé par la proposition 1.2 (3)) et il existe une suite (A, )neny dans C — Spg(z) qui
converge vers A. Puisque les éléments inversibles y, = z — A, convergent vers I’élément non
inversible  — \ dans l'algébre de Banach B, les normes ||y, ~!|| convergent vers +oo, par
la proposition 1.2 (4).

Posons z, = %, qui est de norme 1. Notons que

1
[zn(z = N[ = [lzn(z = An) + 20(An = )] < ot [An = Al

converge vers 0 quand n — 400. Si & — A est inversible dans A, alors
1=zl = llzn(z = (@ = N7 < [lzalz = DIz =27

qui converge vers 0 quand n — 400, ce qui est impossible. Donc A appartient & Sp4(x),
mais pas a l'intérieur de Sp4(z), qui est contenu dans l'intérieur de Spg(z), par 'assertion

(1).

12. La frontiére d’une partie A d’un espace métrique X est Pensemble 94 = A— A = AN<A des points
de X dans l'intersection des adhérences de A et de son complémentaire.
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(3) Soit U une composante connexe de C — Sp,(z). Puisque U N Spy(z) est vide,
I'ouvert U ne contient pas de point frontiére du fermé Sp4(x), donc pas de point frontiére
de Spg(x) par l'assertion (2). Donc U N Spg(z) et U — (U N Spg(z)) sont deux fermés de
U de réunion U. Comme U est connexe, I'un de ces deux fermés est vide, c’est-a-dire que
ou bien U ne rencontre pas Spg(z), ou bien U est contenu dans Spg(x), qui est borné (car
si [A] > [|u]|, alors par la proposition 1.2 (2), I'élément 1 — % est inversible dans 'algébre

de Banach B, donc u — A aussi; voir aussi la proposition 1.43).

(4) Si Sp(x) est réel, alors 'ouvert C — Sp 4(x) n’a qu’une seule composante connexe,
qui est non bornée. O

Finissons maintenant la démonstration de I’assertion (ii) du théoréme 1.45. Notons que

Sy (spy) (f) = f(Sp(w)) ,

car f — X\ est inversible dans l'algébre % (Sp(u))) (d’inverse f%)\) si et seulement si A
n’appartient pas a I'image de f.

L’inclusion Sp(¢(f)) C f(Sp(u)) découle alors de la formule (10) du début de la partie
1.6, puisque ¢ est un morphisme d’algébres.

Pour montrer l'inclusion réciproque, supposons tout d’abord que f soit réelle. Alors
o(f)* = o(f) = ¢(f), donc (f) est auto-adjoint, donc son spectre est réel par la pro-
position 1.38 (v). Notons B I'image de ¢ (qui est une sous-algébre fermée, car ¢ est iso-
meétrique). Par le lemme 1.47 (4), et puisque ¢ : €(Sp(u)) — B est un isomorphisme

d’algebres (toujours car ¢ est isométrique), nous avons

Sy (@(f)) = Sp(p(f)) = SPy(spu)) (f) = f(Sp(u)) -

Maintenant, si f est quelconque, et si A ¢ Sp(p(f)), alors v = ¢(f) — Aid est inversible.
Donc v* et v*v = ¢(|f — A|?) sont inversibles, et donc 0 n’appartient pas au spectre de
o(|f — A?). Comme |f — A|? est réelle et par le cas précédemment traité, ceci implique que
0 n’appartient pas & 'image de |f — A|?, donc que A n’appartient pas a I'image de f.

Montrons I’assertion (iii). Si f est a valeurs réelles, alors p(f)* = ¢( f) = ¢(f), donc
©(f) est auto-adjoint. Réciproquement, si ¢(f) est auto-adjoint, alors son spectre est réel
par la proposition 1.38 (v), donc f(Sp(u)) = Sp(¢(f)) est contenu dans R, et f est a
valeurs réelles sur Sp(u).

Si 'opérateur continu ¢(f) est positif, alors il est auto-adjoint (par la remarque (4)
précédant la proposition 1.38), et son spectre Sp(e(f)) est contenu dans [0, +oo[ par la
proposition 1.38 (v). Donc f(Sp(u)) = Sp(¢(f)) est contenu [0, +o0[, et f est a valeurs
positives ou nulles. Réciproquement, si f est & valeurs positives ou nulles, alors f est
réelle, et Sp(¢(f)) = f(Sp(u)) est contenu [0, +oo[. Donc ¢(f) est auto-adjoint par ce qui
précede, de spectre contenu dans [0, +oo[. Par le corollaire 1.40, 'opérateur continu ¢( f)
est donc positif.

Montrons 'assertion (iv). L’opérateur continu ¢(f) est inversible si et seulement si 0
n’appartient pas a Sp(¢(f)) = f(Sp(u)), donc si et seulement si f ne s’annule pas sur
Sp(u). Comme 'application f % vaut alors 1 sur Sp(u), et puisque ¢ est un morphisme

d’algebres, nous avons immédiatement que I'inverse de ¢(f) est 4,0(%)
Montrons l'assertion (v). Si ¢(f) = 0, alors f(Sp(u)) = Sp(¢(f)) = {0} (car 2 # {0}),

donc f est nulle sur Sp(u). Réciproquement, si f est nulle (sur Sp(u)), alors comme ¢ est
un morphisme d’algébres, nous avons ¢(f) = 0.
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Montrons la derniére assertion (vi). Si x € # est vecteur propre de u pour la valeur
propre A, alors pour tout polynéme complexe P, nous avons ¢(P)(z) = P(u)(x) = P(\)x.
Le fait que o(f)(x) = f(A)z pour tout f € € (Sp(u)) découle alors de la densité des
applications polynomiales dans € (Sp(u)), et de la continuité de . O

Exercice E.17 Soient 5 un espace de Hilbert et w € £(A) un opérateur auto-adjoint
de .

(1) Montrer que le spectre de u est réduit a un point si et seulement si & # {0} et u
est un multiple réel de lidentité.

(2) Montrer que le cardinal du spectre de u est 2 si et seulement si 7 # {0} et s’il
existe un projecteur orthogonal non nul P, différent de l’identité, et (a,b) € R* x R tels
que u = aP + bid.

(3) Montrer que si C est une composante connexe ouverte de Sp(u), alors il existe un
opérateur auto-adjoint v commutant avec u tel que Sp(v) = C.

Exercice E.18 Soit 5 un espace de Hilbert différent de {0}.
(1) Soient v un opérateur auto-adjoint de 7 et X\ ¢ Sp(v). Montrer que

1 1
(A, Sp(v)) - sup{r >0 : B(\,7)NSp(v) =0}’

—\id)7Y| =
(v —Xid) ™| 7

c’est-a-dire que la norme de l'inverse de v— Aid est égale a la borne inférieure des inverses
des rayons des disques de centre X contenus dans le complémentaire du spectre de v.

Supposons que F soit la somme directe orthogonale (respectivement la somme hil-
bertienne) d’une suite finie (respectivement infinie dénombrable) (,)o<n<n (00 N €
N U {+o0}) de sous-espaces fermés de .

(2) Pour tout indice n, notons u, un opérateur continu de F,, et supposons la suite
(lunl)o<n<n bornée. Montrer qu’il existe un unique opérateur continu u de & dont la
restriction o ¢, est u, pour tout indice n. Montrer que la restriction de u* & &, est égale
auy,.

(8) Soit u un opérateur auto-adjoint de F, préservant chaque . Montrer que

Sp(w) = |J Spluz) -

0<n<N

Spectre essentiel d’un opérateur auto-adjoint.

Le spectre des opérateurs auto-adjoints admet une autre décomposition, que nous dé-
crivons maintenant.

Soient . un espace de Hilbert complexe et u € £ () un opérateur linéaire continu.
Le spectre essentiel de u est I'ensemble, noté Sp.(u), des A € C tels qu’il existe une suite
(zn)nen dans S telle que

(1) ||zn| = 1 pour tout n € N,
(2) la suite (u(zy) — Azp)nen converge vers 0,
(

3) la suite (x,)nen n'a pas de sous-suite convergente.
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Le spectre essentiel est invariant par conjugaison, au sens suivant. Si 7#” est un espace de
Hilbert, si v : J# — J#' est linéaire, continue, bijective (donc v~! est continue), alors

SpeSS(U ocuo U_l) = Spess(u) °

En effet, si A € Spes(u) et (zp)nen est une suite de J# vérifiant les propriétés (1) a (3)

ci-dessus, on montre (en utilisant le fait que pour tout x € S tel que ||z|| = 1, on a
1 . _ v(zn) - cpi s N

= < [v(@)]| < [lvll) que la suite (z}, = m)nEN vérifie les propriétés (1) a (3)

ci-dessus pour I'opérateur v owu o v,
Proposition 1.48 Soient 5 un espace de Hilbert et w € L () un opérateur auto-
adjoint. Alors

Sp(u) = Spess(u) U Vp(’LL)

et Sp(u) \ Spess (1) est exactement l’ensemble des valeurs propres de multiplicité finie isolées
dans le spectre de u.

Démonstration. Le fait que le spectre essentiel de u est contenu dans le spectre de u
découle du critére de Weyl (proposition 1.38 (vii)).

Montrons par contraposition que tout point de Sp(u) \ Spee(u) est isolé dans Sp(u).
Si A € Sp(u) n’est pas isolé dans Sp(u), alors il existe une suite (Ap)nen d’éléments de
Sp(u) qui converge vers A, telle que A, # A\ pour tout n € N. Par le critére de Weyl
(proposition 1.38 (vii)), puisque \,, est une valeur spectrale, pour tout n € N, il existe
un vecteur unitaire z, dans 2 tel que |u(x,) — Apzp| < ‘)‘_—n)‘”‘ Alors |lz,|| = 1 et
lu(zn) — Azp|| < ||u(zn) — Anxnll + A0 — Al ||zn]| tend vers 0 quand n — +o00. Pour
montrer que A appartient & Sp.(u), il suffit donc de montrer que (z,),en n’a pas de
sous-suite convergente. Supposons par 'absurde que, quitte a extraire, (z,)nen converge

vers ¢ € . Alors ||z|| = 1 et u(z) — Az = 0, par continuité. Donc

A=) (T, x) = (A= A\p){(Zp, ) + (x4, (u — Aid)(2))
= (A=) (@, x) + ((u — ANid) (zp), ) = (u(zy) — Apxn, ) .

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et par la construction de z,, nous avons donc

’)‘_)‘n’

)\_)\n 7 S
A= Xl [fan, 2)] <

pour tout n € N. Puisque \,, # A, nous avons donc |(z,,z)| < %, pour tout n € N. Mais
ceci contredit le fait que (z,)nen converge vers le vecteur unitaire x.

Lemme 1.49 Soient S un espace de Hilbert complexe et v € L () un opérateur auto-
adjoint. Toute valeur spectrale  de v isolée dans le spectre de v est une valeur propre de
v. Si Sp(v) est discret ou (de maniére équivalente) fini, alors Sp(v) = Vp(v).

Démonstration. L’application f : Sp(v) — C valant 1 en p et 0 ailleurs est continue et
non identiquement nulle sur Sp(v), et « — (x — p) f(x) est I'application nulle. Donc par le
calcul fonctionnel continu, (v — pid)o f(v) = 0. Donc 'image de f(v), qui n’est pas réduite
a 0 car f(v) n’est pas 'opérateur nul (par l'assertion (v) du théoréme 1.45), est contenue
dans le noyau de v — pid. Donc p est une valeur propre de v. Comme un espace compact
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est discret si et seulement s’il est fini, et que toute partie finie de C est composée de points
isolés, la derniére assertion en découle. O

Par ce lemme et ce qui le précede, tout point A de Sp(u) \ Spess () est donc une valeur
propre. Si par I’absurde 'espace propre E) de A était de dimension infinie, il existerait
une suite orthonormeée (e, )neny dans E). Celle-ci n’admettrait pas de sous-suite conver-
gente, serait unitaire et vérifierait u(e,) — Aep, = 0, donc A appartiendrait & Spg(u), une
contradiction.

Réciproquement, soit A une valeur propre de u, isolée dans Sp(u), d’espace propre E)
de dimension finie.

Puisque l'opérateur continu u est auto-adjoint et préserve E)y, il préserve 'orthogonal
E)%, et ug L est auto-adjoint. Montrons tout d’abord par I’absurde que A n’appartient pas
a Sp(U‘Ei_). Sinon, comme Sp(U‘Ei_) est contenu dans Sp(u) (voir par exemple I'exercice
E.4), le nombre réel A serait une valeur spectrale isolée de U gL, non valeur propre, ce qui
contredirait le lemme 1.49. Donc UL — )\idl Bt est inversible, et nous notons ¢ la norme
de son inverse.

Montrons maintenant que A n’appartient pas au spectre essentiel de u. Soit (2, )neN
une suite quelconque de vecteurs unitaires de 7 telle que la suite (u(zn) — AZn)nen
converge vers 0. Montrons que (z,),en admet une sous-suite convergente, ce qui entraine
que A ¢ Spey(u). Ecrivons x,, = y, +2, avec y,, € Ey et 2, € E)% Puisque E est un espace
vectoriel de dimension finie et ||y, || < ||z,|| = 1 pour tout n € N, la suite (yn)nen admet
une sous-suite convergente, vers y € . De plus, ||z,|| < ¢ ||u(zn)—Azn || = clju(zy) — Az,
donc la suite (z, )nen converge vers 0. Donc (x,,)nen admet une sous-suite convergente (vers
y), ce qui montre le résultat. O

Le fait (énoncé dans le lemme 1.49) que tout point isolé de Sp(u) est une valeur propre
de u est une des justifications a I'appellation de « spectre ponctuel » pour désigner 1’en-
semble des valeurs propres de u. Mais on prendra bien garde qu’il peut y avoir des élé-
ments non isolés de Sp(u) qui sont aussi des valeurs propres de u : la réunion dans I’égalité
Sp(u) = Spegs(u) U Vp(u) énoncée dans la proposition 1.48 n’est pas forcément disjointe.

Exercice E.19 Soient 5 un espace de Hilbert et w € £(A) un opérateur auto-adjoint
compact. Pour tout A € C, notons py la projection orthogonale de F€ sur le sous-espace
vectoriel (fermé) Ey = Ker(u — Aid).

(1) Pour toute application f € € (Sp(u)) telle que f(0) =0 si 0 € Sp(u), montrer que
lopérateur continu f(u) est compact.

(2) Montrer que w=}cqp ) A Pa (avec convergence dans Z(H)).

(3) Pour toute application f € € (Sp(u)) telle que f(0) = 0, montrer que f(u) =
2 xesp(u) LX) Pa-

L’écriture u = AE€Sp(u) A p) obtenue dans cet exercice s’appelle la résolution spectrale
de Uopérateur auto-adjoint compact u. Le but de la partie suivante est de montrer que tout
opérateur auto-adjoint admet une telle décomposition, quitte & remplacer somme d’opé-
rateurs par intégrale d’opérateurs en un sens a définir (son spectre n’étant pas forcément
dénombrable).
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1.7 Résolution spectrale des opérateurs auto-adjoints

Le but de ce chapitre est, outre d’étendre le calcul fonctionnel continu & des fonctions
plus générales que les fonctions continues, de décrire un opérateur auto-adjoint d’un espace
de Hilbert par des quantités définies sur son spectre.

Résolutions de I’identité.

Un réle important pour notre but va étre joué par les projecteurs orthogonaux. Un
projecteur orthogonal d'un espace de Hilbert J# est un opérateur continu p de JZ tel qu’il
existe un sous-espace vectoriel fermé F' de J# tel que p(x) soit la projection orthogonale
de z sur F pour tout x € . Notons que F' est alors I'image de p.

Proposition 1.50 Soient 5 un espace de Hilbert compleze, et P € L (). Alors P est
un projecteur orthogonal (c’est-a-dire application de projection orthogonale sur un sous-
espace vectoriel fermé de F) si et seulement si P est un opérateur auto-adjoint idempotent
(c’est-a-dire qui vérifie P2 = P) de 5. De plus, P est alors positif, de norme au plus 1,
vérifie (P(x),z) = ||P(z)||* pour tout x € H, et P est le projecteur orthogonal sur son
image P().

Démonstration. Si P est 'application de projection orthogonale sur un sous-espace vec-
toriel fermé F de ¢, alors pour tous les x et y dans JZ, les vecteurs P(z) € F et
y — P(y) € F*, ainsi que P(z) —x € F' et P(y) € F, sont orthogonaux, et donc
(P(z),y) = (P(x), P(y)) = (x, P(y)). Ceci montre que P est auto-adjoint, et positif, car
(P(x),xz) = (P(z), P(x)) > 0. Comme la restriction de P & F est 'identité, P est idem-
potent.

Réciproquement, soit P un opérateur auto-adjoint idempotent. Si y = P(z), alors
P(y) = P?(x) = P(z) = y. Donc l'image P(2) de P est contenue dans le noyau de
id — P, donc égal a ce noyau (car réciproquement, si z € Ker(id —P), alors = P(z), donc
x appartient a l'image de P). En particulier, P(J¢) est fermé. Puisque P est auto-adjoint,
pour tous les z et y dans J#, nous avons (P(y),r — P(z)) = (y, P(z) — P%(z)) = 0. Donc
P(z) est un vecteur de P(.%) tel que P(x) — x soit orthogonal a P(J¢), ce qui montre
que P est le projecteur orthogonal sur P(J¢). Le fait que P est de norme au plus 1 est
alors immeédiat (outre ce qui a été vu dans le théoréme 1.11, si z = x + y avec z et y
orthogonaux, alors ||z|| < ||z]|). O

Définition 1.51 Soit S un espace de Hilbert. Une famille (Py)xer d’opérateurs auto-
adjoints de F€ est appelée une résolution de l'identité de JZ si

(@) Py© Py = Paiag. g

(b) Py =0 si X est assez petit, et Py =1id si A est assez grand ;

(c) pour tout x dans F, nous avons lim,,_,y+ P.(x) = Px(z).

Remarquons que par la condition (a), les opérateurs continus Py pour A € R commutent
deux & deux. Remarquons aussi que par la proposition 1.50, puisque Py est idempotent
(P o P\ = P, par la condition (a)), Popérateur continu Py est un projecteur orthogonal.

La premiére propriété s’appelle la propriété de croissance, la troisiéme la propriété de
continuité faible & droite. Lorsque l'on s’intéresse a des opérateurs linéaires continus dont
le domaine de définition n’est pas tout l'espace de départ (dit non bornés), la condition (b)
est remplacée par lim,,_o P,(x) =0 et lim, 4o P,(x) =z, pour tout x € .
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Exemple. Soit u un opérateur auto-adjoint compact d’un espace de Hilbert J#. Pour
tout A € R, notons E) = Ker(u — Aid). Par le théoréme 1.41, ces sous-espaces vectoriels
sont fermés, deux a deux orthogonaux, et réduits & {0} sauf pour au plus un ensemble
dénombrable d’entre eux. Pour tout A € R, notons P la projection orthogonale sur la
somme hilbertienne des E,, pour u < . Alors (Py)xcr est une résolution de l'identité.

Soient ¢ un espace de Hilbert et (Py)xer une résolution de U'identité de 2. 11 découle
des propriétés (a), (b), (c) des résolutions de l'identité et des propriétés des projections
orthogonales que pour tout x dans J#, 'application de R dans R définie par

A= (P\(z),x)

est une application nulle au voisinage de —oo, égale a ||z||* au voisinage de +o0, continue
a droite, et croissante (car pour tout x € ), si A < p, alors

(Px(), ) = [|PA(@)|* = [Py o Pu(@)|* < [|Pu(@) ] = (Pu(), 2)

puisque Py est de norme au plus 1).
Le résultat suivant est montré par exemple dans | , page 23|.

Théoréme 1.52 Si F : R — R est une fonction bornée, croissante, continue & droite,

nulle sur | — oo, m[ et constante sur |M, 400, alors il existe une unique mesure positive
borélienne finie p sur R, a support contenu dans [m, M], telle que (] — oo, A]) = F(X\) pour
tout A € R. O

Une telle mesure est appelée une mesure de Stieltjes,' et notée dF. Sit > 0 et si
G : R — R est une autre telle fonction, alors F' + tG est aussi bornée, croissante, continue
a droite, nulle sur |—oo, m[ et constante sur | M, +o00[, et, par unicité, d(F+tG) = dF+tdG.
De plus, la masse totale de la mesure de Stieltjes dF est

|dF|| = lim F(\) =maxF .
A—+o0

Pour tout x € ., nous noterons d(Py(x),z) la mesure de Stieltjes de 'application
A= (Py(z),x), qui vérifie les hypothéses du théoréme ci-dessus.

Proposition 1.53 Soient 7 un espace de Hilbert, (Py)xcr une résolution de l’identité, et
f € €(R;C). Il existe un unique opérateur continu u € L () tel que, pour tout v € H,

(u(x),z) = fQA) d(Py(x),z) . (12)
AER

Cet opérateur continu est auto-adjoint si f est a valeurs réelles, et positif si f est a valeurs
positives.

Stieltjes
13, (1856-1894)
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Cet opérateur continu sera noté

"= / FOV dPy . (13)
XS

Cette notation est purement formelle, c¢’est une aide mnémotechnique pour se souvenir de
la formule (12).

Démonstration. L’unicité de u découle de I'identité de polarisation (4), puisque le produit
scalaire est non dégénéré.

Montrons l'existence de u. Pour tout € ¢, notons q(x) = [, g f(A) d(Px(z),z). Par
les propriétés des mesures de Stieltjes, la mesure positive d(Py(z), z) est finie, car sa masse
totale est égale & [|2||?, et son support est compact, contenu dans [m, M] si Py = 0 pour
A < m et Py, =id pour A > M. Donc ¢(x) est bien défini, et si C' = maxcpy,, a |f(N)]
(qui est fini), alors pour tout = dans ., nous avons |q(z)| < C||z||>. Par les propriétés des
mesures de Stieltjes, on montre aisément que 'application a : 57 x S — C définie par

a(z,y) = %(q(w +y) —q(x) —q(y)) + %(Q($ +iy) — q(x) — q(y))

est sesquilinéaire, hermitienne si f est réelle et positive si f est positive. Par exemple, la
linéarité a gauche découle du fait que pour tous les A € R et z,2',y € 7,

(Py(z+ 2" +y),z+ 2" +y) + (Pr(x),z) + (Pa(2),2") + (PA(y), y)
= (P\(z+y),z+y) + (P2 +y), 2" +y) + (Pr(z +2),x +2'),

donc

d(P\(z + 2" +y),x + 2" +y) — d(Pa(z +2),x +2') — d(Pr(y),y)
+ (d(Pr(2" +y), 2" +y) — d(P\(2"),2") — d(PA(y),y)) -
Pour tous les x et y dans % de norme 1, nous avons |a(z,y)| < 6C, d’ou a est continue.
Le résultat découle alors du corollaire 1.14 au théoréme de dualité de Riesz-Fréchet,

qui montre l'existence d’un (unique) u € Z () tel que (u(z),y) = a(x,y) pour tous les
x,y € . O

L’un des buts de la partie suivante est de montrer que tout opérateur (linéaire continu)
auto-adjoint sur un espace de Hilbert complexe peut s’écrire comme une “intégrale” donnée
par la formule (13) avec f: A+ A.

Résolutions spectrales et calcul fonctionnel borné.

Théoréme 1.54 Soient 7 un espace de Hilbert complexe non réduit a {0} et u € L ()
un opérateur auto-adjoint de J€.

(Résolution spectrale) Il eziste une et une seule résolution de l'identité (Px)xeRr,
appelée la résolution spectrale de u, telle que, pour tout f € %(Sp(u)),

f(u) = A S an. (14)
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(Calcul fonctionnel borné) Il existe un et un seul morphisme d’algébres involutives

¥ de £(Sp(u)) dans L (HA) tel que ¢(id) = u, vérifiant la propriété de continuité (#) :
st g € Z>(Sp(u)) est limite simple d’une suite (gn)nen dans £ (Sp(u)) uniformément
bornée, alors ¥(gn)(x) converge vers ¥ (g)(z) dans F, pour tout x € H .

De plus, pour tout g € £>(Sp(u)),

(i) la restriction de v & € (Sp(u)) est ¢ ;
(i) la norme de ¢ est au plus 1;

(iii) si g est a valeurs réelles, alors lopérateur continu 1(g) est auto-adjoint; si g est a
valeurs positives ou nulles, alors l'opérateur continu ¥(g) est positif;

(iv) ¥(g) commute avec tout opérateur continu commutant avec u ;

(v) si X est une valeur propre de u, alors g(\) est une valeur propre de 1¥(g) et l’espace
propre Ker(u — Aid) de u associé a A est contenu dans ’espace propre Ker(y(g) —

g(N)id) de ¢ (g) associé a g(N).

Nous utiliserons dans la suite la notation g(u) au lieu de (g), pour tout élément
g € Z>(Sp(v)). L’application g — g(u) de £>°(Sp(u)) dans £() vérifie donc, pour
tous les g, g € Z>(Sp(u)) et A € C,
(g + Ag")(u) = g(u) + Ag'(u),
g(u)” =7 (u),
(99')(u) = g(u) o g'(u) et id(u) = u,
l9(u) ] < lgllo:
Si g est continue, alors la notation g(u) coincide par (i) avec celle introduite aprés I’énoncé
du théoréme 1.45.

Démonstration. L’assertion (i) est immédiate, par la propriété d’unicité du calcul fonc-
tionnel continu ¢, car ¥y (sp(u)) : ‘5( Sp(u)) — £ () est un morphisme d’algébres invo-
lutives envoyant id sur u.

Montrons 'unicité de 1. Puisque toute fonction mesurable bornée de Sp(u) dans R
est limite simple de fonctions continues uniformément bornées de Sp(u) dans R (voir par
exemple [Coh]), 'unicité résulte de 1'assertion (i), et de la propriété de continuité (#).

Montrons 'existence de 1. Par le calcul fonctionnel continu, pour tous les = et y dans
A, Vapplication de € (Sp(u)) dans C définie par f ~— (f(u)x,y) (en notant pour alléger
les notations f(u)z = f(u)(x)) est une forme linéaire continue, de norme au plus ||z||||y||
(par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et puisque ||f(u)| = ||f|le). Donc par le théoréme
de représentation de Riesz 1.6, il existe une unique mesure borélienne complexe p, , sur
I'espace compact Sp(u) telle que, pour tout f € €(Sp(u)),

/ f dptay = (Fu)z,y)
Sp(u)

Nous allons montrer les propriétés suivantes :
(D) N,y ll < Myl
(2) Hatrat,y = Ha,y + Miar y 5
(3) ty,2 =Tlzy;
(4) pour tout h € € (Sp(u)), nous avons h diy,y = diip(u)z, y-
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Les trois premiéres propriétés signifient que 'application (z,y) — pz, 4 est une application
sesquilinéaire hermitienne continue de norme au plus 1 de J# x ¢ dans I’espace de Banach
complexe /¢ (Sp(u)) des mesures boréliennes complexes sur Sp(u).

La premiére assertion découle de la définition de la norme d’une mesure complexe sur
Sp(u), comme norme duale de la forme linéaire continue sur ¢'( Sp(u)) qu'elle définit (voir
le théoréme 1.6). La seconde est immédiate par unicité. Si f est a valeurs réelles, alors f(u)
est auto-adjoint, donc pour tous les x et y dans 7, nous avons (f(u)z,y) = (z, f(u)y) =
(f(uw)y, z) ; deux mesures complexes qui donnent les mémes valeurs aux fonctions continues
& valeurs réelles coincident ; la troisiéme assertion en découle. Enfin, la derniére assertion
vient du fait que (fh)(u) = f(u) o h(u) pour tous les f,h € €(Sp(u)).

Pour toute application mesurable bornée ¢ : Sp(u) — C, 'application de ¢ x S dans
C définie par (z,y) — fSp(u) g djiz, 4 est une forme sesquilinéaire par les assertions (2) et

(3), qui entrainent que Mo, ytry = Mo,y + X,um,y’- Cette forme sesquilinéaire est continue
en 0 par l'assertion (1) et puisque g est bornée, donc est continue. Donc par le corollaire
1.14 du théoréeme de Riesz-Fréchet, il existe un unique opérateur continu ¢ (g) € £(H)
tel que, pour tous les x et y dans 7,

((9)z,y) = / 9 dpta.y -
Sp(u)
Notons que ¥(g) = g(u) si g est continue, et en particulier ¥ (id) = u. Par unicité, I'appli-
cation ¥ : g — 1(g) de £ (Sp(u)) dans .Z () est linéaire. Nous avons, pour tous les z
et y dans JZ,

W@y - | T = /S 9 e = TG = (e 5,0).

S

donc ¥ (g) = ¥(g)*. Soient f et g dans Z‘X’(Sp(u)), montrons que ¥(fg) = ¥ (f) o ¥(g).
Pour tous les = et y dans 27, pour tout h € € (Sp(u)), nous avons par l'assertion (4),

/ Fh dpia,y = / £ ey = W) (hw)z),y) = (h(w)z, $(f)"y)
Sp(u) Sp(u)

:/ hodpig y(py-y -
Sp(u)

Les mesures complexes f dpiz, y et dpy 4 (f)«, sont donc égales, donc

W(fo)r.y) = /S ey = /S 9 ey = WO V) = (W)

ce qui montre le résultat cherché.

Nous avons donc montré que 1 est un morphisme d’algébres involutives entre ’algébre
normeée involutive & ‘X’(Sp(u)) et algebre stellaire £ (). En particulier, par la propo-
sition 1.44 (2), 'application 1 est de norme au plus 1, ce qui montre (ii).

Montrons que 1 vérifie la propriété de continuité (#). Soit (gn)nen une suite unifor-
mément bornée dans £ (Sp(u)) qui converge simplement vers g € £°°(Sp(u)). Pour
tous les x et y dans JZ, le théoréme de convergence dominée de Lebesgue implique que

(W(9n)2,9) = [sp(u) In A,y converge vers ((9)x,y) = [g, ) 9 iz, y- Done (¥(gn)@)nen

65



converge faiblement vers ¢ (g)x dans . De plus (gngn)nen €étant une suite uniformé-
ment bornée qui converge simplement vers gg, et puisque v est un morphisme d’algébres
involutives, nous avons

[ (gn)el? = ((gn) V(gn)z, 2) = (P(Fngn)z,2) =7 (W(G9)2,x) = [[¥(9)x]? .

Par le critére de convergence forte 1.22, la suite (¢)(gn)2)nen converge donc vers ¥(g)z
dans 7.

Montrons 'unicité d’une résolution spectrale de u. Si (P))xcr est une résolution de
'identité vérifiant 'équation (14) pour tout f € €(Sp(u)), alors pour tout z € 2, la
mesure de Stieltjes d(Py(z),z) est uniquement déterminée (par 'unicité dans le théoréme
de représentation de Riesz 1.6). Or une mesure de Stieltjes p détermine uniquement la
fonction F' qui la définit, puisque F(A) = pu(] — oo, A]) pour tout A € R. Donc (Py\(z), x)
est uniquement déterminé, et par l'identité de polarisation (4), les produits scalaires

(Pn(2),y) = s ((Px(z +y),z +y) — (Pa(x),z) — (PA(y),))

1
2
+ 5 (P + ), 2 +iy) — (Pa(@),2) — (PA(¥),9)

sont uniquement déterminés, donc la résolution de l'identité (Py)xcr est uniquement dé-
terminée, puisque le produit scalaire est non dégénéré.

Montrons 'existence d’une résolution spectrale de u. Pour tout A € R, notons y)
la fonction caractéristique de l'intervalle | — oo, A] (qui est mesurable bornée), et posons
Py = ¢(x»). Remarquons que

® XAXp = Xinf{x, u}>

e ) vaut 0 (respectivement 1) sur le compact Sp(u) de R si A est assez petit (respec-
tivement assez grand),

e X, converge simplement vers x quand p tend vers A par valeurs supérieures,

e les x) sont réelles et uniformément bornées par 1.

Puisque ¥ est un morphisme d’algébres de £ ( Sp(u)) dans Z () vérifiant la propriété
de continuité (#), la famille (Py)xer est donc une résolution de l'identité. Puisque le
support de p,, . est contenu dans Sp(u), nous avons

(Py(x), ) = /S e = ] o0, )

pour tout x dans X. Par unicité, la mesure de Stieltjes d(Py(x),x) est donc égale & iz .
Ceci montre en particulier que la mesure fi, 5 est positive. La formule (14) dans la partie
A du théoréme 1.54 découle alors de la définition des mesures i .

Montrons Passertion (iii). Si g est a valeurs réelles, puisque % est un morphisme d’al-
gébres involutives, nous avons ¥(g)* = ¥(g) = ¥(g), donc ¥(g) est auto-adjoint. Si g
est a valeurs positives, puisque pi, , est une mesure positive, nous avons (Y(g)z,z) =
fsp(u) g dpig, . > 0 pour tout z € I, donc 1(g) est positive.

Montrons I'assertion (iv). Si v € Z() commute avec u, alors v commute avec P(u)
pour tout polynoéme u, donc avec f(u) pour tout f € € (Sp(u)) par densité et par continuité
du calcul fonctionnel continu . Par la propriété de continuité (#) (puisque toute fonction
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mesurable bornée est limite simple de fonctions continues uniformément bornées) et par la
continuité de v, pour tous les g € Z°°(Sp(u)) et x € S, nous avons donc 9(g)(v(z)) =
v(1(g)x), donc v commute avec ¥ (g).

Montrons la derniére assertion (v). Si z € J# est un vecteur propre de u associé a la
valeur propre A, alors, par les propriétés du calcul fonctionnel continu, ¥ (f)(z) = f(u)(z) =
f(A)x pour tout f € €(Sp(u)). Comme toute fonction mesurable bornée est limite simple
de fonctions continues uniformément bornées, la propriété de continuité (#) implique que

¥(g)(z) = g(N)z pour tout g € £>°(Sp(u)). 0

L’exercice suivant est & résoudre aprés ’exercice récapitulatif E.24.

Exercice E.20 Soient 7 un espace de Hilbert et uw € L ().

(1) Montrer que si u est inversible, alors il existe un unique couple (v,w) d’éléments
de L () tels que v soit unitaire, w positif et u = v o w.

(2) Montrer que si u est auto-adjoint, alors il existe un couple (v,w) d’éléments de
L(H) tels que v soit unitaire, w soit positif, uw = vow et u,v et w commutent deux a
deuz.

Ce couple (v,w) est appelé la décomposition polaire de u, si u est inversible, et une
décomposition polaire de u, si u est auto-adjoint. Remarquons qu’il n’y a pas unicité en
général dans I’assertion (2), car 'opérateur nul 0 est auto-adjoint, et s’écrit v o0 pour tout
opérateur unitaire v.

Lorsque 57 = C, tout opérateur linéaire inversible u est la multiplication par un nombre
complexe non nul z, et v et w sont les multiplications par respectivement ‘—j‘ = ela82 ot |2|.
Si = C", le résultat (1) est déja connu : pour tout élément M de GL,,(C), il existe un
unique couple (U, P) € U(n) x Herm4 (n) tel que M = UP, ou U(n) est le groupe unitaire
de C" (des matrices U € GL,(C) telles que U~! = U*) et Herm (n) est le sous-ensemble
de #,(C) des matrices hermitiennes définies positives (les matrices P telles que P = P*

et & valeurs propres strictement positives).

Mesures spectrales.

Soient ## un espace de Hilbert et u € £ () un opérateur auto-adjoint de . Pour
tout x € 2, il existe une et une seule mesure borélienne positive finie p, sur R de support
contenu dans Sp(u) telle que, pour toute application mesurable bornée f : Sp(u) — C,
nous ayons

(e = [ FO) i (15)

AeSp(u)
Elle est appelée la mesure spectrale de x pour l'opérateur auto-adjoint u. L’unicité de
1o découle de 'unicité dans le théoréme de représentation de Riesz 1.6. Pour 'existence,
il suffit de remarquer que la mesure notée p, , dans la démonstration du théoréme 1.54
convient. Si (Py)xer est la résolution spectrale de u, alors comme vu dans la démonstration
ci-dessus, p, est la mesure de Stieltjes de 'application A — (Py(x),z) : avec les notations
déja vues,
dpe(A) = d(Px(x), z) .

Un vecteur = de JZ est dit cyclique (ou totalisateur) pour un opérateur linéaire continu

v € ZL(H) si le plus petit sous-espace vectoriel fermé de .7 contenant les v™(z) pour
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n € N est égal a #. Un opérateur linéaire continu v € Z () est dit (topologiquement)
irréductible si # n’admet pas de sous-espace vectoriel fermé différent de {0} et .7 invariant
par v. Si v est irréductible, alors v admet un vecteur cyclique : tout vecteur non nul z de
J€ est un vecteur cyclique pour v, car le plus petit sous-espace vectoriel fermé contenant
les v™(x) pour n € N est non nul et invariant par v, par linéarité et continuité de v. Mais
la réciproque n’est pas vraie en général.

Exercice E.21 Soient 5 un espace de Hilbert séparable et u € £ () un opérateur auto-
adjoint. Montrer que J€ est somme directe orthogonale finie ou somme hilbertienne d’une
suite finie ou dénombrable (J6,)o<n<n (00 N € N U {+00}) de sous-espaces vectoriels
fermés de F€, invariants par u et admettant un vecteur cyclique pour la restriction de u.

Les propriétés fondamentales des mesures spectrales (outre leur définition) sont résu-
mées dans le résultat suivant.

Proposition 1.55 Soient S un espace de Hilbert, u € L () un opérateur auto-adjoint
de 7, x € F et yg la mesure spectrale de x pour u.

(a) La masse totale de la mesure spectrale p, est ||x||?.

(b) Pour toute application mesurable bornée g € £°°(Sp(u)), la mesure spectrale pig(y)z
de g(u)x pour u est absolument continue par rapport a la mesure spectrale de x et
Uz-presque partout

d'ug(u)x — ‘9’2
dpig '

(c) Six est un vecteur cyclique pour wu, alors le support de la mesure spectrale i, est
égal au spectre de u.

(d) Si H est séparable, alors le spectre de u est égal & l'adhérence de la réunion des
supports des mesures spectrales des éléments de F€.

Démonstration. (a) Il suffit de prendre la fonction constante égale & 1 dans 1'équation
(15) définissant la mesure spectrale.

(b) Le calcul fonctionnel borné étant un morphisme d’algébres involutives, nous avons,
pour tout h € € (Sp(u)),

/S ( )h dfig(uye = (P(u)g(u), g(u)x) = (g(u)*h(u)g(w)z, z) = ((ghg)(uv)z,z)

=/ Ehgdumz/ h gl dpg
Sp(u) Sp(u)

ce qui montre le résultat, par 'unicité dans le théoréme de représentation de Riesz 1.6.
(c) Voir par exemple [Lev].

(d) Ceci découle de (c) et des exercices E.21 et E.18 (3). O
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1.8 Exercices récapitulatifs

Exercice E.22 Soient # un espace de Hilbert complexe, et v et w deux éléments de
ZL(H) tels que w — v soit un opérateur compact. Montrer que

Sp(w) — Vp(w) C Sp(v) .

Exercice E.23 Montrer que la composition de deux opérateurs a noyau de type Hilbert-
Schmidt est encore un opérateur & noyau de type Hilbert-Schmidt : avec les notations de
I'exemple (3) de la partie 1.4, montrer que si (X, <7, u), (Y, 2,v) et (Z,€,w) sont trois
espaces mesurés, et si N € L?((X, o, ) x (Y, B,v)) et N' € L?((Y,%B,v) x (Z,€,w)),
alors Ky o Ky = Ky» ol

N"(z,2) = / | N(a) N 2) dv(y).
yE

Exercice E.24 Soit s un espace de Hilbert complexe.

(1) Pour tout opérateur continu positif u € £ () et pour tout n € N — {0}, montrer
qu’il existe un et un seul opérateur continu positif v € £ () tel que v™ = u, que nous
noterons v = {u (et v = /u si n = 2). Calculer le spectre de {/u en fonction du spectre
de u. Montrer que {/u est inversible si u l'est, et calculer I'inverse de {/u en fonction de
I'inverse de u.

(2) Pour tout u € Z(°), montrer que vu*u est 'unique opérateur continu positif
v e ZL(H) tel que ||v(z)]] = ||Ju(x)| pour tout z € .

69



1.9 Correction des exercices

Correction de ’exercice E.1. Montrons que S est un espace de Hilbert.

D’aprés ce qui précéde ’énoncé de I'exercice, S est un sous-espace vectoriel de l'es-
pace vectoriel produit [[,cy /%, et I'application (-,-)» : A x A — C est bien définie
(par une somme convergente). Pour tout n € N, I'application p,, : # — ¢, définie par
pn((xk)keN) = x, est une application linéaire, et pour tous les x et y dans J#, nous
avons (,Y) . = Y _nen(Pn(®), Pn(y)) .2, . Puisque (-,-) %, est une forme sesquilinéaire her-
mitienne, par passage a la limite des égalités, (-,-),» est aussi une forme sesquilinéaire
hermitienne. Puisque qu’une série convergente de termes positifs ou nuls est positive ou
nulle, et est nulle si et seulement si chacun de ses termes est nul, (-, -) » est définie positive.
Donc (-, -)  est un produit scalaire sur .7, dont la norme associée est

foll = (3 fawl?)?

keN

si ¢ = (zk)ken. En particulier, ||p,(z)| = ||zn|| < ||z|, donc p, est 1-lipschitzienne, donc
continue.

Montrons que S est complet. Soit (X;);en une suite de Cauchy dans 7, montrons
qu’elle converge. Pour tout n € N fixé, puisque p,, est 1-lipschitzienne, la suite (pn(X,))Z N
dans J7;, est de Cauchy dans J%;,, donc converge dans 7, qui est complet, vers un élément
Yn € H,. Posons Y = (yp,)nen et montrons que la suite (X;);en converge vers Y. Pour tout
e > 0, soit N € N tel que pour tous les i, j > N, nous ayons ||X; — X;|» < €, c'est-a-dire

D lpn(Xa) = pa(X)) 15, < €. (16)
neN

Pour tout ¢ fixé, appliquons le théoréme de convergence dominé de Lebesgue a la mesure
de comptage sur N et a la suite de fonctions (f;j);>n de N dans R définies par f; : n —
lpn (X5) — pn(Xj)Hi%, qui converge simplement vers la fonction n — ||p,(X;) — y"”?%”n
quand j tend vers +oo. Nous avons donc, par passage & la limite dans 1’équation (16),

I1X: = Y1 = Ipa(Xs) =yl <€
neN

Ceci montre que d’une part ||Y]|,» < e+ Xn||» en prenant i = N dans la formule centrée
ci-dessus et par I'inégalité triangulaire, donc que Y appartient bien & ¢ ; et d’autre part,
que || X; — Y| tend vers 0 quand 7 tend vers +oo, donc que la suite (X;);en tend vers YV
dans 7, ce qu’il fallait démontrer.

Montrons maintenant la seconde assertion. Pour tout n € N, soit Z,, une partie dé-
nombrable dense dans %, que 'on peut supposer contenir 0. Notons & ’ensemble des
¢léments de ], %, dont la n-éme composante appartient a %, pour tout n, et n’ayant
qu’un nombre fini de composantes non nulles. Alors Z est dénombrable (comme union
dénombrable de produits finis d’ensembles dénombrables), et contenu dans 7. Montrons
que Z est dense dans J7.

En effet, soient © = (zp)nen € A et € > 0. Montrons qu'il existe y dans Z tel que
|z — y|| < e, ce qui conclut. Soit N € N tel que S ||z, ||? < % ce qui est possible par

€

sommabilité. Pour tout n € {0,...,N — 1}, soit y, € Z, tel que ||z, — yn| < T ce
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qui est possible par densité de %, dans J,. Notons y I'élément de ], .74, dont les N
premiéres composantes sont les y, pourn = 0,..., N —1, et dont les composantes suivantes
sont nulles, qui appartient bien & &. Alors

N-—1 +o0o % ¢ 9 62
2 2
x—y| = Tn —Yn|l” + Tn ) §(N< ) +—> =e€.
o=l = (3 ton =+ 3 o =) +3

Le résultat en découle.

NI

Correction de I’exercice E.2. Pour tout x dans FE, pour tout y dans F' = E*, nous
avons (x,y) = 0, donc E C Ft.

Si F- = E, alors E est fermé, car I'orthogonal d’un sous-espace vectoriel est toujours
fermé. Réciproquement, si E est fermé, alors par le corollaire 1.12 (1), F' est un supplé-
mentaire de E, donc pour tout x dans ., nous pouvons écrire x = 2’ + 2" avec 2/ € E
et 2" € F. Siz € F+, alors 0 = (z,2"”) = ||2”|%,. Donc z = 2’ € E, et F+ C E. Comme
nous avions montré lautre inclusion, il en découle que F+ = E, ce qu’il fallait démontrer.

Correction de I’exercice E.3. Il est immédiat que FE,, est un sous-espace vectoriel de
J€. 1l est fermé comme intersection de fermés, car en notant p, : ¢ — 5, I'application
n-éme composante (voir la correction de I'exercice E.1),

En={re : VkeN—{n}, ple)=0}= (] p;'({0})
keN—{n}

et pr est continue (car 1-lipschitzienne) pour tout & € N. De plus la restriction PniE,
E,, — 5%, est un isomorphisme linéaire (car clairement injectif et surjectif), et isométrique
(par définition de la norme de .57).

Il est immédiat par définition du produit scalaire de 5 que E, et E,, sont orthogonaux

1
si n # m. Pour tout = (zy)gen € H, soit N € N tel que (375 [zk/[?)2 < e, et soit
y 'élément de 7 dont les N premiéres composantes sont xg,...,xxy_1 et dont les autres
composantes sont nulles. Alors y est un élément de la somme directe des E,, (car somme

finie d’éléments des E,). De plus [lz — y|| = (/2% kaHz)% < €. Donc la somme directe
des E, est dense dans . Ceci montre que # est la somme hilbertienne de (E,)nen.
(Mais 4 n’est pas égale a la somme directe des E,,, cette somme directe étant ’ensemble
des éléments de 7 dont toutes les composantes sauf un nombre fini sont nulles).

Correction de ’exercice E.4. Rappelons que si un isomorphisme linéaire v d’un espace
vectoriel V' dans lui-méme préserve une décomposition en somme directe V =V, ®--- BV,
alors son inverse v~! aussi : pour tout z € V;, il existe y; € Vi,...,y, € V, tels que
v7(x) = y1 + -+ + yp. Mais alors v(y1) € Vi,...,0(yn) € Vet @ = v(y1) + -+ + v(yn)-
Par la propriété de somme directe, nous avons donc v(y;) = 0 si j # 4, donc y; = 0 car v
est injective, donc v~!(x) = y; appartient bien & F;.

Le résultat découle alors tout simplement du fait que u—Aidg est inversible (respective-
ment injectif et d’image dense) si et seulement si u g, — Aidpg, est inversible (respectivement
injectif et d’image dense) pour tout i € {1,...,n}.

Correction de I’exercice E.6. L’idée clef est d’utiliser les coordonnées hilbertiennes, ce
qui est naturel vu I’énoncé, et d’appliquer moultes fois le théoréme de Parseval 1.17.
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a) Unicité, existence et continuité de u.

Pour tout x dans ., nous noterons (z,)nen les coordonnées hilbertiennes de = dans
la base hilbertienne (e, )nen. Par linéarité et continuité, si un tel opérateur u existe, alors
pour tout z dans S, nous avons u(x) = u(D, cnTnen) = D ey AnTnn, C€ qui montre
I'unicité. Réciproquement, pour tout = dans 77, puisque C est compact, il existe A > 0 tel
que |A,| < A pour tout n, et donc la série >, . [Anzn|*, majorée par A2y |zn|?, qui est
égal & A?||z||? par I’égalité de Parseval, converge. Par la partie réciproque du théoréme de
Parseval 1.17, la série y = ) .y An®ney converge donc dans 47, et nous posons u(x) = y.
Il est immeédiat que w est linéaire, et que ||u|| < A (toujours par I’égalité de Parseval). Donc
u est continue, ce qui montre l'existence. [Une autre maniére de montrer I'existence est de
définir u sur 'espace vectoriel engendré par les e, par linéarité, sa norme étant au plus A
sur cet espace vectoriel, puis d’étendre u a JZ tout entier par le théoréme de prolongement
A.1 (par uniforme continuité de u, complétude de J# et densité de Vect{e, : n € N}) ]

b) Calcul des valeurs propres et espaces propres de u.

Tout d’abord, pour tout n € N, nous avons u(e,) = A,e, et e, # 0. Donc A, est une
valeur propre de u. Réciproquement, soit A € C une valeur propre de u. Il existe donc x
appartenant a ¢, non nul, tel que u(z) = Az. Par conséquent, par unicité des coordonnées
hilbertiennes, pour tout n € N, nous avons A,x, = A\z,, égalité qui est équivalente & z,, = 0
ou A = \,. Or puisque z est non nul, il existe ng € N tel que x,, # 0. Donc A = \;,,. Donc
les valeurs propres sont exactement les A\, pour n € N :

Vp(u) ={\, : neN}.

Si A est une valeur propre, son espace propre Ey, qui est par ce qui précéde ’ensemble
des x € J tels que z, = 0si A\, # A, est donc ’adhérence du sous-espace vectoriel somme
directe des Ce,, pour les n € N tels que A\, = A (attention, si une infinité de A, prennent
la valeur A, cet espace propre E) n’est pas la somme directe de ces droites, qui n’est pas
fermée, mais est la somme hilbertienne de ces droites).

c) Calcul du spectre de u.

Comme le spectre Sp(u) est fermé, et contient Vp(u) qui est dense dans C, nous avons
donc l'inclusion C' C Sp(u). Pour montrer que cette inclusion est une égalité, soit A € C—C.
Comme C est compact, il existe € > 0 tel que le disque de centre A et de rayon € > 0 soit
contenu dans le complémentaire de C. En particulier, |\, — A| > € > 0 pour tout n € N.

Montrons que u — \id est surjectif. Pour tout y dans /¢, posons z; = y2 (le dénomi-
2

; - 2 L 1 ,
nateur ne s’annule pas). Alors la série ), |7i|*, majorée par = >y |vi

2
”—Z'J— par 'égalité de Parseval, converge. Par la partie réciproque du théoréme de Parseval

1.17, la série . = ) . Tne, converge donc dans 2. Par linéarité et continuité de u, nous
avons

, qui est égal a

u(x) — A\x = Z()\n — ANzpe, = Z Yn€n =1 ,
neN neN
ce qui montre la surjectivité.

Montrons que u — Aid est injectif. D’une part, c¢’est immédiat car A ¢ Sp(u) implique
que A ¢ Vp(u). D’autre part, pour tout x dans %, par 1’égalité de Parseval, nous avons
u(z) = Az||* = 3 ,en [(An — Azn|? > €2|z|?, donc u(z) — Az ne s’annule que si « est nul,
ce qui montre d’une autre maniére 'injectivité.
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Donc u — Aid est bijectif, et tout A\ ¢ C' est une valeur réguliére de u. Ceci montre que

Sp(u) =C' .

¢) Calcul du spectre résiduel de u.
Pour tout A € C non valeur propre de u, montrons que 'image de u — Aid est dense
dans 7. Ceci montre que le spectre résiduel de u est vide.

Méthode 1. Pour tout y dans 7 et tout € > 0, soit N tel que :;SONH lyi|2 < €% (ce

qui est possible par la convergence de la série Y |y;|> par I'égalité de Parseval). Posons
r; = y25 pour i = 0,..., N (les dénominateurs ne s’annulent pas) et z = Zz’]\io x;e;. Alors
N N
u(z) — Az = Z NiTie; — A\Tie; = Zy,-e,- )
=0 i=0

N

Par I'égalité de Parseval, ||(u(z) — Az) — y|| = (X241 wil?)2 < e Ceci montre que

Im(u — Aid) est dense dans ., donc que

Spres(u) = @ :

Méthode 2. Pour tout n € N, puisque A # A, et u(e,) = Aye,, nous avons e, =
(u — )\id)(A:'_L)\). Donc e, appartient & 'image I de u — Aid pour tout n € N. Cette
image I, étant un sous-espace vectoriel de 47, contient donc le sous-espace vectoriel V'
engendré par les e, pour n € N. Puisque V est dense dans 7, par les propriétés des bases
hilbertiennes, I'image I est dense aussi (V C I implique s# =V C I C #, donc I = #
par sandwich).

Correction de ’exercice E.7. Pour tout z dans %, nous noterons (z)nen les coor-
données hilbertiennes de x dans la base hilbertienne (e,)nen.

L’unicité de u se montre comme dans l'exercice E.6. La série a termes deux & deux
orthogonaux Y,y Zi€i+1, dont la somme des carrés des normes des termes est >, |2;|* =
||, converge par le théoréme de Parseval 1.17. Donc u(z) = Y, @i€i41 est bien définie
(par la réciproque du théoréme de Parseval 1.17), et clairement linéaire, et est isométrique :
|lu(z)|| = ||=|| pour tout  dans #. En particulier u est injective de norme 1, donc de rayon
spectral au plus 1 (voir le théoréme 1.25 (i)), et le spectre de u est contenu dans le disque
unité fermé D ={z € C : |z| <1} de C.

Comme u est injective, 0 n’est pas valeur propre. Si A € C — {0} et u(z) = Az, alors
par unicité des coordonnées hilbertiennes, Axg = 0 et Ax;31 = x; pour tout ¢ € N. Ceci
implique par récurrence que x; = 0 pour tout ¢, donc z = 0, et u n’a pas de valeur propre.

Soit A € C tel que |A| < 1. Montrons que u— Aid n’est pas d’image dense dans 7. Ceci
montrera que le spectre résiduel contient le disque unité ouvert. Comme le spectre résiduel
est contenu dans le spectre, qui est fermé, ceci montrera I'autre inclusion D C Sp(u), et
donc que

Sp(u) =D .

Notons ¢ : 5 — C la forme linéaire y > . Ay, qui est bien définie, car la suite des
coordonnées hilbertiennes (y;)ien est bornée et |A| < 1, donc la série ), A'y; converge.
Il est immédiat de voir que ¢ est continue (les coordonnées hilbertiennes le sont et la série
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Y ieN |A|* converge). Son noyau est un hyperplan vectoriel fermé. Montrons que l'image
de u — A\id est contenue dans ce noyau, qui n’est pas dense car fermé et de codimension
1, ce qui conclut. Soient z,y € . Si y = u(x) — Az, alors, par unicité des coordonnées

hilbertiennes, nous avons yg = —Azg (équation E_1) et y;+1 = z; — A\x;41 (équation E;)
pour tout ¢ € N. En multipliant par A\**! I’équation FE; pour tout i € NU {—1} et en
ajoutant les n + 1 premiéres équations, nous obtenons » ;"  A'y; = — A"z, Comme la

suite (x;);en est bornée et |A| < 1, par passage a la limite, nous obtenons que y appartient
au noyau de ¢, ce qui montre le résultat.

[Deux autres méthodes sont possibles :

(1) Soit |A| < 1, supposons par I’absurde que Im(u — Aid) soit dense. Montrons que
v = u— Aid est surjective. Pour tout y € J#, il existe une suite (z,)nen dans 2 telle que
lim,, o v(z,) = y. En particulier, la suite (v(xy,))nen est de Cauchy. Ceci implique que la
suite (zp,)nen est de Cauchy, car, 'opérateur u étant isométrique,

[0(Zn+p) = v(@n)l| = lu(@ntp = 2n) = MEntp = 20)l 2 (1 = [AD][2ntp — 2l -

Donc par complétude, la suite (x,)nen converge vers x € ., et par continuité de v, nous
avons v(z) = y.

Mais on vérifie facilement, par un argument de série géométrique de raison > 1, que eg
n’appartient pas & I'image de u — Aid, ce qui est une contradiction.

(2) Si |A| < 1, on peut exhiber un élément non nul dans l'orthogonal de Im(u — \id),
ce qui montre que Im(u — \id) est non dense (voir le corollaire 1.12 (2)).]

Pour obtenir que Sp,.(u) est exactement le disque unité ouvert, il reste & montrer que
si [A\| = 1, alors u— A id est d’image dense. Pour cela, par le corollaire 1.12 (2) (disant qu’un
sous-espace vectoriel d'un espace de Hilbert est dense si et seulement si son orthogonal est
nul), il suffit de montrer que si y € # est orthogonal a I'image de u — Aid, alors y = 0.

Soit donc y € S tel que pour tout i € N, le vecteur y soit orthogonal a u(e;) — \e; =
ei+1 — Ae;. En notant (y;);en la suite des coordonnées hilbertiennes de y dans la base
hilbertienne donnée, nous avons donc 0 = (y, ;11 — Ae;) = yir1 — Ayi. Donc |yir1| = |vil.
Mais alors la convergence (assurée par le théoréme de Parseval 1.17) de la série >, |vil?
implique que y; = 0 pour tout ¢ € N, ce qui montre le résultat.

[Autre méthode pour montrer que Sp,.(u) est contenu dans le disque unité ouvert :

Puisque Vp(u) = ), nous avons A € Sp,(u) si et seulement si im(u — Aid)+ # {0}. Or, si
r € im(u — Aid)* — {0}, alors (z,u(z) — A\z) = 0, donc X ||z||?> = (z,u(z)), d’out par le cas
d’inégalité dans I'égalité de Cauchy-Schwarz (de nouveau puisque Vp(u) = ()

A 2l? = K, ul@)] < flal|lul =1,
et par conséquent |\ < 1.]

Correction de ’exercice E.12. Pour tout z dans ., nous noterons (z,)nen les coor-
données hilbertiennes de x dans la base hilbertienne (e, )nen.

a) Existence et norme de u.

Considérons la série a termes deux & deux orthogonaux ZieN ﬁ—”leiﬂ. La somme des
carrés des normes de ses termes est, par le théoréme de Parseval 1.17, égale a

|$z‘|2 2 2
d o <> = 2] < 400
2
el ) R
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Donc par la partie réciproque du théoréme de Parseval 1.17, 'application v : € — ¢
donnée par  — Y .y ﬁ—”leiﬂ est bien définie, et clairement linéaire. Elle est de norme 1
(donc est continue), car nous venons de montrer que ||u(x)| < ||z|| pour tout = dans 7,
et ||u(eg)|| = |le1|| = 1. L’unicité de u se montre comme dans 'exercice E.G.

b) Montrons que 'opérateur u est compact.

Pour tout € > 0, par le théoréme de Bolzano-Weierstrass et la complétude de 57, il
suffit de montrer que I'on peut recouvrir ('adhérence de) u( Bs) par un nombre fini de
boules fermées de rayon e.

Soit N € N tel que ﬁ < 5. Notons Fy le sous-espace vectoriel engendré par

€o, . ..,en. Remarquons que si z € B N F]{;, alors xg,...,xy = 0, et donc
oo 2 2
2 |0 ] 1 (6)2
= < < < (= .
i)l n_ZN+1 (m+ 12~ (N+12 - (N11)2 ~ \2

Pour tout @ € By, écrivons x = 2’ + 1" avec ' € Fy et 2” € Fx.. Remarquons que par le
théoréme de Pythagore, ||2/|| <1 et ||2”|| < 1. Puisque Fi est de dimension finie et u est
continue, par le théoréme de Riesz, u(Fy N B ) est compact, donc peut étre recouvert par
des boules B(yp, 5) de rayon § en nombre fini. Puisque [Ju(z) — u(z’)|| < lu(z")|| < §, et
par l'inégalité triangulaire, le sous-ensemble u( B_z) est recouvert par les boules fermées
B(yp, €) de rayon € en nombre fini (donc son adhérence aussi). Le résultat en découle.

[Voici deux autres méthodes.

(1) Une autre méthode consiste & considérer 'opérateur u, : @ + Y1 o 75eip1, qui
est linéaire, continu, de rang fini, et & montrer que ||u, — u|| tend vers 0 quand n tend vers
+00.

(2) Encore une autre méthode est de montrer que si (x,)nen est une suite dans B,
alors la suite (u(x,))nen admet une sous-suite convergente. En effet, quitte a extraire
(par compacité faible), la suite (x,)nen converge faiblement vers z, et donc (u(zy,))nen
converge faiblement vers u(z). Par la proposition 1.22, il suffit alors de montrer que la suite
(lu(zn)|)nen converge vers |Ju(x)||. Pour cela, écrire 2, = 3 1oy @n,k €k €t T = Do Gk €k,
remarquer que

nllg—loo An,k = nEI—II—loo<x"’ek> = <‘Tvek> = Qg

et appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue.|

c¢) Calcul du spectre de u.

Il est immédiat que u est injective (si u(x) = 0, alors n+r1xn = 0 pour tout n € N par
unicité des coordonnées hilbertiennes, donc = = 0). Donc 0 n’est pas valeur propre. Soit
A € C —{0}. Pour tout = € A, si u(zx) = Az, alors Azg = 0 et %ﬂxn = AZTp41 pour tout
n > 0. Donc puisque A # 0 et par récurrence, nous avons x, = 0 pour tout n € N, et

x = 0. Donc A n’est pas valeur propre, et
Vp(u) =10 .

Comme le spectre d’un opérateur compact u en dimension infinie est égal a {0} U Vp(u),
nous avons donc

Sp(u) = {0} .
Nous avons en particulier construit un opérateur continu, de spectre réduit a 0, qui est non
nul (car de norme non nulle).
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d) Calcul du spectre résiduel de u.

Puisque Sp,(u) C Sp(u), nous savons que Sp,.s(u) est ou bien vide ou bien réduit a
{0}. L’image de u est contenue dans I'hyperplan fermé engendré par (e;);en—{oy (d’équation
xo = 0, c’est Porthogonal de ep). Elle n’est donc pas dense, et comme 0 n’est pas valeur
propre par ce qui précéde, nous avons

SPres(u) = {0} -

Correction de I’exercice E.13. Soit v € £ (J#) tel que v(e,) = A\, €, pour tout n € N,
qui existe par l'exercice E.6. Pour tous les x,y € ., de coordonnées hilbertiennes (z,)nen
et (Yn)nen respectivement dans la base hilbertienne (e,),en, nous avons, par linéairité et
continuité,

E::$zyy E::$zyy euej ::zz:xnyEAn

i, jEN i, jEN neN

De méme, (z,v(y)) = >, cn Tn Jn An- D’oll v = u* par unicité de I’adjoint.

De plus, u est auto-adjoint si et seulement si u(x) = v(x) pour tout z dans ., donc
si et seulement si u(e,) = v(ey) pour tout n dans N (car (e, )nen est une base hilbertienne
et u,v sont linéaires et continues), donc si et seulement si A, = ), pour tout n dans N,
donc si et seulement si A, est réel pour tout n dans N.

Pour montrer la derniére assertion, soit (A, )nen une suite dense dans K, qui existe car
K est compact et non vide. Par 'exercice E.6, le spectre de 'unique opérateur u € £ ()
tel que u(e,) = Ap e, pour tout n € N vérifie Sp(u) = {N\, : n € N} = K. Par ce qui
précéde, puisque K est contenu dans R, 'opérateur u est auto-adjoint.

Correction de I’exercice E.14. Les mesures sous-entendues sont toujours les mesures
de Lebesgue.

(1) Notons N : [0,1]2> — R la fonction caractéristique du triangle {(x,y) € [0,1]?

y < z}, qui est mesurable bornée, donc appartient & L2([0, 1]?). Par définition, I'opérateur
de Volterra V' est opérateur de type Hilbert-Schmidt de noyau N. Donc par 'exemple (3)
de la partie 1.4, lopérateur V est bien défini, continu et compact.

(2) Pour montrer que le spectre de V est réduit a {0}, il suffit de montrer par la
proposition 1.36 (5) (puisque J# est de dimension infinie) que V' n’a pas de valeur propre
non nulle.

Soient donc A € C — {0} et f € 5 — {0} tels que Vf= )\f Quitte & modifier f sur
un ensemble de mesure nulle, nous avons donc Af(z fo t)dt, pour tout z € [0,1].
En particulier, pour tous les z et y dans [0, 1] tels que rz < y, Sl X[z, est la fonction
caractéristique de l'intervalle [z, y], nous avons, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

)~ f@l =57 | [ f0a = [ royar] < |M/ Dl =[x @10
1

W</ X[zg] () dt/o |f(t)|2dt) = W\/m 1|2 - (17)

Donc f est continue. L’application g : x — fo x) dx est donc dérivable, et vérifie 'équa-
tion différentielle linéaire du premier ordre ¢’ = )\ g, avec condition initiale g(0) = 0. Donc
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g est nulle et puisque ¢'(z) = f(z) pour tout = dans [0, 1], Papplication f est aussi nulle.
Le noyau de V' — \id est donc réduit a 0, donc A n’est pas valeur propre.

(3) Puisque V est un opérateur de type Hilbert-Schmidt de noyau la fonction caracté-
ristique N = X{(z, y)e[0,1)? : y<a}» SOD adjoint V* est 'opérateur de type Hilbert-Schmidt de

noyau N*: (z,y) = N(y, ), c’est-a-dire la fonction caractéristique X{(z y)e[0,1]2: y>2} °
1
V*f:xr—>/ f(t)dt.
xT
(4) Nous avons, en notant x; la fonction caractéristique d’un intervalle I,

1 r1
V*Vf(l') = /0 /0 f(t) X[0,u] (t) X[z,1] (u) dt du .

La fonction g : [0,1]> — C définie par (¢,u) — f(t) X[0.u] () X[z,1 () est L2, car [g[l2 <
|| f|l2- Donc par le théoréme de Fubini,

1 1 1
VIV f(z) = /0 £(t) /O 0.0 (1) X(ov1) (1) s dt = /0 F)(1 — max{a, 1)) dt

Ceci donne ’expression

1 T 1
V*Vf(x):/o (1) dt—x/o £(1) dt—/ oy (18)

cherchée pour V*V f(z).

[Une autre méthode pour établir cette formule est la suivante. Comme V*V f(z) =
f; (1 X foy f(t) dt) dy, une intégration par partie (en utilisant le théoréme de dérivation
de Lebesgue qu'une fonction L' est presque partout la dérivée de son intégrale et puisque
IL2(]0,1])  L'(][0,1])) donne I'expression cherchée pour V*V f(x).]

Comme V*V est auto-adjoint positif, ses valeurs propres sont forcément réelles et po-
sitives ou nulles.

Soient A € [0,4o00[ et f € 7 —{0} tels que V*V f = Af. Si A = 0, comme 'application
g sz [y f(t)dt est continue car [g(z) — g(y)| < /|y — | || fll2 comme vu dans la
formule (17), 'application = +— fml g(t)dt est dérivable, et comme elle est nulle, sa dérivée
est aussi. Donc g est I'application nulle. Mais puisque f € LL'([0, 1]), 'application g est
dérivable presque partout, de dérivée presque partout égale a f (en utilisant le théoréme de
dérivation de Lebesgue quune fonction L' est presque partout la dérivée de son intégrale).
Donc f est presque partout nulle. Ceci montre que 0 n’est pas une valeur propre de V*V.

[Une autre méthode pour montrer que 0 n’est pas une valeur propre de V*V est la
suivante. Soit f € 5 tel que V*V f = 0. Alors |V f||3 = (f,V*Vf)a =0, donc Vf =0
presque partout. D’out pour presque tout x € [0, 1], nous avons (f, V*V f)y = 0. Comme
Iapplication de [0, 1] dans 7 définie par z — Ljg 4 est continue, nous avons (f, Ljg 5))2 = 0
pour tout x € [0, 1]. Donc par différence, (f, 1, ,)2 = 0 pour tous les x,y € [0, 1]. Donc
par sommation, (f, g)2 = 0 pour toute fonction étagée g. Par densité des fonctions étagées
dans 7, nous avons donc (f, f)2 =0, donc f = 0 presque partout. |
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Si A est non nul, un raisonnement analogue a celui utilisé pour montrer la formule (17)
(en écrivant, si y > z,

1) = F@)l = 57 V'V ) = VVI@ < 1 [ latoldt < 155 V=7 lall)

montre que f est continue, donc par itération que f est de classe C*°. En dérivant deux
fois I'équation V*V f = A f ol V*V est donné par la formule (18) (ou tout simplement

par la formule V*V f = f fo ) dt du), on obtient que f vérifie ’équation différentielle
linéaire du second ordre & Coefﬁments constants

AT =—f.
Donc il existe des nombres complexes a et b non tous deux nuls tels que f(t) = acos % +
bsin —= ﬁ En écrivant que Af(z f fo ) dt dy pour tout z dans [0,1], on obtient
f/(0) = 0 et f(1) = 0. Donc b =0 et cos\/iX = 0, c’est-a-dire que % est de la forme

(k+ %)7‘(’ pour k € Z, donc k € N. En posant, pour tout k € N,

e ot v2cos (m(k + %)t) ,

la suite (eg)ren est une suite d’éléments de 7 unitaires et deux a deux orthogonaux

(ce que l'on peut déduire du fait que deux espaces propres de valeurs propres distinctes

d’un opérateur auto-adjoint sont orthogonaux), vecteurs propres de V*V pour les valeurs

propres m, qui sont de multiplicité 1, par la résolution ci-dessus. Puisque 7 est
2

séparable, puisque tout opérateur auto-adjoint compact de 7 est diagonalisable en base

hilbertienne, et puisque les seules valeurs propres sont les W, qui sont de multiplicité
3

1, la suite (ex)ken est une base hilbertienne de 7.

[Une autre maniére de montrer que Vect{e; : k € N} est dense est la suivante. Notons
T T'opérateur linéaire continu de 12([0, 1]) défini en posant, pour tous les f € L2(]0,1]) et
t € [0,1],

1 . .
Tr(t) = —=(f(t)e™? + f(1 —t)e™/?) .
1) =70 F1—t)em?)

Cet opérateur est bien continu car clairement ||Tf|| < v/2 ||f| pour tout f € L2([0,1]).
Posons ¢, : t — 2™ et rappelons que (€, )nez est, & un multiple constant prés, une base
hilbertienne de 1L2(]0, 1]) par les propriétés des séries de Fourier. On vérifie que T'(e,) = ez,

sin € Net T(e,) = €_(2n+1) Sin € Z et n < 0. Or T est surjective, car pour tout

g € L2([0,1]), si f : t %(g(t) e~imt/2 4 g(1—1) e”(l_t)/2), alors on vérifie que T'f = g.

Donc, par continuité de T,
L2([0,1]) = T(L2([0,1])) = T( Vect{e, : n € Z}) C T(Vect{e, : n € Z})
= Vect{T(¢,) : n € Z} = Vect{ey : k€ N} ]

(5) La plus grande valeur propre de V*V est 4/m2 (obtenue pour k = 0). Puisque V*V
est auto-adjoint, sa norme est égale & son rayon spectral, donc & sa plus grande valeur
propre puisqu’il est compact (car étre compact est stable par composition (& droite et) a
gauche par une application linéaire continue) et positif. D’ou

4
VY = = .
Vv =
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Puisque ||[V*V|| = ||[V||? (par la propriété d’algébre stellaire démontrée dans la proposition
1.37), nous avons donc

2
V==
m

(6) Soient A € C — {0} et f,g €  tels que g = Ry () f. Alors (V — Xid)g = f, donc

/0 " gty di — Ag(t) = f(x)

pour presque tout x € [0, 1]. Supposons tout d’abord que f est C*°. Alors (quitte & modifier
g presque nulle part), 'application g : x — l( fo t)ydt — f(x )) est continue, donc C*
en itérant. Par consequent g vérifie I'équation dlﬁerentlelle g(x) — Mg (x) = f'(x) et la
condition initiale g(0) = —1 f(0). En posant h : e~ xg(z) € A, Vapplication h vérifie

I'équation différentielle h'(x ) = —%e_if’(a;) et la condition initiale ~2(0) = ¢(0). Donc

iwx):-—%iﬂ;e‘ffﬁyﬁ——ie‘§f@ﬁ

ole) = —55¢t [ A pat - 31,

Par densité des fonctions C> dans IL2([0, 1]), nous avons donc

Ry o 35 [ 5 )= 1)

pour tout A € C — {0} et f € 2.
(7) Soient
Ap={@y) e[-L1]" : [yl <a} et A ={(z,y) € [-L1)" : y| < 2}

(respectivement les parties de droite et de gauche du dessin hachuré ci-dessous) et Ny =
XA, — XA_ ou xp est la fonction caractéristique d’un sous-ensemble B du plan réel.

i
1

Il est immédiat que Vp est U'opérateur de type Hilbert-Schmidt de noyau Ny sur J4. En
particulier, Vj est un opérateur (linéaire continu) compact de 2.
[Autre méthode : Soient 1 : S — FH et @y : H — Hf définies respectivement par

frodz e f(2) + f(=2)} et

fH{$H{{$L@ :iig}



Alors @1, 2 sont bien définies, linéaires, continues (de norme au plus 2) et V) = pa0V 0.
Donc Vj est un opérateur compact, car V 'est par (1) et étre un opérateur compact est
stable par précomposition et postcomposition par un opérateur linéaire continu.|

(8) Pour tout f € ), d’une part Vyf est une fonction impaire, et d’autre part, si f
est impaire, alors par symétrie du domaine d’intégration, Vi f est nulle. Donc V{ o Vjy est
l'opérateur nul. Par la formule du rayon spectral de V{ (voir le théoréme 1.25 (iii)), nous
avons donc p(Vp) = 0. D’ou, puisque le spectre de Vjy est non vide (car ¢ # {0}),

Sp(Vo) = {0} .

On peut aussi utiliser le fait que Sp(Vp) = {0} U Vp(Vp) (par la question (6), car 7 est
de dimension infinie) et que si A € Vp(Vp), alors A2 € Vp(VZ), donc A = 0 car Vo Vg = 0.

(9) Rappelons que le produit scalaire de 'espace de Hilbert produit J# x S est

1
<(gluhl)7 (927h2)> = <glu.92> + <h17h2>7 de norme associée ”(97 h’)H = (”gH2 + ”huz) ?
L’application % est clairement linéaire. Pour tout f € J#), nous avons

12 = [ fasyum2 + | fogmll? = L/’\f Pt L/“\f ) (D)2 dt

1 1
_ 2 A2 g — 2 3 f2
= 1R s [ a [JﬂMdtum.

Donc v est isométrique, et on vérifie que 'application

J5(9(®) + h() i t>0
(g,h) — { t— { %(h(—t) _ g(—t)) sinon }

est un inverse de 1. Ceci montre que 9 est un isomorphisme linéaire isométrique.
Pour tout (g, h) € S x , Papplication f = Vg o1 ~Y(g, h) € 4 est impaire et pour
tout = € [0,1],

0
fa) = [ o ano = [ o0 +ho) dir [ o) - o) a

=2 / h(t) dt
0
Donc fasym = V2f =2Vh et fsym = 0. Dot 1o Vg oy~ (g,h) = (2Vh,0).
Par conséquent, 'opérateur linéaire continu v o Vyot~! de 'espace de Hilbert 7 x

est nul sur le premier facteur, et envoie le second facteur sur le premier par 2 fois 'opérateur
V' . sa matrice par blocs dans la décomposition 7 x ¢ est

(o % )

Sa norme d’opérateur est 2||V||. Puisque % est un isomorphisme linéaire isométrique, et
par la question (5), nous avons donc

_ 4
Voll = o Vo ou | =2V = - .
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Correction de ’exercice E.16. Siu est unitaire, alors par la propriété d’algebre stellaire,

nous avons |u|? = ||u*u|| = ||id|| = 1, donc ||u|| = 1. Puisque u est inversible et v~ = u*,
nous avons aussi |u~!|| = ||u*|| = ||ul| = 1. Donc par la proposition 1.43, les spectres de
u et de u~! sont contenus dans le disque unité fermé {z € C : |z| < 1}. Or puisque u

est inversible, nous avons Sp(u~!) = Sp(u)~!. Donc Sp(u) est contenu dans le cercle unité

{zeC : |z| =1}

Correction de ’exercice E.17. (1) Si Sp(u) = {a}, alors a € R car le spectre d'un opé-
rateur auto-adjoint est réel, et J# # {0} car Sp(u) # (). De plus, 'application polynomiale
f :x — x—a est application nulle sur Sp(u), donc f(u) = u — aid est Popérateur nul, ce
qui montre le résultat.

La réciproque a déja été vue dans la partie 1.3.

(2) Supposons que le spectre Sp(u) de u € £ () contienne exactement deux points.
En particulier, il est non vide, donc S # {0}. Puisque Sp(au + bid) = aSp(u) + b
si (a,b) € R* x R par les remarques (5) et (6) de la partie 1.3, qui sont des cas trés
particuliers du théoréme 1.45 (ii), nous pouvons supposer que Sp(u) = {0, 1}. L’application
polynomiale f : x + x? — z est alors I'application nulle sur Sp(u), donc f(u) = u? — u est
lopérateur nul, ce qui montre le résultat par la proposition 1.50, car u est auto-adjoint (et
non nul, car de spectre non réduit a {0}, et non I'identité, car de spectre non réduit a {1}).

Réciproquement, si w = aP + bid ot P est un projecteur orthogonal de JZ différent de
0 ou id (ce qui en fait implique que % # {0}), puisque Sp(au + bid) = a Sp(u) + b, nous
pouvons supposer, quitte & remplacer u par %(u —bid), qui est auto-adjoint car a et b sont
réels, que (a,b) = (1,0). Soit f : z +— x? — z, alors f(u) = 0, donc f(Sp(u)) = Sp(f(u)) =
{0}, donc Sp(u) est contenu dans {0,1}. Puisque u # 0,id et u est auto-adjoint, ceci
implique par I’assertion (1) que Sp(u) (non vide car J# # {0}) est égal a {0, 1}.

(3) Soit zy € C. L’application f valant I'identité sur C' et xz( ailleurs est continue
sur Sp(u) (car les composantes connexes sont fermées par le théoréme de 'arbre et de
’écorce, donc de complémentaires ouverts). L’opérateur f(u) commute avec u (car 1’algébre
‘5( Sp(u)) est commutative), et son spectre est I'image par f du spectre de u par le théoréme
1.45 (ii), c’est-a-dire C.

Correction de l’exercice E.18. (1) L’application f : x +— ﬁ est définie et continue
sur Sp(v), car A ¢ Sp(v). Le calcul fonctionnel continu étant isométrique, nous avons

[f @)l = sup [f(z)].

z€Sp(v)

Le résultat en découle.

(2) Soit a > 0 tel que [|u,|]| < a pour tout indice n. Pour tout = € J#, notons
y, la projection orthogonale de = sur J7,, de sorte que, par le théoréme de Parseval,
T =Y gcnen Tn et [[2]2 = Y gcnon [|zall% Si u existe, alors, par linéarité et continuité,
nous avons u(r) = Y o<,y Un(Zn) pour tout x € S, ce qui montre l'unicité. Posons
u(r) = Y gcpnen Un(Zn), qui existe, par la partie réciproque du théoréme de Parseval, car

Yo @)l < Y dlaal® = el

0<n<N 0<n<N
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Ceci montre aussi que u : J€ — J, qui est clairement linéaire et de restriction a J#, égale
& Uy, est continu (de norme au plus a).

Si v € Z(H) est 'unique opérateur continu tel que V., = up” pour tout indice n,
alors il est immédiat que u* = v. En effet, pour tous les z,y € 5, nous avons

(@), ) = 3G, ) = S i@, p) = S (@), n) = 3 @y tn* (y)

Z?] 27] n n

= <‘T7 U(y)> :

(3) Notons up, = u),. Il est immédiat que Sp(uy,) est contenu dans Sp(u), et comme
Sp(u) est fermé, il contient 'adhérence de la réunion des Sp(u,). Réciproquement, soit A
n’appartenant pas a cette adhérence. Il existe donc r > 0 tel que pour tout indice n, nous
ayons d(X, Sp(uy,)) > r. Par la question (1), nous avons donc [|(u, — Aid)~!|| < L pour
tout indice n. Par la question (2), il existe donc un opérateur continu v de # dont la
restriction a %, est égal & (u, — Aid)~!. L’opérateur v’ est donc I'inverse de u — \id, et
A n’appartient pas a Sp(u).

Correction de ’exercice E.19. (1) Nous pouvons supposer que ¢ est de dimension
infinie, sinon le résultat est immédiat. En particulier, O appartient au spectre de u. Puisque
le sous-ensemble J# () des opérateurs compacts de . est une sous-algébre (non unifére)
de £ () (voir la proposition 1.33), pour tout polynéme P tel que P(0) = 0, Popérateur
P(u) est compact (attention, 'identité n’est pas un opérateur compact, c¢’est pour cela qu’il
faut enlever les polynomes constants). Tout élément f € €(Sp(u)) tel que f(0) = 0 est
limite uniforme sur Sp(u) d’une suite (P, )nen de polyndmes tels que P, (0) = 0 (si (Qn)neN
converge uniformément vers f sur Sp(u), alors P, = @, — @,(0) convient). Par continuité
du calcul fonctionnel continu, 'opérateur f(u) est donc limite des opérateurs compacts
P, (u). Puisque # () est fermé (voir la proposition 1.33), le résultat en découle.

(2) Puisque u est auto-adjoint compact, par le théoréme 1.41, 'espace de Hilbert J#
est la somme hilbertienne des Ey pour A € Sp(u) (remarquer que Sp(u) est (fini ou) dé-
nombrable). Pour tout x € 7, écrivons x = ZAesp(u) xy, ot )\ = pyx(x), la décomposition
de x dans cette somme hilbertienne. Puisque u est continue et vaut Aid sur E), nous avons
donc, pour tout x € 2,

C’est exactement ce qu’il fallait démontrer.

(3) Notons que la somme ci-dessus est infinie si Sp(u) est infinie. Par linéarité et conti-
nuité, pour tous les P € C[X] et x € 7, il découle de la formule centrée ci-dessus que

P(u)(z)= > P(\) =y.

AESP(u)

Par le théoréme de Stone-Weierstrass, soit (P,)nen une suite d’applications polynomiales
convergeant uniformément sur le compact Sp(u) vers I'application continue f. Puisque
f(0) = 0, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour tous les n € N et X\ € Sp(u) tels que
|Al <7, nous avons |F,(A)| < €. Donc la série 3y cq,,) P(A) 2x dont les termes sont deux

a deux orthogonaux converge par Parseval (et puisque >y cqp ) |2 Al|? converge vers ||z[|?)
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vers 3\ esp(u) f (A) Ta quand n — +oo. Par la continuité du calcul fonctionnel continu et
de I'évaluation en un vecteur z fixé des éléments de .Z(.7), nous avons donc, pour tout
x € I,

F@ = 3 fO)

AESP(u)

ce qui montre le résultat.

Correction de l’exercice E.20. (1) Si u = vw ou v est unitaire et w positif (donc
auto-adjoint), alors u*u = w*v*vw = w?. Donc w est un opérateur positif, dont le carré
est égal a opérateur auto-adjoint positif u*u. Par unicité (voir l'exercice E.24 (2)), nous
avons donc w = v/u*u, qui est uniquement déterminé en fonction de u. Si u est inversible,
alors w aussi et v = uw ™! = u(v/u*u)~! est aussi uniquement déterminé en fonction de wu.
Ceci montre 'unicité dans la question (1).

Montrons P'existence. Par I’exercice E.24 (1), soit w = v/u*u I'unique opérateur positif,
dont le carré est égal a I'opérateur auto-adjoint positif u*u, et soit v = uvw™' = u(v/u*u )L
Alors

v = u(Vure) T (V) Tt = w(ute) e = we () et = id

et de méme
v = (Varu) " Yutu (Ve ) = (Varu )~ (Va2 (Vara )~ = id

Donc v est unitaire et vw = u.

(2) Soit f : A= A/|A si A # 0 et f(0) = 1. Soit g : A +— |A|. Alors f et g sont
des fonctions mesurables bornées de Sp(u) dans C, telles que g est positive, f ne s’annule
pas et % = f, et (fg)(z) = z pour tout z € Sp(u). Puisque u est auto-adjoint, et par le
calcul fonctionnel borné (qui est un morphisme d’algébres involutives envoyant fonctions
positives sur opérateurs positifs), si v = f(u) et w = g(u), alors v est unitaire, w est
positif, et u = vw. Le fait que u, v, w commutent deux & deux vient du fait que le calcul
fonctionnel borné est un morphisme d’algébres, que 'algébre des fonctions mesurables
bornées sur Sp(u) est commutative, donc son image aussi, et que u = id(u),v et w sont
dans I'image.

Correction de ’exercice E.21. Soit (z,,)nen une suite dense dans 7. Notons .7 le plus
petit sous-espace vectoriel fermé contenant les u* (o) pour k& € N (par convention u® = id).
Il est invariant par u, et zg est un vecteur cyclique pour la restriction de v & 7). Soit n € N,
supposons J4, ..., ;, construits, deux a deux orthogonaux, invariants par u, contenant
chacun un vecteur cyclique, et dont la somme E = J4) + - - - + J4;, contient xq,...,T,. Si
E = 7, alors posons N =n + 1, et la suite (J4,)o<n<n convient. Sinon, I'orthogonal E+
de E dans 5 est non nul et invariant par u, car u est auto-adjoint et préserve E. Notons
my, > n+ 1 la borne inférieure des entiers m € N tels que la projection orthogonale z/,, de
T, sur B soit non nulle. Notons .7, le plus petit sous-espace vectoriel fermé de E+
contenant les u* (x),,) pour k € N. Il est orthogonal & 7, . .., 7, invariant par u, contient
le vecteur cyclique a:’mn pour la restriction de w & 77,41, et la somme J8G + - - + H5 41
contient xg, ..., T,1+1. Donc si la construction ne s’arréte pas, alors JZ est égal a la somme
hilbertienne de (J%,)nen, car cette somme contient la suite (z,)nen, qui est dense dans

I
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Correction de ’exercice E.22. Pour tout A € C, posons wy = w—\id et vy = v— Aid,
de sorte que wy — vy est un opérateur compact. Soit A une valeur spectrale de w qui n’est
pas une valeur propre de w. Supposons par 'absurde que A n’est pas une valeur spectrale
de v. Alors vy est inversible, donc

wy = vy o (id+vyt o (wy —w)) -

Comme w) — vy, est compact, 'opérateur u = v;l o (wy —wvy) est aussi compact. Les valeurs
spectrales non nulles d’un opérateur compact étant des valeurs propres, ou bien —1 est une
valeur propre de u, ou bien id +u est inversible. Dans le premier cas, wy = vy o (id 4u)
n’est pas injectif, dans le second cas, wy = vy o (id +u) est inversible. Ceci contredit les
hypotheéses sur A.

Correction de l’exercice E.24. (1) Puique 5 est un espace de Hilbert complexe,
l'opérateur positif u est auto-adjoint. De plus, son spectre est contenu dans [0,4o00[.
L’application f : Sp(u) — C définie par x — ¥z est donc bien définie et continue. Le
calcul fonctionnel continu étant un morphisme d’algébres, l'opérateur v = f(u) vérifie
v" = f™(u) = id(u) = u. De plus, par le théoréme spectral, son spectre, qui est égal a
f(Sp(u)), est contenu dans [0,4o0o[. Comme v = f(u) est auto-adjoint (f est a valeurs
réelles), 'opérateur v est donc positif. Nous avons vu que

Sp(/u) = {/Sp(u) .

Si w est un autre opérateur positif (donc auto-adjoint) tel que w™ = u, soit A4, la
sous-algébre stellaire de £ () engendrée par w. Le calcul fonctionnel continu dit que
I'application f — f(w) est un isomorphisme d’algébres involutives de € (Sp(w)) dans A,,.
Comme v = Yu = /w", P'opérateur v appartient a A,. Comme une fonction positive
continue sur Sp(w) = {/Sp(u) = Sp(v) admet une unique racine n-éme positive, nous
avons donc v = w.

L’opérateur {/u est inversible si et seulement si 0 n’appartient pas a son spectre
Sp(/u) = {/Sp(u), donc si et seulement si 0 n’appartient pas au spectre Sp(u) de wu,
donc si et seulement si u est inversible. Comme 1/ {/x = ’(/1/—:17 pour tout = € [0, +oof, et
puisque le calcul fonctionnel continu est un morphisme d’algébres, nous avons donc

(Vi)™ = T

(2) L’opérateur u*u est positif, car (u*u(z),z) = (u(x),u(x)) > 0 pour tout x € .
Donc v = vu*u est bien défini par (1), et est un opérateur positif (donc auto-adjoint) tel
que

lo(@)|* = (v(), v(2)) = (v*(2),2) = (Wu(z),z) = (u(z), u(x)) = |lu(z)]* .

Réciproquement, si v est un opérateur positif tel que ||v(z)|| = [Ju(x)| pour tout = € 7,
alors v est auto-adjoint et

(v*(2),2) = (v(2), v(2)) = o(@)|* = Ju@)II* = (u(@), u(@)) = (wu(z),z)

pour tout x € . Donc (v?(x),y) = (u*u(z), y) pour tous les z et y dans 27 (par l'identité
de polarisation). D’ott v est un opérateur positif tel que v? = u*u, ce qui montre le résultat,
par I'unicité dans la question (1).
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2 De quelques thémes d’analyse harmonique
no 9
=1 89012
domaines en mathématique et en physique : théorie du potentiel (analyse harmonique et
sous-harmonique), géométrie riemannienne (spectre du laplacien), processus stochastique
(mouvement brownien), théorie de la diffusion (équation de la chaleur), dynamique des
fluides (équation de Navier '“-Stokes '? pour les flots incompressibles), électromagnétisme
(équation des ondes).

Les références particuliérement recommandées pour ce chapitre sont | , , |.

L’opérateur laplacien A = > et ses variantes interviennent dans de nombreux

2.1 L’espace vectoriel des fonctions harmoniques planes

Nous identifions R? dont un point générique est noté (x,y) avec C dont un point
générique est noté z, par l'application (z,y) — z = z+iy. Nous notons % et g—y les dérivées

par rapport & la premiére coordonnée et a la seconde coordonnée dans R? respectivement,

ainsi que
1,0 0 = 170 0
SRTURNLANE B LAY
2\0x Oy 2\0x Oy
L’opérateur laplacien (de l'espace euclidien de dimension 2), agissant sur les fonctions
complexes (a priori deux fois différentiables) définies sur un ouvert de C, est
0? 0? — =
A=+ 75=400=400,
0x2  Oy?
comme le montrent immédiatement un petit calcul et le lemme de Schwarz (de commutation
de % et g—) Il est linéaire et la premiére formule montre qu’il envoie toute fonction réelle
(deux fois différentiable) sur une fonction reéelle.

Une fonction harmonique est une application deux fois différentiable f : 2 — C, ou 2
est un ouvert de C, telle que

Af=0.
Cette équation s’appelle I’équation de Laplace'? dans €.

Exemples. (1) Toute fonction holomorphe est harmonique, car une application holo-
morphe est deux fois différentiable, et si df = 0, alors d0f = 0. Par contre, ’application
z +— Rez de C dans C est harmonique, mais n’est pas holomorphe.

(2) Une application d'un ouvert Q de C dans C est harmonique si et seulement si sa
partie réelle et sa partie imaginaire le sont.

L’ensemble Harm((2) des fonctions harmoniques de € dans C est un sous-espace vec-
toriel de I’espace vectoriel complexe des applications de €2 dans C, stable par conjugaison
et par passage aux parties réelles et imaginaires.

Navier Stokes Laplace Poisson Lebesgue
14. (1785-1836) (1819-1903) (1749-1827) (1781-1840) (1875-1941)
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Le produit des applications harmoniques z — z et z — Z est 'application non harmo-
nique z — |z|? (car 99(2z) = 0z = 1).

(3) Soient U et V deux ouverts de C, f : U — V une fonction holomorphe et h: V' — C
une application de classe C?. Alors

A(ho f)=(AR)o f|f']?.
En effet, puisque 0f = a = 0, nous avons

ga(hof)zg(ah ofdf +0h of@f) :5(8h off/) :5(8h of) f
:(82h ofdf+ 00h ofgf)flzgah of f .

En particulier, si f est holomorphe et si h est harmonique, alors leur application composée
h o f est harmonique.

Par contre, la composée des deux fonctions harmoniques z — Re z de C — iR dans C*
et z — In|z| de C* dans C est 'application non harmonique z — In| Re z| (car localement
891 |2 = 08Iz +In%z) = 0 et A(In|Rez|) = Ly Injz| = -4 #0).

2

2.2 Noyau et intégrale de Poisson '* sur le cercle

Le but de cette partie est d’étudier I’espace des fonctions harmoniques définies sur le
disque unité ouvert du plan.

Notons D = {z € C : |z| < 1} le disque unité ouvert, D = {z € C : |z| < 1} le disque
unité fermé et S; = 9D = 9D = {2z € C : |z| = 1} le cercle unité de C.
2

La mesure de Lebesgue ' sur le cercle unité.

La mesure de Lebesque o sur S; est 'unique mesure borélienne positive de masse totale
27, invariante par les rotations. Si A est la mesure de Lebesgue sur R et si p: [0,27] — S¢
est I'application 0 — €, alors o = p,\ est la mesure image de (la restriction a [0, 27| de)
A par p, c'est-a-dire que pour tout borélien A du cercle, o(A) = A\(p~!(A)). De maniére
équivalente, o est 'unique mesure borélienne positive de masse totale 27 sur le cercle telle
que, pour toute fonction continue f:S; — C, en notant de maniére usuelle df = d\(0),

27
F(Qdo(¢)= [ f(e?)db.
CESY 0
Bien stir, par invariance par translations de A, nous pouvons remplacer 'intervalle [0, 27|
par n’importe quel intervalle de longueur 27. De plus, f est intégrable pour o (c’est-a-dire
appartient a L'(Sy, o; C)) si et seulement si I’application 6 +— f(e?) est intégrable pour la
mesure de Lebesgue sur [0, 27] (c’est-a-dire appartient a L!([0,27], A; C)), et alors 1’égalité
précédente est encore vérifiée.

Rappelons qu'un automorphisme conforme (ou biholomorphisme) d’un ouvert 2 de C
est une bijection de 2 dans §2, holomorphe et d’inverse holomorphe. Muni de la composition
des applications, I’ensemble Aut(Q2) des automorphismes conformes de  est un groupe.
Rappelons (voir par exemple | , chap. 12]) que 'ensemble Aut(D) des automorphismes
conformes du disque ouvert D est ’ensemble des applications

P9.q: 2> e”’@
' 1—-az
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ou € R/27Z et a € D.

Il est facile de voir que cette application ¢, 4 est holomorphe sur D, et méme holomorphe
sur le disque ouvert strictement plus grand {z € C : |z] < \T‘lbl} Elle préserve le disque
ouvert unité I et le cercle unité Sy car le réel

z—a ‘2 _ |2]* = 2Re(za) + |af?

1—azl  1—2Re(@z) + |al?|z|?

est égal a 1 (respectivement est strictement inférieur 4 1) si |z| = 1 (respectivement |z| < 1).
Elle est bijective de DD dans D, d’inverse

—i0 R + (167;6

O g 0w e V——————
0,—ae 1+ae ¥z

Elle envoie le point a sur le point 0. En particulier, les automorphismes conformes de D
fixant 0 sont exactement les rotations ¢g o : 2 +— ez,

La mesure de Lebesgue o sur S; est invariante par les rotations, mais elle n’est pas
invariante par tous les automorphismes conformes de . En effet, par le théoréeme de
changement de variable et le fait que le jacobien ' d’une fonction holomorphe soit le module
de sa dérivée complexe, en posant e = ®9.a(e"), nous avons, pour tout f € €(Sy;C),

2 ) 2 ) )
[ gy ds= [ 1o d0ule ] dhale")] de (19)

Pour tout ¢ € Sy, le jacobien en ¢ de I'application holomorphe ¢4 , pour la mesure de
Lebesgue o existe donc et vaut

/ _1—faf _1—]a?
|¢9,a(<)‘ - ’1—502 - K_Q,Q )

puisque ¢ = 1/ {. Ce jacobien n’est pas constant égal & 1 si a # 0 (il vaut alors par exemple

ﬁlg} > 1 au point ( = \%l) Ce jacobien, qui est indépendant de 6, sera noté P,(() et, en

tant que fonction de a et (, sera appelé le noyau de Poisson de D dans ce qui suit.

Le noyau de Poisson. '°

Le noyau de Poisson de D est Papplication continue P : D x S; — |0, +oo[ définie par

12
¢ -z

(2,¢) = P=(¢)

15. Remarque. Si ¢ : U — V est un diffeomorphisme C' entre ouverts de R, nous avons (égalité
pour presque tout € U pour la mesure de Lebesgue A) la relation suivante entre d’une part la dérivée de
Radon-Nykodim de la mesure image ¢. A par rapport a A et d’autre part le jacobien jac ¢ : = — | det(dz )| :

dps _ 1
dX (o ~ jacp(x)

Donc si g : V — C est continue, nous avons

/gdAz/gogajaccpdA.
% U
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Des petits calculs donnent les expressions suivantes du noyau de Poisson, ot ¢ = e € $;
et z=re? cD:

C(+z

P.(¢) :Re<C_Z) (20)
1—r?

T 1—2rcos(t—0) + 2 (21)

= 3 rhrleint=0) (22)

nel

(Utiliser Re ¢ = 2(% + %) = %aﬁ?b pour obtenir la formule (20). Remplacer z par e et

¢ par € dans la définition de P pour obtenir (21). Pour la formule (22), il suffit d’écrire
la série absolument convergente Znezr‘mei”t/ en séparant lesn < 0, n =0, n > 0; deux

ATH z At 1 : L . —it! it!
séries géométriques apparaissent, et la somme de cette série est alors —<—— + 1+ -1 ))
’ 1—reit 1—reit

Enoncons les propriétés de base du noyau de Poisson. La formule (22), ou directement
la formule de changement de variable (19), montre que

/Slpz(g) da(C):/Slda:%r.

La définition du noyau de Poisson montre que

P.(¢) = P:(C) ,

que si (' € Sy et r € [0,1], alors, en utilisant le fait que w™

Pror(Q) = Pre(¢) = Pr(¢C)

et que, par l'inégalité triangulaire,

L= siweSy,

—

— ||
+ |2

(- zDA +z) _ 1+ ]2

SEO=T R ST

—

La formule (20) montre que, pour tout ¢ € Sy, 'application z — P,(¢) de D dans R est
harmonique, comme partie réelle d’une application holomorphe. La formule (21) montre que
I’application t —+ P,(e') est strictement décroissante sur U'intervalle [0,6 + 7] si z = r €.
Remarquons que pour tous les {y,( € S1, nous avons

P.(()=0si (o#C.

lim

z— (o
De plus, la convergence vers 0 de P,(¢) quand z tend vers (y est uniforme pour ¢ en dehors
de tout voisinage de (p.

Soit (o € S1. Pour tout « € [0, Z[, notons

Co(Cp) ={z€D : |arg(1—i)|§a}. &
Co o
Nous dirons qu’une application f : D — R
converge radialement vers £ € RU {£oo} quand 0 Q

s

z tend vers (g sl existe a € [0,F

hmz—) Co, 2€Ca(0) f(Z) = /L.

[ tel que
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Pour tous les {y € S1, 'application z — P,((y) converge radialement vers +oo quand z
tend vers (p : en fait, pour tout o € [0, §[, nous avons

lim P, =+400.
z— (o, 2€Ca (o) ()

En effet, en posant 1 — Cio =re si 2 € Cu((p), alors 0] < a et

1—11—re?? 2cosf —r _ 2cosa—r

T T T
qui converge vers +o0o quand z converge vers (g, car cos« > 0 et r converge vers 0.

Remarque. En terme de mesures, la convergence uniforme pour ¢ en dehors de tout
voisinage de (y de P,(¢) vers 0 quand z tend vers (p, ainsi que le fait que l'intégrale
sur ¢ € S1 de P.(¢) vaille 27, entraine que la mesure de probabilité % P,(¢) do(¢) sur
S1 converge (pour la convergence faible-étoile, dite aussi vague) vers la masse de Dirac
unité en {yp quand z — (y. Rappelons qu’une suite (u,)nen de mesures boréliennes de
probabilité sur un espace topologique compact X converge vaguement vers une mesure
borélienne de probabilité p sur X si et seulement si, pour tout f € € (X;C), la suite

(,un(f) =[x f d'u”)neN converge vers ju(f) = [y f dp dans C.

L’intégrale de Poisson.

Si f € L'(Sy,0;C) est une application intégrable sur le cercle a valeurs dans C, nous
appellerons intégrale de Poisson de f lapplication Pf = P[f] : D — C définie par

1

T o

PIG) =5 [ PAOSQ do(c)

¢eSy
Si p est une mesure borélienne complexe sur S; (voir la définition dans la partie 1.1), nous
appellerons intégrale de Poisson de u application Py = Plu] : D — C définie par

ﬂmbéﬁﬂ@W@.

Certaines références (dont | |) mettent un facteur % devant cette intégrale. Bien sir,
si f € LY(Sy,0;C), alors du(¢) = 5=f(¢) do() est une mesure borélienne complexe sur
S, et Pu= Pf.

Par les propriétés de continuité des intégrales & parameétres, le noyau de Poisson étant,
pour tout compact K de D, uniformément continu sur K x Si, 'intégrale de Poisson est
continue sur D (nous verrons que sa régularité est bien plus importante, en particulier C*°,
par le théoréme de Poisson 2.1 (1) et la proposition 2.3).

Notons que p — Pp est une application linéaire de ’espace vectoriel .Zc(S;) des
mesures boréliennes complexes sur S; a valeurs dans 'espace vectoriel €(D;C) des ap-
plications continues de I dans C, et donc que f — Pf est une application linéaire de
L'(Sy,0;C) dans € (D;C). Lorsque ¢ (ID;C) est muni de la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts, ces applications sont continues : pour tout compact K de D, si
CK = SUP(, o)k xs, I=(C), nous avons, pour tous les u € #c(S1) et f € L'(Sy,0;C),

sup [Pu(2)] < ex lallaeen & sup|PAE)| < ex Iflieneic
zeK zeK
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Théoréme 2.1 (Théoréme de Poisson) (1) Pour toute mesure borélienne compleze
u sur Sy, Uapplication Pu @ D — C est harmonique; elle est o valeurs réelles
(respectivement positives) si u est une mesure réelle (respectivement positive).

(2) Si une application f € L'(S1,0;C) est continue en un point (o € Sy, alors lap-
plication u : DU {{o} — C, qui coincide avec Pf sur D et vaut f((y) en (o, est
continue.

(3) Siu:D — C est une application continue sur D et harmonique sur D, alors u
coincide sur D avec 'intégrale de Poisson de sa restriction a Sy : pour tout z € D,

1

T on

u(z) = Plugg,)(2) /< PO do(0). (23)

En particulier, siu est réelle, alors u est égale surD a la partie réelle de lapplication
1 +
holomorphe z — 5= [.cq, 2 4(¢) do(C).

(—=z

Il découle de (1) que pour tout f € L'(Sy,0;C), 'application Pf : D — C est bien
définie et harmonique ; de plus, Pf est a valeurs réelles (respectivement & valeurs positives
ou nulles) si f l'est.

I1 découle de (2) que si f € €(S1;C) est une application continue du cercle dans C,
alors I'application u : D — C qui coincide avec f sur S; et avec Pf sur DD est continue.

La formule (23) est appelée la formule de Poisson.

Démonstration. (1) Si p est une mesure réelle, alors pour tout z € D, nous avons

Py = e ([ S an0)

Donc Pp est harmonique, comme partie réelle d’une application holomorphe (ceci par la
proposition B.1 de ’appendice B, ou par le théoréme de dépendance holomorphe en le
paramétre d’une intégrale a parameétre). Comme toute mesure complexe p s’écrit g + ipo
ol py et po sont des mesures réelles, le premier résultat en découle par linéarité. Comme
le noyau de Poisson est & valeurs positives, les autres affirmations sont immédiates.

(2) Rappelons que la famille (P,).cp d’applications continues de S; dans R vérifie les
propriétés suivantes des familles régularisantes :
° Pz 2 0)
* [|P:lLisy, 200 =1,
e pour tout 0 > 0 fixé, P,(¢) converge vers 0, uniformément sur {¢ € Sy : [( — {o| >
0}, quand z tend vers (.

Par cette derniére propriété, et par la continuité en {y de f, pour tout € > 0, il existe
d > 0 tel que, pour tout ¢ € Sy tel que |¢ — {p| < d, nous ayons |f(¢) — f(Co)| < € et tel
que, pour tout z assez proche de {y et pour tout ¢ € S; tel que | — (y| > I, nous ayons
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P,(¢) < e. Alors, puisque fCESl P,(¢) d;—gf) =1, si z est assez proche de (p, nous avons

i =@l =] [ 00 1) 0 S8 < [ 1500~ st o) G
su - do(¢)
<( s PO) [ 150 5@ TG
do ()
su - P,
(s 110 s@) [P0

< €(||f||1L1(Sl,§;<C) +1f(C) +1),
ce qui montre le résultat.

(3) Par linéarité, en écrivant une fonction a valeurs complexes comme somme de sa
partie réelle et de sa partie imaginaire multipliée par 4, nous pouvons supposer que u est a
valeurs réelles. Notons v I’application de D dans R telle que vp=u—P [U|S1] et v, = 0.
Elle est continue sur D, nulle sur S; et harmonique sur D, par les assertions (2) et (1).
Montrons que v = 0. Par ’absurde, supposons qu’il existe un point zg € D en lequel v ne
s’annule pas. Quitte & remplacer u par —u, nous pouvons supposer que v(zg) > 0. Posons

_ v(z0)

€ = —g~ > 0. L’application w : D — R définie par
w(z) = v(2) + € (Re(z — 20))% — 4e

est continue sur D, négative ou nulle sur S; (car |z — zg| < |2] + |20| < 2), et strictement
positive en zg, par la définition de e. Elle atteint donc son maximum sur le compact D
en un point z; de ID. En particulier, les dérivées 22715 et %2715 sont négatives ou nulles en
z1. Donc Aw(z1) < 0. Mais un petit calcul, puisque v est harmonique en z;, montre que

Aw(z1) = 2€ > 0, une contradiction. O

Une premiére conséquence immeédiate du théoréme de Poisson est la possibilité de
résoudre I’équation de Laplace avec des valeurs continues données au bord, dans le cas
du disque. Nous reviendrons sur ce probléme, appelé le probléme de Dirichlet, ' pour des
ouverts plus généraux dans la partie 2.3.

Corollaire 2.2 (Probléme de Dirichlet dans les disques) Soient Q = B(a,r) le dis-
que ouvert de centre a € C et de rayon r > 0, et f: 0Q = S(a,r) — C une application
continue sur le cercle de centre a et de rayon r a valeurs dans C. Il existe une et une seule
application continue u : Q = B(a,r) — C sur le disque fermé de centre a et de rayon v a
valeurs dans C telle que ujq soit de classe C? et

{Au:OdansQ
uan = f.

2

Dirichlet Jordan Riemann Carathéodory
16, (1805-1859) (1838-1922) (1826-1866) (1873-1950)

o
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Démonstration. L’application v : z — a+rz de C dans C est holomorphe, bijective d’in-
verse holomorphe. Elle envoie D sur B(a,r). L’application w valant f sur S(a,r) et valant
P[foug,] ov~! sur B(a,r) convient par les assertions (1) et (2) du théoréme de Poisson (et
parce que précomposer par une application holomorphe préserve le caractére harmonique).
C’est la seule solution u au probléme de Dirichlet, par Iassertion (3) appliquée & uov. O

Exercice E.25 Le demi-plan supérieur est l'ouvert H = {z € C : Imz > 0} de C.
(1) Montrer que lapplication @Q : H x R — 10, +oo[ définie par

Im z
|z —t?

(z,t) = Q.(t) =
est continue, strictement positive sur H et vérifie :

Q.(t)dt =7,

teR

1+tz 1
QZ@):IH1< )-flzg.
Cette application est appelée le noyau de Poisson de H.

En déduire que pour tout t € R, lapplication z — Q,(t) est harmonique. Pour tout
to € R, montrer que Q,(tg) converge vers 400 quand z tend vers ty radialement (c’est-
a-dire en restant dans un domaine {w € C : Imw > (sine)|Rew — tg|}, ou € € 10, 7|
est fixé) et que Q.(t) tend vers 0 quand z tend vers ty # t, uniformément pour t € R en
dehors de tout voisinage de ty. Montrer que Q,(t) tend vers 0 quand |z| tend vers +oo,
uniformément pour t dans un compact de R.

(2) Notons A la mesure de Lebesgue sur R (et comme d’habitude dt = d\(t)). Pour tout
f € LY(R, \;C), montrer que lapplication Pyf = Py[f] : H — C définie par

t—=z

Pafizer = [ Qu0)f(2) dt
T JteR
est harmonique ; montrer que Py f est a valeurs réelles (respectivement positives ou nulles)
si f lest.

(3) Une application g : A — C, ou A est une partie non bornée de C, est dite nulle a
linfini si g(z) converge vers 0 quand z € A et |z| tend vers +o00. Si f € LY(R,\;C) est
continue en un point tg € R, montrer que Uapplication uw : HU {to} — C, qui coincide
avec Pyf sur H et vaut f(to) en to, est continue. En déduire que si f est continue et
intégrable, alors Uapplication v : HUR — C, qui coincide avec Paf sur H et vaut f sur R,
est continue ; montrer de plus que u est nulle a Uinfini st f est nulle & Uinfini.

(4) Pour tout zo € H, montrer que 'application h = h,, de {z € C : Imz > —1} dans
[0, 400 définie par z — (Im %)2 est C°°, nulle en zy, majorée par 4 en tout point
de HUR, et de laplacien strictement positif sur H. Montrer que h(z) converge vers une
valeur strictement inférieure a 1 quand |z| tend vers 4o00.

(5) Montrer que si u : HUR — C est une application continue, harmonique sur H,
intégrable sur R (pour la mesure de Lebesque) et nulle a Uinfini, alors pour tout z € H,

M@:&MN@:%thﬁmwﬁ.
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Dans les sous-parties suivantes, nous déduisons du théoréme de Poisson plusieurs pro-
priétés fondamentales des fonctions harmoniques.

Analycité des applications harmoniques.

Nous avions vu qu’une application holomorphe est harmonique, mais que la réciproque
n’est pas vraie. Nous montrons maintenant que toute fonction harmonique réelle est locale-
ment la partie réelle d’une application holomorphe (ce qui découle facilement du théoréme
de Poisson), et donc vérifie des propriétés de régularités bien plus fortes que d’étre deux
fois différentiables.

Proposition 2.3 Soient Q un ouvert de C et u: Q — C une fonction harmonique.

St u est a valeurs réelles, pour tout z € €, il existe un owvert U de C et une application
holomorphe f:U — C tels que z € U C Q etu=Ref surlU.

L’application u est de classe C*° sur ), et méme analytique réelle (voir l'appendice B
pour une définition).

L’application u vérifie le principe du prolongement analytique : si ) est conneze, et
st u et toutes ses dérivées partielles de tous ordres s’annulent en un point donné zy de §Q,
alors u est Uapplication nulle.

Démonstration. Pour tout zg € €2, soit 7 > 0 tel que le disque fermé B(zg, r) soit contenu
dans 2. Supposons que u soit & valeurs réelles, et montrons que u est la partie réelle d’une
fonction holomorphe sur le disque ouvert B(zp, 7). Quitte a précomposer u par ’application
holomorphe z +— zp+ 72z (ce qui préserve le caractére harmonique), nous pouvons supposer
que zo = 0 et » = 1. Alors l'application u, qui est continue sur D et harmonique sur
D, coincide sur D avec Plug,] par assertion (3) du théoréme de Poisson. C’est donc la
partie réelle d’'une application holomorphe, comme nous ’avons vu dans la démonstration
de l'assertion (1) du théoréme de Poisson.

Rappelons (voir 'appendice B) qu’une application holomorphe est analytique réelle,
qu'une application & valeurs dans C est analytique réelle si et seulement si ses parties
réelle et imaginaire le sont, et qu’une application analytique réelle vérifie le principe du
prolongement analytique. Ceci conclut. O

Exercice E.26 Soient 2 un ouvert de C et u : @ — R une application harmonique.
Montrer que Uapplication v : Q — R définie par

ou ou

(z,y) — To +ya—y

est harmonique.

Propriété de la valeur moyenne et principe du maximum.

Le résultat suivant donne une caractérisation purement continue des fonctions harmo-
niques u, qui permet en particulier d’éviter d’avoir a vérifier en préalable qu’elles sont de
classe C? : il faut et il suffit que u soit en tout point z égale a sa moyenne sur des cercles
de rayons suffisamment petits centrés en z. Le caractére nécessaire de cette condition est
une application immédiate du théoréme de Poisson.
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Théoréme 2.4 (Formule de la moyenne) Soient Q un ouvert de C et u: Q — C une
application continue. Alors u est harmonique si et seulement si, pour tout zg € €, il existe
ro > 0 tel que pour tout r € 10,79/,

1

u(z0) = o

2
/ u(zo + 1€ db .
0

Nous montrerons que cette propriété est en fait vraie pour tout rg > 0 tel que le disque
ouvert B(zp,rg) soit contenu dans 2 : un tel ry dépend de zg et de 2, mais peut étre choisi
de sorte & ne pas dépendre de la fonction harmonique u définie sur 2.

Nous montrerons ce résultat en méme temps que le suivant, & rapprocher bien stir du
principe du maximum pour les applications holomorphes : une fonction harmonique réelle
qui atteint sa borne supérieure en un point (intérieur) d’un ouvert connexe est constante.

Théoréme 2.5 (Principe du maximum) Soient Q un ouvert connexe de C et u: Q —
C une fonction harmonique. Supposons qu’il existe un point zg € Q0 et un voisinage Q' de
zo dans € tels que

Vze @, Ju(z)] < |u(z)]

ou, st u est a valeurs réelles, tel que
VzeQ, u(z) <u(z).
Alors u est constante sur €).

Avant de démontrer ces résultats, donnons un corollaire immédiat du théoréme 2.5,
aussi parfois appelé principe du maximum.

Corollaire 2.6 Soient Q un ouvert borné non vide de C et u : Q@ — C une application
continue, harmonique dans . Alors |u| et Re(u) atteignent leur mazimum en au moins
un point de la frontiére de Q.

Il est important de faire attention a la formulation de ce résultat : par exemple, si u
est constante, alors |u| et Re(u) atteignent aussi leur maximum en un point intérieur de €
(ainsi qu’en tout point de la frontiere de Q!).

Démonstration. Puisque u est continue et £ compact, |u| (respectivement Re(u)) atteint
bien son maximum sur €. Si ce maximum est atteint en un point intérieur zy € €2, alors,
par le principe du maximum, u (respectivement Re(u)) est constante sur la composante
connexe )y de zp dans €2, donc sur son adhérence par continuité. Donc |u| (respectivement
Re(u)) atteint aussi son maximum en au moins un point de la frontiére de Qp, qui est
contenue dans celle de Q. 0

Démonstration des théorémes 2.4 et 2.5. Notons que puisque €2 est ouvert et u
continue, l'intégrale dans ’énoncé du théoréme de la moyenne est bien définie pour rq
assez petit.

Etape 1. Supposons que u soit harmonique sur €2, et montrons que u vérifie la propriété
de la valeur moyenne.

Pour tout zg € Q, soit rg > 0 tel que la boule ouverte B(zp, o) soit contenue dans €2,
et montrons que la formule de la moyenne est vérifiée pour tout r € |0, 7¢[. Supposons tout
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d’abord que zp = 0 et que 7 = 1. Alors g > 1, et u est continue sur D et harmonique sur
D. Par le théoréme de Poisson 2.1 (3), et puisque Fy(¢) = 1 pour tout ¢ € Sy, nous avons
donc

27
u(0) = Plugs, )(0) 1/0 u(e) d

"o

ce qui montre le résultat. Le cas général s’en déduit, en précomposant u par 'application
holomorphe z — 25 + rz.

Etape 2. Supposons que u vérifie la propriété de la valeur moyenne, et montrons que u
vérifie le principe du maximum.

Soit zg € € vérifiant 'une des deux conditions de I’énoncé du théoréme 2.5. Nous
pouvons supposer que ' est connexe. Quitte a multiplier u par un nombre complexe de
module 1 dans le premier cas, ou quitte a ajouter a u une constante suffisamment grande
dans le second cas, nous pouvons supposer que u(zg) > 0. Notons A '’ensemble des points
z € Q) tels que u(z) = u(zp). Il est non vide, et fermé car u est continue. Montrons qu’il est
ouvert. Par la connexité de ', ceci montre que u est constante sur €. Par le principe du
prolongement analytique (voir la proposition 2.3) et par la connexité de €2, ceci implique
le résultat.

Soit z € A. Soit ro > 0 tel que B(z,19) C Q. Par la propriété de la valeur moyenne,
quitte & diminuer ry, pour tout r € ]0, 79[, nous avons (en utilisant le fait que u(zp) = |u(zo)|
dans le premier cas)

1 2m )
:%/0 u(z + re?) df

{ = f027r lu(z +re?)| df < |u(z0)| = u(z9) dans le premier cas

u(z0) = u(2)

<

21 f027r u(z0) df = u(zo) dans le second cas.

Les cas d’égalités (rappelons que si f est continue & valeurs complexes et | [ f| = [|f]
alors f est d’argument constant) entrainent donc que u(z + r¢e%) est réel positif, égal a
u(z0). Donc B(z,rg) C A, et A est ouvert, ce qu'il fallait démontrer.

Etape 3. Supposons que u vérifie la propriété de la valeur moyenne, et montrons que u
est harmonique.

Soient a € Q et R > 0 tels que le disque fermé B(a, R) soit contenu dans et u vérifie
la propriété de la moyenne dans B(a,r). Notons v : B(a, R) — C la solution du probléme
de Dirichlet sur le disque B(a, R) telle que V|S(a, R) = Y|S(a, R) (VOIT le corollaire 2.2). Alors
v — u est continue sur B(a, R) et vérifie la propriété de la valeur moyenne dans B(a, R),
par l'étape (1) et par linéarité. Par I’étape (2), v — u vérifie donc le principe du maximum.
Le corollaire 2.6, dont la démonstration n’utilise que le principe du maximum, peut étre
appliqué & v — u. Donc |v — u| atteint son maximum sur la frontiére du disque (connexe)
B(a, R). Comme u = v sur cette frontiére, ce maximum est nul, donc 0 < |u —v| < 0 :
I'application u coincide donc avec v sur B(a, R), et par conséquent u est harmonique sur
B(a, R). Comme la propriété d’étre harmonique est locale, ceci conclut I'étape 3.

La combinaison des étapes 1 et 2 montre le théoréme 2.5 du principe du maximum.
L’étape 1 est le sens direct du théoréme 2.4 de la formule de la moyenne, et I’étape 3 en
est le sens réciproque. O
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Le but de I'exercice suivant est de montrer qu’une fonction harmonique réelle h n’a pas
de zéro isolé, ¢’est-a-dire que si h(z) = 0, alors il existe une suite (zy,)nen qui converge vers
z, telle que z, # z et h(z,) = 0 pour tout n € N.

Exercice E.27 Soient Q) un ouvert de C et u: Q — R une application harmonique réelle.
Pour tout zy € Q tel que u(zyg) = 0, pour tout disque ouvert D de centre zy et d’adhérence
contenue dans 2, montrer que u s’annule sur D. En déduire qu’une fonction harmonique
réelle n’a pas de zéro isolé.

Inégalités de Harnack et théoréme de Harnack.

Le but de cette partie est de montrer des théorémes de compacité pour les fonctions
harmoniques. Le lemme crucial consiste & montrer qu’une fonction harmonique ne peut
pas avoir de variations trop brutales : plus précisément, si une application est harmonique,
positive ou nulle, au voisinage d’un disque, alors ses valeurs au bord de ce disque sont
contrélées en fonction du rayon de ce disque et de la valeur au centre du disque.

Lemme 2.7 (Inégalités de Harnack) Soit u : B(zp, R) — C une fonction harmonique,
positive ou nulle. Pour tous les r € [0, R[ et 0 € R/27Z, nous avons

R+r

R— .
! u(z0) < u(zo+re?) <

R+7r R—ru(zo)'

Démonstration. Par passage a la limite quand e tend vers 0, il suffit de montrer que pour

tous les e € |0, R[, r € [0, R — €[ et § € R/27Z, nous avons

R—e—1r
R—e+r

R—e+r

u(z0) < wu(zo+re )_R—e—ru

(20) -

Traitons tout d’abord le cas particulier ot zg = 0 et R—e = 1. Alors, puisque 1 = R—e < R,
I'application v est harmonique sur I et continue sur . Par le théoréme de Poisson 2.1 (3),
nous avons donc, puisque r < R —e =1,

ure) = g2 [ Pl (@) o).

Comme - .
— |z + |z
<P < ,

1+ |z|
et puisque u(0) = & fCE& u(¢) do(¢) par la formule de la moyenne, nous en déduisons
donc que

1—7r ; 1+7r
< 0y <
1+ru(0)_u(re )_1—r

ce qui montre le cas particulier considéré. Le cas général s’y raméne, en précomposant u
par l'application holomorphe z +— zg + (R — €)z (ce qui préserve le caractére harmonique
positif) et en appliquant le cas particulier a r/(R —¢€) < 1. O

u(o) Y

Voici les propriétés fondamentales de convergence des fonctions harmoniques. La pre-
miére assertion, analogue au cas des fonctions holomorphes (voir par exemple | D,
dit que le sous-espace vectoriel Harm(2) de l'espace €' (€2;C) des applications continues
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de Q dans C, constitué de celles qui sont harmoniques, est fermé pour la topologie de la
convergence uniforme sur les compacts (aussi appelée topologie compact-ouvert). Le second
résultat est souvent utile pour obtenir des applications harmoniques comme solutions de
problémes de minimisation.

Théoréme 2.8 (Théoréme de Harnack) Soient Q un ouvert de C et (up,)nen une suite
de fonctions harmoniques de Q) dans C.

(1) Si (up)nen converge vers une application u : Q — C uniformément sur les compacts
de Q, alors u est harmonique.

(2) Si ) est connexe, siuy, est a valeurs réelles pour tout n € N et si la suite (up)nen
est croissante, alors ou bien elle converge uniformément sur les compacts vers une
fonction harmonique u : Q — C, ou bien (u,(2))nen converge vers +o0o pour tout
z € €.

Bien siir, en prenant les opposés, si les applications u,, sont a valeurs réelles et si la suite
(un)nen est décroissante, alors pour toute composante connexe €y de €2, ou bien cette suite
converge uniformément sur les compacts de €y vers une fonction harmonique v : Qo — C,
ou bien (un(2))nen converge vers —oo pour tout z € .

Démonstration. (1) Soient zg € Q et 79 > 0 tels que le disque ouvert B(zg,rg) soit
contenu dans €. Pour tous les 7 € ]0,79[ et n € N, par la formule de la moyenne (voir le
théoréme 2.4 et le commentaire qui suit son énoncé), nous avons

1 2m )

un(20) = —/ Un (20 + 1e?) db .

2 0

Puisque u,, converge vers u uniformément sur le compact B(zg,7), et par passage a la
limite dans 1’égalité ci-dessus, 'application u est continue et vérifie aussi la propriété de la

valeur moyenne, donc est harmonique.

(2) Quitte a remplacer u,, par u, —ug, nous pouvons supposer que uy > 0. En particulier,
uy, est harmonique positive. Notons u = sup, ey un et A = {z € Q : u(z) = +oo}. Pour
tout zp dans €, soit R = R,, > 0 tel que B(zp,R) C €. Par les inégalités de Harnack,

,%] (et comme alors % < gfgg =3,

nous avons, pour tout n € N, pour tout r» € [0

R—r R—R/2 _ l)
Rtr = R+R/2 — 3)

% Un(20) < un(z0 + 7€) < 3 up(20) .
Donc en prenant la borne supérieure sur n € N, nous en déduisons que A et le complé-
mentaire de A sont ouverts. Par connexité de €2, nous en déduisons que ou bien A = €2, ce
qui est I'une des alternatives souhaitées, ou bien A = (), et donc pour tout z € €, la suite
croissante (un(2))nen converge vers un nombre réel qui est égal a u(z) par la définition de
U.

Pour tous les n,p € N tels que n > p, par I'inégalité de Harnack appliquée a la fonction
harmonique positive u, — u,, nous avons, pour tout z € B(zg, R/2),

un(2) — up(2) < 3(un(20) — up(20)) -

En faisant tendre n vers l'infini, nous avons donc u(z) — up(z) < 3(u(z0) — up(20)). La
convergence au point zg implique alors que la suite (uy,)nen converge uniformément vers u
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sur B(zp, R/2). Puisque tout compact de K de €2 peut étre recouvert par un nombre fini de
boules ouvertes B(z, R,/2) ou z parcourt K, la suite (uy,)nen converge donc uniformément
vers u sur tout compact de €. Par lassertion (1), I'application u est harmonique. O

2.3 Introduction a la théorie du potentiel dans le plan

Probléme de Dirichlet dans un domaine de Jordan. '*

Soit © un ouvert de C. Pour toute application continue f : 9Q — C de la frontiére de €2
dans C, le probléeme de Dirichlet sur Q (pour ’équation de Laplace) de donnée frontiére f
consiste a étudier I'existence et I'unicité d’une application continue u : Q — C, harmonique
sur §2, dont la restriction & la frontiére de €2 est égale a f, c’est-a-dire & étudier ’existence
et I'unicité d’une application continue u : Q@ — C vérifiant le systéme d’équations

Au =0 sur Q (équation de Laplace sur )
upo = f (valeurs au bord) .

Nous avons vu dans le corollaire 2.2 que si ) est un disque ouvert, alors le probléme
de Dirichlet admet une et une seule solution, pour toute application continue donnée sur
la frontiére du disque. Le but de cette partie est d’étendre ce résultat a d’autres ouverts
de C, en utilisant le théoréme de représentation conforme de Riemann. '*

Rappelons qu'une courbe fermée dans €2 est une application continue f du cercle S;
dans Q. Elle est dite simple, et appelée une courbe de Jordan, si elle est injective (par
compacité, c’est alors un homéomorphisme sur son image). Elle est dite homotope a zéro
dans € si elle se prolonge contintiment en une application du disque dans 2, c’est-a-dire
sl existe une application continue F : D — € telle que Fs, = f.

L’ouvert  de C est dit simplement conneze s’il est connexe et si toute courbe fermée
dans  est homotope a zéro dans Q (voir la proposition B.2 de l'appendice B pour des
conditions équivalentes).

Un domaine de Jordan dans C est un ouvert borné 2 de C dont la frontiére 02 est
une courbe de Jordan. Le résultat suivant, que nous admettrons, dit en particulier qu'un
domaine de Jordan est simplement connexe.

Théoréme 2.9 (Théoréme de Jordan) Le complémentaire d’une courbe de Jordan -y
dans C admet exactement deux composantes connexes, l’'une bornée, homéomorphe ¢ D et
d’adhérence homéomorphe a D, lautre non bornée, et vy est la frontiére de chacune d’entre
elles. O

L’existence de phénoménes du type lacs de Wada montre I'importance de la condition
sur v d’étre une courbe de Jordan. Il existe en effet trois ouverts disjoints dans le carré unité
[~1,1]2 de réunion dense dans [—1,1]%, ayant exactement la méme frontiére. Evidemment,
ce ne sont pas des domaines de Jordan! Voir par exemple | |, dont est extrait le dessin
ci-dessous.
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Voici quelques exemples (et un intrus!) de courbes de Jordan et de domaines de Jordan.
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Rappelons que deux ouverts 21 et Q9 de C sont conformément équivalents s’il existe
une application holomorphe bijective f de €2 dans 5. La bijection réciproque est alors ho-

lomorphe (voir par exemple | , Theo. 10.32+10.34]), et donc la relation « étre confor-
mément équivalent & » est une relation d’équivalence sur ’ensemble des ouverts de C.
Rappelons le résultat suivant (voir par exemple | , Theo. 14.8]).
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Théoréme 2.10 (Théoréme de représentation de Riemann) Tout ouvert simple-

ment connexe non vide 2 de C, différent de C, est conformément équivalent au disque D.
O

Ainsi, la classification, & équivalence conforme prés, des ouverts simplement connexes
de C est trés simple : il n’y a que trois classes, celles de (), C,D. La description de Iespace
des modules (c’est-a-dire de I'ensemble des classes d’équivalence conforme) des ouverts
non simplement connexes est bien plus compliquée. Par exemple (voir par exemple [Neh]),
considérons les anneauzr de Jordan (c’est-a-dire les ouverts 2 de C tels qu'il existe deux
domaines de Jordan €, tels que Q1 C Qy et Q = Q9 — Q. Tout anneau de Jordan
est conformément équivalent a un anneau A(ri,r2) = {z € C : r; < |z| < rqo} ou
0 <7 < 7y < 4o00. De plus, deux anneaux A(ri,re) et A(r},r%) sont conformément
équivalents si et seulement si ro/ry = r5/r]. L'espace des modules d’anneaux de Jordan
est en particulier non dénombrable (en bijection avec ]0, 400 .

Toute application holomorphe bijective ¢ : D — € est appelée une représentation
conforme de . Si 1 et g sont deux représentations conformes, alors cpl_l 0 9 est un
automorphisme conforme du disque ouvert D (voir la partie 2.2). Donc une représentation
conforme est unique modulo précomposition par un automorphisme conforme du disque.

Exercice E.28 Soit Q un ouvert de C.

(1) Montrer que si f : Q — C est holomorphe ne s’annulant pas, alors In|f]| : Q@ — R
est harmonique.

(2) Montrer que S est simplement connexe si et seulement si toute fonction harmonique
sur §) a valeurs réelles est la partie réelle d’une application holomorphe définie sur Q.

Le résultat suivant donne un critére pour qu’une représentation conforme d’un ouvert
simplement connexe s’étende contintiment & la frontiére.

Théoréme 2.11 (Théoréme d’extension de Carathéodory '*) Soit Q un domaine
de Jordan. Alors toute représentation conforme ¢ : 1D — Q s’étend en un homéomorphis-
me D — Q.

Nous noterons souvent encore ¢ : D — § I'extension continue de ¢, appelée I’ extension
de Carathéodory de .

Par exemple, si

Q2 =1010x 10,10~ {J {5} % 0. 21~ U {gger) <[5
neN neN Q

est 'ouvert (simplement connexe) ci-contre, la représentation
conforme ¢ : D — € ne s’étend méme pas en une application
continue de D dans € (voir par exemple [Oht]).

Corollaire 2.12 (Probléme de Dirichlet dans les domaines de Jordan) Soient
un domaine de Jordan et f : 02 — C une application continue. Il existe une et une seule
solution du probléme de Dirichlet sur ) de donnée frontiére f.
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Démonstration. Soit ¢ : D — € une représentation conforme de 2. Par le théoréme de
Carathéodory 2.11, 'application ¢ s’étend en un homéomorphisme de D dans €2, que nous
notons encore . Alors fo¢pgp est une application continue de Sy dans C. Par le corollaire
2.2, il existe une unique application continue u : D — C, harmonique sur D, qui coincide
avec f o pjgp sur dD. La précomposition par une application holomorphe conservant le
caractére harmonique, I'application u o ¢! est une solution au probléme de Dirichlet sur
Q de donnée au bord f. L’unicité est immédiate, que ce soit par l'unicité dans le cas du
disque, ou par le théoréme du maximum. O

Le but de I'exercice suivant est

e de montrer qu’il y a toujours unicité pour le probléme de Dirichlet dans les ouverts
bornés,

e de donner un exemple oil, par contre, il n’y a pas existence,

e de caractériser les fonctions harmoniques réelles sur le disque épointé D* = D — {0},
en montrant que celles qui ne sont pas des parties réelles d’applications holomorphes
définies sur tout D* ont une singularité logarithmique en 0. Comme D* n’est pas
simplement connexe, ceci montre de maniére explicite pourquoi la conclusion de
lassertion (2) de lexercice E.28 n’est pas vérifiee pour 'ouvert non simplement
connexe () = D*.

Exercice E.29 (1) Soient Q un ouvert borné de C et f : 0Q — C une application continue.
Montrer que le probléme de Dirichlet sur 0 de donnée frontiére f admet au plus une
solution.

(2) Pour 0 <1y < rg < +00, notons A(r1,72)

Vanneau ouwvert {z € C : 1 < |z] < ra}.
Une application u : A(ry1,r2) — C est dite ra- .
diale si elle est invariante par rotations ou, de

maniére équivalente, s’il existe une application
v ]ri2, 2] = C telle que u(z) = v(|z|?) pour
tout z € A(ry,ra).

Montrer que pour toute application harmonique radiale uw de A(ri,rs) dans C, il existe
a,b e C tels que
Vz € A(r1,r2), wu(z) =a+bln(|z]) .

(8) Soient D* =D — {0} = A(0,1) le disque épointé, et f : OD* — R application telle
que f(0) =1 et f(¢) =0 pour tout ( € S;.

a) Soit u : D* — C une application continue, harmonique sur D*, telle que wops = f-
Pour tout A € Sy, montrer que les applications u et z — u(\z) de D* dans C sont égales.

by En déduire que le probléme de Dirichlet sur D*, de donnée frontiére f, n’admet pas
de solution.

(4) Soit w: D* =D — {0} — C une fonction harmonique.

a) Montrer que Ou : D* — C est holomorphe.

b) Soient ), ., cn 2" le développement en série de Laurent de Ou (voir par evemple
le théoréme 1.28), et f : D* — C Uapplication définie par f(z) = >,z nz1 Sinl 2t
Montrer que si u est & valeurs réelles, alors c_1 € R et il existe une constante ¢ € R telle

que

VzeD* wu(z)=Ref(z)+2c_1In|z|+c.
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Fonctions harmoniques positives et frontiére de Martin.

Le but de cette sous-partie est de décrire les fonctions harmoniques positives sur le
disque D : ce sont exactement les intégrales de Poisson des mesures boréliennes positives
finies sur le cercle Sy.

Rappelons qu'un céne convexre d’un espace vectoriel réel ou complexe V' est une partie
C de V telle que pour tous les z,y € C et s,t € [0,400[, nous ayons sz + ty € C.
Rappelons aussi qu'une application f : C — C’ entre deux cones convexes d’espaces
vectoriels réels ou complexes est affine si pour tous les z,y € C et s,t € [0,400[, nous
avons f(sx+ty) = sf(z) +tf(y).

Nous noterons .Z¢(S;) 'espace de Banach complexe des mesures boréliennes complexes
sur S1, qui contient le cone convexe .# (S1) des mesures boréliennes positives finies sur S;
(voir la partie 1.1 pour des rappels). Nous noterons Harm (D) le cone convexe des fonctions
harmoniques positives sur D, contenu dans l’espace vectoriel complexe Harm(DD).

Théoréme 2.13 L’application de Mc(S1) dans Harm(D), définie par p — Pu, est un
isomorphisme linéaire de Mc(S1) sur le sous-espace vectoriel des fonctions harmoniques h
sur D telles que

sup j/ h(r )] do(C) < 400 . (24)
0<r<1.Jces,

De plus, cette application induit une bijection affine de .#(S1) dans Harm_ (D).

Démonstration. Nous avons déja vu que l'application p — Ppu est linéaire, et qu’elle
envoie ¢ (S;) dans Harm(D) et .Z(S;) dans Harm, (D).

Montrons qu’elle est injective. Soit u € #c(S1) telle que Pu = 0. Alors pour tout
f € €(S1;C), par la compacité de D et par le théoréme de Poisson 2.1, I'application
Pf(r¢’) converge vers f(¢') quand r tend vers 1 dans [0, 1], uniformément en (' € S;.
Donc par le théoréme de Fubini et puisque le noyau de Poisson vérifie P.¢/(¢) = Pr¢c(¢'),
Nous avons

fdp = lim Pf(rc’) du(c’)
S1 r—1 ¢'eSy
. 1 /
= [ - /C _ PreQ(©) do(€) dutc)
. 1 / /
~ tim - /C . / L P dulc) £6) do(¢)
= tim [ Pu(r¢) J(¢) do(¢) = 0.

r—1- 2w CESY

Comme une mesure complexe, donnant une intégrale nulle & toute fonction continue, est
nulle, ceci montre l'injectivité.

Si u € Ac(Sy), alors par le théoréme de Fubini, puisque le noyau de Poisson vérifie

0 < P¢(¢") = P(¢’¢) pour tous les r € [0,1[ et ¢,¢’ € Sy, par l'invariance par les
rotations et par la conjugaison complexe de la mesure de Lebesgue o du cercle, et puisque
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Js, Pr(¢") do(¢") = 27, nous avons

d T d d
/C€S1 |Plu TC | 0 /C€S1 /’ESI C |M|( ) 0( )
_ / Po(¢'C) do(¢) dlp|(¢)
'eS1 J(ES

— [ 2w dlul(¢) = 2wl < +oo.
¢'eSy

Donc h = Py vérifie la condition (24).
Réciproquement, soit h une fonction harmonique sur I vérifiant la condition (24).
Montrons que h est 'intégrale de Poisson d’une mesure complexe. Notons

M= sup /C IOl as(o).

0<r<1
Pour tout n € N, notons £, : €(S1;C) — C l'application définie par

n—1

wifrr | H(50)70) d0).

Alors £, est une forme linéaire sur l'espace de Banach % (S;;C) (pour la norme uniforme),
qui est continue car de norme au plus M finie par la condition (24). Par le théoréme
de Banach-Alaoglu de compacité des boules du dual topologique de % (S1;C) pour la
convergence faible-étoile (voir par exemple [Bre]), il existe donc une sous-suite (ng)gen
et une forme linéaire continue ¢ sur € (S1; C) telle que pour tout f € €(S1;C), nous ayons
0(f) = limpg_s 4 o0 £, (f). Par le théoréme de représentation de Riesz (voir le théoréme 1.6),
il existe donc une (unique) mesure borélienne complexe p sur 'espace compact S; telle
que ¢(f) = fS1 f du pour tout f € €(Sy;C). Posons rp = "k .1, qui tend vers 1 quand

k — 4o00. Notons que 'application z ++ h(rj z) de D dans C est continue, et harmonique
sur . Pour tout z € D, nous avons la suite d’égalités suivantes, la premiére par définition
de p, la seconde par la formule de Poisson (théoréme 2.1 (3)) appliquée & la fonction de D
dans C définie par w +— h(rpw), qui est continue sur D et harmonique sur D, la derniére
par continuité de h en z :

1

o [ PO dn@) = tim [ PO dotQ) = lim (i) = h(2).

k—+oco 2T k—+o00

Donc h = P[4=], ce qui est le résultat cherché.

Remarquons que si h est une fonction harmonique positive sur D, alors par la formule

de la moyenne,
2

| ol dotc)= [ nire) do 2w (o)
CeSt 0
et donc h vérifie la condition (24). Ceci montre la derniére assertion du théoréme 2.13. [

Expliquons pour conclure le titre de cette sous-partie.
Une compactzﬁcatzon d’un espace topologique localement compact X est un couple
(X L) ou X est un espace topologique compact et ¢ : X — X est un homéomorphisme sur
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son image, tel que ¢(X) soit un ouvert dense de X. Nous identifierons € X avec vz) e X,
et nous noterons par abus X le couple ()2 JL).

Une compactification de Martin d’un ouvert non vide €2 de C est un espace topologique
permettant de donner une représentation intégrale de toutes les fonctions harmoniques
positives sur € : plus précisément, c’est la donnée d’une compactification Q de Q (sa
frontiére est appelée une frontiére (ou bord) de Martin) et d’une fonction continue K :
Q x (= Q) — [0, 400] (appelée le noyau de Martin de Q) telles que pour toute fonction
harmonique positive h :  — [0, 400, il existe une mesure borélienne finie p = py sur
QO — Q telle que, pour tout x € €Q,

o) = [ Kww)duty)

(voir [Doo| pour une définition plus précise et plus générale). Par exemple, le théoréme 2.13
montre que le cercle S; est une frontiére de Martin du disque unité ouvert D, de noyau
de Martin égal au noyau de Poisson. Le théoréme de représentation conforme permet plus
généralement d’exhiber une compactification de Martin de n’importe quel domaine de
Jordan.

Théoréme 2.14 Soient Q un domaine de Jordan de C et ¢ : D — Q lextension de Ca-
rathéodory d’une représentation conforme de Q2. Alors Uadhérence Q de 2 dans C est une
compactification de Martin de 2, de noyau de Martin Uapplication K : Q x 0Q — [0, +o00|
définie par

K(z,y) = Poiy (7' (%)

ot (z,¢) — P.(C) est le noyau de Poisson de D.

Démonstration. Rappelons que par le théoréme 2.11, I'extension de Carathéodory ¢ :
D — Q est un homéomorphisme, holomorphe sur I. Une application h : @ — C est
harmonique positive si et seulement si h o ¢ : D — C est harmonique positive, donc si et
seulement §'il existe une mesure positive u € .#(Sy) telle que h o p = Pp, par le théoréme

2.13. Posons v = p,pu la mesure image de p sur 02 = Q — Q). Par changement de variable,
nous avons alors, pour tout z € €2,

h(z) = ho (v (x)) =/CES P12 (¢) du(Q) =/ Po1iy (e~ (y) dv(y) -

yeN)
Ceci montre le résultat. O

Par exemple, la frontiére de Martin (minimale, en un sens que nous ne précisons pas
ici, voir [Doo]) de 'ouvert € dessiné aprés I’énoncé du théoréme 2.11 ne coincide pas avec
la frontiére topologique 9€) de €.

Fonctions harmoniques bornées et frontiére de Poisson.

Le but de cette sous-partie est de décrire les fonctions harmoniques bornées sur le
disque D : ce sont exactement les intégrales de Poisson des applications essentiellement
bornées sur le cercle S;.

Rappelons (voir la partie 1.1) que L*°(Sy,0) est l'espace de Banach complexe des
applications mesurables de S; dans C, bornées en dehors d’un ensemble de mesure de
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Lebesgue nulle, modulo les applications presque partout nulles, de norme f + || f||oo- Nous
noterons Harmy (D) le sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel complexe Harm(D) formé
des fonctions harmoniques bornées de D dans C. Nous munirons Harmy(D) de la norme
uniforme :

[7]loc = sup |h(z)| .
z€D
Théoréme 2.15 L’application de L°°(S1,0) dans Harmy(D), définie par f — Pf, est un
isomorphisme linéaire isométrique.

Démonstration. Par finitude de la mesure de Lebesgue sur S;, nous avons L>(S1,0) C
L'(Sy, o), et donc 'application f +— Pf est bien définie sur (S, o), et elle est & valeurs
dans lespace des applications harmoniques sur D) par le théoréme de Poisson 2.1 (1). Nous
avons vu qu’elle est linéaire. Puisque le noyau de Poisson est positif et d’intégrale égale a
27, nous avons

1
I1PA I =sup o= | [ PO do(€)
<swp o [ PO ISl o) < e (25)
zeD 4T S1

donc Pf € Harmy(D) si f € L>(Sy,0).

L’étape cruciale de la démonstration du théoréme 2.15 est le résultat suivant de Fatou '
sur la convergence radiale des fonctions harmoniques, que nous admettons dans ces notes
(voir par exemple | , chap. 11]).

Théoréme 2.16 (Théoréme de Fatou) Pour toute mesure borélienne complexe p sur
S1, lVintégrale de Poisson Pu(r¢) admet une limite finie quand r € [0, 1] tend vers 1 pour
presque tout ¢ € Sy (pour la mesure de Lebesque de Sy ). De plus, si f € L'(Sy,0;C), alors
pour presque tout ( dans Sy, nous avons

lim Pf(r¢) = f(¢). O

r—1-

Si f € L'(S1, 0; C) est de plus continue, alors cette derniére affirmation découle du théoréme
de Poisson 2.1. Elle fait de plus écho aux propriétés de convergence radiale vers une masse
de Dirac du noyau de Poisson (voir les propriétés du noyau de Poisson dans la partie 2.2).

Soient h : D — C une application et ¢ € S1, nous dirons que h admet une limite radiale
en ¢ si la limite lim,_,;- h(r() existe, et cette limite est alors appelée la limite radiale de
h en (.

En particulier, le théoréme de Fatou ci-dessus implique que toute fonction harmonique
qui vérifie la condition (24) (comme par exemple toute fonction harmonique bornée), qui

Fatou Sobolev Poincaré
17 (1878-1929) (1908-1989) (1854-1912)
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s’écrit comme l'intégrale de Poisson d’une mesure borélienne complexe par le théoréme
2.13, admet des limites radiales en presque tout point de S;.

Donc pour toute application harmonique bornée h sur D, notons ¢y, : S; — C sa fonction
limite radiale, bien définie en presque tout point de S;. Puisque ¢,(¢) = lim,_,;- h(r()
pour presque tout ¢ € S1, 'application ¢y, est clairement essentiellement bornée, et

[@nlloc < [[lloo - (26)

Par la seconde assertion du théoréme de Fatou, pour tout f € L'(Si,o;C), nous avons
¢ps = f. L’application f +— P f est isométrique (donc injective) car

[flloo = lopsrlloc < 1P flloc < [Iflloo

par les inégalités (26) et (25).

Enfin, pour montrer la surjectivité de cette application, il suffit de montrer que h =
Pl¢n] pour tout h € Harmy(D). Pour tout r < 1, puisque 'application z — h(rz) est
continue sur D et harmonique sur D, la formule de Poisson donne, pour tout z € I,

1

h(rz) = /C  PAOMO) do )

27

Puisque h(r¢) est uniformément borné en r, et converge pour presque tout ¢ vers ¢p(¢)
quand r tend vers 1 par valeurs inférieures, le théoréme de convergence dominée de Lebes-
gue montre que le second membre de I’égalité précédente converge vers P[¢p](z) quand
r — 17. Comme le premier membre converge vers h(z), le résultat en découle. O

Une compactification de Poisson d’un ouvert non vide €2 de C est un espace mesuré
permettant de donner une représentation intégrale de toutes les fonctions harmoniques
bornées sur € : plus précisément, c’est la donnée d’une compactification Q de Q, d'une
mesure de probabilité v sur  — Q (I’espace mesuré (Q 2, v) est appelé une frontiére (ou
un bord) de Poisson de ) et d'une fonction continue K : € x (€ — Q) — [0, +00] (appelée
le noyau de Poisson de Q) telles que pour toute fonction harmonique bornée h : Q@ — C, il
existe f € ILOO(SA) — Q;v) telle que, pour tout = € €,

M) = [ KG) 1) dvly)
yeN—Q

(voir [Doo] pour une définition plus précise et plus générale). Par exemple, le théoréme
2.15 montre que le cercle S; muni de la mesure de Lebesgue (normalisée pour étre de
probabilité) est une frontiére de Poisson du disque unité ouvert D, de noyau de Poisson
égal au noyau de Poisson au sens de la partie 2.2. Le théoréme de représentation conforme
permet plus généralement d’exhiber une compactification de Poisson de n’importe quel
domaine de Jordan.

Théoréme 2.17 Soient Q un domaine de Jordan de C et ¢ : D — Q lextension de Ca-
rathéodory d’une représentation conforme de Q2. Alors Uadhérence Q de 2 dans C est une
compactification de Poisson de ), de noyau de Poisson lapplication K : Q x 0Q — [0, +o0|
définie par

K(x,y) = Py (7' (v))
ot (z,¢) — P,(C) est le noyau de Poisson de D.
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Démonstration. Rappelons que par le théoréme 2.11, lextension de Carathéodory ¢ :
D — Q est un homéomorphisme, holomorphe sur D. Une application h : @ — C est
harmonique bornée si et seulement si ho @ : D — C est harmonique bornée, donc si et
seulement s'il existe f € L*°(S1,0) telle que ho ¢ = Pf, par le théoréme 2.15. Posons
V= %90*0’ la mesure image de o sur 9Q =  — Q (renormalisée pour étre de probabilité).
Par changement de variable, nous avons alors, pour tout z € €2,

h(z) = hop(p™ (x)) = —

27'(' CESy

- / Pyt (0 W) o o (w) diy)
yeN)

Ceci montre le résultat. O

2.4 Spectre du laplacien des ouverts bornés de R™

Le but de cette partie est d’étudier les propriétés spectrales de I'opérateur laplacien

_\m 02
A=k o
La premiére étape est de définir les espaces de Hilbert sur lesquels les opérateurs conti-

nus utiles & cette étude vont agir.

Les espaces de Sobolev '® W12(Q) et Wol’2(Q).

Soient m € N — {0} et © un ouvert non vide de R™. Rappelons que le produit scalaire
de I'espace de Hilbert complexe L2(Q2) des applications mesurables de §2 dans C, de carré
sommable (pour la mesure de Lebesgue A\ sur ), modulo applications presque partout
nulles, est défini par (f,g)p2 = [, fg dA. Pour tout k € N, nous munirons L*(Q)* de la
structure usuelle d’espace de Hilbert produit (voir I'exemple (2) de la partie 1.2) et nous
noterons encore (-, -)p2 son produit scalaire, et || - |2 sa norme. L’ensemble C2°(Q2; C) des
applications C* a support compact de €2 dans C est un sous-espace vectoriel dense de

L2(Q).

Notons W12(Q) le sous-espace vectoriel complexe des applications f € L2(Q) telles

qu’il existe des applications g—i € L%(Q) pour i = 1,...,m vérifiant
(0. of _ dp
V(:D € Cc (Q,C), <8xi790>ﬂ.42 - _<faa—xi>IL2 9 (27)

muni du produit scalaire

of o0
(F. ghwe = fgmz (G o)

Remarquons qu’'une application g—xfz € L?(Q) vérifiant la condition (27), si elle existe,
est unique (car deux éléments g et ¢’ dans L2(Q2) tels que (g — ¢/, h)r2 = 0 pour tout
h € C°(Q;C) coincident, par densité de C°(Q;C) dans L2(f2)). Cette application est
appelée la i-éme dérivée partielle au sens des distributions de f. Cette propriété d’unicité
montre que W12(Q) est bien un sous-espace vectoriel de L2(Q) : si f,g € WH2(Q) et A € C,
alors f + A ag_ est la i-éme dérivée partielle au sens des distributions de f + Ag, par la
hnearlte des équations (27).
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Nous noterons
( af of
" Oz,

appelé le gradient au sens des dz’stmbutzons de f, de sorte que

91 = (3 5[

L’application (-,-)yy12 est bien définie, et est bien un produit scalaire sur W5H2(), de
norme associée

Vf= 5= —) LA™

1/2
| Fllwre = (1F122 + 1V F122) " (28)
(car si || flly12 = 0, alors ||f|lL2 = 0).

Proposition 2.18 L’espace préhilbertien complere W12(Q) est séparable, complet.

La notation H!(f2) est fréquemment utilisée pour désigner I'espace de Hilbert W12(€2),
mais nous ne le ferons pas dans ces notes, car elle est en conflit avec la notation pour

désigner I'un des espaces de Hardy (outre le premier groupe de cohomologie de 'ouvert
Q).

Démonstration. L’application f — g—gfl de WH2(Q) dans LL2(2) est linéaire, par unicité
et par la linéarité de la Condition (27). Par construction, application ¢ de W12() dans
L2(Q)™+! définie par f — ( f, 2 6x1 ,%) est un isomorphisme d’espaces préhilbertiens
sur son image. Pour montrer que W1’2(Q) est complet, il suffit donc de montrer que son
image est fermée : elle sera alors compléte. Soit (fx)reny une suite dans W12(Q) telle
que (f, gg’;’; o gg’“ ) converge vers un élément noté (f, g1, ..., gm) dans L2(Q)™! quand
k — 400. Pour tous les p € C°(2;C) et 1 <14 < m, nous avons, par convergence faible et

par la condition (27),

0 . 0
(96, o2 + (f, 8—Z>H‘2 = lim <8£§,¢>L2 + (f,

k—+o00

Jyp
axi

b2 =0,

Ceci montre que f € WH2(Q) et que g; = % par unicité. Le résultat en découle, car tout

sous-espace d’un espace métrique séparable est séparable 1. O

Par intégration par partie, les applications f de classe C*° & support compact de 2 dans
C vérifient I’équation (27), en prenant, pour les dérivées partielles au sens des distributions
de f, ses dérivées partielles usuelles. Donc C°(2;C) est contenu dans W12(Q).

Nous noterons W01’2(Q) 'adhérence dans W12(Q2) du sous-espace vectoriel C°(Q;C).
Muni de la restriction du produit scalaire de W12(Q), c’est un espace de Hilbert complexe
(il est complet car fermé dans un espace complet). La notation H{(Q) est fréquemment
utilisée pour le désigner, mais nous ne le ferons pas dans ces notes.

Les résultats d’analyse sur WO1 ’2(9) qui nous seront le plus utile par la suite sont les
suivants.

18. Si P est une partie dénombrable dense d’un espace métrique X et si Y est une partie de X, pour
tout rationnel r > 0 et pour tout p € P, notons yp, » un point de B(p,7) NY si cette intersection est non
vide. Alors ’ensemble (dénombrable) de ces y,,» est dense dans Y, car pour tout y € Y, pour tout € > 0,
si r est un rationnel tel que 0 < r < 3, il existe p € P tel que d(y,p) < 7 (en particulier, le point 3,
existe) et d(y, yp,») < d(y,p) + d(p,yp,r) < 2r <e.
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Théoréme 2.19 (Inégalité de Poincaré®) SiQ est borné, alors il existe une constante
c=cq > 0 telle que, pour tout u € Wol’Z(Q), nous ayons

ullLz < ¢ ||Vl -

Notons que la restriction u € VVO1 2(Q) au lieu de u € WL2() est nécessaire, car les
applications constantes non nulles, qui sont dans L2(Q2) puisque Q est borné, ne vérifient
pas l'inégalité de Poincaré.

Remarquons que l'inégalité de Poincaré implique que, pour tout u € VVO1 ’2(9), nous
avons

lullwre < /1 + & [Vulls (29)

Démonstration. Nous ne ferons la démonstration que si m = 1, en renvoyant a [Bre]
pour une démonstration générale. Si m = 1, soient a,b € R tels que Q C [a,b], et étendons
a tout R les applications a support compact dans €2, en les prolongeant par 0 en dehors de
Q.

Par densité, il suffit de montrer le résultat pour u € C°(£2; C). Pour tout x € €, nous
avons, puisque u(a) = 0 et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

xT
@ | = | [ 2und0) dt] <2 Jullall 2
a
En intégrant sur £ pour la mesure de Lebesgue A, nous avons donc
ullf2 < 2A()lulli2 [l |

ce qui montre le résultat. O

Le résultat de compacité suivant, un analogue L2 du théoréme d’Ascoli (et plus preé-
cisément de l'exercice E.10 de la partie 1.4), sera utile. Il dit que l'inclusion (définie par
x — z) de W01’2(Q) dans L2(Q) (qui est continue de norme au plus 1, par I'inégalité
Il fll2 < ||fllw1.2 provenant de la définition (28) de la norme W12) est un opérateur com-
pact. Nous renvoyons par exemple a [[va, Sect. 5.7, [Bre] pour des versions plus générales
de ce résultat.

Théoréme 2.20 (Théoréme de Rellich-Kondrachov) ¥ Si Q est borné, alors toute
suite bornée (frn)nen dans Wol’z(Q) admet une sous-suite convergente dans L2(Q).

Avant de commencer la démonstration, rappelons quelques propriétés du produit de
convolution *. Si f,g € L2(R™), si A est la mesure de Lebesgue sur R™, notons dy = dA(y)
et, pour tout z € R",

fxg(x) =/6Rm fy) gl —y) dy .

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, et par I'invariance de la mesure de Lebesgue par trans-
lations et par I'antipodie y — —y, 'application f * g : R™ — C est bien définie, et

1 * gl <[ fllzzllglle - (30)

19. En fait, ce résultat est da a Rellich. C’est I'extension aux espaces L qui est due a Vladimir Iosifovich
Kondrashov, qui fit sa thése avec Sobolev.

110



De plus, si g € C°(R™;C), alors par le théoréme de dérivation des intégrales & parameétres,

fxg e C®R™ C) et, pour 1 <r < m, nous avons

0 0g
xqg) = f* )

o e =1Fx 5

(31)
L’inégalité suivante est plus délicate.
Lemme 2.21 i f € L2(R™) et g € LY(R™), alors f x g € L*(R™) et

1f * gllee <[l flle> llgller -

En particulier, pour tout g € L*(R™), I'application f — f*g de L?(R™) dans lui-méme
est linéaire, continue, de norme au plus ||g||y1.

Démonstration. Puisque |fx*g| < |f|*|g|, nous pouvons supposer que f et g sont a valeurs
positives ou nulles, et par homogénéité que ||g||1 = 1. Rappelons (voir par exemple | ,
Theo. 3.3|) linégalité de Jensen qui dit que si (X, %, u) est un espace de probabilité, si
h : X — R est une application intégrable pour la mesure p et si ¢ : R — R est une
application continue convexe, alors

gp(/){hd,u)ﬁ/xgpohd,u.

En Iappliquant & ¢ : ¢t + t2, X = R™, du(y) = g(x — y) d\(y) (qui est bien une mesure
de probabilité car ||g|[p1 = 1), pour tout x € R™ et h : R™ — [0, 4+o00[ mesurable bornée
(donc intégrable pour la mesure de probabilité u), nous avons

b g(2)? < / el ) i)
yeR™

Prenons pour h les éléments d’'une suite de fonctions mesurables bornées positives qui
converge simplement en croissant vers f (par exemple h = min{f,n}). Nous avons alors,
par le théoréme de convergence monotone de Lebesgue, pour tout x € R™,

frg(@)? < / )9z —y) dA(y) .

yeR'm

Donc par le théoréme de Fubini et un changement de variable 2’ = z — y,

1 * gl < / () / 9@ —y) dx dy = |12 lglls -
yeRm zER™

Puisque ||g|lLr = 1, le résultat en découle. O

Démonstration du théoréme 2.20. Nous prolongeons & tout R™ les fonctions dans
L2() par la valeur 0 en dehors de .

Soit (fn)nen une suite bornée dans Wol’z(Q). Soit ¢ € C°(R™;C) une application
positive ou nulle, a support dans la boule unité, d’intégrale 1 pour la mesure de Lebesgue.
Pour tout i € N, posons ¢; : x +— 2% p(2iz), qui est un élément de C°(R™, C), et encore
d’intégrale 1. Pour tout i € N fixé, nous avons, par la majoration (30),

[fn o illiee <[ fnlle2 llpille < fnllwz lleill: -
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Donc la suite (fp, * ¢;)nen d’applications C*° est uniformément majorée. Pour 1 < r < m,
nous avons, par la formule (31),
a(pi 6901' a@i

* < 2
J Oz, llLee — Il Oz, 1.2 Oz, L2
qui est borné uniformément en n. Par le théoréme des accroissements finis, pour tout 7 € N,
il existe donc ¢; > 0 tel que pour tous les x,y € R™ et n € N,

| fr % 0i(@) = frx0i(y)| < cillz =yl -
Puisque Q est borné, son adhérence Q est compacte. Par le théoréme d’Ascoli 1.32, pour
tout i € N, la suite (f, * ¢;)neny d’applications équicontinues, uniformément majorées
sur le compact €, admet une sous-suite qui converge uniformément sur ce compact. Par
extraction diagonale, il existe donc une suite strictement croissante (ng)ren telle que, pour
tout ¢ € N, la suite d’applications continues ( fy,, * ©;)ren converge uniformément sur €, et
en particulier est uniformément de Cauchy, donc est de Cauchy dans L2(Q).

< ”anle2

Lo ‘

Ha * i)

Montrons que ||f, — fn * @i|lL2 converge vers 0 quand ¢ tend vers +oo uniformément
en n. Comme

ank - fnzH]L2 < ||fnk - fnk * SDiHL? + ||fnk * @ — fnz * SDiHL? + ||fnz * Qi — fnzH]L2 )

ceci montrera que la suite (f,,, )ken est de Cauchy dans L2(Q), donc converge par complé-
tude, ce qui conclut.

Posons ¢ = maxi<y<m [pm |2+|@(z) dz € ]0,+o0[. Montrons que pour tout f €
Wol’z(Q), pour tout ¢ € N, nous avons

ILf— f*qi

ce qui conclut (car |V flp2 < ||fllw2 et la suite (fy)nen est bornée dans W12(Q)).

Par continuité (voir en particulier ’assertion suivant le lemme 2.21, comme ||¢; |1 = 1),
il suffit de montrer 'inégalité (32) pour f dans le sous-espace dense dans VVO1 “(Q) des
applications C*° & support compact dans ). Rappelons que pour toute application de
classe C! de R™ dans C, nous avons, pour tous les z,y € R™,

fly /dt flx+tly—2x)))dt = Z/

Donc pour tout € R™, puisque [ ¢;(z —y) dy = 1, par le théoréme de Fubini, en faisant

(32)

(a: +t(y —x)) dt.

le changement de variable ¥’ = z + t(y — x) (de sorte que dy = ‘Z—?,:), et encore par le
théoréme de Fubini, nous avons

f i) — () = / ) = e ) dy

N Z/ /GRW al‘r $+t(y_$))(yr _$T)90i($_y) dy dt

_ af r_y; 'ZE—y, ﬁ /
B Z/y,eRmaxr(y)/o t #il t )tmdy

r=1
"9
=3 Hviw,
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ot ¢y 4( fO zr 0i(7) tﬁ% Or, par le théoréme de Fubini et en faisant le changement

de Varlable r =22 (de sorte que dz’ = %—ZLLZ dx etz = 22,

:17 dt
H¢r ZHILl < /:ceRm/ |337‘|90z( tm+1 / /meRm |5Er| omi ( o ) W

[P [ e ar < g

Par le lemme 2.21, nous avons donc

/
mc
< i <
1700l < m e [ o v < m e [l <
ce qui démontre 'inégalité (32). O

L’opérateur de Green.

Nous introduisons maintenant un opérateur auto-adjoint compact qui va permettre
d’appliquer les résultats spectraux de la partie 1.5.

Le fil directeur de cette partie est le probléme de la résolution (en un certain sens qui
sera précisé) de I’équation de Poisson

—Au=f

sur un ouvert  de R™, ou f: Q — C est une application donnée (dont la régularité sera
précisée plus tard), avec des conditions au bord, de type Dirichlet, d’annulation (en un sens
qui sera précisé plus tard) de la fonction inconnue u. Ces conditions frontiéres sont utiles
pour avoir des propriétés d’unicité. Une interprétation possible de cette équation provient
de I’électrostatique : étant donné une distribution de charges f dans un domaine €2, dont
la frontiére est mise & la masse (c’est-a-dire que son potentiel est maintenu a 0 volt), le
potentiel électrique u dans ce domaine, engendré par la distribution de charge f, est la
solution de I’équation de Poisson s’annulant au bord.

Bref, nous allons construire un inverse (en un sens qui sera précisé plus tard) de 'opé-
rateur moins laplacien, qui sera appelé 'opérateur de Green. Comme trés souvent dans ce
type de problémes, nous allons trouver ces solutions (en un certain sens qui sera précisé
plus tard) en minimisant une certaine fonctionnelle, que nous introduisons maintenant.

Soient m € N—{0} et 2 un ouvert borné non vide de R™. L’hypothése que § est borné
est importante pour ce qui suit. Pour tous les u € Wol’z(Q) et f € L?(2), notons

1
Qi) = 5 | VallZ: ~ Re (f.u)s

Il faut penser a la fonctionnelle (Qy comme & une énergie, somme d’une énergie cinétique
et d’une énergie potentielle.

Proposition 2.22 Soit f € L?().

(1) L’application Q : Wol’z(Q) — R est continue, strictement convexe (¢ ’est-a-dire que
Qfltu+ (1 —t)v) <tQs(u)+ (1 —t)Q¢(v) pour tous les t € ]0,1[ et u # v dans W01’2(Q)),
et propre (c’est-a-dire que |Qf(u)| tend vers 400 lorsque ||ully12 tend vers +00).
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(2) L’application Q¢ admet un et un seul minimum.

(3) Un élément u € Wol’z(Q) est un minimum de Qy si et seulement si u est une
solution faible (ou au sens des distributions) de [’équation —Au = f, c¢’est-a-dire si

Ve Cl(C), (Vu,Vo)re = (f, o)z -

Notons que toute solution u € C*(€2;C) d’'une équation de Poisson —Au = f (ou f
doit donc appartenir & C*°(2;C)) en est une solution faible, car par intégration par partie,
pour tout ¢ € C(€2; C), nous avons

0= (-Au— f,o)2 = —(Au, )12 — (f, )12 = (Vu, V)2 — (f, )12 -

Démonstration. (1) L’application Qs est bien définie et a valeurs réelles. Sa continuité
est immédiate : pour tous les u,v € VVO1 ’2(9), par les inégalités triangulaire et de Cauchy-
Schwarz,

2 2
IVullEe = [IVollE2] + [(f,u — v)p2|

Qs() ~ Q)] <
1
2

IA

IV(u =)l (IVullee + [IVollez) + [ fllzllu = vl

IN
DO =

1
Vel + 5 1Volle + [ flle) [lu = ollwre -

(

Pour montrer que @)y est strictement convexe, par sesquilinéarité du produit scalaire et
linéarité de V, il suffit de montrer que dans tout espace de Hilbert, I'application z + ||z ||?
est strictement convexe. Or I'application de R dans R définie par ¢t — at? + bt + c est
strictement convexe pour tous les a > 0 et b,c € R, et

[tz + (1 = t)yl* = [[t(z — y) +yl* = |z — y[* + 2t Re (z — y, y) + [|y[|* .
Donc l'application f : ¢~ |tz + (1 — t)y||? est convexe, et en particulier, si t €]0, 1],
[tz +(1—t)yl* = f(t) = FEXx1+(1—1)x0) <t f(1)+(1—1) £(0) =t ||=[|* + (1 —1)[|y[|*,

avec inégalité stricte si t €]0, 1] et x # y, ce qu’il s’agissait de montrer.

Pour montrer que Qs est propre, il suffit d’appliquer les inégalités de Cauchy-Schwarz
et de Poincaré (voir la formule (29) suivant le théoréme 2.19) : pour tout u € I/VO1 2(0),
puisque [l < ulwrz et [uld.s = fullZs + [ VulZ: < (1 -+ )| Va2, nous avons

1
Qs(w) = SIVullts = [ fllzlulle > ] lullfyre = If ez lullwe

1
2(1+ ¢
qui tend évidemment vers +oo quand ||u||y1,2 tend vers +oo.

(2) Ceci découle immédiatement (et sans méme besoin de la question (1)) de la seconde
assertion du théoréme de Lax-Milgram 1.15 appliquée aux fonctions a et ¢ suivantes.
L’application a : W01’2(Q)><W01’2(Q) — C définie par a(u, v) = (Vu, Vv)y 2 est sesquilinéaire
et hermitienne. Elle est continue par 'inégalité de Cauchy-Schwarz

la(u, v)] < [[VullL2[|Vollee < flullwrzllvflwe
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et coercive par l'inégalité de Poincaré 2.19 (voir la formule (29)) :

1
lau, u)| = [Vullf2 > — llullfyre -
’ 1+ c?l

De plus, 'application ¢ : W01’2(Q) — C définie par u — (f,u)y2 est une forme anti-linéaire,
et continue par l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

()] < I fllezllule < [ fllezllulwre -

Mais voici une démonstration utilisant la question (1), qui peut étre utile dans d’autres
contextes. Si v et v étaient deux minima distincts de Q ¢, de valeur minimale a = Q¢(u) =
Q(v), alors par stricte convexité de @y, nous aurions @ f(“T'H’) < w
contradiction.

Puisque Q7 est propre, soit R > 0 tel que Qf(u) > 0 si |lul[y12 > R. Pour montrer
'existence d’un minimum, puisque Q¢(0) = 0, il suffit de montrer que @; admet un

= a, une

minimum dans la boule fermée B(0, R) : ce sera un minimum de Qy sur WO1 2(Q). Soit
(Zn)nen une suite dans B(0, R) telle que limp 400 Qf(xn) = inf, 5 p) Qr(y). Quitte a
extraire, nous pouvons supposer qu’elle converge faiblement vers z (voir le théoréme 1.21).
L’application ()¢ est continue et convexe, donc faiblement semi-continue inférieurement
(voir la proposition 1.23). Dot Q(z) < limp— 400 Qf(2n) = inf 5o gy Qr(y), et x est un
minimum de Q.

(3) Ceci découle immédiatement de la premiére assertion du théoréme de Lax-Milgram
1.15 appliquée aux fonctions a et ¢ ci-dessus, et de la densité de C2°(€2; C) dans VVO1 2(Q).
Mais voici une démonstration directe.

Pour tout u € W01’2(Q) et pour tout ¢ € C°(£2; C), nous avons

d d 1
E\t:on(u +tp) = E‘t:()(a(V(u +t0), V(u +tp))2 — Re (f,u+ t90>1L2>

= Re (Vu, Vp)i2 —Re (f, @)1 .

Donc en remplacant ¢ par i@ pour obtenir les parties imaginaires, si u est un minimum de
@y, alors u est une solution faible de I’équation —Au = f.

Réciproquement, si u est une solution faible de I’équation —Awu = f, alors pour tout
v € CF(Q;C) — {0}, la valeur t = 0 est le minimum (qui est le seul extremum) de la
fonction strictement convexe et propre t +— Qr(u + tp). Par densité de C°(2;C) dans
VVO1 ’2(9), ceci implique que u est un minimum de Q. O

Nous noterons G : L2(Q2) — L2(Q2) Papplication qui & un élément f de L2(£2) associe
I'unique élément u de VVO1 2(Q) qui minimise @), ou de maniére équivalente, I'unique solu-
tion faible u € VVO1 ’2(&'2) de I'équation de Poisson —Awu = f. Nous appellerons G l'opérateur
de Green de €. Notons que I'image de G est bien plus petite que L2(€) : elle est contenue

1,2 . . ) .
dans W;7(2), ce qui sera crucial pour le résultat suivant.

Proposition 2.23 L’opérateur de Green G : L*(Q) — L%(Q) est linéaire, continu, auto-
adjoint, positif, compact, d’image contenue dans W01’2(Q).
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Démonstration. La linéarité de G découle de 'unicité et de la linéarité en (u, f) des
équations (Vu, V)2 = (f, p)r2 pour ¢ € C°(£2;C).
Montrons que G est continu. Si G(f) = u, alors v minimisant Q) , nous avons

d
—  Qs(tu) = ||Vullf2 — Re (f,u)yz .

0=
dt |t=1
Donc par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, ||Vul|2, < || f||L2||ull2. Par I'inégalité de Poincaré
2.19,
lullfz < ¢ IVullfz < cllf luzllulle -

D'ott G : L?(2) — L2(Q) est continu, de norme ||G|| au plus c3.

Montrons que G est auto-adjoint. Soient f, g € L2(Q), notons u = G(f) et v = G(g), qui
appartiennent a VVO1 2(Q) Par construction, nous avons (Vu, V)2 = (f, p)r2 pour tout
v € C(02;C). Donc par densité de C(2;C) dans Wol’z(Q), nous avons (Vu,Vo)2 =
(f,v)12. En prenant les conjugués, nous avons (v, f)12 = (Vou,Vu)r2, et de méme en
échangeant f et g, ce qui échange u et v. Donc

<G(g)7f>L2 = <U7f>]L2 = <V’L),VU>]L2 = <VU, VU>]L2 = <u7g>]L2 = <g7u>]L2 = <g7 G(f)>]L2 .

Montrons que G est positif, et méme strictement positif, c’est-a-dire que (G(f), f)12 > 0
pour tout élément non nul f de L?(£2). Comme vu ci-dessus, nous avons

(G, e = |V (G|

qui est positif, et qui est nul seulement si G(f) est nul, par 'inégalité de Poincaré 2.19.
Donc (G(f), f)12 est nul seulement si f est nulle par unicité, car si Papplication nulle est
une solution faible de I’équation de Poisson —Awu = f, alors f est nulle.

Montrons enfin que G est un opérateur compact, c’est-a-dire que 'image par G de toute
suite bornée de IL?(£2) admet une sous-suite convergente dans L2(£2). Remarquons que G
est d’image contenue dans Wol’z(Q) et que G est continue de L2(2) dans Wol’z(Q), car

IG(H)llwre = IG)IR: + V(G2 = 1G22 + (G(f), Fre
< (IGI> + IGIDIFIIF 2 -

Donc I'image par G de toute suite bornée de L%(Q) est une suite bornée dans VVO1 2(Q), et
le résultat découle du théoréme de Rellich-Kondrachov 2.20. U

Décomposition spectrale du laplacien.

Soient m € N — {0} et  un ouvert non vide de R™. L’opérateur laplacien A n’est pas
défini sur tout I'espace de Hilbert L.2(€2), mais a priori seulement de son sous-espace dense
C2°(92; C) dans lui-méme. Il est la premiére instance de ce qui est appelé un opérateur non
borné (voir par exemple [Bre, |), mais nous n’en développerons pas la théorie générale.
Nous allons montrer qu’il existe une base hilbertienne de IL?(Q2) formée de vecteurs propres
de 'opposé du laplacien, de valeurs propres associées positives qui convergent vers ’infini.
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Théoréme 2.24 Soient m € N— {0} et Q un ouvert borné non vide de R™. Il existe une
suite (A\;)ien de réels strictement positifs, croissante, qui converge vers oo, et une base
Rilbertienne (f;)ien de L2(Q) telle que pour tout i € N, lapplication f; soit une solution
C*® de l’équation —Af; = A\ fi.

Démonstration. Puisque opérateur de Green G : L*(Q) — L%(Q) est auto-adjoint,
strictement positif, compact (et L2(2) est séparable et de dimension infinie), il est diago-
nalisable en base hilbertienne, & valeurs propres strictement positives décroissantes tendant
vers 0 : il existe une suite (¢;);cn de réels strictement positifs, décroissante, convergente vers
0, et une base hilbertienne (f;);en de L2(2) telle que G(f;) = €;f; pour tout i € N. Posons
A = 5_11 Alors par définition de 'opérateur de Green, (f;);en est une base hilbertienne de
L*(Q) telle que f; soit une solution faible de I’équation —A f; = A; f;, pour tout ¢ € N.
Nous ne montrerons pas ici que les applications f; sont en fait C* (propriété dite
de régqularité elliptique, découlant d’un principe du maximum, voir par exemple [Bre]).
L’application f; est alors une vraie solution de I'équation —Af; = A f; . O

2.5 Introduction a I’analyse harmonique des sphéres

La référence de base pour cette partie est [Far, Chap. IX].

Dans toute cette partie, nous noterons n un élément de N tel que n > 1, (eg, €1, ..., €y)
la base canonique de R"*!, (29, 21,...,2,) les coordonnées dans la base canonique d'un
élément x de R"*1 (-).) et ||- || le produit scalaire usuel et la norme euclidienne usuelle sur
R"! et B,1 = {x € R*™ : ||z]| < 1} la boule unité fermée de I'espace euclidien R™ .
L’objet principal d’étude dans cette partie est

S, ={z e R™ ¢ |le| =1},

la sphére unité de I’espace euclidien R"*!. Nous noterons O(n + 1) le groupe orthogonal
de Tespace euclidien R"™!, c’est-a-dire le groupe des automorphismes linéaires de R"+!
préservant son produit scalaire :

VgeOm+1), Yo,y e R (gz,gy) = (2,y) .

Ce sont les applications linéaires de R™*! dans lui-méme dont les matrices dans la base
canonique sont inversibles, d’inverse égale & leur transposée. Bien stir, I'action linéaire de
O(n + 1) sur R™*! préserve la sphére S, :

VgeOn+1),VzeS,, gxe€s,.

L’action de O(n + 1) est transitive sur S,, et de méme celle du groupe des rotations de
Rn-{—l

SO(n+1)={g€O(n+1) : detg=1} :

pour tous les z,y € S,, il existe (au moins) une rotation envoyant z sur y. En effet,
Papplication fixant l'orthogonal du plan orienté de base (z,y) si x # £y, ou n’importe
quel plan orienté contenant x sinon, valant sur ce plan la rotation d’angle 6 € [0, 7] tel que
cos @ = (x,y) ou celle d’angle —6, convient.

En tant que fermé et borné de l’espace vectoriel réel Z(R™) muni de la norme d’opé-
rateur, le groupe O(n + 1) est un espace topologique compact. Pour tout h € O(n + 1),
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les applications g — hg et g+ gh™! de O(n + 1) dans lui-méme, appelées respectivement
la translation a gauche par h et la translation & droite par h, sont des homéomorphismes,
d’inverses les translations & gauche et a droite par A~

Le but de cette partie est d’étudier les propriétés spectrales d’'un opérateur de type
laplacien sur S,,.

Mesure de Lebesgue des sphéres.

Nous commencons par généraliser aux sphéres de dimensions supérieures la construction
de la mesure de Lebesgue sur le cercle (voir la partie 2.2). Rappelons qu'une mesure p sur
un espace mesurable (X, .o/) est invariante par une transformation mesurable g : X — X
Si gt = p, ol gy est la mesure image de p par g (définie par g.uu(A) = u(g~(A)) pour
toute partie mesurable A), ou, de maniére équivalente, si pour toute application mesurable

f: X — R, nous avons
/fogduz/ [dp
X X

(au sens que 'une de ces deux intégrales existe si et seulement si autre existe, et qu’elles
sont alors égales).

Proposition 2.25 [l ezxiste une et une seule mesure borélienne de probabilité o, sur S,
muvariante par toutes les rotations.

Démonstration. Montrons tout d’abord 'existence de o,,. Pour tout borélien A de S,
notons ¢(A) = {tx : t €]0,1],x € A} le cone épointé sur A de centre 0 dans B,,41, qui
est encore un borélien. Le cone commute avec les opérations booléennes sur les parties de

Bn+1 - {0} .
C(UAZ-) = (4, c(ﬂAi) = e(A), e(Sn—A) = (Basr — {0}) — c(A) .
el i€l i€l i€l

Si A\py1 est la mesure de Lebesgue de R et si Wn+1 = Ant1(Bpt1), alors par 'invariance
de An41 par les rotations, application o, : & — [0, +oc[, o A est la tribu (o-algébre)
borélienne de S,,, définie par A — o, (A4) = An+1(c(A)) convient.

Wn+1

Montrons maintenant 1'unicité de o,,, en commencant par une remarque préliminaire.
Le théoréme de Stone-Weierstrass 1.1 implique la densité de 'ensemble des combinaisons
linéaires d’applications y — el v) (ott z € R™1) dans 'espace des fonctions continues
de R™*! dans C pour la convergence uniforme sur les compacts. Puisque deux mesures
boréliennes positives sur R”*!, donnant méme intégrale a toute fonction continue a support
compact, coincident, il en découle qu’une mesure de probabilité z sur R™*! est uniquement
déterminée par sa fonction caractéristique

:xT— / '@ ) du(y) .
yeRn+1

Soient j et v deux mesures de probabilité sur R"*1, a support dans S,,, invariantes par
les rotations. Pour tous les g € SO(n + 1) et x € R**L nous avons

lga) = [ e duty) = [ duty) = )
yeRn+1

yeRn+1
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Donc les fonctions caractéristiques de p et de v sont invariantes par les rotations. Pour
tout » > 0, nous avons, en rappelant que ey est le premier vecteur de la base canonique de
R™*1 par 'invariance par les rotations de fi et la transitivité de I’action de SO(n + 1) sur
Sy, et puisque v est une mesure de probabilité de support S,,,

ftreo) = | i(reo) dv(z) = / i) o) = | tra) dva)

- / / @) duy) dv(z) .
((E, y)ERn+1 xRn+1

Puisque le dernier terme est symétrique en u et v par le théoréme de Fubini, nous en
déduisons donc que les fonctions caractéristiques ji et 7 coincident sur la demi-droite R eg,

donc sur R™*! par I'invariance par les rotations. D’oil u = v par la remarque préliminaire.
O

La mesure de probabilité o, sera appelée la mesure de Lebesque (normalisée) de S,,.
Dans la suite, nous noterons L2(S,) = L2(S,, o,; C). Avec la notation o de la partie 2.2,

nous avons oy = 5.

L’opérateur laplacien sphérique.

Rappelons que le laplacien (euclidien) est I'opérateur linéaire, agissant sur les fonctions
de classe C? d’un ouvert de R"*! 3 valeurs dans C, défini par

n 82

Pour tout k& € (N — {0}) U {oo}, une application f : S, — C est dite de classe C* si
I'application 2’ f R+ — {0} — C définie par z f(”;”—”) est de classe C*. Par exemple,

la restriction a S,, de toute application de classe C* définie sur un voisinage ouvert de S,,
est de classe C*, par le théoréme de dérivation des applications composées. Nous renvoyons
a un cours de géométrie différentielle (par exemple [Laf]) pour une définition intrinséque
de la propriété d’étre de classe CF sur S,,.
Le laplacien sphérique Ag est 'opérateur linéaire, agissant sur les applications de classe
C? de S,, dans C, défini par
Asf=(AF)g, - (33)

On définit de méme le laplacien sphérique agissant sur les applications de classe C? d’un
ouvert 2 de S,, a valeurs dans C, mais nous n’étudierons ci-dessous que le cas Q = §,,.

Nous donnons dans la fin de cette partie quelques propriétés du laplacien euclidien A.

L’opérateur laplacien A posséde des propriétés de symétries importantes. Il est claire-
ment invariant par permutation des coordonnées. Mais en fait, il admet beaucoup plus de
symétries, comme le montre le résultat suivant. Méme si cela n’apparaitra peut-étre pas
clairement dans la suite, ce sont ces propriétés de symétries qui vont nous permettre de
diagonaliser en base hilbertienne 'opérateur laplacien sphérique, de maniére explicite.

20. appelée l’extension radialement constante de f
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Proposition 2.26 Le laplacien euclidien A est invariant par O(n + 1) : pour tout ouvert
U de R" invariant par O(n + 1), pour tout f : U — C de classe C2, nous avons

VgeOmn+1), A(fog)=(Af)og.

11 découle de la proposition 2.26 que le laplacien sphérique Ag est aussi invariant par
O(n + 1) : pour toute application f : S, — C de classe C?, pour tout g € O(n + 1), nous

avons fog= fogetdonc As(fog)=(Asf)og.

Démonstration. Soient U un ouvert de R"*! invariant par O(n+1), f : U — C une appli-
cation C%, g € O(n +1) et x € U. Notons H,f = (agéaj;j (a:))0< - la matrice hessienne
i <i,j<n

de f en z, c'est-a-dire la matrice (symétrique) dans la base canonique de 'application
bilinéaire différentielle seconde d?f, de f en x. Par définition, nous avons

Af (x) =trace H,f .
Par la linéarité de ¢, nous avons, pour tous les v, w € R*+1,
d(f Og)m(v) = dfg(w)(g(v)) et dz(f Og)m(v7w) = d2fg(w)(g(v)vg(w)) :

Si G est la matrice de g dans la base canonique de R"!, nous avons donc H,(f o g) =
‘G H g(x)f G. Par les propriétés de la trace et puisque G~! = G, nous avons donc

trace H,(f o g) = trace (tG Hy f G) = trace (GtG Hg(m)f) = trace (Hg(m)f) .
Ceci montre le résultat. O

Une application f : R**1 — {0} — C est dite radiale si elle est invariante par O(n + 1)
(c’est-a-dire si f(gx) = f(z) pour tous les z € R**! — {0} et g € O(n+1)), ou, de maniére
équivalente, s'il existe une application F : 0, +oo[ — C telle que f(z) = F(||z]]). Une telle
application F' est unique, car nous avons alors F'(r) = f(reg) pour tout r > 0. De plus,
ceci montre que F est de classe C? si f lest. Par exemple, pour tout k € Z, I'application
x> ||z]|* est radiale.

Proposition 2.27 Soient f : R**1—{0} — C une application radiale C?, et F :]0, +o0o] —
C telle que f(z) = F(||z||). Alors pour tout x € R"*1 — {0}, nous avons

Af(x) = LE(||l=]) ,

oi LF(r) = €5 (r) +

e
o5

().
Démonstration. Notons r = ||z|| = />, z2. Pour 0 < i < n, nous avons

of _O(F(r) _ =i,
o= o = F0). (34)

et en dérivant une nouvelle fois,

82f x22 iz 1 ‘le /
oz =0+ (- ).

)
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Le résultat en découle, par sommation. O

Décomposition spectrale du laplacien sphérique.

Nous noterons i = (ig,i1,...,i,) les éléments de N+ (appelés multi-entiers), ainsi
que |i| =1i9+1i1+ -+ iy (appelé la longueur de 1) et il =il i1!...14,! (appelé factorielle
de i). Pour tout = (29, 1,...,2,) € R posons

zt= méoa:’f Ll

Notons & l'algébre complexe des applications polynomiales de R**! dans C, et, pour
tout m € N,

L@m:{xER"Hl—) Z aixi:aie(C}
1ENFL:[i[=m

son sous-espace vectoriel complexe des applications polynomiales homogénes de degré m.
Les applications = + % pour i € N**! sont appelées les applications monomiales, et
forment une base de 'espace vectoriel complexe &2. Remarquons que & = @, .y Pm et
que sip € P, et q € Py, alors pqg € P,y (algébre &, munie de la suite de sous-espaces
vectoriels (P, )men, est ainsi une algébre graduée). Nous noterons 0, la dimension de
I’espace vectoriel complexe &2,

Remarquons que l'opérateur laplacien A est un opérateur linéaire de & dans &2, qui
envoie &, dans &, o (avec la convention que ¥_; = Z_5 = {0}). Notons 7, le
noyau de A|g, , c’est-a-dire le sous-espace vectoriel complexe de &, des applications
polynomiales harmoniques :

m=1{p€ P, : Ap=20},

et Y, Vespace vectoriel des restrictions des éléments de 47, a la sphére S,,. Remarquons
que l'application de restriction de J7, dans /7, (qui a p € J, associe pjs, € Hy)
est un isomorphisme linéaire, car une application polynomiale P, homogéne de degré m,
qui est nulle sur la sphere unité, est nulle, par la formule p(z) = ||z||™p( Tz | . Les espaces
vectoriels complexes 7, et %, sont donc de méme dimension, notée ci Les espaces
Aoy, et Ay, sont stables par la conjugaison complexe (et donc par passage aux parties
réelle et imaginaire). Les éléments de 72, s’appellent les harmoniques sphériques de degré
m.

Nous notons [t] = sup{n € Z : n < t} la partie enti¢re (inférieure, aussi notée |t|) d'un

élément t € R et @ Papplication polynomiale (xg, ..., z,) — x% + -+ + 22, qui appartient
a Ps.
Proposition 2.28 (1) Pour toute application polynomiale p homogéne de degré m, il existe
des applications polynomiales harmoniques hy € A5, o, pour 0 < k <[] telles que
(5]
p=> Qhy .
k=0

(2) Pour tout m € N, les espaces vectoriels complexes Py, Hq, et HSy, sont de
dimension finie :

5m:dim(cgzm:(m+"),

n
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—2)!
(n—1)!'m!
Démonstration. Définissons un produit scalaire hermitien ((,-)) sur 'espace vectoriel
complexe & par
()= > i'pia,

QENTL+1

O P:T =D i cyni Pi zletq:x Y ienntt i x! (ces sommes n’ont qu'un nombre fini de
termes non nuls). Montrons que I’adjoint pour ce produit scalaire de I'opérateur linéaire
A P — P est Vopérateur Qx de multiplication par @ : x +—> a:% +a2 442k

Vp,ge 2, ((Ap,q) = {{p,Qq)) - (35)

En itérant et par sommation, il suffit de vérifier que ’adjoint de 'opérateur 5%1@ est 'opé-

rateur de multiplication par x; pour 0 < k < n, c’est-a-dire pour tous les p,q € &, nous
avons <<68_£c’ q)) = ((p, xq)). Par linéarité, il suffit de vérifier cette derniére formule lorsque

p est une application monomiale quelconque z +— 2%, ol i = (i, i1, .. . ,in).
Si i, = 0, alors <(g—£,q>> = 0 et ((z%, 21q)) = 0, donc la formule d’adjonction (35)
est vérifiée. Sinon, posons i’ = (ig,...,ik_1,%% — 1,%k4+1,---,%,). Comme ng: =i, ¥ et

(2kq); = qir , le résultat en découle par la définition du produit scalaire :

(1) Montrons que Z,, = H;, ® QPm—2 si m > 2. Les applications polynomiales de
degré 0 ou 1 étant harmoniques, 'assertion (1) en découle par récurrence. Ceci montre
aussi que si m > 2, alors dim¢ 4%, = dim¢ &, — dim¢ &,,,_s, c’est-a-dire, en posant
d,, = dim¢ J7;, et 6, = dimc P,

\V/mZZ, dm:(Sm_ m—2 -

11 suffit de montrer que l'orthogonal dans &2, (pour la restriction du produit scalaire
((-,-)) & P du sous-espace vectoriel Q. Z,_o est le sous-espace vectoriel .77,. Ceci découle
du fait que le noyau de A : £, — P, est I'orthogonal de l'image de son adjoint
QX : P9 — Pp,. En effet, soit p € Z,,. Alors par la formule d’adjonction (35), nous
avons ((p,Qq)) = 0 pour tout ¢ € Z,,_o si et seulement si ((Ap,q)) = 0 pour tout
q € P2, ce qui équivaut & Ap = 0, car I'opérateur laplacien envoie &, dans &, _».
Ceci montre le résultat.

(2) Comme l'application de restriction induit un isomorphisme linéaire de .7, dans
HS y,, nous avons dimg 7%, = dimge F2Y,,. Par I'expression ci-dessus de d,, si m > 2, et
le fait que 4 = Py et 4 = £?; sont de dimension 1 et n + 1 respectivement, il suffit de
calculer la valeur de d,,. Or §,, est le nombre de (n+ 1)-uplets i = (ig, 41 ... ,i,) dans N**1

tels que |i| =ig + i1 + -+ + i, = m, qui vaut le nombre d’arrangements ( :L_ >, car

le choix de n éléments (les points entourés d’un cercle ci-dessous) d’une suite ordonnée de
n + m éléments détermine n + 1 intervalles ordonnés dont la somme des longueurs est m.
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Le résultat suivant implique que l'opérateur laplacien sphérique Ag, qui est défini
sur le sous-espace dense de L2(S,,) formé des applications C*, est diagonalisable en base
hilbertienne de L2(S,,).

Théoréme 2.29 L’espace de Hilbert complexe 1L2(S,) est somme hilbertienne des sous-
espaces vectoriels de dimension finie 25, pour m € N, et tout élément de F7,, est un
vecteur propre de l'opposé du laplacien sphérique —Ag associé a la valeur propre m(m +
n—1):

VfeASn, —ADAsf=mm+n-1)Ff.

Remarquons que lorsque m varie dans N, ces valeurs propres sont deux a deux distinctes,
et de multiplicités finies, la multiplicité de m(m + n — 1) étant

(m+n—2)!

dm = (2m+n—1) (n—1)Im!

par la proposition 2.28 (2).

Démonstration. (1) Montrons tout d’abord I'orthogonalité de £, et H#7 si m # L.
Rappelons la formule de Green. Si f est une application C? d’un voisinage ouvert de
B,+1 & valeurs dans C, nous noterons, pour tout x € S,

af

(@) = df.(a)

la dérivée radiale de f en x. Notons w41 la mesure de B, 1 pour la mesure de Lebesgue
Ay de R™1 La formule de Green dit que si u et v sont deux applications C2 d’un
voisinage ouvert de B,, ;1 & valeurs dans C, alors

ov ou

/}Bn+1 (uAv - vAu) dApi1 = Wit /Sn (ua - vg) do,, .

Rappelons la formule d’Euler?' : si f : R*! — C est une application polynomiale
homogéne de degré m, alors, pour tout € R"*!, nous avons

dfz(x) =m f(x) .

21. Par linéarité, il suffit de la montrer lorque f est une application monomiale (zo, ..., zn) — :cf)“ S

auquel cas le résultat est immédiat par la formule df.(z) = > 7, mi%. Pour une autre méthode, dériver

en t = 1 Péquation f(tx) = t™f(z), vérifice pour tous les ¢t € [0, +oo[ et x € R™™* si f est homogéne de
degré m.
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Pour tous les p € 777, et ¢ € J%, nous avons donc

= _ o Ta _0 0q
(=0 (g5, = [ mpa-pTa)do,= [ (250 —p3T) do,
1
- / (@Ap—p A7) dhny1 =0,
wn+1 Bn+1

ce qui montre le résultat.

(2) Montrons que le sous-espace vectoriel @,,en £, est dense dans L2(S,), ce qui,
avec l'assertion (1), montre que L2(S,) est somme hilbertienne des %, pour m € N.
Par densité pour la norme L2 des applications continues dans L2(S,,), et puisque la conver-
gence uniforme d’applications continues implique leur convergence L2 par finitude de la
mesure, il suffit de démontrer que @®,,enIES, est dense dans €'(S,;C) pour la norme
uniforme. Les fonctions coordonnées appartiennent a4 &2, donc I’ensemble des restrictions
a S, des éléments de & est une sous-algébre séparante de €(S,;C). Par le théoréme
de Stone-Weierstrass 1.1, cet ensemble est donc dense pour la norme uniforme. Comme
toute application polynomiale est somme d’applications polynomiales homogénes, il suf-
fit de montrer que toute application polynomiale homogéne coincide, en restriction a S,,,
avec une somme d’applications polynomiales homogénes harmoniques. Ceci découle de la
proposition 2.28 (1), car 'application polynomiale @ vaut 1 sur S,,.

(3) Montrons que tout élément de 2, est un vecteur propre de —Ag associé a la
valeur propre m(m +n — 1).

Rappelons la formule de Leibniz®? qui dit que si U est un ouvert de R+ et si u, v :
U — C sont deux applications C?, alors

ou Ov
Aluv) = Auv+2zaxlaxl u(Av) .

Soit f un élément de £, restriction de p € ,. En particulier, pour tout € R"+!
non nul, en notant r = ||z|[, nous avons, avec la notation f utilisée pour définir I'opérateur
laplacien sphérique (voir la formule (33)),

L’application u : x — T,Lm est radiale. Par 1’équation (34) et la formule d’Euler, nous avons
donc

ou Op " mux; ap m dp m m?
Z Ox; Or; ; 2 9, pmt2 ;xza—xl T pmt? dp () = 2 p(@) -

Par la proposition 2.27, nous avons

m(m+1)  mn  m(m+1—n)
2 pmA2 Fmt2

Au =

22. Anciennement francisé en Leibnitz, & Pattention des personnes agées, dont I'auteur, qui 'ont appris
avec cet orthographe dans leur lointaine jeunesse.
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Par la formule de Leibniz, et puisque p est harmonique, nous avons donc

—A f=—-Aup) = (—m(m+1—-n)+ 2m2)rm+2 D.

Donc —Agf =m(m+n—1)f. O

Le but de la partie suivante est de donner une description explicite des harmoniques
sphériques, c’est-a-dire des éléments de J£%,, pour tout m, ou encore des vecteurs propres
de —Ag pour la valeur propre m(m + n — 1).

Introduction aux polynémes sphériques.

Notons K le stabilisateur dans O(n + 1) du dernier vecteur e,, de la base canonique de

R+ .
K:{(Sl V) s aeom}

Notons que K est un sous-groupe fermé de O(n + 1), donc un sous-groupe compact de
o A0 . .
GL;+1(R). L’application A — < 0 1 > est un isomorphisme de groupes et un homéo-

morphisme de O(n) dans K.

Pour tout sous-groupe compact G de GL,1(R), pour toute mesure (borélienne) de
probabilité v sur G, nous dirons que v est invariante par translations & gauche par G si
pour tout g € G, pour toute application continue f : G — C, nous avons

f(gh) dv(h) = f(h) dv(h) .
heG heG
Nous dirons que v est invariante par translations & droite par G si pour tout g € G, pour
toute application continue f: G — C, nous avons

f(hg) dv(h) = f(h) dv(h).
hed hedG

De maniére équivalente, en notant L, : G — G l'application h — gh et R, : G — G
Papplication h +— hg pour tout g € G, la loi v est invariante a gauche (respectivement
a droite) par G si et seulement si pour tout g € G, la loi image (Lg).v (respectivement
(Rg)+v) est égale a v.

Le résultat ci-dessous est un cas particulier de ’existence et de 'unicité, sur tout sous-
groupe compact G de GL;4+1(R), d’'une mesure borélienne de probabilité invariante par
translations a droite et & gauche (voir par exemple [Coh, §9]), appelée mesure de Haar de

G.

Proposition 2.30 Pour tout n € N, il existe une et une seule mesure borélienne de pro-
babilité i, sur O(n) invariante par translations a gauche.

De plus, u, est invariante par translations a droite, mais nous ne nous servirons pas de
ce fait.

Démonstration. Puisque O(1) = {£1}, notons g la mesure d’équiprobabilité sur O(1),
qui est bien invariante par translations & gauche.
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Par récurrence, supposons p, construite, et notons pg la mesure sur K image de u,
par A — ( A
0 1
f:0(n+1) = R (qui est uniformément continue car O(n + 1) est compact), I’application
de O(n+1) dans C définie par g — [} f(gk) dug (k) est continue. [En effet, en munissant
O(n+1) de la restriction de la distance de .#,+1(R) définie par la norme d’opérateur, pour
tout € > 0, soit n > 0 tel que pour tous les x,y € Sy, si ||z —y| <, alors | f(z) — f(y)] < e.
Alors pour tous les g, € O(n + 1) tels que ||g — ¢'|| < n, pour tout k& € K, nous avons
lgk — d'k| < llg—d'|l |kl = llg — ¢'|| < n, donc, puisque puk est une mesure de probabilité,

), qui est une mesure de probabilité. Pour toute application continue

‘/Kf(gk) dﬂK(’ﬁ)—/Kf(g’k) dur (k)| <e.]

Puisque p,, et donc pg, est invariante par translations a gauche, cette application passe au
quotient pour donner une application continue f définie sur I'espace topologique quotient
O(n+1)/K dans R, qui est constante égale a 1 si f est.

Rappelons que lapplication g — ge, de O(n+1) dans S,,, qui est continue et surjective,
induit par passage au quotient une bijection continue de O(n+ 1)/K dans S,. Par compa-
cité, cette application est un homéomorphisme, équivariant pour les actions de O(n + 1),
par laquelle nous identifions ces deux espaces. L’application f +— fxeSn f(z) don(x) est
une forme linéaire positive sur ¢ (O(n + 1); R). Par le théoréme de représentation de Riesz
1.6, elle définit donc une mesure (borélienne, positive) fi,+1 sur O(n + 1), telle que, pour
tout f € €(O(n+1);R),

/ f dpinar = / 7(x) don(z) .
O(n+1) z€S,

Il est immédiat de voir que 41 est une mesure de probabilité invariante par translations
& gauche, ce qui conclut la récurrence.

Pour montrer I'unicité, soient p, et p! deux mesures de probabilité invariantes par
translations a gauche sur O(n). Posons p) = Z(u, + 1,), qui est aussi une mesure de
probabilité invariante par translations a gauche sur O(n). Pour toute application continue
f:0(n) — R, nous avons, en utilisant respectivement

e le fait que p! est une mesure de probabilité,

I'invariance par translations a gauche de p, en remplacant x par y 'z,
le théoréme de Fubini,
I'invariance par translations a gauche de p!/ en remplagant y par zy,
le fait que p, est une mesure de probabilité,
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/ ©) djin(2) dp(y)
€0(n xEO(n

/ Fly) dpn () did’ (y)
€0(n) JzeO(n)

(y 133 ) dpin(y) dpn ()

/ £(@) dun(z) =
z€0(n)

I
—e—

z€0(n) /yGO(n

i (y) dpin ()

Il
S

z€0(n) GO(n

Y
Fly™) dpn(y) -

I
e

€0(n)

Puisque le dernier terme reste inchangé aprés la permutation de pu, et de u,, nous avons
fxEO(n) f(x) dup(z) = fxEO(n) f(z) du),(x) pour toute application continue f: O(n) — R.
Donc p,, = pl,, ce qui montre le résultat. O

A 0 )
0 1

qui est I'unique mesure (borélienne) de probabilité sur K invariante par translations a
gauche : pour tous les k¥’ € K et f € €(K;C),

Dans la suite, nous notons px la mesure image de u, par application A — <

fK'E) dux (k) = f(k) dpg (k) -
kK ek

Remarque. On peut montrer que px est aussi invariante par translations a droite.

Une application p : R"*! — C (ainsi que sa restriction & S,) est dite invariante par un
sous-groupe G de O(n+1) si po g = p pour tout g € G. Un ensemble E d’applications de
R (ou de S,,) dans C est dit invariant par G si po g € E pour tous les g € Get p € E.

Exemples. (1) Une application f : R"*! — C est invariante par K si et seulement si
f(x) ne dépend que de la derniére coordonnée de x, pour tout x € R*™! (car K contient
toutes les rotations d’axe Rey,).

(2) Sip € Py, alors p est invariant par O(n + 1) si et seulement si sa restriction a S,
I’est.

(3) Le lemme suivant détermine les polynomes invariants par tout le groupe orthogonal.

Lemme 2.31 Soit g : R — C une application polynomiale en n > 1 wvariables réelles,
invariante par le groupe orthogonal O(n). Alors il existe £ € N et av,...,ap € C tels que

V4
(o, 1, 1) = > g (@p+at e+ )
§=0

Démonstration. L’application f : R — C définie par ¢ — ¢(ty) est polynomiale (en
une variable réelle) et ne dépend pas de y € S,_1, par I'hypothése et la transitivité de
laction de O(n) sur S,,—1. En particulier (en remplacant y par —y), 'application f est
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paire. Elle s’écrit donc f : t — Z?:o a; t2 ot £ € N et ag,...,ay € C. Pour tout

x = (xg,x1,...,Tn—1) € R™, nous avons donc
l
o i
q(x) = f(ll=|) = Z aj (@ +af+--+an_y) . O
7=0

Considérons les applications de R**! dans C définies par

Gm T = (T0,...,Tn) — (Ty +ixg)™

D 1 T qm(k‘_lx) dug (k) .
keK

L’application p,, est appelée le m-éme polyndéme sphérique. Nous donnerons dans la dé-
monstration du théoréme 2.32 ci-dessous une autre expression de p;,. Notons I, : R — C
I’application définie par

IL, : t — pm(tey) .

Rappelons 'expression de la célébre fonction Gamma, définie sur |0, +oo[ par
—+00
F:3|—>/ 5" le t dt .
0

Elle vérifie I'(1) = 1 et par intégration par partie I'(s + 1) = sI'(s) pour tout s € ]0, +o0|
(donc en particulier I'(n + 1) = n! pour tout n € N — {0}).

Théoréme 2.32 (1) L’application p,, est une application polynomiale en n + 1 variables
réelles, homogéne de degré m, invariante par K, harmonique telle que pm(en) = 1. En
particulier, I1,,, est une application polynomiale (en une variable réelle) et p,(z) = I, (zy).

(2) L’ensemble 77,5 des éléments de A7, invariants par K est la droite vectorielle

compleze engendrée par la restriction pms, de pm 4 Sp

(feAF :VhEK, fok=[}=Cpug, -

(3) Tout sous-espace vectoriel de 7, invariant par O(n + 1) est égal a {0} ou a
TS 1.

(4) Tout élément de H,, est de la forme E§:1 Aj (Pm © gj)s,, ot £ €N, \j € C et
gj € O(n+1).

(5) (Formule de Rodriguez) Pour tout t € |—1, 1], nous avons

(-1)"T(2) L
2nT(% +m) (1 —¢2)z~1 dt™m

1L, (t) = (1—t3)3714m)

I1 découle en particulier de assertion (1) que I, détermine p,, et réciproquement.
Si n est pair, la formule de Rodriguez est vraie pour tout t € R — {—1,1} (avec
prolongement par continuité en ¢t = +1).
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Démonstration. (1) L’application g, est polynomiale, homogéne de degré m, harmonique

m

car 8672%(3;” +iz0)™ = m(m — 1)(z, + iz)™ 2 = —59—;2)@” + iz9)™ si m > 2, et vérifie

¢m(en) = 1. Par intégration, puisque z + ¢, (k~'x) est une application polynomiale
homogéne de degré m en x, dont les coefficients dépendent de maniére continue de k,
Papplication p,, est donc polynomiale et homogéne de degré m. Elle vérifie p,,(e,) = 1
car K fixe e, et ug est une mesure de probabilité. Elle est invariante par K (c’est-a-dire
que pn(k'z) = pm(z) pour tous les z € R" ! et k' € K), par la construction de p,,
et 'invariance par translations a gauche de pg. Par définition de K (voir I'exemple (1)
ci-dessus), ceci implique que p,,(z) ne dépend que de la derniére coordonnée de x. Donc
si x = (zo,...,%n), DOUS avons pp,(z) = pm(znen) = I, (x,). Par la proposition 2.26,
'application ¢, ok~! est harmonique pour tout & € K. Donc par intégration, I'application
P €st harmonique.

(2) Soit f € A, | restriction a S, d’une application polynomiale p harmonique
homogéne de degré m invariante par K ; montrons que f est un multiple scalaire de Pms,,-
En développant suivant les puissances de x,,, écrivons

m
p= § aj(xo, o1, ..., Tp_1) ]
j=0

oll a; est une application polynomiale en n variables réelles, homogéne de degré m —
j. Pour tout A € O(n), pour tout z = (zg,z1,...,2,—1) € R™ et pour tout z, € R,
nous avons p(Az,x,) = p(x,z,) puisque p est invariant par K. Puisque deux applications
polynomiales en une variable réelle x,, sont égales si et seulement si leurs coefficients sont
égaux, nous en déduisons que I'application a; est invariante par O(n) pour 0 < j < m.
Par le lemme 2.31 et puisque a; est homogeéne de degré m — j, nous avons donc a; = 0
si m — j est impair et pour tout entier &k tel que 0 < k < [ ], il existe ap € C tel que
Am—2k(T0, - - - Tp1) = ap(zd + 22 + -+ 22_))*. Donc, pour tout = = (xo,...,7,) € Sy,
puisque 2 + - -+ 4+ 22_; = 1 — 22, nous avons

F@) =pla) = 3 ap(1 — a2)a

Pour tout ¢ € N, notons f; : S,, — C l'application définie par = — z,*, qui est la restriction
a S, d'une application polynomiale homogéne de degré ¢. La restriction f de p & S,, est
donc une combinaison linéaire de fo, f1,..., fm. Par la proposition 2.28 (1), nous avons
fe € @gzoc%”jﬁj. Puisque f € 727, et par 'orthogonalité des JZ%; pour le produit scalaire
de IL2(S,), nous avons donc que f est un multiple de la projection orthogonale ¢y, de fn,
sur J€Y,,. En particulier, 5%, est contenu dans la droite vectorielle C ¢,,. Puisque
Pms,, est un élément non nul de HS K par Dassertion (1), il engendre donc cette droite,

et K =C Pms,» ce qui montre le résultat.

(3) Par la proposition 2.26, la précomposition d’une application harmonique p : R**1 —
C par un élément g de O(n + 1) est encore harmonique : A(po g) = (Ap) o g = 0. Comme
pog € Py, sip € Py, ceci montre que Y, est invariant par O(n + 1). Le sous-espace
nul est trivialement invariant par O(n + 1).

Réciproquement, soit F un sous-espace vectoriel non nul de J£%,, invariant par le
groupe O(n + 1), montrons que E = £%,,. Notons E+ l'orthogonal de E dans J£%,,
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pour le produit scalaire de L2(S,,), qui est aussi invariant par O(n + 1), puisque O(n + 1)
préserve le produit scalaire de L2(S,,) (par invariance de la mesure de Lebesgue o, de S,,).

Soient f un élément non nul de E et o € S, tels que f(zp) # 0. Soit g € O(n+ 1) tel
que xg = gey,. Alors f{ = fog € E et fi(e,) # 0. Notons fs : S,, — C I'application définie
par

xr—>/Kf1(k:_1:E) dur (k) .

Puisque K fixe e,, nous avons fa(e,) = fi(e,) # 0. Comme vu précédemment, ’application
fo est invariante par K, et est la restriction a S,, d’'une application polynomiale harmonique
homogeéne de degré m. Donc fo appartient a 7, . Montrons que f, appartient a E. Il
suffit de montrer que fy est orthogonal & tout élément h € EL. Or, par le théoréme de
Fubini et par invariance de la mesure de Lebesgue, nous avons

(for )z = /fz V(@) do / [ 1710 B dor @) ()
/ (froho B)pe dyugc() =

Puisque fo est non nul, ceci montre que E contient la droite vectorielle 727, K.

Si E+ est non nul, le méme raisonnement que ci-dessus montre que E-+ contient aussi
la droite vectorielle #,%, ce qui contredit le fait que £ N E+ = {0}. Donc E+ = {0} et
le résultat en découle.

(4) L'espace vectoriel engendré par les (pm o g)s, pour g € O(n + 1) est non nul (car
Pm 7 0), invariant par O(n + 1) et contenu dans %, donc égal a S, par 1'assertion
(3). Le résultat en découle.

(5) Commengons par le lemme suivant donnant ’expression de la mesure de Lebesgue
d’une sphére en coordonnées sphériques par rapport a ses pdles.

Lemme 2.33 Pour tout n > 1, Uapplication de S,,—1x |0, 7[ dans S,, — {£e,} définie par
(u,0) — x =cosf e, +sinf u

est un homéomorphisme, et, en notant w, = Vol(B,) la mesure de Lebesgue de la boule

unité de R™ et 5, = (nfl)%, nous avons

dop(z) = Bnsin 1 0 dop—1(u)df .

Cn
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Démonstration. La mesure de Lebesgue \,,; de R™*! s’exprime facilement en fonction
de la mesure de Lebesgue A,, de R™ :

i1 = d), day, .

Pour tout = = (zq,...,z,) € R""! — Re,, posons r = ||z|| > 0, notons 6 € 0, [ I'angle
entre e, et x, et posons s = || — x,e,||, de sorte que

T, =r1cosf et s=rsinf .
En particulier, puisque dx,, = cos8 dr — rsinf df et ds = sin 6 dr + r cos 6 df, nous avons

ds dz, = r db dr .

En posant «, = nw,, par la construction de la mesure de Lebesgue des sphéres, nous
avons
d\, = aps" L do,_1 ds et dhyi1 = ang1s” doy, dr .

Donc
Oni18™ doy, dr = dAps1 = dN\, dzy = ans" ' do,_; ds dx,
= a,sin" 10" r do,_1 dO dr .
Le résultat en découle. O

Maintenant, considérons le produit scalaire sur C[X] défini par

1 N/ N n
(P,Q) = Bn /_1 Pt)Q(t) (1 —t3)Z " dt.

Remarquons que, en posant ¢ = cos#, puisque o,_1 est une mesure de probabilité, et par
le lemme précédent,

(P,Q) = Bn /7r P(cos6) Q(cosf) sin" 16 do
0
= B, /W/ P(cosf) Q(cosf) sin" 1 0 doy,_1(u) df
0 UES, 1

_ / P(2n) Q) do(x) .
TES,

1 dar
(1_ﬂ)%*1 dt™

m. Nous avons vu dans l'assertion (2) que I, est 'unique polynéme de degré au plus m
tel que IT,,(1) = 1 et tel que Papplication x + Il,,(z,,) soit orthogonale dans L%(S,, o)
aux applications z + z,* pour 0 < £ < m. Or, en écrivant (1 —¢2) = (1 —t)(1 + 1) et en
appliquant la régle de Leibniz, on obtient, puisque les termes sont nuls sauf celui obtenu
en dérivant systématiquement 1 — ¢,

Posons R,, = <(1 — tz)%_“’m), qui est un polynéome de degré au plus

L'(5+m) .

Rn(1) = (172G ~ L m)(G ~ Ltm =1 (5~ 141 = (-)"2" s

2 2 2
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De plus, on vérifie par m — 1 intégrations par parties que (R,,,t/) = 0si 0 < j < m.

Puisque 7, est de dimension 1 par lassertion (2), nous avons II,, = Ri?l)’ ce qui

montre I'assertion (5) et conclut la démonstration du théoréme 2.32. O

Remarques. (1) Considérons la suite (f;);en, ou f; est la restriction & S,, de I'application
z + a3, pour j € N. Notons (¢;)jen la suite d’applications de S,, dans C obtenue en
appliquant le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt & la suite (fj)jen pour le

produit scalaire de L2(S,, 0,,) : ¢o = fo,

(25]' € fj + VeCt(f(), fl, L ,fj_l)

et (djr, @j)12(s,,00) = 0510 < j < j'. Alors la démonstration de I’assertion (2) du théoréme
2.32 montre que le m-éme polyndéme sphérique p,, est 'unique multiple de ¢,, tel que
pm(en) = 1. Cette remarque permet de calculer facilement les polyndmes sphériques.

(2) Par la démonstration de l'assertion (5) du théoréme 2.32, la suite (IL,,)men dans
C[X] est I'unique suite obtenue par le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt a
partir de la base canonique (2™ ),en de C[X] pour le produit scalaire

1 7 . % n

P.Q)= [ POQD (- ar,
-1

vérifiant la condition de normalisation IL,,(1) = 1. La suite (II,,)men est un exemple de

polynomes orthogonauz, voir par exemple [Sze, ST].

(3) Soit G un sous-groupe fermé de GLy (R). Une représentation (linéaire de dimension
finie) p de G est un morphisme de groupes continu p de G dans GL(V') out V est un espace
vectoriel réel de dimension finie. Un sous-espace vectoriel E de V' est dit invariant par p
(ou par G quand p est sous-entendue) si p(g)(E) C E pour tout g € G. Le sous-espace fixe
de V par p (ou par G quand p est sous-entendue) est le sous-espace vectoriel des éléments
x de V tels que p(g)(x) = x pour tout g € G. Une représentation linéaire de G dans V' est
dite irréductible si les seuls sous-espaces vectoriels de V' invariants par p sont {0} et V.

L’assertion (3) du théoréme 2.32 dit que la représentation linéaire de O(n+1) sur 2,
est irréductible.

Nous renvoyons par exemple a [Far, Chap. IX] pour de nombreuses autres propriétés
des harmoniques sphériques, et d’autres polynémes orthogonaux.
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2.6 Correction des exercices

Correction de ’exercice E.25. (1) L’application @), comme rapport de deux applica-
tions continues dont le dénominateur ne s’annule pas, est continue. Elle est strictement
positive, car Imz > 0 si z € H.

Fixons z = x + iy ot x € R et y > 0. Alors, en faisant successivement les changements
de variables s =t — z, s = yt et t = tan 6, nous avons

+o0 y +oo y +oo 1
2(t) dt = ——— dt = ———— ds = dt
tERQ () /—oo (t—$)2+y2 /—oo 32+y2 i /—oo t2+1

w/2
= / do = .
—7/2

Pour tout (z,t) € H x R, nous avons

2%

Im<1+tz) 1<1+tz_1+t§):(1+t2)(z—§)

t—z2/) 20\t—z t-z 2t — 22

ce qui montre la seconde formule, et ’harmonicité de z — @, (), comme partie imaginaire
d’une application holomorphe.

Montrons la propriété de convergence radiale. Soit
ty € R. Nous avons

Im(z —tp)  sinarg(z — to)

Q:(to) = = :
Z( ) ’Z—toP ‘Z—to’ z

o
Donc si arg(z —t9) € [e,m — €] pour € € |0, 7[ fixé, alors €4 be
Q.(ty) > |§’th‘ tend vers +oo quand z tend vers t. to

Or arg(z — tog) € [e,m — € si et seulement si Im 2z >
(sine€)| Re(z —tp)| (voir dessin ci-contre), ce qui montre le
résultat.

Pour tous les € > 0, § > 0, tg,t € R tels que |t — tg| > 0, si z est suffisamment proche

de tp, nous avons Im(z) < % et [t —Rez| > $. Donc

Im z < Im 2 < 6%¢/4
(t—Rez2)?+ (Imz)2 ~— (t—Rez)? — 062/4

0<Q.(t) = <e.
Ceci montre que Q,(t) converge vers 0, uniformément pour ¢ dans le complémentaire de
tout voisinage de g, quand z tend vers tg.

Pour tout compact K de R, soit A > 0 tel que K C [—A, A]. Alors pour tout € > 0,
pour tout t € K, et pour tout z € H tel que |z| > A+ %, nous avons

Im(z —t) 1 1
= < <e€.
CO=TOp SEoaSH=a=°

Donc Q,(t) tend vers 0 quand |z| — 400, uniformément pour ¢ € K.

(2) Comme Q. est continue et Q. (t) < =, I'application t — Q. (t)f(t) est intégrable,

— Imz>
et P f est bien définie. Si f est & valeurs réelles, alors pour tout z € H, nous avons

PHf(z):llm(/t Ltz ft) dt>:1m(/t gl—(t)dt>—|—1m(z/t gz—wdt),

T er t—2 1412 Rt — 2 crt—2
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ofl nous avons noté g et gs les applications dans L'(R, \; C) définies par g1(t) = %{T(tt)g

et gao(t) = %ﬁ(g Donc Ppu est harmonique, comme somme de parties imaginaires d’ap-
plications holomorphes (ceci par la proposition B.1). Si f est a valeurs complexes, alors
en écrivant f = f1 +ifs ou f1 et fo sont & valeurs réelles, et intégrables pour la mesure
de Lebesgue, 'application Py f est aussi harmonique. Comme 'application @) est a valeurs

positives, les autres affirmations en découlent.

(3) Par la question (1), la famille (Q,).cm d’applications continues de R dans R vérifie
les propriétés suivantes des familles régularisantes :

Q. >0,

hd HQZ”]Ll =1,

e pour fout 5 > 0 fixé, Q,(t) converge vers 0, uniformément ent € {t e R : [t —to| >
0}, quand z tend vers tg.

Par continuité en tg de f, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que, pour tout ¢t € R tel
que |t —to| < J, nous ayons |f(t) — f(to)| < e. Pour tout z suffisamment proche de tg, nous
avons |z — to| < 0/2.

Pour t € R fixé tel que |t — to| > d, I'application z — Q,(t)|f(t) — f(to)| tend vers 0
quand z tend vers tg. Cette application est de plus majorée par

Im(z — tg)
[(z = to) — (t = to)

Remarquons que I'application ¢ + 6(%?%%;02))‘)/ 2 est intégrable sur {teR : |t—to| > I}.

S(f@ + 1 (t0)))/2

QO] +11 (o)) = ()= 3727

lg(lf(t)l +1f(to)]) <

Par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, pour tout z suffisamment proche de
to, nous avons donc f\t—to\>5 Q)| f(t) — f(to)] % <'e. Alors

|Paf(2) — f(to)] = ‘/ER f(t0))Q=(t) % < /tER 1F(t) = f(to)| Q- (t) %
</ CICHORS(O) -
dt
w (s o s@) [ e T,

ce qui montre le premier résultat de l'assertion (3). Comme une application est continue
si et seulement si elle est continue en tout point et puisqu’une suite qui n’a qu’une valeur
d’adhérence converge vers celle-ci, la seconde affirmation en découle.

Pour montrer la derniére assertion, puisque f est nulle & 'infini, il suffit de montrer que
Py f(z) tend vers 0 quand |z| tend vers +o00. Pour tout € > 0, soit A > 0 tel que |f(t)| <e
si [t| > A. Alors

Paf) < [ Q015 r—</| Q.(t)If(t \—+/ Q-0 1) &

Cette derniére intégrale est majorée par Eflt\>A Q.(t) %

tend vers 0 quand |z| tend vers 0, car I'application continue f est bornée sur l'intervalle
compact [—A, A], et puisque @,(t) tend vers 0 quand |z|] — +o0, uniformément pour
€ [—A, A], par la question (1).

< e. L’avant-derniére intégrale
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(4) Comme Imz > —1 et Im zp > 0, nous avons (z +)(zo + ) # 0, et donc h est C™
comme composée d’applications de classe C*°. Elle est clairement nulle en zy. Si z = x +1iy
et zop = xp + 1Yo ot x, 29 € R, yo > 0 et y > 0, nous avons

zZ— 20 1
e e CE i L ( )
(z+1)(z0 + 1) 2+i z+i
‘_ 1 + 1
z+il 2R+ (1+y)?2 224 (1+y)?

<5

20+ 1 ‘ ’

car les dénominateurs sont supérieurs ou égaux a 1, donc h < 22 = 4 sur H. Enfin,
'application g de C dans R définie par z + (Im2)? est C*°, de laplacien constant égal
a 2. L’application f de H dans C définie par z — % est holomorphe, de dérivée
fl(z) = (Z+) Pu1sque h = go f et par la formule A(go f) = (Ag) o f |f'|?, nous avons
donc Ah(z)

1-—- 2 1 2 1
lim h(z) = lim (Im . 20/ . ) = (Im ) < = <1,
|2|—+00 2| =400 (141i/2)(z0 +1) 20+ 1 |20 + 1]

|Z+Z‘4 > 0 pour tout z € H. Enfin, nous avons

car Im z5 > 0.

(5) [Remarquons que la condition d’étre nulle & I'infini est nécessaire, car v : z — Im 2z
vérifie les autres hypothéses, mais pas la conclusion.]

Par linéarité, en écrivant une fonction & valeurs complexes comme somme de sa partie
réelle et de sa partie imaginaire multipliée par 7, nous pouvons supposer que u est a valeurs
réelles. Notons v I'application de HUR dans C telle que vy = u — Pylu|g] et vjg = 0, qui
est continue sur HUR, a valeurs réelles, nulle sur R et harmonique sur H, par les questions
(3) et (2). Montrons que v = 0.

Meéthode 1 : Par I'absurde, supposons qu’il existe un point zg € H en lequel v ne
s’annule pas. Quitte & remplacer u par —u, nous pouvons supposer que v(zp) > 0. Posons
€= U(ZO) > 0. En reprenant ’application h = h,, de la question précédente, ’application

w:H U R — R définie par
w(z) =v(z) +e(h(z) — 4)

est continue sur H U R, négative ou nulle sur R (car h(z) < 4), et strictement positive en
zp, par définition de €. Puisque v est nulle & I'infini par la derniére assertion de la question
(3), et par la question (4), w(z) tend vers une valeur strictement négative quand |z| tend
vers +00, donc w est strictement négative en dehors d’un gros compact. L’application w
atteint donc son maximum (strictement positif) en un point z; de H. En particulier les
dérivées g et 8 s sont négatives ou nulles en z1. Donc Aw(z1) < 0. Mais par la question

(4), puisque v est harmomque en z1, nous avons Aw(z1) = eAh(z;) > 0, une contradiction.

Méthode 2 (évitant la question (4)) : Alors |v] est continue sur le compact HURU{oo}
et nulle sur R U {oo} par la question (3). Elle atteint donc son maximum, qui est en un
point de H sinon v = 0 comme voulu. Comme v est harmonique sur H (qui est connexe),
elle est donc constante sur H par le principe du maximum (voir le theoréme 2.5). Cette
constante est nulle, puisque v s’étend continuement par 0 sur R U {oc}. Le résultat en
découle.

Correction de D’exercice E.26. Puisque le probléme est local, quitte a restreindre
), nous pouvons supposer qu’il existe une application holomorphe f : 2 — R telle que
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u = Re f. Montrons que v = Re g o g : Q — R est définie par z — 2z f'(2), ce qui
implique que v est harmon_ique, comme partie réelle d’'une fonction holomorphe.
L’équation de Cauchy 0 f = 0 implique que
ORe f) _0(m f) . 9Imf)  O[Re f)

ox oy Ox dy

Puisque f/ = 0f = %(6(%Zf) +ia(lg;cf) —ia(%zf) + 8“3;”), nous avons

iy T (0Re f)  0(0m f)\  y9(Im f) I(Re f)
Re(zf(z))—§< oz * oy >_§< or Oy )
~ O(Re f) dRe f)  0Ou ou
~ T b Ty oy _x%—i_yﬁ_y’

ce qu'il s’agissait de démontrer.

Correction de D’exercice E.27. Notons r le rayon du disque D. Par la formule de la
moyenne, Nous avons

2
/ u(zo +re?) do = 2w u(z) =0 .
0

Par la continuité de u sur le compact 0D, nous avons donc a la fois max,cyp u(z) > 0 et
min,cyp u(z) < 0 (sinon U'intégrale ci-dessus serait respectivement strictement négative ou
strictement positive). Par le théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction continue wu,
qui prend une valeur négative ou nulle et une valeur positive ou nulle, prend donc la valeur
nulle sur le connexe 0D.

La derniére assertion se montre en prenant (par ce qui précéde) un zéro de u sur des
cercles centrés en zy de rayons (strictement positifs, suffisamment petits) tendant vers 0.

Correction de ’exercice E.28. (1) Comme f est holomorphe et ne s’annule pas, en
prenant localement des déterminations holomorphes du logarithme, nous avons 200 In | f| =

A0In(ff) =0(@Inf)+9(dIn f) = 0, et donc In |f| est harmonique.

(2) Supposons tout d’abord que € soit simplement connexe. Soit f : £ — R une
fonction harmonique réelle. Par le théoréme de représentation de Riemann, il existe une
représentation conforme ¢ : D — €. L’application f o : D — R est donc harmonique
(car la précomposition par une application holomorphe préserve ’harmonicité). Par la
derniére assertion du théoréme de Poisson 2.1, il existe donc une application holomorphe
g:D — C telle que fop = Reg. Alors f = Re(gogp™!) est la partie réelle d’une application
holomorphe.

Réciproquement, soit f une application holomorphe ne s’annulant pas sur {2, et mon-
trons qu’il existe une application holomorphe h : @ — C telle que f = exp(h). Ceci
implique que €2 est simplement connexe (voir la proposition B.2 de I'appendice B). Par
la question (1), lapplication log |f| est harmonique sur 2, et a valeurs réelles. Par 1'hy-
pothése, il existe donc une application holomorphe g : 2 — C telle que log |f| = Re(g).
Comme |e*| = ef¢#  I'application f/exp(g) est holomorphe, et a valeurs dans S;. Comme
S; est d’intérieur vide, et par le théoréme de I'image ouverte B.3, Papplication f/exp(g)
est donc constante. Si sa valeur est e, alors f = exp(g + i), ce qui montre le résultat.

136



Correction de l’exercice E.29. (1) Soient u; et us deux solutions du probléme de
Dirichlet sur Q de donnée frontiére f. Montrons que l'application v = u; — ug, qui est
continue sur €, harmonique sur Q et nulle sur 9, est nulle sur , ce qui conclut. Par le
principe du maximum (voir le corollaire 2.6), 'application |u| atteint son maximum sur
0Q. Comme u est nulle sur 99, et puisque |u| est a valeurs positives ou nulles, nous en
déduisons que |u|, et donc u, est Papplication nulle.

(2) Puisque u est C*°, Papplication v, qui vérifie v(r) = u(y/r) pour tout r € Jry,rof,
est aussi C*°. Puisque u(z) = v(2Z) et Au = 0, nous avons donc

0=00(v(2z)) = 0(V'(22)) = v/(|2[*) + V" (|2]*)|2]* .

Donc I'application lisse 7 — v(r) de |r12,79%[ dans C vérifie I'équation différentielle linéaire
du second ordre rv” +v" = 0. L’espace vectoriel complexe des solutions étant de dimension
2, les solutions de cette équation différentielle sont de la forme v : r — a + blnr, pour des
constantes a,b € C. Donc u(z) = a + 2bln |z|, ce qu’il fallait montrer.

(3) @) Soit v : z ++ u(Az). Alors u et v sont deux applications continues sur D, harmo-
niques sur D* (car z — Az est holomorphe), nulles sur le cercle Si, et valant 1 au point
0. Par I'unicité dans le probléme de Dirichlet sur 'ouvert borné D* de donnée frontiére f
(voir la question (1)), nous avons donc u = v.

b) Soit u une éventuelle telle solution. Par a), 'application u est radiale dans I"anneau
D*={z e C : 0 < |z| < 1}. Parla question (2), elle est donc de la forme u(z) = a+bln(|z|)
pour des constantes a et b dans C. Comme elle est continue en 0, la constante b doit étre
nulle. Alors u est constante, ce qui contredit le fait qu’elle prend des valeurs distinctes en
0 et sur Sy.

(4) a) En effet, Qu est différentiable (car u est C*°) et 9(du) = $Au = 0. Donc du,
vérifiant ’équation de Cauchy-Riemann, est holomorphe.

b) Remarquons que 9(2In|z|) = dln(2z) = Z = 1, et que si g est une application
différentiable définie sur un ouvert de C a valeurs réelles, alors 9g = 9§ = d¢g. Considérons
Papplication w : z — u(z) — Re f(z) — 2c_; In|z| de D* dans C, qui est de classe C*°. Pour
montrer que w est égale & une constante, il suffit de montrer que ses dérivées partielles
sont nulles. .

Or, par le théoréme de dérivation des séries entiéres, et puisque df = 0f = 0 car
f :D* — C est holomorphe,

c_

—ou—ta(f+7) - CQu— Ly gy n_ ¢l
ow = Ju 28(f+f) c-10(21n|z]) = ou 2f ~ = Ou Z Cn 2 ~

=0.

Donc il existe g : D* — C holomorphe telle que w(z) = g(z). Par la formule des résidus,
pour tout € > 0 assez petit, nous avons

/ g(2) dz = 2im Resy(0) .
S(0,¢€)

En prenant la partie imaginaire de cette équation, et puisque u est a valeurs réelles, nous

avons
2Imc_; Ine (2me) = 2m Re(Resy(0)) .
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En faisant tendre e vers 0, nous avons Re(Resy(0)) = 0, donc Imc_; = 0 et c_1 est réel.
En particulier, w est a valeurs réelles.

[Autre méthode : Par la formule de Laurent pour le résidu de du en 0, pour tout r > 0
assez petit, nous avons

2T
c_1 = i ou(z)dz = € ou(re) re? do .
2 S(0,r) 2 0

4 — 1(0u _ ;0u
Donc comme u est réelle et du = 3 (890 zay),

ro (T Ou, ou, g
Imc_l—E/o (sind %(Te ) — cosf a—y(re ) df
[P 10u, 4 1 05127
=3 )y “raste =g lue] =00 )

Puisque w est & valeurs réelles, nous avons dw = Ow = 0. Donc w, qui vérifie Ow =
Ow = 0, est constante, et le résultat s’en déduit.
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3 Problémes de révision

3.1 Enoncés

Problémes de théorie spectrale.

Exercice E.30 Soient s un espace de Hilbert complexe séparable, de dimension infinie,
et u € £ () un opérateur linéaire continu.

(1) Si u est auto-adjoint et compact, montrer que pour toute application continue
f : R — C, il existe une base hilbertienne (e, )nen de 2 et une suite (\,,)nen dans C telle
que (f(u))(en) = A\nen pour tout n € N.

(2) Si u est auto-adjoint, montrer que la suite (uy)nen ot up = (14 %)™ converge dans
Z(H), et déterminer le spectre de sa limite en fonction du spectre de u.
)

(3) Supposons qu'’il existe une base hilbertienne (e, )nen de 2 telle que >, o lu(en)||? <
+00.

a) Soient N € N et py le projecteur orthogonal de J# sur Vect{ey,...,en}, montrer
que
—+00
lu—wopn|* < D fulen)l.
n=N-+1

b) Montrer que u est compact.

Exercice E.31 Considérons la mesure p sur [0,1] définie par du(t) = t dt, et notons
'espace de Hilbert complexe 1L2(]0, 1], ). Pour tout f € 2 et pour tout s € ]0, 1], notons
s 1
71 =n(s) [ @) du(t)+ [ 1a(e) 5(0) dute)

S
(1) Montrer que T est un opérateur linéaire continu auto-adjoint compact de 2.

(2) Soit f € . Montrer que l'application T'f : ]0,1] — C est continue sur |0, 1], vérifie
Tf(1) = 0 et se prolonge par continuité en s = 0. En déduire quesiT'f = Af ou A € C—{0},
alors f est C°.

(3) Montrer qu’il existe une base hilbertienne (ey,)nen de S et des nombres réels non nuls
(An)nen deux a deux distincts tels que Te,, = A\pep,.

Exercice E.32 Soit 7 = L2(|0, 27]) I'espace de Hilbert des fonctions complexes mesu-
rables de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue sur [0, 27|, modulo égalité presque

partout. Notons (ey,)nez sa base hilbertienne usuelle, o e, : t — \/Lz? e’ pour tout n € Z.
Pour tous les n € Z et f € 7, notons ¢, (f) = \/% fozﬂ ft)e ™t dt et

E={fes : VYn<0, c,(f)=0}.

(1) Montrer que E est un sous-espace vectoriel fermé de 2.
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(2) Notons mg la projection orthogonale de 7 sur E, id ,» 'opérateur identité de S et,
pour tous les ¢ € L>=([0,27]) et f € 2,

ugy(f) = (idy —mg)(¢ TE(f)) -

Montrer que ug : H# — H est un opérateur linéaire continu, et que [Jug|| < ||¢]/oc, pour
tout ¢ € L*°([0, 27]).
Les opérateurs uy sont appelés des opérateurs de Hankel.

(3) a) Pour tout x € #, exprimer 7g(z) en fonction des coordonnées hilbertiennes de x
dans la base hilbertienne (e;,)nez.

b) Montrer que si ¢ est un polynoéme trigonométrique, c’est-a-dire un élément de
Le°([0,27]) de la forme an:_N anen, ot N € Net a_py,...,ay € C, alors 'opérateur
ug est de rang fini.

c) Si ¢ est continue et vérifie ¢(0) = ¢(27), montrer que uy est un opérateur compact.

Exercice E.33 Soient .7 un espace de Hilbert complexe non nul et u € Z(5) un
opérateur linéaire continu auto-adjoint.

(1) Montrer que u est positif si et seulement si, pour tout réel positif A suffisamment grand,
nous avons |[Aid —u|| < A

_ 1)k
(2) Pour tout n € N, posons v, = Y ;1 gk—i)l)!uzk“

dans £ (). Notons v sa limite. Montrer que si v = 0, alors le spectre de u est contenu
dans 7Z.

. Montrer que la suite (v, )nen converge

Exercice E.34 Soit a € C— {0} tel que |a| < 1. Soient .#” un espace de Hilbert complexe
séparable de dimension infinie et (ey),en une base hilbertienne de 2.

(1) a) Montrer qu'il existe un et un seul opérateur linéaire continu u € £ () tel que,
pour tout n € N,
u(eon) = a" eant1 et ulegni1) =a"egy .

b) Calculer ||u||, déterminer 'adjoint u* de u, et montrer que u est auto-adjoint si et
seulement si a est réel.

(2) Montrer que u est compact si et seulement si |a| < 1.
(3) Calculer le spectre de u.
Exercice E.35 Soient a,b € C — {0} tels que |a|, |b] < 1. Soient ¢ un espace de Hilbert

complexe séparable de dimension infinie et (e,)nez une base hilbertienne de 7 indexée
par Z.

(1) a) Montrer qu'il existe un et un seul opérateur linéaire continu u € £ () tel que,
pour tout n € Z,

—b [2n+1|

u(egn) = a!® egnyy et ulegnyr) €42 -

b) Calculer ||u||, déterminer 'adjoint u* de u, et montrer que u n’est pas auto-adjoint.
(2) Montrer que u est compact si et seulement si |a| < 1 et |b] < 1.
(3) Calculer le spectre de u si |a] < 1 et |b] < 1.
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Exercice E.36 Soient s un espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie
et (en)nen une base hilbertienne de . Soient a,b, c € C tels que |al, ||, |c| < 1.

(1) a) Montrer qu'il existe un et un seul opérateur linéaire continu u € £ () tel que,
pour tout n € N,

+1 +1

u(egn) = a" €on + bn+1€2n+1 et u(egn_H) = Cn €on+1 -

b) Déterminer 1'adjoint u* de w, et montrer que u est auto-adjoint si et seulement si a
et, ¢ sont réels et b est nul.

(2) Montrer que u est compact si et seulement si |al, |b], [¢| < 1.

(3) Calculer le spectre de w si |al, |b], |c| < 1.

Exercice E.37 Soient J# un espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie,
(en)nen une base hilbertienne de J# et (A, )nen une suite bornée dans C.

(1) Montrer qu’il existe un et un seul opérateur linéaire continu u € Z () tel que,
pour tout n € N,

1
u(ean) = Aoy, €25 + o En et u(eant+1) = Aon+1 €2n41 -

(2) Déterminer I'adjoint u* de u. L’opérateur u est-il auto-adjoint ?
(3) Montrer que w est compact si et seulement si la suite (A, )nen converge vers 0.
(4) Calculer 'ensemble des valeurs propres Vp(u) et le spectre Sp(u) de u.

(5) Montrer que pour tout compact non vide K de C, il existe un ensemble non dé-
nombrable d’opérateurs linéaires continus v € £ () tels que Sp(v) = K.

Exercice E.38 Soient 7 un espace de Hilbert et u € £ () un opérateur auto-adjoint.

1) Montrer que si E est un sous-espace vectoriel fermé de 7 stable par u, alors le
spectre de la restriction de u & E est contenu dans le spectre de w.

2) Supposons dans cette question (2) que tout élément non nul de Sp(u) est isolé dans
Sp(u).

Soit (€;)ien une suite de réels strictement positifs tels que ni €; ni —e; n’appartiennent
a Sp(u), et tels que lim;_, 1o ¢; = 0. Pour tout 7 € N, notons F; = {z € Sp(u) : |z| > ¢},
et pour tout x € Sp(u), posons fi(x) =x si x € F; et f;(x) = 0 sinon.

a) Montrer que F; est fini et que 'application f; : Sp(u) — C est continue, a valeurs
réelles.

b) Montrer que l'opérateur f;(u) est auto-adjoint et que Sp(f;(u) —u) est contenu dans
[—€i, +€].

c) Montrer que la suite f;(u) converge vers u dans .2 (7).

3) Soient A une valeur spectrale de u isolée dans Sp(u) et g : Sp(u) — C l'application
valant 1 en A et 0 ailleurs. Montrer que g est continue, et que I'image de g(u) est non nulle.
En déduire que tout élément de Sp(u) isolé dans Sp(u) est une valeur propre de u.

4) Supposons dans cette question (4) que tout élément non nul de Sp(u) est isolé dans
Sp(u).
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a) Pour tout A € C, notons E) = ker(u — \id), et Fy l'orthogonal de la somme
hilbertienne @Aesp(u)— {O}EA- Montrer que Ej est stable par u et que le spectre de la
restriction de u & Ep est contenu dans le singleton {0}. En déduire que J# = ker(u) @
Diesp (0 Er

b) Montrer que I'image de f;(u) est contenue dans P,cp, En-

5) En déduire que u est compact si et seulement si toute valeur spectrale non nulle de
u est une valeur propre isolée de multiplicité finie.

Exercice E.39 Considérons ’espace de Hilbert complexe, noté ¢2(Z), des suites com-
plexes © = (@p)nez telles que ||z]2 = (X,cz |:17n|2)1/2 < 400, et rappelons quil est
isomorphe & I'espace de Hilbert complexe L2([0,1]) par l'isomorphisme ¥ : (z,)nez —
{t =3,z zn ¥} (la transformation de Fourier inverse).

(1) Montrer que 'application Hy : (2y)nez — (Yn)nez 00 Yn = %*17;”"“ pour tout n € Z

est un opérateur linéaire continu auto-adjoint de ¢2(Z).

(2) Considérons I'opérateur linéaire u de L2([0, 1]) défini par f + {t + cos(2nt)f(t)}. Pour
tous to € [0,1] et n € N— {0}, si f,, : [0,1] — C vaut /n sur [tg — 5, t0 + 5] N[0, 1] et 0
ailleurs, montrer que (u — cos(27tg)id)f,, converge vers 0 dans L2(]0, 1]) quand n — +oo.
En déduire que le spectre de u est égal a [—1,1].

(3) Montrer que ¥ o Hy = wo V. En déduire que Hy n’a pas de valeur propre et que le
spectre de Hy est égal a [—1,1].

Exercice E.40 Soit (b,c) € [0,1] x C tel que |c¢| < 1 (par convention ¢ = 0 si ¢ = 0).
Soient . un espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie, et (e,)nen une
base hilbertienne de 7.

(1) a) Montrer qu'il existe un et un seul opérateur linéaire continu u € £ () tel que,
pour tout n € N,
u(e,) = e, + b leni .

b) Calculer les images, par l'adjoint u* de u, des éléments de la base hilbertienne
(en)neN, et montrer que u est auto-adjoint si et seulement si b = 0 et ¢ est réel.

(2) Montrer que 'opérateur u est compact si et seulement si |¢] < 1et b < 1.

(3) Calculer le spectre de u si (|c|,b) € ]0,1[2.

Exercice E.41 Soient X un espace métrique compact, p une mesure borélienne positive
finie sur X, m : X — C une application mesurable bornée, et 77 ’espace de Hilbert com-
plexe séparable L.2(X, p; C). Pour toute application f de X dans C, notons mf 'application
de X dans C définie par  — m(z) f(z).

(1) Montrer que l'application m — {u,, : f — mf} de I'algébre involutive £*°(X) des
applications mesurables bornées de X dans C, a valeurs dans .Z (), est un morphisme
d’algébres involutives.

(2) Appelons image essentielle de m 'ensemble noté Imegs(m) des A € C tels que
p({z € X : |m(z) — A| < €}) > 0 pour tout € > 0. Montrer que si A € Imeg(m), alors il
existe une suite (fy,)nen dans # d’éléments de norme 1 tels que (u,, — Aid)f,, converge
vers 0 quand n — 4+00. Montrer que le spectre de u,, est égal a 'image essentielle de m.
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(3) Montrer que I’ensemble des valeurs propres de u,, est 'ensemble des A € C tels que
u(m=1({A})) > 0.

(4) Montrer que tout compact non vide sans point isolé de C est le spectre d’un opé-
rateur continu d’un espace de Hilbert complexe séparable sans valeur propre.

Exercice E.42 Soient # un espace de Hilbert complexe et u € £ () un opérateur
(linéaire continu) de 7.

Pour tout w € £ (), notons w* I'adjoint de w, Sp(w) le spectre de w, Spe(w) le
spectre essentiel de w, p(w) = C — Sp(w) et Ry, : p(w) — L () application résolvante
de w, définie par z — (w — zid)~L.

Pour tout A € C, appelons suite de Weyl pour (u, \) toute suite (y,)nen dans 2 telle
que ||y,|| = 1 pour tout n € N, la suite (u(y,) — )\yn)neN converge vers 0 dans 7 et la
suite (yn)nen converge faiblement vers 0 dans 7. Notons Spl(u) 'ensemble des A € C
tels qu'il existe une suite de Weyl pour (u, A).

(Ru(z))*.

(1) a) Montrer que si z € p(u), alors Z € p(u*) et Ry« (Z) =
b) Montrer que si z,2" € p(u), alors Ry (2) o Ry, (') = Ry(2') o Ry(2) et

Ry(2) — Ry(Z') = (z — 2) Ru(2) o Ry (&) .

(2) a) Montrer que Spl(u) est contenu dans Sp(u).
b) Montrer que si u est auto-adjoint compact, alors p(u) est un ouvert dense de C.

(3) a) Montrer que si u est un opérateur compact, si une suite (z,)nen dans . converge
faiblement vers un élément = de J#, alors la suite (u(:pn))n oy converge vers u(z) dans 2.

b) Soient u,v € £ () tels que u—v soit un opérateur compact. Montrer que Spl,(u) =
SPess (v)-

c) Si z € p(u), montrer que A € Sphy(u) si et seulement si 11 € Sply(Ru(2)).

d) Soient u,v € Z(H) et z € p(u) N p(v) tels que R,(z) — Ry(z) soit un opérateur
compact. Montrer que Spl.(u) = Spl(v).

(4) Montrer que si u est auto-adjoint, alors Spy (1) = Sph(u).
(5) Un opérateur v € £ () est dit u-compact sl existe z € p(u) tels que v o Ry, (z) soit
un opérateur compact.

a) Montrer que si v € Z(H) est compact, alors v est u-compact. Montrer que si
v € L (H) est u-compact, alors pour tout 2’ € p(u), 'opérateur v o R, (z") est compact.

b) Montrer que si u,v € £ () sont auto-adjoints et si v est u-compact, alors Sp.(u+

v) = SPess (u)-
Exercice E.43 Les questions I, IT et III sont indépendantes.

Soit JZ un espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie.

Soient (en)nen €t (fn)nen deux bases hilbertiennes de J# et (A,)nen une suite
bornée dans C.

1) Montrer qu'il existe un et un seul u € £ () tel que u(ey,) = A, fn, pour tout n € N.

2) Calculer la norme de u et déterminer I’adjoint de w.
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3) Montrer que u est compact si et seulement si la suite (A, )nen converge vers 0.

1) Soient (€, )nen et (fx)ren deux bases hilbertiennes de 7 et u € £ (). Montrer
que pour tout = € 2, |lu(z)||* = 3 ey [(u(), fi)]?, et en déduire que Y-, o [ulen)]]* =
e 0 ()

Un élément u de Z(J) est dit de Hilbert-Schmidt s’il existe une base hilbertienne
(en)nen de S telle que la série >, [[u(en)||? converge.

2) Montrer que ’ensemble HS(.7#”) des opérateurs de Hilbert-Schmidt de ¢ est un sous-
espace vectoriel de £ (), stable par 'adjoint (si u € HS(#) alors u* € HS(.)) et par
compositions & droite et a gauche (siuw € HS(J) et v, w € £ () alors vouow € HS(.7)).

3) Montrer que tout opérateur de Hilbert-Schmidt de J# est compact.

4) Montrer qu'’il existe un opérateur auto-adjoint compact de % qui n’est pas de
Hilbert-Schmidt.

5) Montrer que l'espace vectoriel HS(#) muni du crochet

(u,v)2 = 3 (ulen), vlen)) |

neN

ol (en)nen est une base hilbertienne de .77, est un espace de Hilbert, et que si || - ||2 est sa
norme associée, alors ||u|| < [Jull2 pour tout u € HS(J2).

Soit u € L ().

1) Montrer qu’il existe un opérateur positif |u| € .Z(#) tel que |ul?> = u* o u.

2) Montrer que || |u|(z)] = ||u(x)|| pour tout x € JZ, et que Ker [u| = Ker(u* ou) =
Ker u. Montrer que pour tout y € Im |u|, Pélément v(y) = u(y’) ou |u|(y’) = y ne dépend
pas du choix de y/'.

3) Montrer que Im |u| = (Keru)=*.

4) Montrer qu’il existe un unique v € £ () tel que Kerv = Keru, ||v(x)|| = ||z| pour
tout = € (Kerv)’ et u = vo|u|. Le couple (v, |u|) est appelé la décomposition polaire de u.

5) Montrer que si v € .Z(#) vérifie ||v(x)| = ||z|| pour tout z € (Kerv): (un tel
élément de £ (J) est appelé une isométrie partielle de F), alors 'image de v est fermée,
et v* vérifie ||v* ()| = ||z|| pour tout z € (Kerv*)* (c’est dire que v* est aussi une isométrie
partielle). Montrer que v* o v est la projection orthogonale sur (Ker U)J‘, et que v o v* est
la projection orthogonale sur Imv.

(1) Soient u,v € Z(H°) et * € S un vecteur propre unitaire de v de valeur
propre A. Montrer que

N[ =

(luwov|(@),2) < (juovf(z),2) = ]A(u* o u(x),z)

(2) Soient u € £ () un opérateur auto-adjoint positif compact et o €0, +00[.

a) Montrer que l'opérateur u® est auto-adjoint positif compact, et déterminer son
spectre en fonction de celui de w.

b) Si o > 2, montrer que (u?(z),z)2 < (u®(x),z) pour tout = € # unitaire.
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(3) Un élément u € Z () est appelé un opérateur a trace si 'opérateur |u|% est de
Hilbert-Schmidt, et on appelle trace de u le nombre complexe

Tr(u) = 3 (ulen)en)

neN

ol (ep)nen est une base hilbertienne de 2.
a) Montrer que Tr(u) est bien défini.

b) Montrer que pour tous les t1,ty € C, si wy et wy sont des opérateurs de Hilbert-
Schmidt de 7, alors Y- [|(trwr + taws)(en)||? = Eij:l tit; Y pen(en, w; owj(ey)). En
déduire que Tr(u) ne dépend pas du choix de la base hilbertienne (ey)nen.

c) Soient u,v € Z () des opérateurs auto-adjoints positifs compacts. Soient p €
[2,4+00[ et g € ]1,2] tels que % + % =1.

Montrer que si uP et v? sont des opérateurs & trace, alors uv est un opérateur a trace,
et

Tr(|luv|) < (Tr(up))%(Tr(vq))% .

(4) a) Montrer que u € Z () est un opérateur a trace si et seulement s’il existe des
opérateurs de Hilbert-Schmidt wy,ws de JZ tels que u = wjws. Montrer qu'un opérateur
a trace est de Hilbert-Schmidt.

b) Montrer que I’ensemble %, () des opérateurs & trace de JZ est un sous-espace
vectoriel de £ (), stable par l'adjoint (si u € 4, () alors u* € Z,(H)) et par
compositions a droite et & gauche (si u € £, () et v, w € £ (w) alors vouow € L, ().

C) Montrer que tout opérateur a trace de J# est compact.

d) Montrer qu’il existe un opérateur auto-adjoint positif compact de J# qui n’est pas
a trace, et un opérateur de Hilbert-Schmidt qui n’est pas a trace.

e) Montrer que si u € 4, () est un opérateur a trace, alors pour tout v € £ (),
NnouS avons
Tr(uv) = Tr(vu) .

f) Montrer que I'espace vectoriel %, () muni de la norme

lully =D _(Jul(en), v(en)) ,

neN

ol (en)nen est une base hilbertienne de 7, est un espace de Banach, et que ||u| < ||ul
pour tout u € £, (7). Montrer que

ully = || |ul |1 = inf w w :Z)\
oy =l =,y Pl ol = 32 0o,

ou les A\, pour n € N sont les valeurs propres de |ul.

g) Montrer qu’il existe deux bases hilbertiennes (e, )nen €t (fn)nen de 2 et une suite
(An)nen dans C telles que ) |An| converge et u(e,) = A, fn pour tout n € N.

Exercice E.44 Notons # = (*(Z) I'espace de Hilbert complexe des suites x = (7,,)nez
dans C indexées par Z telles que ||z[2 = /> ,cz [n]? < 400, muni du produit scalaire
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(T,y)2 = > _,cz Tnln. Pour tout k € Z, notons ej, € 7 la suite dont tous les éléments sont
nuls sauf celui indexé par k qui vaut 1.

(1) Montrer qu'il existe un unique opérateur linéaire continu v : S — J tel que v(e) =
ex+1 pour tout k € Z.

Pour tous les f € 2% = L%([0,27]) et n € Z, notons c,(f) = \/% 027T (@) e~ adg
le n-éme ceefficient de Fourier de f, ug(f) : [0,27] — C lapplication 6 — 6f(0), et

vo(f) : [0,27] — C I'application 0 +— € f(6).

(2) Montrer que ug : 4 — H est un opérateur linéaire continu auto-adjoint positif.
Pour A € ]0,27[ et k¥ € N — {0}, notons f;, : [0,27] — C l'application valant vk sur
A — 5, A+ 5] N [0,27] et 0 ailleurs. Montrer que limy_, o0 (uo(fx) — Afx) = 0 dans 4.
Montrer que Sp(ug) = [0, 27].

(3) Montrer que vy : ) — ) est un opérateur linéaire continu tel que Sp(vg) = {z € C :
|z| = 1}. Montrer que ¢, (vo(f)) = cn—1(f) pour tous les f € 4 et n € Z, et en déduire

qu’il existe un isomorphisme d’espaces de Hilbert ¢ : 5% — # tel que v = powvgo Y.

(4) Montrer que Vp(v) = 0, que Sp(v) = {e? : 0 € [0,27]} et que Sp,..(v) = 0.

(5) Pour tout = (2, )nez € A, posons w(zx) = (—Zp+1—Tpn—1+ 22y )nen. Montrer que w :
0 — S est un opérateur linéaire continu auto-adjoint positif tel que w = —v—v ™! 4+ 2id.

Calculer Vp(u) et Sp(w).

L’opérateur A = —w est appelé V'opérateur laplacien discret de dimension 1.

Exercice E.45 Soient . un espace de Hilbert complexe et u € £ () un opérateur
linéaire continu auto-adjoint.

a) Pour tout ¢ € R, notons f; : R — C l'application A — e Montrer que I’application
A= w converge uniformément sur les compacts de R vers I'application A — i\ quand
t—0,t#0.

b) Montrer qu'il existe une famille (u)er dans Z(J) telle que uy1s = ug © us pour
tous les t, s € R, 'opérateur u; est unitaire pour tout ¢ € R, 'application ¢ +— u; de R dans

L () est continue, et limy g 420 “t;id = fu.

c¢) Pour tout ¢ € R, calculer le spectre de u; en fonction de celui de u, et montrer qu’il
est contenu dans le cercle S; ={z € C : |z]| = 1}.

Exercice E.46 Soient 7 un espace de Hilbert complexe de dimension infinie, et u €
Z(A) un opérateur linéaire continu auto-adjoint.

(1) Montrer que la suite (up)nen ol u, = (id+i%)" converge dans .Z(H). Notons
v e Z(H) sa limite.

1

(2) Montrer que v est inversible, que v~ = v* et que v n’est pas un opérateur compact.

(3) Déterminer le spectre de v en fonction du spectre de u. Montrer que v = id si et
seulement si Sp(u) C 27Z.

Exercice E.47 Soit s un espace de Hilbert complexe non nul et u € £ () un opérateur
linéaire continu auto-adjoint.
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Nk
(1) Pour tout n € N, posons v, = > ;_, 2ki)1) u?*+1 Montrer qu'il existe v € Z(H#)
tel que la suite (v, )pen converge vers v dans £ (7). Montrer que si v = 0, alors le spectre

de u est contenu dans 7Z.

(2) Supposons dans cette question que u est positif, compact, de rang infini et de norme
au plus 1. Montrer qu'il existe une suite (2, )neny dans {z € C : Re z > 0, Im z > 0} telle
que le spectre de 'opérateur exp(u) + exp(iu) soit égal & {2} U {z, : n € N}.

(3) Montrer que u est positif si et seulement si, pour tout réel positif A suffisamment
grand, nous avons |[Aid —u| < .

Exercice E.48 Soient s un espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie
et u € Z () un opérateur linéaire continu positif inversible.

(1) Montrer que pour toute fonction continue f : R — C, si g : R — C est application
x> f(x+1), alors g(u) = f(u+1id).

(2) On rappelle que T" : ]0,4+00[ — R est lapplication x fooo t*~le~t dt. Montrer qu’il
existe un opérateur linéaire continu positif v qui commute avec u tel que Sp(u o v) =

{T(zx+1) : z€Sp(u)}.

Exercice E.49 Soient 7# un espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie,
et (en)nez une base hilbertienne de 7 indexée par Z. Notons o : 5 — # l'unique
opérateur linéaire continu tel que o(e,) = e,4+1 pour tout n € Z.

71 2 . , . . . .
(1) Montrer que u = % est un opérateur linéaire continu auto-adjoint de norme

au plus 1. Montrer que pour tout A\ € [—1,1], le vecteur ey n’appartient pas a I'image de

u — Aid. Calculer Sp(u).
(2) Calculer Sp( exp(u + 2id) + exp((u + 2id)~1)).

Exercice E.50 Soient Z un espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie
et u € Z () un opérateur linéaire continu positif.

Montrer que pour tout n € N, il existe un et un seul opérateur linéaire continu positif
vy € ZL(H) tel que (v,)" = id+u. Montrer que la suite (v, )nen converge vers id dans

Exercice E.51 Soit # = (?(Z) l'espace de Hilbert des suites (z,)nez dans C telles que
> nez |2n]? < 400, muni du produit scalaire (2], )nez, (2n)nez) = D onez #n Zn

(1) Rappelons que la transformee de Fourier .# : L2([0,27]) — ¢, définie par f
(C”(f))neZ ou ¢, (f \/ﬁ f e~ df, est un isomorphisme d’espaces de Hilbert.
Soit A: 3 — A7 operateur deﬁm par

(Zn)nEZ = (2zn — Zn—1 — Zn+1)n€Z .

a) Montrer que A est un opérateur linéaire continu auto-adjoint positif. Il est appelé
l'opérateur laplacien discret de dimension 1.

b) Montrer que .# ' o Ao .F est I’ operateur f —{0— (2—2cosh)f(0)}.
c¢) Pour tout A\ € C, montrer que .# ! o A o.% — \id est inversible si et seulement si
A¢{2—2cosf : 0 €]0,2n]}.
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d) En déduire que le spectre Sp(A) de A est égal a [0, 4].

(2) Rappelons que #? = # x 2 est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(2 w), (z,w)) = (2, 2) + (', w).

a) Soit S : A — A Vopérateur de décalage défini par (z,)nez — (2n+1)nez. Montrer
que A = (id =5) o (id —5*) = (id —=S*) o (id —5).
b) Si A,B,C,D € £(), notons (é g) I'opérateur sur 72 défini par (z,w)
(A(2) + B(w),C(2) + D(w)). Montrer que cet opérateur est linéaire, continu et calculer
son adjoint.
aid id—-S

c) Soient a € [0,4+00[ et u, = <id _S*  _qid

> Calculer u,? et Sp(ug?).

d) Soient T : S — S Vopérateur défini par (2, )nez — (2—n)nez, €t v = <—2T z§>

Montrer que v o ug 0 v ' = —u,. En déduire que

Sp(ug) = [V a? +4,—a]U[a,\Va? +4].

Exercice E.52 Soient .7 un espace de Hilbert séparable de dimension infinie (de produit
scalaire noté (-,-)) et u € £ () un opérateur auto-adjoint. On rappelle que pour tout
y € S, il existe une unique mesure (borélienne, positive, finie) p, sur le spectre Sp(u) de
u telle que, pour toute application continue f € € (Sp(u); C), en notant f(u)y = (f(w))(y)
pour simplifier,

<J‘(U)y,y>=/S ( )fduy-

(1) On suppose dans cette question seulement que 'opérateur u est compact et injectif.
a) Montrer qu'’il existe une base hilbertienne (e, )nen de JZ et une suite (A,)nen de
réels non nuls tels que pour toute application f : R — C continue en 0 et pour tout x € 2,

x—Zf Nz, en)

neN

b) Montrer que, pour tous les x € 5 et f € € (Sp(u); C), nous avons

[ fdu =Y rowl e
Sp(u)

neN

¢) En déduire une expression de la mesure p,, pour tout z € 7.

(2) Fixons z € /2.

a) Montrer qu'il existe une unique application 1 : L2(Sp(u), ue; C) — S linéaire
isométrique telle que 1(g) = g(u)x pour tout g € € (Sp(u); C).

b) Supposons que le sous-espace vectoriel de # engendré par les u"™(z) pour n € N

est dense dans 7. Montrer que v est surjective. Montrer que 1~! o w0 9 est I'opérateur
f+ ¢ f de multiplication des éléments f de L?(Sp(u), u1,; C) par I'application ¢ : A — .
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Exercice E.53 Dans cet exercice, les suites seront indexées par l’ensemble Z. Soient 57
un espace de Hilbert complexe (séparable de dimension infinie) et (e, )nez une base hilber-
tienne de . Pour tout x € J#, nous noterons (,)nez les coordonnées hilbertiennes de x
dans la base hilbertienne (e, )nez. Soit a = (a,)nez une suite bornée dans C. (1) Montrer

qu’il existe un et un seul opérateur linéaire continu u, € £ () tel que

ua(en) = (2€n —€pn—1 — en—l—l) + anen

pour tout n € Z. Calculer 'adjoint de u,. En notant encore 0 la suite nulle, montrer que

(wo(@), @) = 3 ensr - aal

nel

pour tout x € ), et montrer que I'opérateur ug est auto-adjoint, positif, de norme au plus
4.

L’opérateur —ug est appelé I’ opérateur laplacien discret en dimension 1, et souvent noté
A. L’opérateur u, est appelé ’opérateur de Schrédinger discret de potentiel a en dimension
1, et souvent noté —A + a.

(2) a) Notons T': # — 1.2(]0, 27]) 'application x ~ {t — \/% > ez Tn €™} Montrer
que T est un isomorphisme isométrique d’espaces de Hilbert, et que vg = T o ugo T~ " est
'opérateur linéaire continu de L2([0, 27]) défini par f + {t — 2(1 — cost)f(t)}.

b) Pour tousles 6 € |0, [ et k € N assez grand, notons by, = 2 arcsin \/(1 —cos — 1)/2,

¢, = 2arcsin \/(1 —cosf+1)/2, et fr € L?([0,27]) Dapplication valant 1/y/cy — by sur
Iintervalle [bg,ck] et 0 ailleurs. Montrer que

lim  ||vo(fx) — 2(1 —cos @) fil]l2 =0.
k—+o00

¢) Montrer que Vp(vg) = 0 et Sp..s(vo) = Sp(vg) = [0,4], et que Vp(ug) = 0 et
Spess(uo) = Sp(uo) = [074]

(3) a) Soient u,v € L(H) tels que v — u soit un opérateur compact. Montrer que
SPess(u) est contenu dans Sp(v).

b) Supposons que la suite a = (a,)nez est réelle. Montrer que si limy,| 400 an = 0,
alors Sp,.(us) = [0,4]. (Pour information, la réciproque est vraie : si Sp,s(us) = [0,4],
alors lim|y,| 4o an = 0 (voir | , Theo. 1]).)

(4) Supposons que la suite a = (ay)nez est réelle. Le but de cette question est de
montrer que si Sp(u,) = [0,4], alors a = 0. (Il s’agit d’un résultat de Killip-Simon (voir
[[X5], et une démonstration simplifiée dans [Ako, §4]).

Notons M, = sup Sp(u,), mq = inf Sp(ug) et f, : & — C l'application = — ((u, —
up)(z), x).

a) SiU € Z(A) est 'unique opérateur linéaire continu de .77 tel que Uley,) = (—1)"ey,
pour tout n € Z, montrer que U ou, o U™ = —u_g +4id, et que M, =4 — m_,.

b) Pour tout p > 1, notons ¢, = fl:_p(l — %) en € . Montrer que pour tout
n € Z fixé, la n-éme coordonnée hilbertienne de ¢, tend vers 1 quand p tend vers +oo et

que hmp—>+oo<uo(¢p), ¢p> =0.
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c) Montrer que si liminf, | fo(¢p) < 0, alors mg < 0.
d) Montrer que si limsup,,_, o, fa(#p) > 0, alors M, > 4.

e) Montrer que si Sp(ug) = [0,4] et si limp 1o fo(Pp) = 0, alors a = 0 (on pourra
montrer que l'application hg : H x # — C, définie par (z,y) — (uq(x),y), est une forme
sesquilinéaire positive telle que limy, ;4 o0 hig(¢p, ¢p) = 0, puis montrer que hq(¢pp, z) tend
vers 0 pour tout = € 7, et enfin montrer que ax = 0 en prenant = = ey, pour tout k € Z).

Exercice E.54 Soit 27 = L2([0, 1]) I'espace de Hilbert des fonctions mesurables sur [0, 1],
a valeurs dans C, de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue sur [0, 1] (modulo égalité
presque partout).

(1) a) Montrer que ’ensemble F' des f € . dont 'intégrale fol f(t) dt est nulle est un
sous-espace vectoriel fermé de J#. Notons P : 57 — 5 la projection orthogonale sur F.

b) Notons V : J# —  lopérateur de Volterra défini par V f : @ — [ f(t) dt pour
tout f € . Montrer que V est injectif et que V f est continue sur [0, 1].

c¢) Notons A lopérateur PV et T l'opérateur A* A. Montrer que T' est auto-adjoint
positif compact et que 0 ¢ Vp(T).

(2) Montrer que si f : [0,1] — C est continue, alors T'f est de classe C2, est nul sur
{0,1} et vérifie (T'f)” = —f. Calculer Vp(T'), Sp(T) et ||A]|.

(3) Montrer que T est diagonalisable dans une base hilbertienne (¢, )nen de 7, formée

de vecteurs propres ¢, de T de classe C* associés a des valeurs propres \, de multiplicité
1.

(4) Montrer que pour tout f € J# et presque tout = € [0, 1], nous avons
T 1 1
Tf(z) = / 0 dt—i—x/ (1) dt—:z:/ LE(E) dt |
0 T 0

(5) En déduire que pour tous les z,y € [0,1],

—+o00 . .
sin(r(n+ 1)z) sin(r(n+1)y) 7%
nz::O (n+ 1) = E(mm{x,y} —zy) .

Problémes d’analyse harmonique.

Exercice E.55 Notons D={z€ C : |z| <1}, S ={z€ C : |z|] =1} et o la mesure de
Lebesgue sur S; (de masse totale 27). Pour toute application continue f : D — C, notons

o(f) = sup /C Q1 do(¢) € [0, +od).

0<r<1

(1) Montrer que si f : D — R est une application harmonique positive, alors p(f) = 27 f(0).

(2) Montrer que pour toute mesure borélienne positive finie p sur Sy, si Py : D — C est
son intégrale de Poisson (définie par z — fCE& P,(¢) du(¢) ou P.(¢) = |lc__|z|;
de Poisson), alors p(Pu) est finie.

est le noyau
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(3) Notons h : D — C l'application définie par z — Im ((i"'z) ) Montrer que h est

harmonique, non identiquement nulle, mais que ses limites radiales lim,_,,- h(r ) sont
nulles pour tout 6 € R.

(4) Montrer que h n’est pas égale a la différence de deux fonctions harmoniques positives

de D dans R.

Exercice E.56 Soit n € N —{0,1}. Notons S,, = {z € R*"! : |z|| = 1} la sphére unité
de l'espace euclidien usuel R"*! (de norme notée || - ||), o, 'unique mesure de probabilité
invariante par rotations sur S,, A,+1 la mesure de Lebesgue sur R et wn+1 le volume
de la boule unité de R"*1. Pour tout # € R"*! et tout R > 0, notons B(z, R) la boule
fermée de centre z et de rayon R dans R

Rappelons la formule de Green suivante : si 0 < € < R, si u et v sont deux applications
C? & valeurs complexes définies sur un voisinage ouvert de A(e, R) = {x € R"*! : ¢ <
llz|| < R}, de dérivées radiales @( )= dmu(ﬁ) et de méme pour v, alors

1

Wn+1

/ (uhv — vAw) dApss = / (RS2 (RC) — o(RQ) e(RQ)) R ()
A(e,R) Sn

[ leQFH )~ o) 5 0) € don(c)

(1) Soient R > 0 et hg : R"*! — {0} — R I’application définie par

ol) = (n i 1) <||x\|1"—1 B R”1—1> '

Montrer que hg est harmonique et que aho (m) = e

(2) Soient © un ouvert de R"*! et h : Q — C une application harmonique. Montrer que si
B(zo, R) C , alors

/ h(zo + RC) don(¢) = h(xp) .

n

(3) Soient © un ouvert borné de R™*! et h : 1 — C une application continue, harmonique
dans Q. Montrer que |h| atteint son maximum en un point du bord 92 de €, et que si
est connexe et si |h| atteint son maximum en un point dans £, alors h est constante.

Exercice E.57 Soit p € [1,4+00[. NotonsD={2€ C : |z| <1},S; ={2z€C : |z] =1},
o la mesure de Lebesgue sur Sy, et || - ||, la norme de LP(S;, o; C). Pour toute application
u: D — C et pour tout r € ]0,1[, notons u, : S; — C I'application définie par ¢ — u(r().
Notons

hP(D) = {u:D — C : u est harmonique et ||ullpr = sup |u,|l, < +oo} .
0<r<1

(1) Soit © un ouvert borné de C. Montrer que si g et h sont deux applications continues de
Q dans R, harmoniques sur Q, telles que ¢(¢) < h(¢) pour tout ¢ € 9Q, alors g(z) < h(z)
pour tout z € €.

Fixons une application harmonique u : D — C .
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(2) Montrer que s'il existe une application v : D — R harmonique telle que |u(2)|P < v(2)
pour tout z € D, alors ||u||p» < ¢/270v(0) et u appartient & hP(D).

(3) Pour tout r € ]0,1[, pour tout z € B(0,r) = {z € C : |z| < r}, montrer que
1

u(z) = o s,

(4) Pour tout = € ]0, 1], notons v(,y I'unique solution du probléme de Dirichlet sur le disque
B(0,7) de donnée frontiére |uP.

a) Rappelons 'inégalité de Jensen : si p est une mesure de probabilité sur S;, et si

P

f:+S; — C est continue, alors ‘ Js, [ du‘ < Jg, [P dp. Montrer que |u(z)[P < v(y(2) pour
tout z € B(0,r).

b) Montrer que si 0 < 71 <7y < 1, alors v(,,)(2) < v, (2) pour tout 2z € B(0,71).

c¢) Pour tout n € N, soit r,, = 1— %_‘_2 Montrer que si u € h?(ID), alors la suite (v(,,))nen
converge simplement vers une application v : D — R harmonique telle que |u(2)|P < v(z)
pour tout z € D.

(5) Montrer que hP(ID) est un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel des applications
de D dans C, et que muni de 'application || - ||x», c’est un espace de Banach.

Cet espace de Banach est appelé un espace de Hardy. Le but de 'exercice était donc de
montrer qu’'une application harmonique sur le disque appartient a I'espace de Hardy h? (D)
si et seulement si la puissance p-éme de sa valeur absolue admet un majorant harmonique.

Exercice E.58 (1) Soient 2 un ouvert connexe non vide de C et u,v : @ — R deux

fonctions harmoniques réelles non constantes.

2

a) Montrer que u® n’est pas harmonique.

b) On suppose que Vu = %+i% ne s’annule pas sur 2. Montrer que uv est harmonique
si et seulement 8’1l existe ¢ € R — {0} tel que 'application v + icu soit holomorphe sur 2.
(2) Soient S; ={z€C : |2|=1},D={2€C : |z|] <1} et u:D — [0, +o00[ une fonction
harmonique positive.

a) Montrer que pour tout ¢ € Sy, pour tout r € ]O, 1[, nous avons

2r
[u(r¢) — u(0) | < 1~

u(0) .
En notant Vu = g—g + ig—z, en déduire que [Vu(0)| < 2u(0).

b) Montrer que pour tout a € D, l'application ¢ : z
holomorphe de D dans ID et calculer sa dérivée en 0.

z4+a
1+az

est une application

c¢) Montrer que pour tout a € D, nous avons |Vu(a)| < ﬁg u(a).

Exercice E.59 Notons D={2€C : |2/ <1},D={2€C : |2/ <1},S;={z€C :
|z| = 1}, o la mesure de Lebesgue sur S; (de masse totale 27) et A la mesure de Lebesgue
sur D.

(1) a) Montrer que si u : D — R est une application continue, qui est harmonique sur D),
alors l'application f: D — C définie par

) 1 C+=z
fremgn | G w0 w0
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est 'unique application holomorphe sur D telle que Re f = w et Im f(0) = 0. L’application
z +— Im f s’appelle le conjugué harmonique (normalisé) de f.

b) Soit f : D — C une application holomorphe telle que f(0) = 0, et soit A =
sup,cp | Re(f(2))|. Montrer que pour tout z € DD, nous avons

24 1+|7|
I <—1 .
()| < 28w

(2) Soit v : D — R une application continue, sous-harmonique sur D, c’est-a-dire de classe
C? sur D et telle que —Awv(z) < 0 pour tout z € D. Soient zyp € D et r > 0 tel que
B(z9,7) CD.

a) Soit u : D — C l'application continue, harmonique sur D, égale & v sur Sy.

Montrer que v < u sur D (on pourra considérer les applications w; = v —u et ws : 2z —
wy(2) +e(Re(z — 21))? — 4e oll € = % > 0).
Montrer que

2m
/ v(zo 4 re®?) df < 27 u(z0) .
0

b) Montrer que si 'application v est positive sur Sy, alors

1+ [20]
1- |Z0| CeSy

2m
/0 v(zo + re?) dh < v(¢) do(C) .

(3) Soient U un ouvert de C contenant D et f : U — C une application holomorphe.
Montrer que pour tout p > 0, nous avons —A(|f|P) <0 et

! / P dr < = / T\ FE db
i D _27T 0 ’

Cette formule s’appelle 'inégalité de Hardy.

Exercice E.60 Soit 2 un ouvert de C. Une application f : Q — C vérifie la propriété de
la moyenne faible dans € si elle est continue et si pour tout zy € €, il existe une suite
(7n)nen dans ]0, +oo[ telle que lim,, 1 o0 7, = 0, le disque fermé B(zq,r,,) est contenu dans

Q pour tout n € N, et
1 2

f(ZO):% ; f(z0 +rne?) dd .

(1) Soient R > 0 et h : B(a, R) — R une application continue, nulle sur S(a, R), vérifiant
la propriété_ de la moyenne faible dans B(a, R). Soit m = SUD,cB(q, R) h(z). En considérant
K ={z € B(a,R) : h(z) = m} et zp un point de K a distance maximale de a, montrer
que m < 0.

(2) Montrer qu'une application f : Q@ — C vérifie la propriété de la moyenne faible si et
seulement si elle est harmonique.
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Exercice E.61 (1) Soient S; = {z € C : |2| =1}, D ={2 € C : |z| < 1} et
D={z€C : |2|] <1}

a) Soit u : D — R une fonction continue non constante, harmonique dans D. Montrer
que si u atteint son maximum en ¢ € Sy, alors il existe ¢ > 0 tel que u(¢) —u(r¢) > ¢(1—r)
pour tout r € [0, 1[, en commengant par montrer que l’on peut supposer que u(C ) =10et
que —u est harmonique positive sur D.

b) En déduire qu'une application u qui est définie et harmonique sur un voisinage
ouvert de D, & valeurs réelles, et dont les dérivées radiales %(az) = dyu(z) s'annulent en

tout point z € Sl, est constante sur D.

(2) Pour tous les a € C et r > 0, notons B(a,r) (respectivement B(a,r) ) le disque ouvert
(respectivement fermé) de centre a et de rayon r, et m la mesure de Lebesgue sur C.

a) Soit u : B(a,r) — R une fonction continue, harmonique dans B(a,r). Montrer que

1
u(a) = —3 udm .
™ Bla,r)

b) Si A, B et C sont des parties d'un ensemble E, notons x¢ la fonction caracté-
ristique de C' et AAB = (AU B) \ (AN B) la différence symmétrique. Montrer que
Ixa — xBl = xaap. Si 0 <r <7 notons A(r,r’') = {z € C : r < |z| < r'}. Montrer
que B(a,r) A B(0,7) est contenu dans A(r — |a|,” + |a|]) pour tous les a € C et r > |a.
Montrer que 7% m( A(r —|al,7+al)) tend vers 0 quand r tend vers +oo, pour tout a € C.

¢) En déduire que toute fonction harmonique bornée u sur C est égale a u(0), donc est
constante.

Ce résultat s’appelle le théoréeme de Liouville pour les fonctions harmoniques planes.

Exercice E.62 Le but de cet exercice est de définir un noyau de Poisson dans les anneauz
{ze€C : a<|z| <b} deC, d’y donner une formule de Poisson, et d’y résoudre de maniére
explicite le probleme de Dirichlet.

Identifions de maniére usuelle R? et C par (z,y) — z = z +1iy. Pour tout 7 > 0, notons
B0,r)={z€C : |z| <r}et S(0,r) ={2z € C : |z| =1} le disque ouvert et le cercle de
centre 0 et de rayon 7 dans C, et aussi S; = S(0,1). Notons o la mesure de Lebesgue de
S1 (de masse totale 2m).

(1) a) Si ¢ : B(0,e) — C, ou € > 0, est une application holomorphe et si Rep est
homogene de degré m € N (c’est-a-dire si Re p(tz) = t" Re ¢(z) pour tous les ¢t € ]0,1] et
z € B(0,¢)), montrer qu’il existe A € C et X' € R tels que ¢(z) = A 2z™ + i\ %

b) Montrer que 'espace vectoriel complexe .7, des applications polynomiales harmo-
niques homogénes de degré m € N sur R?, a valeurs complexes, est égal 4 Cz™ + CZ™.

(2) Soient m, m’ € N. Notons ., = {pjs, : p € 4, } Vespace vectoriel complexe des
harmoniques sphériques de degré m sur le cercle S;. Notons Z,,, : S; x S; — C 'application
définie par Zg =1 et, sim > 1,

(=€ ¢ =) Zp(C, ') = 2cos(m(6 —0)) .

23. On pourra utiliser le fait qu’une application holomorphe sur B(0,¢) de partie réelle nulle est une
constante (imaginaire pure) et le fait que toute fonction holomorphe sur B(0,¢€) est, de maniére unique,
développable en série entiére sur B(0,¢).
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a) Notons Zm i Cx S — C I’application définie par Zg = let,sim > 1, par
(2,¢) —~ \z]mZm(‘—;,C) si z # 0 et (0,¢) — 0. Montrer que pour tout ¢ € Sy, I'application
2z Zm(z, ¢) appartient a J7,.

b) Montrer que pour tous les f € .7, et ( € Sy, nous avons

F(Q) sim! =m

! 1) Zm(¢ oy = { 51 2

27T ¢'eSy

A partir de maintenant, fixons a € ]0,1[ et notons Q = {z € C : a < |2| < 1} 'anneau
ouvert compris entre les cercles concentriques S(0,a) et Sy.

In|z|
Ina

(3) Notons b : Q — C (respectivement by : ©Q — C) l'application z — 1 —
In |z|
Ina

), et pour m > 1, b : Q@ — C (respectivement b, : Q@ — C)

1_‘2‘2m
W)

(respectivement z —»

(\Lzl\ 2m

. . 1- . m
application z — ——=77— (respectivement z — ﬁ%

a) Montrer que pour tous les m € N et ¢ € Sy, les applications z — b (2) Zy, (2, ¢) sont
harmoniques sur Q.
b) Montrer que les séries

+o0
Z5(2,0) = Y bn(2) Zim(2:0)
m=0

convergent absolument et uniformément sur les compacts de €2 x S1. En déduire que pour
tout ¢ € Sy, les applications z — Z+ (z,¢) sont harmoniques sur €.

c¢) Montrer que I'application ¢ : z + £ est un homéomorphisme de Q dans lui-méme,
échangeant les cercles S(0,a) et Sy, tel que Z(.(2),¢) = Z7(2,() et fou(¢) = f(al) pour
tous les f: S(0,a) > Cet ¢ €S.

(4) a) Soient K un espace métrique compact, p une mesure (borélienne positive) finie
sur K et Q' un ouvert de C. Soit F': Q' x K — C une application continue telle que pour
tout x € K, application z — F(z,x) soit harmonique sur €. Montrer que I'application
2+ [|oer Fz,2) du(z) est harmonique sur €'.

b) Soit f: 9 — C une application continue. Pour tout z € €2, notons

1 1 _
Polfl) = o= [ HOZ7 0 dr(Q) o [ S0 27 (2,0) do(0)
T Jces T Jces
Montrer que 'application Py[f] : 2 — C définie par z — Pq[f](z) est harmonique sur €.
Montrer que I'application uy : Q — C définie par

[ Palfl(z) sizeQ
u]v(z)—{ f?z) si z € 0N

est continue sur (on pourra commencer par montrer le cas ou f| 5(0,a) €st nulle et f‘gl
appartient & J#.,, pour tout m’ € N). Si v : @ — C est une application continue,
harmonique sur €2, qui coincide avec f sur 0, montrer que v = uy.

¢) Soient a', b’ € ]0,4+00[ avec @' < V. Montrer que le probléeme de Dirichlet dans
lanneau ' = {2z € C : o’ < |z| <V}, de donnée au bord une application f : 9Q — C
continue, admet une et une seule solution.
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Exercice E.63 Soient H = {z € C : Im(z) > 0} le demi-plan supérieur (ouvert) de C et
H = H U R. Rappelons qu'une application g : A — C, oil A est une partie non bornée de
C, est nulle a I'infini si g(z) converge vers 0 quand z € A et |z| tend vers +oo.

(1) a) Soit v : H — R une fonction continue non constante, harmonique dans H.
Montrer que si u atteint son maximum en xg € R, alors il existe ¢ > 0 tel que

u(xg) —u(zo +1 + ireie) >c(l—r)

pour tout r € |0,1[ et # € R, en commengant par montrer que l'on peut supposer que
u(zg) = 0 et que —u est harmonique positive sur H.

b) En déduire qu'une application u qui est définie et harmonique sur un voisinage

ouvert de H dans C, nulle a U'infini, & valeurs réelles, et dont les dérivées verticales g—Z(az)

s’annulent en tout point z € R, est constante sur H.

(2) Notons @ : H x R — ]0,+oo[ 'application continue, strictement positive, définie
par
Imz 1+tz 1
2, t) = t:7:m<_> 7
(2,t) = Q=(t) |z — t|2 1+ t2
qui converge vers 0 quand |z| tend vers +oo uniformément en ¢ dans tout compact de
R. Notons .#(R) 'ensemble des mesures boréliennes positives finies sur R. Pour tout

w € #(R), posons

t— =z

Pyp:zeHw— Qz(t) d,u(t) .
teR

Pour toute fonction f € €°(R;C) continue & support compact sur R, on rappelle que
I'application de H dans C valant f sur R et Py f(z) = % fteR Q.(t) f(t) dt pour tout z € H
est continue et nulle & I'infini sur H.

a) Montrer que pour tout p € .#(R), 'application Py est harmonique et positive.
Montrer qu'elle vérifie supg<,<q [iep Pap(t 4 ir) dt < +oc.

b) Pour tous les f € €°(R;C) et u € .4 (R), montrer que

f(t) du(t) = lim 1 F) Pap(t’ +ir) dt’ .
teR

r—0t T t'eR

c¢) Pour toute fonction harmonique positive h : H — C telle que la quantité

M(h) = sup / h(t +ir) dt
0<r<1Jter

est finie, montrer qu'il existe une suite (ng)neny dans N tendant vers +oo et p € #(R)
telles que pour tout f € €2(R;C),

1

dy = lim h(t' +
/Rf H k—4o00 teR ( ’I’Lk—|—

1) f(@) dt" .

d) En déduire que l'application p — Pgp de .#(R) dans 'ensemble des fonctions
harmoniques positives h sur H telles que M (h) < 400 est une bijection.

Problémes mélangeant théorie spectrale et analyse harmonique.
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Exercice E.64 Nous noterons (-,-)2 et || - |2 le produit scalaire et la norme de 'espace
de Hilbert complexe L?(R) pour la mesure de Lebesgue sur R. Notons #'(R) l'espace
vectoriel complexe des u € L2(R) tels que 'application ¢ +— v/#2 + 1 u(t) appartienne a
L2(R) et qu’il existe une application v’ € L2(R) telle que (v, ¢)s = —(u,¢')2 pour tout
¢ € C°(R), muni du produit scalaire

(U, v) ypr = <u/,vl>2+<\/t2+lu, \/t2+1v>2.

(1) Montrer que 51 (R) est un espace de Hilbert séparable de dimension infinie, que C3°(R)
est dense dans 7! (R), et que l'inclusion de 2! (R) dans L?(R) est compacte.

(2) a) Montrer que si u € #(R), alors |lullz < [|ul| 1.
b) Pour tout f € L?(R), montrer que l'application Qy : 5! (R) — R définie par

1
Qy(w) = 5 |[ul5pr = Re (f,u)s

admet un et un seul minimum.
¢) Montrer que u € S (R) est un minimum de @ si et seulement si (u, ) 1 = (f, P)2
pour tout ¢ € C2°(R).

(3) Montrer que Popérateur G : L2(R) — L2(R) qui & f € L%(R) associe I'unique minimum
de @ est un opérateur linéaire continu auto-adjoint positif compact.

(4) En déduire qu’il existe une base hilbertienne (f;);en de L2(R) et une suite (););en dans
10, 4+00[, croissante et convergente vers 400, telles que, pour tout ¢ € C°(R),

(fir =" + 4+ D)2 = N (fi, 0)2 -

Le but de cet exercice était donc de montrer qu'il existe une base hilbertienne de L2(R)
formé de vecteurs propres (au sens faible) pour Uopérateur f +— {t — —f"(t)+(#2+1)f(t)}.

Exercice E.65 Soient n > 1 et £ un ouvert borné non vide de R". Notons W?22(Q)
I'espace de Hilbert complexe des applications f € L2(Q) telles qu’il existe, pour tous les
i,j € {1,...,n}, des applications f; et f;; dans L2(2) telles que pour tout ¢ € C(),
Oy 0%
. — _r t . —
(fisp)L2 (f, axihﬁ et (fij, ez = (f, a$ia$j>L2 ;

muni du produit scalaire hilbertien

(9w = (902 + D (fingide + > (figrgig)Le -

i=1 ij=1

Notons Af = Y | f;; pour tout f € W22(), et notons W02’2(Q) I’adhérence dans ’espace
de Hilbert W22(Q) de C2°(Q2).

(1) Montrer que || f|lr2 < [[fllwr2 < ||fllwe2 pour tout f € W22(Q), et que W02’2(Q) C
W,2(9) C L2(Q).

(2) a) Montrer qu'il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout f € W02’2(Q),

n
I£122 < ¢ IlfisllEs -

ij=1
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b) Montrer que toute suite bornée dans WO2 ’2(9) admet une sous-suite convergente dans

L2(Q).

(3) a) Montrer que pour tous les f,g € W02’2(Q), nous avons (—Af, g)r2 = (f, —Ag)p2 et
(=Af, fHrz = 0.

b) Montrer que I'ensemble des A € C tels qu’il existe un élément f non nul de VVO2 2(Q)
qui vérifie —Af = \f est une partie dénombrable de [0, +o0o].

(4) Montrer que pour toute application V' € L*°(R") qui tend vers 0 a Uinfini, I'opérateur
uy : WH2(R") — L2(R") défini par u — V u est compact, en commencant par montrer le
cas ou V € C°(R™).

Exercice E.66 Rappelons que L2(S;) est 'espace de Hilbert complexe des applications
f : R — C mesurables 27-périodiques, modulo égalité presque partout, telles que ||f||2 =
( 027T |f(0)]? db) V2 +00, muni du produit scalaire (f, g)s = 027T £(8) g(6) db. Rappelons
qu’il contient de maniére dense l'espace vectoriel complexe C*°(Sy) des applications f :
R — C de classe C* et 2m-périodiques. Notons #1(S;) 'espace vectoriel complexe des
f € L2(Sy) tels qu'il existe un élément f/ € L2(Sy) tel que (f',¢)2 = —(f, )2 pour tous
les p € C™(Sy).

(1) Montrer qu’un tel f’ est unique, et que, muni du produit scalaire (f, g) 1 = (f,g)2 +
(f',d')2, I'espace vectoriel complexe #1(S;) est un espace de Hilbert complexe séparable.

(2) En utilisant les séries de Fourier, montrer qu'il existe un unique opérateur linéaire
continu u : 1 (S1) — L2(S1) tel que pour tout ¢ € C>®(S;), nous ayons u(p) € C*®(Sy),
uou(p) = —¢" et {u(y), )2 = 0.

(3) Montrer qu'’il existe une base hilbertienne (f,)nez de #1(S1) et une suite (A, )nez
dans [0, +o0] telle que u(f,) = A\, fn pour tout n € Z.

Exercice E.67 (1) Notons (Hp,)nen la suite de polynomes (réels, en une variable x) définie
par Hyg = 1 et la relation de récurrrence Hy 11 = ( — g—m + 2:17) H,, pour tout n € N. Pour
tout n € N, montrer que

d"” 2 2

(e ) = (C1) Hwye

et que le polynéme H,, est de degré n et de coefficient dominant 2. Il est appelé le n-éme
polynome d’Hermite.

(2) Rappelons que f+°° —% dy =
2

o € /7. Nous admettrons que 1’ensemble des applica-

tions z — P(z)e” 2, ot P est un polynéme a coefficients complexes, est dense dans L2(R)
(la mesure sous-entendue sur R est la mesure de Lebesgue). Pour tout n € N, posons

cn = (27 n!ﬁ)_% et

N

T

Y =cpHpe 2 .

a) Montrer que la suite (1, )nen est une base hilbertienne de L2(R).

b) Montrer que

(j—x+x)¢0:0 et (—j—x+:17)¢n:\/2(n+1)1[)n+1.
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c) Rappelons que la transformée de Fourier F : L?(R) — LL?(R) est 'opérateur linéaire
isométrique défini par

a - —wct
F(f) am—)\/ﬂ/f dt .

Montrer que l'opérateur .% est unitaire et déduire de b) que .Z (¢,,) = (=)™ 1, pour tout
n € N. Calculer I’ensemble des valeurs propres, le spectre et le spectre résiduel de &

(3) Notons H l'opérateur différentiel du second ordre, appelé l'oscillateur harmonique,
défini en posant, pour tout f € C*(R),

2
H(f) =Ly

a) Déduire de (2) b) que, pour tout n € N,

H(l/}n) = (2n+ 1) wn .

b) Notons . (R) 'espace vectoriel des applications f de R dans C de classe C* telles
que lim;_, 1 |P(t) f(t)| = 0 pour tout polynéme P. Nous admettrons que H est continu
sur . (R) pour la norme L2. Montrer qu’il existe un opérateur linéaire continu compact
G € Z(L*(R)) tel que pour tous les f,g € .7 (R), nous avons H(f) = g si et seulement si

f=G(g).

(4) a) Montrer qu’il existe une famille (u;);er dans Z(IL?(R)), formée d’opérateurs
linéaires continus unitaires, telle que
o F =uy,
® Upis = u 0 ug pour tous les t, s € R,
e pour tout f € L2(R), Papplication t — us(f) de R dans L%(R) est continue.

b) Calculer 'ensemble des valeurs propres, le spectre et le spectre résiduel de u; pour
tout t € R.

Exercice E.68 Notons pg et py les mesures dug(t) = e tdt et dui(t) = te tdt sur
[0, +-00[. Considérons les espaces de Hilbert complexes % = L2(ug) et 4 = L2(u).
Notons .7 I'espace vectoriel complexe des u € 74 tels qu’il existe une application v’ € 4
telle que (v, @)1 = (u, —t' — (1 — t)p) . pour tout ¢ € C([0,+o0|) (de classe C™ et
a support compact), muni du produit scalaire

(U, V) i = (U, V") o + (U, v) g -

(1) a) Pour tout u € J#, montrer qu'une telle application «’ est unique, et que si u €
C2°(]0, +o0]), alors v’ est la dérivée usuelle de u.

b) Montrer que %% est un espace de Hilbert séparable de dimension infinie. Nous
admettrons que l'inclusion de .74 dans 57 est un opérateur compact.

(2) ) Montrer que [[o]l < [[v]l pour tout v € 73
b) Pour tout f € 7%, notons Qy : 5% — R 'application définie par

1
Qp(w) = 5 lull%s — Re (£, uhry
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Montrer qu’il existe un et un seul élément u € % tel que (u,v) = (f,v) . pour tout
v € J4, et que cet élément est I'unique minimum de Q).

(3) Montrer que lopérateur G : ) — ) qui & f € ) associe I'unique minimum de
Qf est un opérateur linéaire continu compact, et que (G(f), f).g > 0 avec égalité si et
seulement si f = 0 dans J4).

(4) En déduire qu’il existe une base hilbertienne (f;);eny de %) et une suite (\;)ien
dans ]0,+o00], croissante et convergente vers +oo, telle que, pour toute application ¢ €
Ce2([0, +00]),

(fi, =to" = (L =)' + @) = Ni {fir )5 -

(5) Définissons par récurrence une suite d’applications polynomiales (Ly,)nen dans Clz] par
Lo=1, Ly =1—x et pour tout n > 1,

m+1)Lpy1+(x—2n—1)L, +nly—1 =0.

a) Montrer que L,, est de degré n, et calculer son coefficient dominant. Pour tout n € N,
montrer que 24 xL! —nL,+nL,—1=0sin>1etque

zL! + (1 —=x)L), +nL,=0.
b) Montrer que les valeurs propres de G sont les H—Ln pour n € N.

Le but de cet exercice était donc de montrer qu’il existe une base hilbertienne de %
formé de vecteurs propres (au sens faible) pour 'opérateur

frodt=—tf't)— A -0)f)+ f(B)} .

Exercice E.69 Soit 77 un espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie, de
produit scalaire (-, -) s et de norme || || . Soient u € £ () un opérateur linéaire continu
de A et (en)nen une base hilbertienne de J#. Pour tout x € ., notons (2, )nen la suite
des coordonnées hilbertiennes de = dans cette base hilbertienne.

(1) a) Notons .7 le sous-espace de ¢ formé des z € 5 dont les coordonnées hilber-
tiennes dans (e, )nen sont a décroissance rapide, c’est-a-dire telles que lim,, 1 oo nkz, =0
pour tout £ € N. Montrer qu’il existe un et un seul opérateur linéaire § : ¥ — & tel que
0(2)n = n zyn, pour tous les z € . et n € N. Montrer que .¥ est dense dans 7.

b) Notons 4 le sous-ensemble de J# formé des x € S tels qu'il existe ' € J# tel
que (', 2) 0 = (x,0(2)) » pour tout z € .. Montrer qu’un tel élément x’ est unique; il
est noté d(x) dans la suite. Montrer que J# est un sous-espace vectoriel de J#, que .7 est
contenu dans .74, que la restriction a . de 'opérateur § introduit dans cette question b)
coincide avec 'opérateur ¢ introduit dans la question précédente a), et que 4, muni de
I’application

(z,y) = (2, y)om = (0(2),0(y)) e + (u(@), w(y)) e + (2, y) e ,

24. On peut montrer que




est un espace de Hilbert.
¢) Montrer que l'inclusion ¢ : z —  de ] dans S est un opérateur linéaire continu
compact, tel que ||z||» < ||z|l,4 pour tout x € J4.

(2) Pour tout x € , montrer que 'application @, : 7 — R définie par

1
Qz(y) = 3 1yl% — Re (z,y)

admet un et un seul minimum, et que ce minimum est I'unique élément z” € 4 tel que
(@, y) s = (x,y) . pour tout y € 4.

(3) Montrer que 'application G : # — J qui & x € S associe 'unique minimum de
Q. est un opérateur linéaire continu auto-adjoint positif compact.

(4) Montrer qu'il existe un opérateur linéaire continu w € £ (), de spectre contenu
dans [0, arctanh 3], tel que 1G = (exp(2w) — id) o (exp(2w) + id)~".

(5) Montrer qu’il existe une base hilbertienne (f;)ien de 7 et une suite (\;);en dans
0, +o00[, croissante et convergente vers +o0, telles que, pour tout z € .,
g

(fi, (0% + uu+id)(2)) e = Ni (fis2) 0 -

Exercice E.70 Soient J# un espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie,
et (en)nez une base hilbertienne de .7 indexée par Z. Nous désignerons par .# le sous-
espace vectoriel complexe de . engendré par les e, pour n € Z, par (-,-) le produit
scalaire de 7 et, pour tout x € S, par (z,,)nez la suite des coordonnées hilbertiennes de
x dans la base hilbertienne (e, )nez.

Soient a = (an)nez et b = (by)nez deux suites réelles strictement positives indexées par
7Z telles que b, > 1 pour tout n € Z, la suite ( soit bornée et limy,| 4o by =

an )
min{bp41,bn}/ nEZ
+o00. Pour tout « € J#, notons

dxr = Z an(Tpt1 — xp) e, et V= Z bpTy €n -

neZ nel

Notons J7, le sous-espace vectoriel complexe des x € JZ tels que les séries dx et Va
convergent dans 7, muni du produit scalaire

(1) Montrer que J; est un espace de Hilbert séparable de dimension infinie, que
llull e < ||u|ls,, pour tout u € 2, que le sous-espace .# est contenu dans 7, et que
I'inclusion de 7, dans 7 est un opérateur compact.

(2) Pour tout x € s, montrer que 'application 2, : 7, ;, — R définie par

1
v 5lyl%., — Relw,y)r

admet un et un seul minimum. Montrer que y € J7, ; est un minimum de 2, si et seulement
si

Vze %,bv <y72>%,b = <x7z>¢%” .
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(3) Montrer que l'opérateur G : S — H qui & © € A associe 'unique minimum de
2, est un opérateur linéaire continu auto-adjoint positif compact.

(4) Pour tout z € .F, posons Az = Y., ((a2 + a_1)zn — a2_12p—1 — a22p41)€n.
Montrer qu'’il existe une base hilbertienne (f;);eny de J# et une suite croissante (\;);en de
réels supérieurs ou égaux & 1 qui converge vers 4oo, telles que pour tout z € %, nous
ayons

(fi,(A+VoV)(2) e = N (fi,2)or -

3.2 Corrigés

Théorie spectrale.

Correction de ’exercice E.30. (1) Puisque % est séparable de dimension infinie,
Popérateur auto-adjoint compact u est diagonalisable en base hilbertienne, de spectre réel :
il existe une base hilbertienne (e, ),en de JZ et une suite (i, )nen dans R telle que u(ey,) =
tnen pour tout n € N. Par les propriétés du calcul fonctionnel continu (et puisque f est
définie et continue sur le spectre de l'opérateur auto-adjoint u, qui est contenu dans R),
puisque e, est un vecteur propre de valeur propre p, pour u, le vecteur e, est aussi un
vecteur propre de valeur propre f(u,) pour f(u), d’ou le résultat avec A\, = f(up)-

(2) Il est bien connu que, quand n — +o0, les fonctions continues f, : ¢t — (1 + %t)"
convergent uniformément sur les compacts de C vers la fonction continue f : ¢ + e!. Par la
continuité du calcul fonctionnel continu (puisque l'opérateur u est auto-adjoint), la suite
(falw) = (1+ E)n)neN converge donc dans .Z(H) vers f(u). Par le théoréme spectral, le

n
spectre de f(u) est 'ensemble des images par f des éléments du spectre de u :

Sp(f(u)) = {e* : X € Sp(u)} .

(3) Pour tout € #, en notant (x,)nen les coordonnées hilbertiennes de = dans la
base hilbertienne (e,)nen de J#, nous avons par la linéarité et la continuité de u, par la
sesquilinéarité et la continuité du produit scalaire, et par (plusieurs variantes de) 'inégalité
de Cauchy-Schwarz,

+oo +oo
lu(@) —wopn@)? = u( D @en)|* =1 D @au(en)||”
n=N+1 n=N+1
+00 too
= Z (mpulep), Tquleq)) < Z |zp| [[ulep)l] [zq] luleq)|l
p,q=N+1 p,q=N-+1
400 ) +00 +oo
:( Z \xn\Hu(en)H) S( Z ’xnlz)( Z Hu(en)Hz)
n=N4+1 n=N+1 n=N+1
+0o0
<P Nulen)ll?) -
n=N+1

L’affirmation a) en découle. L’opérateur u o py est de rang fini (son image est engendrée
par u(eg),...,u(ey)). Donc u, étant limite (pour la norme d’opérateur) d’opérateurs de
rang fini, est compact.
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Correction de ’exercice E.31. (1) Soit k : [0,1]?> — R I’application définie par k(0,0) =
0 et k(s,t) = log(max{s,t}) si (s,t) # (0,0). Notons que si s € ]0, 1], alors

Tf(s) = / k(s 1) £(1) dp(t)
te(0,1]

Nous avons, pour tout s € |0, 1],

1 s 1
/ |k(s,t)|? du(t)du(s) = / (/ sln®s t dt + s/ In?t ¢ dt) ds
(s,t)€[0,1]2 o “Jo

S
1
§2/ sln®sds .
0

Puisque sIn? s est continue sur [0, 1], lapplication k est de carré intégrable. Donc T est un
opérateur de type Hilbert-Schmidt, de noyau k réel et symétrique. Il découle du cours que
T est bien défini (quelle que soit la valeur donnée a T'f(0)), continu, auto-adjoint, compact.

(2) 1l est immeédiat que Tf(1) = 0. Les applications t +— /tInt et t + /tf(t) sont
de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue sur [0,1] (la premiére est continue et f €
L2([0,1], 4)). Donc par Iinégalité de Cauchy-Schwarz, l'intégrale fol Int f(t) t dt converge

absolument. En posant T'f(0) = fol Int f(t) du(t), le second terme de la formule définissant
Ty converge vers T f(0) par (1). Montrons que le premier terme In(s) [ f(t) du(t) converge
vers 0 quand s tend vers 0, ce qui montre que 7' f se prolonge continument en s = 0.
Toujours par la formule de Cauchy-Schwarz, nous avons

O @) VEae < g ([ ) = ol

et donc |In(s) [ f(£) du(t)] < %Hﬂh{‘z(m, qui tend vers 0 quand s tend vers 0.

Soient sg,s € ]0,1] et € > 0. Si s est assez proche de sp, alors |Ins — Insg| < e
Supposons par exemple s > sg, 'autre cas se traitant de méme. Puisque p est finie (et par
Cauchy-Schwarz), nous avons l'inclusion L2(;) C L!(p). Par Cauchy-Schwarz encore,

s 1 s 1
[ 1l 1700 ) = [ (xg) 1126 1700 di®) < 171 [ (el )t

qui converge vers 0 quand s tend vers sg, car ¢ — ¢ |Int|? est continue sur [0, 1]. De méme,
S .
fso |f] dp tend vers 0 quand s tend vers sg. Puisque

1 s s
T (s) — Tf(so)| < e /0 [l du+ T sl / ] du+ / |nt] [£(2)] diu(t) .

en faisant tendre € vers 0, ceci montre que T'f est continue en sg, donc sur [0, 1].
SiTf=Afoul#D0,alors f = 1Tf est continue, donc T'f est C! comme combinaison
d’intégrales de fonctions continues, donc f est C!, et en itérant, f est C*°.

(3) Nous savons qu’'un opérateur auto-adjoint compact d’un espace de Hilbert séparable
est diagonalisable en base hilbertienne. Or L2([0,1], ) est séparable (les polynomes &
coefficients rationnels sont denses). Soient A € C et f € L2([0, 1], u) tels que Tf = Af.
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Si A = 0, alors par le théoréme de dérivation de Lebesgue appliqué aux fonctions
g:t—tf(t)etttIntf(t) qui sont dans L2([0,1]), donc dans L1([0,1]), nous avons

1 S
: /0 F(O)du(t)dt =0

Donc 'application Vg, oit V est 'opérateur de Voltera, est presque partout nulle. Comme
lopérateur de Voltera est injectif, nous en déduisons que g, donc f, est presque partout
nulle : 0 n’est pas valeur propre de T' (autrement dit, 7" est injective).

Si A # 0, alors f est C* par (2), donc en dérivant, nous avons T'f'(s) = 2 [ f(t) du(t)+
Ins f(s) s—Ins f(s) set s Tf'(s) = [; f(t) t dt. En dérivant encore, s T'f"(s)+Tf'(s) =
s f(s), d’ou

sAf(s)+Af'(s) —s f(s)=0.

Cette égalité est une équation différentielle linéaire du second ordre, dont I’espace vectoriel
des solutions est de dimension 2. Comme 7 f(1) = 0, nous avons de plus f(1) = 0. Soient
fi fi
f2 1

vérifie

f1 et fo deux solutions linéairement indépendantes. Leur wronskien w = ‘

I’équation différentielle

~Af!
A H A % _ 1
w = f " 5f2_)‘fé = S w .
2 2 jé As

Dons w(s) = “- ot wy # 0, et en particulier f; et f, ne peuvent pas s’annuler simultané-
ment en 1. Donc l'espace vectoriel des solutions du systéme linéaire s A\f”(s) + Af'(s) —
s f(s) =0et f(1) = 0 est de dimension au plus 1, donc égale & 1 si non nulle. La multipli-
cité d’une valeur propre de T est donc 1, et comme 0 n’est pas valeur propre, le résultat
en découle.

Correction de ’exercice E.32. (1) L’application ¢, : f +— c,(f) de 5 dans C est
linéaire par linéarité de l'intégrale et continue (par exemple parce que c’est une coor-
donnée hilbertienne dans la base hilbertienne (e,)necz de 2, ou parce que |, (f)? <
S ez len(FP = Ifl2* par Parseval, ou parce que | 27 f(f) e~ dt] < |1 |if]ls =
V27 || f|l2 par Cauchy-Schwarz). Donc F est un sous-espace vectoriel fermé comme in-
tersection d’hyperplans fermés, noyaux de formes linéaires continues.

(2) La multiplication d'une fonction g € L2 par une fonction ¢ € L> est L2, avec
¢ gll2 < ||¢]loc|lgll2. Donc lopérateur ug est bien défini, clairement linéaire. Puisque
id y —7E est la projection orthogonale sur 'orthogonal de F, les opérateurs id » —7g et
7 sont de norme au plus 1. Donc

[ug (P2 < lo mE(Hll2 < @l [mE(f)ll2 < l[@lloollfl2 -

Dot |Jug|| < [|¢]loo, et Popérateur linéaire ug est continu.

(3) a) Puisque JZ est le sous-espace vectoriel formé des éléments de .7 dont les coor-
données d’indice strictement négatif dans la base hilbertienne (e,,),ez sont nuls, le vecteur
en appartient & 7 si n > 0, et est orthogonal & 5 si n < 0. Donc 7g(e,) = €, sin >0
et mp(e,) = 0 sinon. Par continuité de 7x, nous avons donc, si x =Y, ane, € H,

WE(Zanen) = Z Anén -

neL neN
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b) Par a), si ¢ = Zivz_N bnen ot N € N, pour tout © =), ane, € S, nous avons

N +o0
¢re(x) = (D buea) (D anen) = D cnen
n=—N n=—N

neN

pour des éléments ¢, € C. Par a), nous avons (id —WE)(Znez a:nen) = > he7_NTnen.
Donc

+o0 —1
ug(z) = (idy —7g)(¢rp()) = (idy —7g)( Z Cnép) = Z Cnén -
n=—N n=—N

Donc 'image de ug, contenue dans le sous-espace vectoriel engendré par (e,)—n<n<o, €st
de dimension finie.

c) Par le théoréme de Stone-Weiertrass, I’algébre des polynomes trigonométriques, qui
est séparante, est dense pour la topologie uniforme dans ’espace des fonctions continues
¢ sur [0,27] vérifiant ¢(0) = ¢(27). Soit donc (¢;)ien une suite de polyndmes trigonomeé-
triques qui converge uniformément (donc dans L.°°([0, 27])) vers ¢. L’application 1 — uy,
entre les espaces de Banach L>°([0,27]) et .Z(J€) est clairement linéaire et continue, de
norme au plus 1, par la question (2). Donc |lug, — ug| < ||¢s — ¢]loo tend vers 0 quand
© — 400. Donc ug, limite des opérateurs de rang fini uy,, est compact.

Correction de D’exercice E.33. (1) Soit A € R. Notons m = minjg—{(u(x), ) :
Popérateur u est positif si et seulement si m > 0, donc si et seulement si

Iglllab:Xl«)\id —u)(x),z)y =A—m < \.

Or nous avons vu en cours que puisque Aid —u est auto-adjoint (\ est réel),

[Aid —ul| = max { ||In”aX1<()\id —u)(x),x), — ”n|1|in1(()\id —u)(z),z)} .
Notons que max|,|= (v — Aid)(x), z) = max| = (u(x), z) — X < [lul]| — X est inférieur a

A dés que A > @ Le résultat en découle.

(2) Pour tous m > n, nous avons, par les propriétés de la norme d’opérateur,

m Hu2k+1|| m Hu||2k+l

— < — < _
lom = vnll < kz:; (2k+ 1! ~ & (2k+1)!

La série ) % étant convergente pour tout ¢ > 0, son reste tend vers 0. Par conséquent,

la suite (vy)nen est de Cauchy, donc converge dans l'espace de Banach (en particulier
complet) L ().

L’application sin est continue sur C, et par continuité du calcul fonctionnel continu,
nous avons v = sinu. Par le théoréme spectral, Sp(v) = sin (Sp(u)). Comme u est auto-
adjoint, son spectre est réel. Donc Sp(u) est contenu dans ’ensemble des zéros réels de sin,
qui est 7Z.

Correction de ’exercice E.34. (1) a) Pour tout z dans .7, nous noterons (z)nen
les coordonnées hilbertiennes de x dans la base hilbertienne (ey,),en. Par linéarité et
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continuité, si un tel opérateur u = wu, existe, alors pour tout = dans JZ, nous avons
w(x) = u(Yen Tnln) = D pen @ T2n€2n41 + D ey @ Tont1€2n, €€ qui montre I'unicité.
Notons E le sous-espace vectoriel dense de 7 de base vectorielle (ep)nen. Notons
u : F — S T'unique application linéaire prenant pour valeurs sur les éléments de cette
base celles données par 1’énoncé. Pour tout x = Eiﬁo Tnen € E, nous avons, puisque la

base est orthonormée,

N N-—1 2N
lu(@)> = lal*w2nl* + > lal |wonia > <Y laal* = ||z
n=0 n=0 n=0

Donc u est continu, de norme au plus 1. Par le théoréme de prolongement (l'espace de
départ E est dense dans S et l'espace d’arrivée 7 est complet), I'application linéaire
continue u se prolonge donc en une application linéaire continue de ¢ dans 7, de norme
au plus 1.

b) Comme ||u(eg)|| = |le1|| = 1, nous avons ||u|| = 1. Pour tous n,p € N, nous avons

Osip#2n+1
a"sip=2n+1

<u(e2n)7€p> = <ane2n+17€p> = { 5
0sip##2n

(u(ean+1), ep) = (a"ean, €p) = { a™ sip=2n

Comme les coordonnées hilbertiennes de u*(ep,) sont les (u*(ep),en) = (u(ey),ep) pour
n € N, nous avons donc u*(eg,) = @"eapt1 et u*(eant1) = a"eay,. Donc (ug)* = ug.

L’opérateur linéaire continu u est auto-adjoint si et seulement si v = u*, donc si et
seulement si u(e,) = u*(e,) pour tout n € N, donc si et seulement si a” = @ pour tout
n € N, c’est-a-dire si et seulement si a est réel.

(2) Supposons que |a| < 1. Pour tout N € N — {0}, soit uy : S — # l'opérateur
linéaire qui coincide avec u sur l'espace vectoriel En engendré par (ep)o<n<n—1, €t qui est
nul sur son orthogonal. Il est continu, de rang fini. De plus, pour tout x € J#, nous avons
par le théoréme de Parseval

—+00 —+o00
N
(w = un) @) =1 Y w@aen)lI = D laf*"|wal® < [al*N||2]* .

Donc |Ju—uy|| < |a|", qui tend vers 0 quand N tend vers +o0. Donc u, limite d’opérateurs
de rang fini donc compacts, est encore compact.

Supposons |a| = 1. La suite (e2, )nen est une suite bornée de 7. La suite de ses images
par u est la suite (a"e2,+1)nen. Par compacité du cercle, toute sous-suite (a™*)ren admet
une sous-suite qui converge vers un élément non nul. Donc si (u(egn))n cn @dmet une sous-
suite convergente, alors (€2;,+1)nen aussi. Or il a été vu en cours que ce n’était pas le cas.
Donc u n’est pas compact.

(3) Posons fa, = %(€2n+€2n+1) et fopi1 = %(egn—EQn_i_l). Alors on vérifie facilement
que (fy)nen est une base hilbertienne de 2, et que u( fo,) = a” fon et u(fon+1) = —a" fon+1
pour tout n € N. Dans cette base hilbertienne, 'opérateur u est donc un opérateur dia-
gonal. Nous avons vu dans un exercice de cours que Sp(u) est 'adhérence des coefficients
diagonaux, c’est-a-dire de {£a" : n € N}. Si |a| < 1, nous avons donc

Sp(u) = {0} U {£a"™ : n e N}.
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Supposons maintenant que |a| = 1. Si a n’est pas une racine de l'unité, alors Sp(u) = S;.
Enfin, si a est une racine de l'unité, alors Sp(u) = {£a"™ : n € N}.

Correction de l’exercice E.35. (1) a) Pour tout « dans ¢, nous noterons (z, )nez les
coordonnées hilbertiennes de x dans la base hilbertienne (e, )nez.

Par linéarité et continuité, si un tel opérateur u existe, alors pour tout « dans J#°, nous
avons

u(m) ZU( E l’nen> = E xnu(en) = E x2na‘2n‘e2n+l + § $2n+1b‘2n+1‘62n+2,

nez neZ nez neZ

ce qui montre 'unicité.
Pour tout & € 4, considérons la suite (yp)nez o0 Y2, = Ton_ 162" et yop 1 =
zonal?”l. Puisque |al, [b| < 1, la somme des carrés des modules de ses termes est

> lalP iz P+ PP M g1 P <Y lmanP + ) o[ = ||z,

neZ neZ nez neZ

en utilisant le théoréme de Parseval pour la derniére égalité, et elle est donc finie. Par
la partie réciproque du théoréme de Parseval, il existe donc un élément de 57, que nous
notons u(x), dont la suite des coordonnées hilbertiennes dans la base hilbertienne (e, )nez
est (yn)nez. Par conséquent, 'application u : x — wu(x) est bien définie, et clairement
linéaire, et est de norme au plus 1 (donc est continue). De plus, u(eg,) = al?nl eon+t1 €t
u(egny1) = b2 ey, 1o pour tout n € Z, donc u est Iopérateur cherché.

b) Nous avons vu que |lu]| < 1 et puisque |Ju(ep)|| = 1, nous avons ||u|| = 1. Pour tous
les n,p € Z, nous avons

" _ a si n+1
(u (ep)ae2n> = <€pau(e2n)> = a|2"|(ep,egn+1> - { 0 g

sinon .
De méme,
_ —|2n+1| .
(u*(ep), e2nt1) = (g uleans1)) = 5" ey, enp0) = { : sip=2n+2
0 sinon .

Comme les coordonnées hilbertiennes de u*(ep) sont les (u*(ep), en) pour n € Z, 'opérateur
u* est donc I'unique opérateur linéaire continu tel que u*(eg,+1) = al?ley, et u*(egnt2) =
b‘ nH| ean+1 pour tout n € Z. Comme u(eg) = e; # be_1 = u*(eg), 'opérateur u n’est pas

auto-adjoint.

(2) Si u est compact, la suite (u(egn))n N’ formée d’images par u de vecteurs unitaires,
doit avoir une sous-suite convergente. Or, pour tous les n # m € N, nous avons |lu(ez,) —
u(egm)|| = V2 > 0, car al?"leg, 1 et al*ley, 1 sont orthogonaux et unitaires, donc
(||u(egn)||)nEN n’admet pas de sous-suite convergente. D’ou |a|] < 1. En procédant de
méme en prenant les indices impairs, nous avons |b| < 1.

Réciproquement, supposons que |a| < 1 et |b| < 1. Soit ¢ = max{|al, |b|} < 1, de sorte
que |lu(en)|| < ¢ pour tout n € Z. Pour tout N € N, notons uy l'unique opérateur
linéaire de 7 qui est nul sur 'orthogonal du sous-espace vectoriel de J# engendré par
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€e_N,...,en et tel que un(e;) = u(e;) pour i = —N,..., N. Cet opérateur est continu et
de rang fini. De plus, pour tout x € J7,

() —un (@) =] S znulen)|* < Y Junluten)]> < D fanf? A

|n|>N |n|>N |n|>N
< |z

Donc |lu — un| < ¢V tend vers 0 quand N tend vers +oo. L'opérateur u, limite des
opérateurs de rang fini uy, est donc compact.

(3) Montrons que
Sp(u) = {0} .

Puisque |al,|b| < 1, I'opérateur u est compact par ce qui précéde, et puisque J# est de
dimension infinie, nous avons Sp(u) = {0} UVp(u). Il suffit donc de montrer que u n’admet
pas de valeur propre non nulle. Par ’absurde, si x € 52 est un vecteur propre non nul de «
pour la valeur propre A € C — {0}, alors au moins I'une des coordonnées hilbertiennes de x
est non nulle, disons par exemple z2,,. Si les vecteurs u(z) et Az sont égaux, alors ils ont les
mémes coordonnées hilbertiennes, et donc pour tout n € Z, nous avons Ars,+1 = al?nl gy,
et A\xo, = b‘2"_1‘m2n_1, d’ott A2xa, = a‘2"_2‘b|2”_1|m2n_2, et pour tout k£ € N,

)\2k
T2no—2k = ono okl pl2no—2k+1] _ gl2no—2|p2no—1] L 2n0 °

Comme le dénominateur tend vers 0 plus rapidement que n’importe quelle puissance, ceci
montre que |Top,—2k| tend vers 400 quand k — +o0o. Ceci contredit la convergence de

ZnEZ ‘an

Correction de l’exercice E.36. Pour tout x € S, notons (x,)nen la suite des coor-
données hilbertiennes de x dans la base hilbertienne (e, )nen.

(1) a) Par linéarité et continuité, si un tel opérateur u existe, alors pour tout = dans
J€, nous avons

u(z) = Z Tp uley) = Z a" M aonean + Z(b”“mn + Mgy i1)eant
neN neN neN

ce qui montre 'unicité.
Montrons I'existence. Pour tout x € 5, nous avons, par l'inégalité de Parseval,

S0 o ST 0 a2 <3 franf 2 3 (o + o)

neN neN neN neN
<3 |aal* =3l
neN

Donc par la réciproque du théoréme de Parseval, I’élément
+1 +1 +1
> " a" M agnean + > (0" won + ¢ agn g1 )ean i
neN neN

existe dans ., notons-le u(x). Il est alors immédiat que u : & — J est linéaire et
continu de norme au plus 3, et que u convient.
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b) Pour tous les n,p € N, nous avons

O0sip+#2n,2n+1
(u(ean), ep) = (@™ egy + 0" legny, ep) =4 a"tlsip=2n ,
tlsip=2n+1

Osip#2n+1

1
(u(eznt1), ep) = (" eant1, ep) = { AHlsip=2n+1

Comme les coordonnées hilbertiennes de u*(ep,) sont les (u*(ep),en) = (u(ey),ep) pour
n € N, nous avons donc u*(ez,) = @™ leg, et u*(eanr1) = 0" leg, + " eg,tt.

L’opérateur linéaire continu u est auto-adjoint si et seulement si v = u*, donc si et
seulement si u(e,) = u*(e,) pour tout n € N, donc si et seulement si a"™ = g"*!
il = pntl = 0 et 1 = E"F! pour tout n € N, c’est-a-dire si et seulement si a, ¢ sont
réels et b= 0.

(2) Supposons tout d’abord que |al,|b],|c|] < 1. Pour tout N € N — {0}, soit uy :
€ — € Vopérateur linéaire qui coincide avec u sur I'espace vectoriel Fn engendré par
(en)o<n<2N—1, €t qui est nul sur son orthogonal. Il est continu, de rang fini. De plus, pour
tout & € S, nous avons par le théoréme de Parseval

“+oo “+oo —+00
(w=un)@)|* = 1| D w@aen)|> =Y | won* + D " won + g
n=2N n=N n=N

< 3 max{|a/V T BN [N 22

Donc [[u — uy,| < 3 max{|a|", |b|¥ "1, |c|V}, qui tend vers 0 quand N tend vers +o0o. Donc
u, limite d’opérateurs de rang fini donc compacts, est encore compact.

Supposons |¢| = 1. La suite (e2;,41)nen est une suite bornée de J#. La suite de ses
images par u est la suite (c"+1egn+1)n€N, qui n’a pas de sous-suite convergente car si
p < q, alors ||u(ezp+1) — u(e2g+1)]] = 2. Donc u n’est pas compact.

Supposons |a| = 1. La suite (e2, )nen est une suite bornée de .. La suite de ses images
par u est la suite (a”“ezn + b”+162n+1)neN, qui n’a pas de sous-suite convergente car si
p < g, alors |Ju(ezy) — ulez,)| > ||aP*Leqy|| = 1. Donc u n’est pas compact.

Supposons |b| = 1. La suite (e2;, )nen est une suite bornée de J#. La suite de ses images
par v est la suite (a"*'eg, + 0" leg, 1)nen, qui n’a pas de sous-suite convergente car si
p < g, alors |[u(ezy) — ulezy)| > ||b%" eaq11]| = 1. Donc u n’est pas compact.

(3) Puisque |al, |b], |¢| < 1, Popérateur u est compact par ce qui précéde, et puisque
est de dimension infinie, nous avons alors Sp(u) = {0} U Vp(u). Montrons que

Vp(u) = {a" ™, "™ : n e N},

Il est immédiat que e, 41 est un vecteur propre de u pour la valeur propre ¢!, pour tout
. P n+1
n € N. Si a # ¢, alors on vérifie que le vecteur eq, + anerlwerH-l est un vecteur propre

n+l Done

{a™ T T . e N} € Vp(u) .

pour la valeur propre a

Réciproquement, soit A € Vp(u). Alors il existe x € 7 — {0} tel que u(x) = Az. Par la
question (1) a) et par unicité des coordonnées hilbertiennes, nous avons, pour tout n € N,

A" o, = Nxop et B ag, + a1 = X Tong

169



S’il existe n € N tel que z9, # 0, alors A = a"! € {a"*!,"*! . n € N}. Sinon,
Zon = 0 pour tout n € N et, puisque = # 0, il existe n € N tel que 2,41 # 0. Comme
b lag, + T leg, 1 = Axo,41, nous avons donc A = " € {a"t! "1 . n e N} Ceci
montre 'inclusion réciproque

Vp(u) € {a" ™, "™ . n e N}.

Correction de ’exercice E.37. (1) a) Pour tout « dans ¢, nous noterons (x, )nen les
coordonnées hilbertiennes de = dans la base hilbertienne (e, ),ecn. Par linéarité et continuité,
si un tel opérateur u existe, alors pour tout x dans ¢, nous avons

(@) =u( D wnen) =Y Aondancon + ) (= Jlr -

neN neN neN

Ton + A2n+1T2n+41)€2n+1

ce qui montre 'unicité.

Posons M = sup,,ey |A\n| < +00. Pour tout = € , considérons la suite (yn)nen dans
C ot Yo, = AapToy €t Yopt1 = %H ZTon + Aon+1T2n+1. La somme des carrés des modules de
ses termes est

1
> onllazn]? + | 1t Aont1Zong1]? <3 (M? +2)|zon > + > 2M?|wop 1|
neN n neN nez

< (2M2 +2)|zl?,

en utilisant le théoréme de Parseval pour la derniére inégalité, et elle est donc finie. Par
la partie réciproque du théoréme de Parseval, il existe donc un élément de 57, que nous
notons u(x), dont la suite des coordonnées hilbertiennes dans la base hilbertienne (e, )nen
est (yn)nen. Par conséquent, lapplication u : z — wu(x) est bien définie, et clairement
linéaire, et est de norme au plus v2M?2 + 2 (donc est continue). De plus, u(e2,) = A2y €2, +
n+_1 €on+t1 et u(eant1) = Aan+1 €2n+1 pour tout n € N, donc u est opérateur cherché.

(2) Pour tous les n,p € N, nous avons
Aop, sip=2n

(€p, €2m+1) = n+_1 sip=2n+1
0 sip#£2n,2n+1.

<u*(€p), €2n> = <€p,U(€2n)> = )\—2”<ep, 62n>+%—’_1

De méme,

* T~ Aopt1 Sip=2n+1
<u (ep)ae2n+1> = )‘2n+1 <6p7€2n+1> = { 0 nt —

Comme les coordonnées hilbertiennes de u*(ep) sont les (u*(ep), €5,) pour n € N, opérateur
u* est donc 'unique opérateur linéaire continu tel que u*(ea,) = Aoy €2, et u* (e 41) =
n+rle2n + A2nt1€2n+1 pour tout n € N. Comme u(eg) = Aoeg + €1 # Aoeg = u*(ep),
Popérateur u n’est pas auto-adjoint.

(3) Supposons que la suite (A\,)nen converge vers 0. Pour tout N € N — {0}, posons
UN T Eiﬁgl zpu(en). Alors uy € Z(H°) est un opérateur linéaire continu de rang

fini (car les coordonnées hilbertiennes sont continues et par sommation finie). Pour tout
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e > 0, soit N € N— {0} assez grand pour que ﬁ < eet |\y| <€ pour tout n > N. Alors
pour tous les z € S, nous avons

) 400 1 9
Jun(z) — u(z)||* = H > XonTanean + (n Ton + )\2n+1$2n+1)€2n+1H
n=N

+1

+0o0o
2
<D (el + CESE )zonl® + 2 A2 41720111
n=N

2 2

< (27 + W)HI’H ;
donc ||uy — u|| < 4€2. Par conséquent, 'opérateur u, comme limite pour la norme d’opé-
rateurs d’une suite d’opérateurs linéaires continus de rang fini, est compact.

Réciproquement, si la suite bornée (A, )nen ne converge pas vers 0, il existe une sous-
suite (Ap, )ken qui converge vers A # 0 dans C. Quitte & extraire, nous pouvons supposer
que les n; pour k € N sont tous pairs ou tous impairs. Supposons par exemple qu’ils sont
tous pairs, l'autre cas se traitant de maniére similaire. La suite (ep, )xen est bornée dans
J€, mais la suite de ses images par u, qui est (A, €n, + % €n,+1)keN 1'a pas de sous-

suite convergente, car elle converge faiblement vers 0 mais sa norme converge vers |A| # 0.
Donc u n’est pas compact.

(4) Montrons que
Vp(u) ={\, : ne€N}.

Soit n € N. Il est immédiat que Agp,4+1 est une valeur propre de u, dont un vecteur
propre est €9y,41.
Si A9y # Agpn+1, considérons le vecteur x € 5 dont les coordonnées hilbertiennes sont

rp,=0sik<2nouk>2n+2, et xop, =1, Topy1 = (n+1)(>\27ll—>\2n+1)' Alors

u(z) = Aonxonean + (n Ton + A2n+1T2n+41)€2n+1 = A2nT2n€2n + A2nT2n+1€2n41

+1
:)\gnl‘.

Comme z est non nul, ceci montre que Ao, est une valeur propre de u, dont un vecteur
propre est z. D’ou {\, : n € N} C Vp(u).

Montrons l'inclusion inverse. Soit A € Vp(u). Il existe donc = € .# un vecteur non nul
tel que u(x) = Az. Alors, par unicité des coordonnées hilbertiennes, pour tout n € N, nous
avons

1
AonTon = ATon et e + Aont1Zon41 = AZ2p41 -
S’il existe ng € N tel que xap, # 0, alors A = Agp, et donc A € {\, : n € N}
Sinon, z9, = 0 pour tout n € N et donc Aoy11T2n4+1 = ATon41 pour tout n € N. Comme

x est non nul, il existe ng € N tel que xop 11 # 0, et donc A = Aagpy41 € {An : n € N}, ce
qui montre le résultat.

Montrons que

Sp(u) = Vp(u) ={\, : n €N} .

Puisque Sp(u) contient Vp(u) et est fermé, nous avons Vp(u) C Sp(u). Réciproquement,
soit A ¢ Vp(u). En particulier, A\ ¢ Vp(u) et donc u — Aid est injective. Montrons que
u — Aid est surjective, ce qui montre que A ¢ Sp(u) et conclut.
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Pour tout y € 2, montrons qu'il existe x € J# tel que u(x) — Ax = y, ce qui donne
le résultat cherché. Puisque Vp(u) est fermé, la distance de A & Vp(u) est strictement
positive. En particulier, il existe € > 0 tel que |\, — | > € pour tout n € N. Par unicité des
coordonnées hilbertiennes, 1'égalité u(x) — Az = y est équivalente & yo, = AopTon — ATay
et Yopt1 = n+r1 Ton + Aopt1Tont1 — ATany1 pour tout n € N, donc a

1 1
n - 5T < n t n - ¥ < n - n
w2 Ao, — Ao € Aopt1 — A (van+1 (n+1)(A2n — A) van)

pour tout n € N.
Définissons x,, € C pour tout n € N par les formules ci-dessus. Nous avons

1 1 1 3
E 2 < E - 2 9 2 9 - 2 <« 2 2
= ‘xn‘ = ~ 62 ‘y2n‘ + 62 ’y2n+1’ + (n + 1)264 ’an‘ I min{62, 64} ”yH )

qui est fini. Donc par la réciproque du théoréeme de Parseval, x = ) _yZne, existe dans
H et vérifie u(x) — Ax = y, ce qui montre le résultat.

(5) Puisque K est un compact non vide de C qui est séparable, il existe une suite (A, )nen
dense dans K. Notons S I’ensemble non dénombrable des suites dans C qui convergent vers
0. Pour tout ¢ = (¢p)nen € S, notons u. € £ () un opérateur linéaire continu tel que,
pour tout n € N,

Uc(€2n) = Aop €2n + Cr €2nt1 €t Uc(€an41) = Aopt1 €2n41 -

Par la méme démonstration que ci-dessus, u. existe et est unique, et son spectre est
{A\n : n €N} =K. Notons que u, # ux si ¢c# ¢ € S, ce qui montre le résultat.

Correction de I’exercice E.38. 1) Comme F est fermé, E est un espace de Banach pour
la restriction de la norme, et une application linéaire continue de E dans E est inversible
si et seulement si elle est bijective, par le théoréme de Banach.

Si ujp — Aidp n’est pas injective, soit x un vecteur propre non nul de up associé a
la valeur propre A. Alors u(z) — Az = 0 et u — \id n’est pas injectif. Si up — Aidp n'est
pas surjective, et si E’ est son image, alors E’ est un sous-espace vectoriel propre de E.
L’image de u — Aid, qui préserve l'orthogonal de E car u est auto-adjoint, est contenue
dans E' @ E+ # 7, donc u — \id n’est pas surjective.

2) a) Si Fj est infini, il existe une suite dans F; d’éléments deux a deux distincts. Puisque
F; est un fermé du compact Sp(u), quitte a extraire, cette suite s’accumule vers un élément
de Sp(u), non nul car a distance au moins ¢; > 0 de 0, ce qui contredit ’hypothése.

Puisque u est auto-adjoint, son spectre est réel, donc f;, dont les valeurs sont contenues
dans {0} U Sp(u), est a valeurs réelles.

L’application f; est clairement continue sur les ouverts {z € Sp(u) : |z| > €} (ou elle
vaut l'identité) et {z € Sp(u) : |z| < €} (ou elle est nulle) de Sp(u). Comme Sp(u) ne
contient pas d’élément de valeur absolue ¢;, ces deux ouverts de Sp(u) recouvrent Sp(u),
et, par localité de la continuité, I’application f; est continue partout.

b) Par les propriétés du calcul fonctionnel continu, puisque f; est continue et a valeurs
réelles sur le spectre de u, 'opérateur f;(u) est auto-adjoint. Puisque lapplication f; — id
est continue sur Sp(u), nous avons

Sp(fi(u) —u) = (fi —1id)(Sp(u)) C [—€i, +eil ,
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car f; —id est nulle en dehors de cet intervalle (en fait, nous avons méme Sp(f;(u) —u) =
Sp(u) N [—62', —l—q]).
c¢) Puisque f;(u) — u est auto-adjoint, sa norme est égale a son rayon spectral, donc

1fi(u) —ull = p(fi(u) —u) < e,

par ce qui précéde. Comme ¢; tend vers 0, ceci montre le résultat. [Une autre maniére de
dire est que puisque le calcul fonctionnel continu est isométrique, nous avons || f;(u) —ul| =
|| fi —id||co < € qui tend vers 0 quand ¢ tend vers +o0.

3) Soit A une valeur spectrale isolée de u. Notons g : Sp(u) — C l'application valant
1 sur A et 0 ailleurs. Puisque \ est isolé, g est continue et I'application (id —\)g est nulle
sur Sp(u). Puisque le calcul fonctionnel continu est un morphisme d’algébres, nous avons
donc (u — Aid) o g(u) = 0. Puisque g n’est pas l'application nulle sur Sp(u), 'opérateur
g(u) n’est pas nul par les propriétés du calcul fonctionnel continu. Donc son image est non
nulle, contenue dans ker(u — Aid), donc A est une valeur propre de wu.

4) a) Tout d’abord, puisque u est auto-adjoint, les E) pour A € Sp(u) — {0} sont deux
a deux orthogonaux, invariants par u et ’espace métrique séparable Sp(u) — {0}, dont tout
point est isolé, est dénombrable. Donc la somme hilbertienne F' = @)\ESp(u)— {O}E)\ est
bien définie, et invariante par u, par continuité de u. Puisque u est auto-adjoint, u préserve
l'orthogonal Ey de F.

Soient v = wg,, qui est auto-adjoint, et A un élément non nul de Sp(v). Alors par la
question 1), A est une valeur spectrale de u, donc est isolée dans Sp(u), donc est isolée
dans Sp(v). Donc A est une valeur propre de v par la question 3) appliquée a v. Ceci n’est
pas possible car tout vecteur propre de v pour la valeur propre A est aussi un vecteur
propre de u pour cette valeur propre, donc est nul puisqu’il appartient & Ey C E)% Donc
le spectre de 'opérateur auto-adjoint v est nul, et donc v est nul. Donc son spectre est
vide si Ey = {0} ou égal a {0} sinon. En outre, Ej est contenu dans le noyau de u, donc
égal & ce noyau car F Nkeru = {0}. Puisque s# = F+ @ F car F est fermé, nous avons

A = ker(u) ® Besp(u) {0y Br-

b) Tout élément x de J# s’écrit donc x = xg + Z)\GSp(u)—{O} Ty ol xg € Fy et xy €
Ey. Nous avons fi(u) g, = fi(A)idg, pour tout A € C, par par les propriétés du calcul
fonctionnel continu. Donc par continuité, f;(u)(z) = fi(0)zo + X yesp)—qo1 fi(A)za, qui
appartient a ®)\€FiE)\ car fi(A) = 0 si |A| < €. Donc I'image de f;(u) est contenue dans
(et en fait égale &) Pycp, Ex. [Autre méthode : par les propriétés du calcul fonctionnel
continu, nous avons f;(u) g, = fi(\)idg, et fi(A) = 0si X ¢ F;. Donc ©x¢p, Ex C ker fi(u).
D’ou, puisque f;(u) est auto-adjoint,

Im fi(u) = (ker fz'(u))l - (@meA)l = Oxrer By -

5) C’est un théoréme du cours que toute valeur spectrale non nulle d'un opérateur
compact est une valeur propre isolée de multiplicité finie.

Réciproquement, supposons que toute valeur spectrale non nulle de u est une valeur
propre isolée de multiplicité finie. Alors par 4) b), f;(u) est un opérateur linéaire continu
d’image de rang fini, donc un opérateur compact. Par la question 2) c¢), 'opérateur u, limite
d’opérateurs compacts, est encore compact.
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Correction de ’exercice E.39. (1) Pour tout x = (2, )nez € £?(Z), nous avons

[Ho(@)[13 =Y |#n-1+ 2ns1]?/4 <D (Jon-al* + [2ni1]?) /2

neZ nel
< (Dl + ) awl?) /2 = ||2ll3 -
keZ keZ

Donc Hy est bien défini, clairement linéaire, et continu (de norme au plus 1). De plus,

<H0( ) >2_Z% (an 1yn+zxn+l yn)

nel nez neZ

1 - 1+
= 5(2% Yk+1 + Zwk yk—l) = Zxk w = <$7H0(y)>2

keZ keZ keZ
pour tous z,y € £?(Z), donc Hy est auto-adjoint.

(2) Remarquons que u est clairement continu, auto-adjoint car cos est a valeurs réelles,
de norme au plus 1 car |cos| est a valeurs dans [0, 1]. Donc son spectre est contenu dans
[—1,1]. Soient ¢ > 0, ty € ]0,1[ et A9 = cos(27ty). Par continuité, pour tout e > 0,
il existe N € N — {0} tel que pour tout ¢ € [0,1] tel que |t — ty| < 5k, nous ayons
[to — 35 to + 5] C [0,1] et [cos(2mt) — Ag| < €. Sin > N, alors

to+ 5
(= Agid) ful|2 = / 7 cos(2nt) — Mol dt <
to— o
Donc limy, o (u — cos(27tp) id) f, = 0. Or || fn]l]2 = 1. Donc par le critére de Weyl, et par
surjectivité de cos : |0,27[ — [—1,1[, tout élément de [—1, 1] appartient au spectre de u,
qui est fermé. Celui-ci est donc égal a [—1,1].

(3) Pour tous t € [0,1] et x = (z,)nez € £*(Z), nous avons

Uo Ho(l‘)(t) _ Z Tn—1 ;‘xn+l 2imnt _ <Z Tho1 2z7rnt + Z T, 2z'7rnt>

nez neL

= %(Z:Ek 2kt Z aj, 2T k=1) t) = cos(2nt) U(z) = uo U(x)(t) .
kEZ keZ
Donc Wo HyoU~! = u, et pour tout A € C, nous avons Wo (Hy—\id)o¥U~! = 4 — \id. En
particulier Hg et u ont le méme spectre et les mémes valeurs propres. Si A est une valeur
propre de u, alors cos(2nt) = A sur ’ensemble de mesure non nulle de [0, 1] sur lequel un
vecteur propre associé fixé ne s’annule pas, ce qui est impossible (I’application cos prend
exactement deux fois chaque valeur sur [0, 27[ ). Le résultat en découle, par la question (2).

Correction de ’exercice E.40. (1) a) Pour tout « dans ¢, nous noterons (x, )nen les
coordonnées hilbertiennes de = dans la base hilbertienne (ey,)nen.
Par linéarité et continuité, si un tel opérateur u existe, alors pour tout x dans ., nous

avo1ns
= u( Z Tnen) = Z rpu(en) = Z Tn(cen + 0" ey i)

neN neN neN
“+oo
= Pzpeq + E ("xp +0"xp_1)en ,
n=1
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ce qui montre 1'unicité.
Considérons la série a termes deux a deux orthogonaux coxoeo—i—z:fg (T +0"xp—1)en.
La somme des carrés des normes de ses termes est

+o00o +oo +o0o
x>+ [ + b an [ < ol + ) 2(1wal? + [wna?) <4 |wil* = 4|z

n=1 n=1 n=0

qui est finie. Donc cette série converge par le théoréme de Parseval. Par conséquent, I’ap-
plication u :  — Pzgeq + Z:ﬁ(cnajn + b"x,_1)e, est bien définie, et clairement linéaire,
et est de norme au plus 4 (donc est continue). De plus, u(e,) = e, + b" e, 1, donc u
est 'opérateur cherché.

b) Pour tous n,p € N, nous avons

Osip#n,n+1
(u(en),ep) = (e + 0" lenir,ep) =4 sip=n
lsip=n+1

Comme les coordonnées hilbertiennes de u*(e,) sont les (u*(ep),en) = (u(ey),ep) pour
n € N, nous avons donc u*(e,) = ¢Pe, + bPe,_1 si p # 0 et u*(eg) = €. Puisqu'un
opérateur linéaire continu est déterminé par les valeurs qu’il prend sur les éléments d’une
base hilbertienne, ceci détermine uniquement u*.

L’opérateur linéaire continu u est auto-adjoint si et seulement si v = u*, donc si et
seulement si u(e,) = u*(e,) pour tout n € N, donc si et seulement si c’eq + be; = ¢’¢ et
ey +b" e, 1 =", +b"e,_1 pour tout n € N—{0}. Sic=72cet b= 0, alors toutes ces
conditions sont satisfaites. Réciproquement, si ces équations sont satisfaites, en prenant
n = 1 et en utilisant le fait qu’une base hilbertienne est une famille libre, ceci implique que
c=-¢c¢et b=0. Le résultat en découle.

(2) Si u est compact, la suite (u(e,)), oy d'images par u de vecteurs unitaires doit avoir
une sous-suite convergente. Or elle converge faiblement vers 0, car son produit scalaire avec
tout élément fixé de la base hilbertienne (e, )n,en tend vers 0. Donc si elle admet une sous-
suite convergente, la limite de cette sous-suite ne peut étre que 0. Or si |¢| =1 ousi b =1,
alors |lu(e,)]| = /Ie[*® + b2 +1) n’admet pas de sous-suite convergente vers 0. Donc |c| < 1
et b< 1.

Réciproquement, supposons que |¢[ < 1 et b < 1. Soit a = max{|c|,b} < 1, de sorte

que |lu(en)|| = ||c"en + 0" le,t1]| < V2a™ pour tout n € N. Pour tout N € N, notons
uy 'unique opérateur nul sur 'orthogonal du sous-espace vectoriel de 5 engendré par
€0, ---,en et tel que un(e;) = u(e;) pour i =0,..., N. Cet opérateur est de rang fini. De

plus, pour tout z € 7,

+oo +oo —+00
2
u(@) —un @) =] D zauled)]” < D0 lalllulen)lP < D feal> 26>
n=N+1 n=N+1 n=N+1

< 202Vl
Donc |ju — un| < v2a" tend vers 0 quand N tend vers +oco. L'opérateur u, limite des
opérateurs de rang fini uy, est donc compact.

(3) Nous effectuerons le calcul des valeurs propres de u sauf si |¢| = 1 et b # 0, et nous
en déduirons le spectre de u si (|c[,b) € [0,1] 2.
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Supposons que b = 0. Alors u est un opérateur diagonal dans la base hilbertienne
choisie. Si ¢ = 0, alors u = 0, et 0 est la seule valeur propre de u, de multiplicité infinie,
et la seule valeur spectrale. Si ¢ # 0 et si ¢ n’est pas une racine de 'unité, alors ¢ £ ¢™
si n # m, donc les valeurs propres sont les ¢” pour n € N, de multiplicités égales & 1. Si
lc| < 1, alors comme u est compact et # est de dimension infinie, nous avons

Sp(u) = {0} UVp(u) = {0} U{c" : neN}.

Si |¢| = 1, alors u est de norme au plus 1, et u~! est Popérateur obtenu en remplagant c
par ¢, qui est aussi de norme 1. Par les propriétés du rayon spectral, les spectres de u et
de u~! sont donc contenus dans le disque unité fermé de C. Comme Sp(u~') = 1/Sp(u),
le spectre de u est donc contenu dans le cercle unité. Or Vp(u), qui est contenu dans le
Sp(u), est dense dans le cercle, car ¢ = 2™
nous déduisons que

avec 0 irrationnel. Comme Sp(u) est fermé,

Sp(u) ={z€C : |z|=1}.

Enfin, si ¢ est une racine de I'unité, si n est le plus petit entier strictement positif tel
que ¢" = 1, alors u a exactement n valeurs propres (les racines n-émes de 'identité) de
multiplicités infinies. Pour k = 0,...,n — 1, notons %, la somme hilbertienne des Cegy;,
pour i € N. Alors 7 est la somme directe orthogonale (finie) des %, pour k =0,...,n—1,
et u est un multiple de 'identité sur chaque 43,. Donc

Sp(u) = Vp(u) ={cF : 0<k<n-—1}.

Supposons que b # 0 et |¢| < 1. Calculons tout d’abord les valeurs propres de u. Soit
T =) nTnep un vecteur propre (non nul) de u associé & la valeur propre A € C. Alors
u(z) = Az, c’est-a-dire

400
Aroeo + E ("xp +b0"xp_1)e, = E AZnen .
n=1 neN

Par unicité des coordonnées hilbertiennes, ceci équivaut a Azo = \xg et 'z + Vw1 =

Az, pour tout n > 1. Soit ng € N tel que x,, # 0 et x; = 0 pour i = 0,...,n9 — 1 (qui
existe parce que x est non nul). Alors

Tpy = A, €t Yn>ng+1, "xp+ 0" "1 = Azpy . (36)

Si ¢ = 0, alors la premiére équation montre que A = 0 car x,, # 0, et en prenant
n = ng + 1, nous avons b"x,, = 0, ce qui est impossible (car b et n,, sont non nuls). Donc

Vp(u) =0 sic=0et b#£0.

Si ¢ # 0, alors ¢ — ¢™ # 0 pour tout n > ng + 1. Les équations (36) sont donc

équivalentes & A\ = ¢™ et z, = %$n_1 pour tout n > ng+ 1. Sib =1 et ng > 0,

T
alors comme c" tend vers 0 quand n tend vers +oo et c%o > 1, nous avons ﬁ >1

pour n assez grand, donc la série S |x,|? diverge, ce qui est impossible car x € J#. Si
b=1cet ng =0, alors z,, = ﬁxn_l pour tout n > 1. Donc z,, = szl ﬁ$0 converge

vers un nombre complexe non nul, car quand k tend vers +oo, ¢® tend vers 0, donc le
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nombre complexe log(1 — ¢*) est bien défini pour k > ny, et équivalent & —c*, donc, par
un argument de série géométrique convergente,

+oo 1 +o0
H T = exp —( Z log(1 —ck)) #0.
k=n1 ¢ k=n1

Donc la série Y |z,|? diverge encore, ce qui est impossible. Par conséquent,
Vp(u) =0 si 0<]c]<1let b=1.

Si b < 1, notons que |1 — ™ ™| > 1 —|¢|" ™ >1—|c|] > 0 pour n > ngy + 1. Posons
y=20,...,Yno—1 = 0, yn, = 1 et par récurrence y,, = ﬁyn_l pour tout n > ng+ 1. Soit
N € N assez grand pour que k = m < 1. Alors |yn| < k|yn—1| pour tout n > N.
La série _ |y,|?, majorée (4 part ses premiers termes) par une série géométrique de raison
strictement inférieure a 1, converge donc. Le vecteur de coordonnées hilbertiennes (yy,)nen
(qui existe par le théoréme de Parseval) est donc un vecteur propre de u associé a la valeur
propre ¢, et tout autre vecteur est, par I'analyse faite ci-dessus, colinéaire & celui-ci. Par
conséquent
Vp(u)={c" : neN} siO0<le]<letO<b<1,

avec multiplicités égales a 1. De plus, comme u est compact si (|¢|,b) € [0,1[2, et puisque
J€ est de dimension infinie, nous avons

Sp={0}UVp(u)={0}uU{c" : neN} siO<|e]<letO<b<]1.

Correction de ’exercice E.41. (1) Tout d’abord, si m € Z*°(X) et f € J, en
posant ¢ = [|m||ys(x ), nous avons [ _ . [m(z)f(x)|* du(z) < || f]|?, donc mf € . Par
conséquent, si m € £*°(X), Papplication wu,, : f — mf est une application bien définie,
clairement linéaire, de norme au plus ¢, donc u,, € £ (7). Montrons qu’en fait

[t = lImllLee (x uc) -

Pour tout € > 0, soit A = {x € X : |m(z)| > ¢ — €}, qui est une partie mesurable de
X, de mesure finie strictement positive. Si f est la fonction caractéristique de A, alors

[fll2 = 1(A) et

numfm:=(/QVnu»Pdu@»)§z<c—enmA>=<c—e>Wﬂh.

Donc |[up,|| > ¢ — €, et ceci pour tout € > 0, ce qui montre le résultat.
L’application m +— uy,, de Z*°(X) dans Z() est donc bien définie, et clairement
linéaire. De plus Uy = Um © Uy, et pour tous les f et g dans S, nous avons

(w(£).9) = | mo)f(@) 5@ du(o) = [ f(a) m@)gta) du(e) = (frem(9)
zeX zeX

= (um(£), 9) -
Donc wy, = usm, et m — u,, est un morphisme d’algébres involutives.
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(2) Si A € C n’appartient pas a I'image essentielle de m, alors il existe € > 0 et Y une
partie mesurable de X de p-mesure nulle tels que |m(x) — A\| > € pour tout z € X — Y.
Soit m' : x ﬁ siz € X =Y, et x — 0 sinon, qui est mesurable bornée (par %)
Alors

Upy © (U — A1) = Upr © U\ = Uyt (m—2) = Um—x © Uy

est 'opérateur identité de J# (car si my et mso coincident presque partout pour la mesure
fy alors Uy, = U, ). Donc u,, — Aid est inversible, et A & Sp(uyy,).
Réciproquement, si A € C appartient a I'image essentielle de m, alors pour tout n € N,
soit A, = {z € X : |m(z) — A| < 1}, qui vérifie u(A,) > 0. L’application f, : z
L__\ 4, est un élément unitaire de J7, et

vV w(An)

. Im — A2 3 1
—\id = ||(m — X _ ( m=A" ) <1
It = Aid)folle = m = Nl = (s an) < -
tend vers 0 quand n tend vers 4+oc0. Donc u,,, — Aid n’est pas inversible, par la partie facile
du critére de Weyl (sinon f,, = (y, — A id) ™ (uy, — Aid) £, tendrait vers 0 par continuité de
(tm — Aid) ™1, ce qui contredirait le fait que f,, est de norme 1). Par conséquent A € Sp(u),
ce qui montre le résultat.

(3) Notons A, I'ensemble des A € C tels que p(m~'({A})) > 0. Si X est une valeur
propre de u,, et si f est un vecteur propre non nul de w,, associé & A, alors m(x)f(x) =
Af(x) presque partout et f n’est pas presque partout nulle. Donc m vaut A sur un ensemble
de mesure non nulle, et A € A,,.

Réciproquement, si A € A,,, notons f la fonction caractéristique de I’ensemble mesu-
rable m~1({\}) de mesure non nulle. Alors u,,f = A\f, donc f est un vecteur propre non
nul de wu,, associé a la valeur propre A, et A € Vp(uyy,).

(4) Soit X un compact non vide sans point isolé de C. Notons m : X — C lapplication
x — x. Pour toute mesure borélienne positive finie p sur X, I'image essentielle de m est
exactement le support de p.

Lemme. Pour tout compact non vide sans point isolé X de C, il existe une mesure
borélienne positive finie de support X, sans atome.

I
N

3l 9
1@ e 1@ 10 10—10
3 3 9 6 6

Démonstration. Quitte & faire une translation et une homothétie, on peut supposer que
X est contenu dans le carré [0, 1[2. Pour tout n € N, on construit une mesure de probabilité
pin. Notons pg la masse de Dirac unité en 0, de sorte que po([0,1[%) = 1. On subdivise
par dichotomie en quatre carrés [0, 5[ x[0,1[, [0,4] x[3,1[, [3,1[x[0, 4 et [3,1[x[3,1]
le carré Cy = [0,1[2, et on note p; € {1,2,3,4} le nombre de ces carrés qui contiennent
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po(Co)

un point de X. On met alors une masse de Dirac de masse en chacun des coins en
bas & gauche de ces p; carrés. On itére : on subdivise en quatre chacun de ces p; carrés, et
on met au coin en bas a gauche de chacun de ces quatres carrés contenant un point de X
une masse de Dirac égale a la mesure du carré avant découpage, divisée par le nombre des
carrés découpés contenant un point de X. Voir le dessin ci-dessus, ol les carrés hachurés
sont ceux qui ne contiennent pas de point de X.

Par compacité, les mesures de probabilité u, convergent quittent a extraire vers une
mesure de probabilité u, et il n’est pas difficile de vérifier que cette mesure vérifie les

propriétés voulues. O

Soient p comme dans le lemme, et # = L2(X,pu;C), qui est un espace de Hilbert
complexe séparable. Alors u,, : 7 — J¢ est un opérateur continu, sans valeur propre par
(3), de spectre égal au support de p, c’est-a-dire & X. Ceci démontre la premiére assertion.

Si X est contenu dans R, alors m étant a valeurs réelles, 'opérateur u,, est auto-adjoint
par la question (1). Réciproquement, si u est un opérateur auto-adjoint, on sait que son
spectre est un compact non vide de C, contenu dans R, et que toute valeur spectrale de
u isolée dans Sp(u) est une valeur propre. Donc si u n’a pas de valeur propre, alors son
spectre n’a pas de point isolé.

Correction de I’exercice E.42. (1) a) Ceci découle du fait que (u — zid)* = u* — Zid
et que si v € L (H) est inversible, alors v* aussi et (v™1)* = (v*)~L.

b) La premiére affirmation découle immeédiatement du fait que les opérateurs u— zid et
u— 2’ id commutent, car v commute avec tout polynéme en u. Pour la seconde, en utilisant
la premiére, nous avons

Ry(2) — Ru(?') = Ru(z) o Ry(2') o ((u — 2'id) — (u — zid)) = (2 — ') Ru(2) o Ry(7') .

(2) a) Si A € Sply(u), soit (z,)nen une suite de Weyl pour (u, A). Si v = u — \id est
inversible, alors z,, = v(u(xy,) — A\x,) converge vers v(0) = 0, ce qui contredit le fait que
|zn|| = 1 pour tout n € N. Donc A € Sp(u).

b) Un opérateur auto-adjoint compact est de spectre dénombrable, et comme le spectre
d’un opérateur continu est fermé, le résultat en découle par passage au complémentaire.

(3) a) Si (25, )nen converge faiblement vers z, alors la suite (2, )n,en est bornée, donc son
image par 'opérateur compact © admet une sous-suite convergente. Soit y € S une valeur
d’adhérence de la suite (u(zy,))nen. Puisque u est linéaire continu, la suite (u(xy))nen
converge faiblement vers u(x), et toute sous-suite aussi. Par unicité des limites faibles,
nous avons donc y = u(x). Puisque la seule valeur d’adhérence de (u(xy,))nen est u(z), ceci
montre le résultat.

b) Soit (x,,)nen une suite de Weyl pour (u, A). Alors par la question a), puisque w = u—v
est compact, la suite (w(zy))nen converge vers w(0) = 0. Donc v(x,) — Azy, = u(z,) —
Azy, —w(xy,) converge vers 0. D’ou (xy,)nen est une suite de Weyl pour (v, A). Par symétrie,
le résultat en découle.

c) Si A € Sple(u), soit (x,)nen une suite de Weyl pour (u,A). Alors u(z,) — Az,
converge vers 0. Donc par continuité de R, (z),

Ry (2)(u(zn) — Axp) = Ry(2)(u(zn) — 220 + (2 — Nxp) = 2, — (2 — N) Ry(2)
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converge vers 0. Comme z — X\ # 0 par la question (2) a), ceci implique que Ry (2)x, — (z —
A)~lz, converge vers 0. Donc (x,)nen est une suite de Weyl pour (R, (z),(z — A)71). La
réciproque se montre de méme.

d) Par les questions précédentes, nous avons A € Sp,.(v) si et seulement si ﬁ €

Spies(Ry(2)) (R, (2)) si et seulement si A\ € Spl(u).

(4) Puisque u est auto-adjoint, Spe(u) est I'ensemble des A € C tels qu’il existe une
suite (z,)nen dans 2 telle que ||lz,,|| = 1 pour tout n € N, la suite (||ju(z,) — )‘x”H)neN
converge vers 0 et la suite (2, )neny n’admet pas de sous-suite convergente. Puisque (2, )nen
est bornée, quitte & extraire, nous pouvons supposer que (&, )nen converge faiblement vers
x € H et que (||z, — z||)nen converge vers ¢ € [0, +oo[. Puisque (z,)nen n’admet pas de
sous-suite convergente, nous avons ¢ # 0.

Posons ¥, = ﬁ, qui converge faiblement vers 0 car ¢ # 0. Alors |ly,| = 1 pour

tout n € N, et puisque u — \id est continue, la suite (u(zy,) — Azy )nen converge faiblement
vers u(z) — Az et converge fortement vers 0. Donc u(z) = Az par unicité de la limite faible.

[w(@p) =z |

Puisque ¢ # 0, nous avons aussi que [|u(y,) — Ayn| = | ey converge vers 0.

(5) a) Soit z € p(u) (qui existe car Sp(u) est borné). Puisque précomposer par un
opérateur continu préserve la compacité des opérateurs continus, si v est compact, alors
v o Ry (z) est compact, donc v est u-compact.

Soient z,z € p(u) tels que v o R, (z) est compact. Alors par la question (1) b), nous
avons

vo Ry(2') =voRy(z) — (z — 2 )vo Ry(z) o Ry (') .

Donc v o R, (z') est compact, car 'ensemble des opérateurs compacts est un idéal bilatére
de lalgebre Z(.77).

b) Pour tout z € p(u+v) N p(u), par exemple si z € C est de module assez grand, nous
avons

Ryto(2) — Ru(2) = Ryqo(2) o (id —(u+v — zid) o (u — zid)_l) = —Rytv(2) ovo Ry(z) .

Donc si v est u-compact, alors Ry,1,(z) — Ry (z) est compact, car ’ensemble des opérateurs
compacts est un idéal bilatére de l'algebre £ (). Le résultat découle alors des questions

(3) et (4).

Correction de I’exercice E.43. |I|Pour tout z dans /¢, nous noterons (z,, = (x, €) )neN
les coordonnées hilbertiennes de x dans la base hilbertienne (e;,)nen.

1) Par linéarité et continuité, si un tel opérateur u existe, alors pour tout x dans JZ,
nous avons u(x) = u(}_,cn Tnen) = Y peny AnZnfn, ce qui montre I'unicité.

Soit C' = sup,en|An|, qui est fini par hypothése. Notons E' le sous-espace vectoriel
dense de 77 de base vectorielle (ey,)nen. Notons u : E — # 'unique application linéaire
prenant pour valeurs sur les éléments de cette base celles données par I’énoncé. Pour tout
T = Zﬁzo xpen € E, nous avons, puisque la famille (f,,)o<n<n est orthonormée, et puisque
> nen [2nl?> = [|z||? par la formule de Parseval

lu(2)|* = Z Annl* < CZ |2nf* < Cllz]*
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Donc u est continu, de norme au plus C. Par le théoréme de prolongement (I’espace de
départ E est dense dans 7 et I'espace d’arrivée % est complet), Papplication linéaire
continue u se prolonge donc en une application linéaire continue de J# dans J#, de norme
au plus C.

[On pouvait aussi dire qu’il existe une unique application linéaire continue w envoyant
en sur fp (qui est isométrique) et que si v est 'unique élément de £ () tel que v(e,) =
Anén pour tout n € N (comme vu en exercice), alors u = w o v convient.|

2) Soit (JAn,|)ken une sous-suite convergente vers C. Comme limy_, ;o [|u(en, )| = C,
nous avons ||ul| > C, donc |ju|| = C par ce qui précéde. Notons v € Z(#°) 'unique
élément de . tel que v(fi) = A ep pour tout k € N, qui existe par 1). Pour tous les
n, k € N, nous avons

(en, v(fr)) = Anlen, ex) = An(fn, fr) = (ulen), fi) = (en, u"(f)) -

Donc pour tout k € N, les vecteurs v(fx) et u*(fx), qui ont les mémes coordonnées hil-
bertiennes dans la base hilbertienne (ey)nen, sont égaux. Puisque (fi)ren est une base
hilbertienne, ceci implique que u* = v.

3) Montrons que u est compact si et seulement si la suite (A, )nen converge vers 0.

Si (An)nen ne converge pas vers 0, alors par compacité, il existe une sous-suite (A, )xeN
qui converge vers A # 0. Donc 'image par u de la suite bornée (e, )reny n’admet pas de
sous-suite convergente, d’olt u n’est pas compact.

Si (An)nen converge vers 0, alors pour tout N € N, notons un : ¢ — > <, <y AnZnfn,
qui est un opérateur de rang fini. Pour tout € > 0, soit Ny € N tel |\,| < € si n > Np. Pour
tout x € JZ unitaire, pour tout N > Np, par la formule de Parseval, nous avons

lun (@) —w@)> = Y naal® <€ Y ol < &2 =

n>N n>N

Donc |luy — u|| < €, et u est un opérateur compact, comme limite d’opérateurs de rang

fini.

(1) Puisque (u(z), fi) est la k-éme coordonnée hilbertienne de u(x) dans la base hil-
bertienne (fx)ken, la premiére égalité n’est rien d’autre que la formule de Parseval pour
u(x). Donc, en utilisant le fait que les séries sont a termes positifs pour permuter les deux
signes sommes,

D lulen)l? =30 > lu =22 lenw ()

neN neN keN neN keN
=) K (fr)ren)? =D llur (f)ll? -
keNneN keN

(2) La question (1) montre que la définition d’un opérateur de Hilbert-Schmidt est
indépendant des choix de bases hilbertiennes. Le fait que HS(#) soit un sous-espace
vectoriel de £ () découle de la formule | Az + uy||®> < 2\A2||z)|? + 2|u/?||y||* pour tous
les x,y dans JZ et A\, u dans C. Le fait que HS(J#) soit stable par 1’adjoint découle de la
question (1). Le fait que HS(#) soit stable par composition & gauche découle du fait que
lv o u(en)||? < ||v||?*||lu(en)||?. La stabilité par composition & droite découle de la stabilité
par I'adjoint et de la stabilité par composition & gauche, car uow = (w* o u*)*.
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(3) Soit u un opérateur de Hilbert-Schmidt. Pour tout N € N, posons uy : x
Zﬁfzo xpu(ey). Alors uy € £ () est un opérateur linéaire continu de rang fini (car les
coordonnées hilbertiennes sont continues et par sommation finie). Pour tout € > 0, soit
N € N assez grand pour que %% [lu(en)||? < €, qui existe par la convergence de la

série 3 [[u(en)||?. Alors pour tous les 2 € J#, nous avons

00 9 00 9
2
Jun(@) = u@)2 = || 3 wputen)| < (0 Jeal luten)l)
n=N+1 n=N-+1
+o0 +o0o
< Dl Y el < ellel?,
n=N+1 n=N+1

donc ||luy —ul| < e. Par conséquent, 'opérateur u, comme limite pour la norme d’opérateurs
d’une suite d’opérateurs linéaires continus de rang fini, est compact.

IIT|1) L’opérateur u*u est auto-adjoint positif, donc son spectre est contenu dans [0, +00] .

L’application f : x — +/z est définie, continue et positive sur Sp(u). Par le calcul fonc-
tionnel continu, l'opérateur |u| = f(u*u) est donc bien défini et positif. Puisque le calcul
fonctionnel continu est un morphisme d’algébres, et puisque f? = idgp(y), nous avons
lu|?> = u*u.

2) L’opérateur |u| est auto-adjoint, car positif. Remarquons que, pour tout x € 2,

Il @)1 = (ful(z), [ul(@)) = (, [u*(2)) = (2, w"u(@)) = (W), u(@)) = |u@)]* .

Cette formule implique que si u*u(z) = 0, alors u(z) = |u|(z) = 0, et que u(zr) = 0 si et
seulement si |u|(z) = 0. Donc Ker |u| = Kerwu contient Ker(u* o u). Réciproquement, si
u(z) = 0, alors u*u(x) = 0, ce qui montre le résultat.

3) Comme |u| est positif, donc auto-adjoint, et par la question précédente, nous avons
Keru = Ker |u| = Ker |u|*. Par les propriétés de 'adjoint, pour tout v € £ (), nous
avons (Kerv*)t = ((Im fu)l)J‘ = Imwv. En prenant v = |ul, le résultat en découle.

4) Si y € Im |ul, posons v(y) = u(y’) ou |u|(y') = y. La valeur de v(y) ne dépend pas
du choix de ¥/, car si |u|(y") =y, alors y’ — ¢’ € Ker |u| = Keru par la question 2), donc
u(y") = u(y). Par la question 2) aussi, nous avons [|o(y)]| = [lu(y)l| = llul(¥)| = lyll
Donc application v : Im |u| — . est isométrique, et clairement linéaire. Puisque J# est
complet et par le théoréme du prolongement, elle s’étend donc en une application linéaire
isométrique v : Im |u| — 2.

Pour tout x € 2, puisque Keru est fermé, nous pouvons écrivons x = y + z ou
z € Keru et y € (Keru)® = Im|u| par la question 3). Posons alors v(x) = v(y). Par
construction, nous avons u(x) = v o |u|(z) pour tout x € ., et puisque v est isométrique
sur (Ker u)!, son noyau est égal au noyau de u. Le résultat en découle.

5) Soit x € (Kerv*)*. Puisque |[v*| = |lv|| < 1 (et méme |jv]| = 1 si v n’est pas
I'opérateur nul), nous avons ||[v*(z) < ||z||. Notons que Imv est fermé, car complet dans
¢ complet, car v est une isométrie linéaire du sous-espace fermé donc complet (Kerv)*

dans Imwv. Donc (Kerv*)t = ((Imv)J-)J' = Imwv. Notons 2/ un élément de J# tel que
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x = v(2'). Nous pouvons supposer que z’ € (Kerv)*, de sorte que ||2’|| = ||v(z')||. Alors

)

[v*(z)|| = sup (v*(z),y) = sup (z,v(y)) = sup (v(z’),v(y)) > (v(z'),v(:
llyll=1 lyl|=1 lyl|=1 [|2']]

v 2
I — oga!)) = sl

Donc v* est une isométrie partielle.
Pour tout z € 2, nous avons v*v(z) € Imv* = (Kerv)* et, puisque Imv = (Kerv

(v 0(2), 2 — v*(2)) = (V*0(2), 2) — [[v*v(2)||* = |v(z)]]> = [lv*v(z)|?
= [[v(2)|I* = o(=)|> = 0.

)t

)5

Donc v*v est la projection orthogonale sur (Ker v

(1) Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, puisque x est unitaire, puisque |uv| est auto-
adjoint car positif, puisque |uv|? = (uv)* (uv) = v*u*uv, puisque v(z) = Az, nous avons

(uv](2), 2) < || [uo|@)]| 2] = (uo|(@), [uv](2)) 2 = (uv]?(2),2)2 = (@ v uv(z), 2)>
= <u*uv(x),v(:17)>% = (M (u*u(m),:ﬂ))% = [\ (v*v(x), z)

(2) a) Puisque u est positif, son spectre est contenu dans [0,4o00[. L’application f :
t — 1 est définie, continue et positive sur Sp(u). Par le théoréme du calcul fonctionnel
continu, lopérateur u® € £ () est donc bien défini, et positif donc auto-adjoint. Par
le théoréme de diagonalisation des opérateurs auto-adjoints positifs compacts, puisque 7
est séparable de dimension infinie, il existe une base hilbertienne (e,)nen de 7 et une
suite de réels positifs ou nuls (A, )nen telles que u(e,) = Apey. Par les propriétés du calcul
fonctionnel continu, e, est un vecteur propre de e, pour la valeur propre f(A,) = A2, et
donc u® est diagonalisable dans la base hilbertienne (e, )nen, de valeurs propres les A%
pour n € N. Par la question I, puisque u est compact, les A\, tendent vers 0, donc les A%
tendent vers 0 (car o > 0), donc de nouveau par la question I, 'opérateur u® est compact.
Par un théoréme du cours, son spectre est

{0} U Vpu®) = {0} U{A® : neN}.

o=

b) En écrivant & = ) . Zpen dans la base hilbertienne précédente, par la convexité
de la fonction ¢ — t2 car o > 2 et puisque > nen lznl* = 1, nous avons

(2. )% = (SN2 )T €300l = (@), )
neN neN

(3) a) Si u = v|u| est la décomposition polaire de u, alors u = v\u]%]u\%, et \u]% est
auto-adjoint. Donc par deux inégalités de Cauchy-Schwarz (une pour le produit scalaire de
A, Pautre pour le produit scalaire de £2(N) ), nous avons

S (ulen), en)l = 3 1lul2 (en), [ul 20" (e))] < D [l (en)] I ul 20" (en)|

neN neN neN
< (e ) (Zmum D)
neN
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Le premier terme du produit ci-dessus est fini, car |u|% est un opérateur de Hilbert-Schmidst.
Par la question II 2), 'opérateur |u| 30* est aussi de Hilbert-Schmidt, donc le second produit
est aussi fini.

La série définissant Tr(u) est donc absolument convergente, et par conséquent conver-
gente.

b) Par la question II 2), 'opérateur tyw; + taws est de Hilbert-Schmidt, donc la somme
> nen | (E1wr + taws)(en)||* converge. L'égalité cherchée découle alors de la sesquilinéarité
du produit scalaire et de la définition des adjoints. Le terme de gauche de 1’égalité est
indépendant de la base hilbertienne (ey)nen, par la question II 1). Le terme de droite
lest donc aussi, et c’est un polynoéme en tq,to, %1, 2. Donc le coefﬁment de t1t; est aussi
indépendant de (e, )nen. En appliquant ceci avec wy = |ul2z 3 et wy = |ul2 0% ot u = v|u| est
la décomposition polaire de u, le résultat en découle.

c¢) Par le théoréme de diagonalisation des opérateurs auto-adjoints positifs compacts,
puisque # est séparable de dimension infinie, il existe une base hilbertienne (ey)nen de
A et une suite de réels positifs ou nuls (A\,)nen telles que v(e,) = Ape,. Alors par la
question IV (1), par la question IV (2) b) avec o = p, par I'inégalité de Holder et par la
question IV (2) a), nous avons

ST Huvl2 (en)l? = 3 (uv|? (en), luvlZen) = > (Juv|(en), en)

neN neN neN
<Z|)\|uuen en% Z/\ )é
neN neN
<Z)\ Plen), enig(Z)\‘Q (Z up(en),en>)5
neN neN neN
= (W en)sen)) " (Dot en).en))” = (Tr(u))? (Te(w?)
neN neN

Le résultat en découle, ces inégalités montrant a la fois que \uv\% est de Hilbert-Schmidt
et donnant la majoration cherchée de la trace de |uv|.

Correction de I’exercice E.44. (1) La suite (ex)xez est clairement une base hilbertienne
de S, et pour tout x dans J#, nous noterons (zy)nez les coordonnées hilbertiennes de x
dans cette base. Par linéarité et continuité, si un tel opérateur v existe, alors pour tout
x dans 2, nous avons v(x) = V(Y ,cz Tnen) = Y pecz Tnent1, C€ qui montre I'unicité.
Réciproquement, pour tout x dans /7, la série ), |z—1|%, qui est égale & Y onez |zn|? =
l|lz||? par I'égalité de Parseval, converge. Par la partie réciproque du théoréme de Parseval
1.17, la série y = >, .y Tn_1€, converge donc dans ., et nous posons v(z) = y. Il est
immeédiat que v est linéaire, que ||v]| < 1 (en fait v est isométrique), et que v convient.
(2) Pour tout f € 4, lapplication ug(f) appartient a 4 car ug(f) est clairement
mesurable et ||ug(f)|l2 < 27| f||2, donc ug est bien défini, clairement linéaire et continu de
norme ||ug|| < 27. De plus, ug est positif (donc auto-adjoint) car pour tout f € 74,

2w

(uo(f), f)2 = i 0f(6)* do > 0.

En particulier, son spectre est contenu dans [0, ||ug]|], donc dans [0, 27]. Réciproquement,
montrons qu’il contient |0, 27[ : comme Sp(ug) est fermé, ceci montre que Sp(ug) = [0, 27].
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Soit A € ]0,27[. Pour tout k € N assez grand, nous avons [A — 5=, A + 5] C [0, 2], donc

. . Mo
fx, qui est mesurable, vérifie || fx||3 = f)\ji’c k df = 1. De plus,
2k

M 5%
k|6 —\?do
_ 1

2k

2T
uo(fi) = A I = /0 05:00) - Afu(0) a0 = |

A+ 1 1
</ k|2 do =
A

Donc limy 1 o0 ug(fx) — Afx = 0. Par le critére de Weyl, A appartient a Sp(ug), ce que
nous voulions démontrer.

(3) Il est immédiat que vy(f) est mesurable et vérifie ||vg(f)||2 < || f]l2, donc vy est bien
défini, clairement linéaire et continu de norme |jvg| < 1. Puisque 6 — € = > (iz?n
est une application continue sur [0, 27], puisque ug est auto-adjoint et par continuité du
calcul fonctionnel continu, nous avons que vy = e'“0. Par le théoréme spectral et la question

précédente,

Sp(vg) = {e™ : A e Sp(up)} ={e? : 6 e0,2n]} =S; .

Par définition des coefficients de Fourier, nous avons

_ Lo ing gy L[ —itn—1)0 4o _
o) = <= [ @ e ap = o= [ )0 ap =, (5).

Soit ¢ : ) — H Vapplication f — (¢, (f))nez, qui par les propriétés de la transformation
de Fourier (dont I'égalité de Parseval), est un isomorphisme d’espaces de Hilbert. Par ce
qui précéde, nous avons
v=povop .
(4) Soit x € S tel que v(xr) = Az. Par 'unicité des coordonnées dans une base
hilbertienne, nous avons x, = Azx,_1 pour tout n € Z. Comme par la formule de Parseval,
la série 3,7 |wn|? = |20* 2,,cz | A" converge, ceci montre que z = 0. Donc

Vp(v) =0.

Puisque deux opérateurs linéaires continus conjugués ont le méme spectre, nous avons
Sp(v) = Sp(vg) = S;. (Nous retrouvons aussi que Vp(v) = Vp(vg) = 0 car si A € C et
si f:]0,27] — C est une fonction mesurable telle que 6f(0) = Af(0) pour presque tout
0 € [0, 2], alors f est presque partout non nulle.)

Enfin soit A € Sp(v) = S, montrons que I'image E de v — Aid est dense, ce qui montre
que le spectre résiduel de u est vide. Pour cela, il suffit de montrer que 'orthogonal E+ de
E dans S est réduit a {0}, par le critére de densité d'un sous-espace vectoriel. Soit donc
y € EL. Pour tout n € Z, nous avons

0= (y,(v—Aid)(en)) = (¥, en+1 — Aen) = Ynt1 — Xyn .

En particulier, comme || = 1, nous avons |yn+1| = |yn| pour tout n € Z. Par convergence
de la série 3, ., [yn|? (par la formule de Parseval), nous avons donc y = 0, ce qu’il fallait
démontrer.

(5) Par la définition de v et comme dans la question (1), nous avons immédiatement
que v~! est I'unique opérateur linéaire continu de 5# tel que v~!(e,) = e,_1. Donc w =
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—v—v"142id, et en particulier w : # — J est un opérateur linéaire continu. Nous avons
vl = v* car pour tous les m,n € Z, nous avons (v*(en),em) = (en,v(em)) = (€n, €m+1)
donc v*(e,,) = e,—1 pour tout n € Z. |[Une autre méthode est d’utiliser le calcul fonctionnel
continu, car et = e%, ug est auto-adjoint, vg = €0, v = powvgo Y et ¢! = p* par la
transformation de Fourier inverse.|] Donc w = —v —v*+21id est auto-adjoint. L’application
f:z+ —z— 27142 est continue et positive sur le cercle S' = Sp(v), et par les propriétés

du calcul fonctionnel continu, nous avons

w=f(v)=f(povgop ) =po flug)op t =pof(e")op !,

et w est positif car f est positive. Par I'invariance du spectre par conjugaison et par le
théoréme spectral, nous avons donc

Sp(w) = Sp(f(e")) = {—€¢" —e™" +2 : 0 € Sp(uo)}
={2—2cosf : 9 €0,2n]} =10,4] .

ft(N)—1

Correction de ’exercice E.45. a) Pour tout A € R, la valeur de lim;_,q ;9 est

7
la dérivée de t — e = Y neN (ityi‘!)n ent = 0, c’est-a-dire i)\, et la propriété de convergence
uniforme découle des propriétés des séries entiéres.

b) Soit ¢t € R. Notons encore f; la restriction de f; au spectre de u, qui est continue.
Notons uy = fi(u) € Z() Vopérateur linéaire continu obtenu en appliquant le calcul
fonctionnel continu (ce qui est possible car u est auto-adjoint).

Puisque f; ne s’annule pas sur Sp(u), et par les propriétés du calcul fonctionnel continu,

I'opérateur wu; est inversible, d’inverse u; b= %(u) Puisque % = f; et comme le calcul

fonctionnel continu préserve les adjoints, u; * = f;(u) = (fi(u))* = us*, donc uy est unitaire.
Puisque fiys = fifs et puisque le calcul fonctionnel continu est un morphisme d’algébres,
nous avons fiys(u) = fi(u) o fs(u), c’est-a-dire u;ys = uy o ug pour tous les t,s € R.
L’application ¢ — f; est continue de R dans % (Sp(u)) muni de la norme uniforme, par les
propriétés des séries entiéres. Puisque le calcul fonctionnel continu est continu de € (Sp(u))
dans Z(), Papplication t — fi(u) = wuy est continue. Puisque le calcul fonctionnel
continu est continu, puisque qu’il est un morphisme d’algébres qui envoie l'application
A — X sur u et Papplication constante 1 sur id, et par a) en appliquant la compacité de
Sp(u), nous avons

T ek L TR

1
= lim (u) =iid(u) = iu .
t—0,t#£0 t t—0,t40 T

c) Soit t € R. Par le théoréme spectral, le spectre de u; = fi(u) est 'ensemble des
images par f; des éléments du spectre de w :

Sp(ue) = {e'* : X € Sp(u)} .

Correction de I’exercice E.46. Il est bien connu que, quand n — +00, les fonctions po-
lynomiales f,, : C — C définies par t — (1+ %t)” convergent uniformément sur les compacts
de C vers la fonction continue f : ¢ +— €. Par la continuité du calcul fonctionnel continu
(puisque I'opérateur u est auto-adjoint), la suite (fn(u) = (1 + i%)n)neN converge donc
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dans Z(H) vers un opérateur v = f(u). Comme f ne s’annule pas sur Sp(u), 'opérateur
v est inversible et par les propriétés du calcul fonctionnel continu, nous avons
-1 _ 1 _ 7 _ * %k
v = ?(U) = f(u) = (f(u)" =v".

Si v est compact, alors vov™! I'est aussi (par invariance de la compacité par précomposition
par un opérateur continu), et donc id est un opérateur compact, ce qui contredit le fait
que S est de dimension infinie (par le théoréme de Riesz).

Par le théoréme spectral, le spectre de v est ’ensemble des images par f des éléments
du spectre de u :

Sp(v) = {e? : X € Sp(u)} .

Si v = id, alors Sp(v) = {1} car # # {0}, donc par la formule précédente, e = 1 pour
tout A € Sp(u), donc Sp(u) C 27Z. Réciproquement, si Sp(u) C 27Z, alors figp,) est
la fonction constante 1, et donc puisque le calcul fonctionnel continu est un morphisme
d’algébres unitaires, nous avons v = id.

Correction de ’exercice E.47. (1) La suite de polynémes P, : z — > % Z2k+1
converge uniformément sur les compacts de C (et en particulier sur Sp(u)) vers la fonction
z + sin z continue sur C (et en particulier sur Sp(u)). Par la continuité du calcul fonc-
tionnel continu, la suite d’opérateurs P,(u) converge dans .Z () vers un élément v. Par
le théoréme spectral, Sp(v) = sin (Sp(u)) Comme u est autoadjoint, son spectre est réel.
Donc si v = 0, alors Sp(v) = {0} et Sp(u) est contenu dans I’ensemble des zéros réels de
sin, qui est wZ.

(2) Puisque u est compact de rang infini, il existe une suite (A, )nen dans C — {0} (la
suite des valeurs propres non nulles de u, qui doit étre infinie, sinon par la finitude de
la multiplicité des valeurs propres non nulles de u, opérateur u serait de rang fini) qui
converge vers 0 et telle que Sp(u) = {0} U{\, : n € N}. Puisque u est positif, nous
avons A, > 0. Puisque u est de norme au plus 1, nous avons A, < 1. Puisque ’application
t et + e est continue sur [0, 1], et par le théoréme spectral, nous avons

Sp(exp(u) + exp(iu)) = {e' + e : t € Sp(u)} = {2} U {e* + cos\, +isinA, : n €N},

ce qui montre le résultat.

(3) Soit A € R. Notons m = minj - {u(x), ) : 'opérateur u est positif si et seulement
si m > 0, donc si et seulement si

|E1||a:x1<()\id —u)(z),x) =A—m< A,

Or nous avons vu en cours que puisque Aid —u est auto-adjoint (X est réel),

[Xid —u| = max { |E1||a:x1<()\id —u)(z),2), — min (Xid —u)(z),z)} .

[l]l=1

Notons que max = (v — Aid)(z), z) = maxy=1(u(z), ) — A < [lul| — A est inférieur &

A dés que A > @ Le résultat en découle.
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Correction de P’exercice E.48. Puisque u est positif et JZ un espace de Hilbert com-
plexe, 'opérateur u est auto-adjoint, ainsi que u + id, et le théoréme du calcul fonctionnel
continu s’applique & u et & u + id.

(1) Pour tout n € N nous avons (u +id)" = Y}, (Z) u¥, pour tout polynome P

a une indéterminée et a coefficients complexes. Donc si Q(X) = P(X + 1), nous avons
Q(u) = P(u+1id). Par la densité uniforme des fonctions polynomiales dans les fonctions
continues sur le spectre (compact) de u, et par la continuité du calcul fonctionnel continu,
nous avons donc, pour toute fonction continue f : R — C, si g : x — f(z + 1), alors
g(u) = f(u+id).

Autre méthode : Si ¢, : €(Sp(u)) — L (H) est le calcul fonctionnel continu associé
a u, alors l'application de €' (Sp(u + id)) = € (Sp(u) + 1) dans £ () définie par f —
ou(fo(zr+1)) est un morphisme d’algébres stellaires qui envoie 'identité sur u + id, donc
coincide avec ¢, 1iq. Ceci montre le résultat.

(2) De plus, le spectre de u est positif, et ne contient pas 0 puisque u est inversible,
donc est contenu dans le domaine de définition de la fonction I'. Posons v = I'(u) I'image
de la fonction I' par le calcul fonctionnel continu associé & w. Puisque u commute avec
tout polynoéme en u, et de nouveau par 'argument ci-dessus de densité et de continuité, u
commute donc avec v. Notons g : z — 2 T'(z) = I'(x 4 1) par 1’équation fonctionnelle bien
connue de la fonction I'.

Puisque le calcul fonctionnel continu est un morphisme d’algébres pour la premiére
égalité, par le théoréme spectral, et par I’équation fonctionnelle pour la derniére égalité,
Nnous avons

Sp(uoI'(u)) = Sp(g(u)) = g(Sp(u)) = {T'(z +1) : z € Sp(u)} .

Correction de ’exercice E.49. (1) Pour tous les k,n € Z, nous avons

(0% (en), ex) = (en, o(er)) = (en, ers1) = (en—1,€x) = (0 (en), €x) -

1 o+o*

Puisque (e, )nez est une base hilbertienne de ., nous avons donc o=+ = o et u =
est auto-adjoint. Comme o est isométrique, nous avons ||o|| = |[e~!|| = 1, donc |jul| < 1.

Soit A € ] — 1,1[. Supposons par 'absurde qu'il existe x € J# tel que u(x) — Az =
eo. Notons (z,)nez la suite des coordonnées hilbertiennes de = dans la base hilbertienne
(én)nez. Alors pour tout n € Z — {0}, nous avons x,11 + p—1 — 2Az, = 0. Notons
re = A+ iV/1 -2 = e ou § = arccosA € [0,7] les deux solutions de l'équation
r?2 —2X\r + 1 = 0. La relation de récurrence Tptl + Tn-1 — 2Az, = 0 pour tout n > 1
implique qu’il existe a,b € C tels que z, = ar’ +br" = ae™ 4+ e~ pour tout n > 0,
car A # £1. Comme ) .y |,|? converge, nous devons avoir lim,, . |Zn| = 0, ce qui
n’est possible que si a = b = 0. En procédant de méme avec la relation de récurrence
Tptl + Tno1 — 2Ax, = 0 pour tout n < —1, nous avons donc & = 0, ce qui contredit
Iégalité u(z) — A\x = ep.

Comme l'opérateur u est auto-adjoint de norme au plus 1, son spectre est contenu dans
RN Bec(0,1) = [~1,1]. Puisque u — Aid n’est pas surjective pour A € ] — 1, 1[, nous avons
donc | — 1,1 C Sp(u). D’ou par fermeture

Sp(u) = [~1,1] .
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Par le théoréme spectral, le spectre de v = exp(u+2id)+exp((u+2id)~!) est 'ensemble
des images par f : A — er e des éléments du spectre de 'opérateur auto-adjoint u+2id,
qui est [—1,1] + 2 = [1, 3] (et en particulier ne contient pas 0, donc v est bien défini). Un
calcul de dérivé montre que f est croissante entre 1 et 3, donc

Sp(v) = [2e,¢e® + /3] .

Correction de ’exercice E.50. Puisque u est positif et 57 un espace de Hilbert com-
plexe, 'opérateur u est auto-adjoint, ainsi que id +u. De plus, le spectre de w est positif
et compact, donc le spectre de id +u est contenu dans [1,a] pour un a > 1. L’applica-
tion f, : t — 4/t est continue sur [1,a]. En utilisant le calcul fonctionnel continu, posons
vp = fn(id +u). Puisque (f,)"™ = id et puisque le calcul fonctionnel continu est un mor-
phisme d’algébres, nous avons (v,,)" = id 4u. Puisque f,, est réelle et positive, 'opérateur
vy, est positif. Puisque f,, converge uniformément vers 1 sur [1,a] quand n tend vers +oo
et par la continuité du calcul fonctionnel continu (qui envoie la fonction constante 1 sur
Popérateur identité id), nous avons donc lim,, 4o v, = id.

Correction de I’exercice E.51. (1) a) Puisque |22, — 2,1 — 2n11]? < 8]2n? +2|2n_1|>+
2|zp41]? et par changement d’indice n + n £ 1 dans des sommes sur n € Z, la suite
(22, — Zn—1 — Zn+1)nez appartient bien a ., donc 'opérateur clairement linéaire A est
bien défini et continu (de norme au plus v/12).

Pour tout z = (2,,)nez dans S, nous avons

(Az,z) = Z(2zn — Zn—1— Zn41) Zn = 2 Z 2nZn — Z Zn—1%n — Z Zn41%n

nez nez nez nez
= 2|21 - 2Re(z, S(2))

ou S : H — H est Popérateur défini par (z,)nez — (2n+1)nez, qui est linéaire, continu,
isométrique. Donc par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, |Re(z,S(2))| < ||z]|[|S(2)|| = ||]?,
et A est positif (donc auto-adjoint).

b) Soit f € L2(]0,27]). Nous avons par les propriétés des coefficients de Fourier

Ao Z(f) = (26a(f) = et () = a1 () eq = (cn(2F) = cale® ) = cale ™ 1)) oy
= (eal@— ¢ =) 1), oy

Donc par l'injectivité de la transformation de Fourier, . #~! o A o .Z(f) est 'application
0 (2—2cos)f(0).

c) SiA¢ {2—2cosf : 0 € 0,2n]}, alors la fonction continue 6 +— |2 — 2cosf — )|
ne s’annule pas sur [0,27], donc est minorée et majorée par des constantes strictement
positives, et 'opérateur f — {6 — m f(0)} est linéaire et continu, et c’est I'inverse
de Z71oAo.Z — \id, donc A ¢ Sp(F 1o Ao 7).

Réciproquement, si A € {2 —2cosf : 6 € [0,27]}, alors application constante égale
a 1 n'est pas dans I'image de .# 1o Ao.% — \id, car 0 — m n’est pas de carré
intégrable. Donc A € Sp(.Z ! o A o.Z).

d) Donc Sp(A) = Sp(FLoAo.F)={2—2cosf : 0 €0,2r]} = [0,4].
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(2) a) Il est immeédiat de vérifier que 'adjoint de S est égal & son inverse, et égal a
Popérateur (z,)nez = (2n—1)nez. Donc (id —S) o (id —S*) = 2id =S — S~! = (id —S5*) o

(id —9), et le résultat en découle immédiatement.
b) Notons u cet opérateur. Sa linéarité vient du fait que chacun des deux facteurs de
(A(z) + B(w),C(z) + D(w)) est linéaire en (z,w). Nous avons, pour tout (z,w) € J#2,
lu(z, w)[|* = [|A(z) + B(w)|]* + [|C(2) + D(w)||?
< 2([1AIPIII + 1BI[[w]® + IC1 (|21 + 1D lw]?)
< dmax{[[A|%, [ B ICI 1DI7} (=] + flwl®).

Donc [Ju|| < 2 max{|A||,||B],||C|,||D||} et u est continu.
Pour tous les (2/,w'), (2,w) € 72, nous avons

(u(Z, "), (z,w)) = (A2’ + Bw',C2' + Du'), (z,w))

= (AY,2) + (BW', 2) + (CZ,w) + (Dw',w)

= (/,A*2) + (W', B*2) + (¢, C*w) + (v, D*w)
— ('

(2, w'), (A*z + C*w, B*z + D*w)) .

D A B\ _ [A* ¢
““\c p) ~\B D)

c¢) Il est facile de vérifier que si A, B,C, D, A', B'",C", D" € £ (), alors

A B . A" B\ [(AoA +Bo(C'" AoB'+BolD
C D C'" D) \CoA+DoC" CoB +DoD

Nous avons, par la question a),

o ( aid id—S\> [a%id+(id—S)o (id —S¥) 0
Yoo = \id-8* —aid) ~ 0 (id —S*) o (id —=S) + a2id

_ a?id+A 0
N 0 a?id+A ) -

Pour tout A € C, 'opérateur uq2—\id 2 est donc inversible si et seulement si a? id  +A —
Aid est inversible, donc si et seulement si A — a® ¢ Sp(A) = [0,4]. Donc Sp(uy?) =
[a?,a® +4].

d) Puisque ToT = id, Popérateur v est inversible, d’inverse égal & v. De plus, ToSoT =
S*. Donc par calcul matriciel

vou opt_ ( —eid o —idTSTY
o ~ \—id+TST aid - e

Par la question b), 'opérateur u, est auto-adjoint. Par le théoréme spectral, nous avons
Sp(uq)? = Sp(ua?) = [a?,a® + 4]. Puisque u, est conjugé & —u,, nous avons Sp(ug) =
Sp(vougov™t) = Sp(—u,) = — Sp(ug) : le spectre de u, est stable par passage & 'opposé.
Donc Sp(ug) est 'ensemble des deux racines carrées des éléments de Sp(u,?). Le résultat
en découle.
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Correction de l’exercice E.52. (1) a) Puisque u est auto-adjoint compact et 7 est
séparable, 'opérateur u est diagonalisable en base hilbertienne. Puisque # de dimension
infinie, il existe donc une base hilbertienne (e,)nen de J# et une suite (\,)nen dans C
telles que u(e,) = A\pe, pour tout n € N. Puisque u est injectif, les valeurs propres A, de
u sont non nulles. Elles sont réelles car u est auto-adjoint.

De plus, le spectre de u est de la forme {0} U {\, : n € N} et la suite (Ap)nen
converge vers 0. Donc 'application f comme dans ’énoncé est continue sur le spectre de
u et Vopérateur f(u) est bien défini par le calcul fonctionnel continu.

Par les propriétés du calcul fonctionnel continu, puisque e, est un vecteur propre de
u de valeur propre Ay, le vecteur e, est aussi un vecteur propre de f(u) de valeur propre
f(An). Donc, par Iécriture en base hilbertienne, et par la continuité et linéarité de f,
nous avons, pour tout x € S de suite de coordonnées hilbertiennes (z,,),ecn dans la base
hilbertienne (e, )nen,

f(u):z: = f(u)(z Tn en) = Z$n f(u)en = Z f(/\n) Ty €n -

neN neN neN

b) Par la définition de p,, par la question précédente et par I’expression du produit
scalaire de J# en coordonnées hilbertiennes, nous avons

/S e = @20 = (37 T Ow)nen, 3 anen) = 3 SOl

neN neN neN

ce qu’il fallait démontrer.

c¢) Notons A la masse de Dirac unité en A sur C. L’expresssion précédente, le théoréme
de Fubini pour permuter somme et intégrale, et le fait que deux mesures sont déterminées
par les valeurs qu’elles donnent aux fonctions positives ou nulle, montrent que

Ko = Z ‘xn‘2 A)\n .
neN
La mesure pu, est donc purement atomique et
2 2
pe(AN) = Dzl = lre @)
neN: Ap=A
ou E = ker(u—Aid) et en utilisant le théoréme de Pythagore (E) est de dimension finie!).

(2) a) L’application 1 du sous-espace vectoriel € (Sp(u); C) de L2(Sp(u), j1z; C) & va-
leurs dans .7, définie par g — g(u)z, est linéaire par la linéarité du calcul fonctionnel
continu et celle de I'évaluation en un vecteur donné des opérateurs continus de 7. Elle
est isométrique, car, par définition de I’adjoint, par le fait que le calcul fonctionnel continu
soit un morphisme d’algébres involutives, et par la définition de la mesure pi,,

[0(9))1* = lg(w)z]|* = (g(u)z, g(u)z) = (g(u)*g(u)z, z) = ([T g)(w)z,z)

= |g|2 d:ur = HgHLz Sp(u),pz;C 2
/Sp(u) (Sp(u),pz;C)

Par la densité de €' (Sp(u); C) dans L2(Sp(u), iiz; C), la complétude de 52 et le théoréme
de prolongement des applications uniformément continues, cette application se prolonge
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donc de maniére unique en une application (linéaire et isométrique par passage a la limite)

de L2(Sp(u), p1,:; C) dans H#2.

b) Si g, est 'application continue A — A", puisque le calcul fonctionnel continu est
un morphisme d’algébres qui envoie g; sur u, pour tout n € N, I'élément u"(z) = ¥ (gn)
appartient & 'image de 1. Comme v est linéaire, son image contient donc le sous-espace
vectoriel de ## engendré par les u"(x) pour n € N. Par I'hypothése de cette question, cette
image est donc dense. Comme ) est isométrique et IL?(Sp(u), j1,; C) complet, I'image de v
est compléte, donc fermée. Par densité, elle est donc égale a . D’oil ¢ est surjective.

Pour tout g € €(Sp(u); C), nous avons

Y ouoyp(g) = ¢ ou(g(u)a) =¥ ((wo g(u)z) = ¢~ ((919)(w)z) = gig -

puisque le calcul fonctionnel continu est un morphisme d’algébres. Donc 'opérateur 1~ ouo
¢ de L2(Sp(u), piz; C) est I'opérateur de multiplication par g;, par la densité de €' (Sp(u); C)
dans L2(Sp(u), fi; C).

Correction de ’exercice E.53. (1) Par linéarité et continuité, un opérateur linéaire
continu d’un espace de Hilbert est uniquement défini par les valeurs qu’il prend sur les
éléments d’une base hilbertienne, ce qui montre 'unicité.

Soit A > 0 tel que |a,| < A pour tout n € Z. Pour tout x dans s, par l'inégalité de
Minkowski et par 1’égalité de Parseval, nous avons

1
(Z |2+ an)Ty — 251 — xn+l’2)§

nez

< (Y@ +laa)enl?)? + (X loni)? + (3 J2nil?)?
nez nez nez

< U+ (Y Jan?)? = 4+ Allall,

ne”L

donc la série Y, [(2 + an)rn — 1 — Tpy1|? converge. Par la partie réciproque du
théoréme de Parseval 1.17, la série y = Y~ -7 ((2 4 ap)®p — Tp_1 — Tn41) €n converge donc
dans %7, et nous posons u(z) = y. Il est immeédiat que u est linéaire, et que ||ul] <4+ A.
Donc u est continue, ce qui montre ’existence.

Montrons que l'adjoint de u, est ug, ot @ = (a@p)nez est la suite conjuguée de a.
Par linéarité et continuité, il suffit de montrer que pour tous les p,q € Z, nous avons
(uq(ep), eq) = (ep, ug(eq)). Or, par sesquilinéarité,

(ua(ep), eq) — (ep,ua(eq)) = (2 + ap)ep — ep—1 — epr1,eq) — (€, (2 +ag)eq — €g—1 — €q11)
= —(ep—1+ €pt1,€q) + (€p, €91 + €g41) -

En distinguant les trois cas ¢ # p—1,p+1, puis ¢ = p—1 et enfin ¢ = p+1, cette différence
est nulle, d’ot le résultat.

En particulier, ug est auto-adjoint et nous avons vu ci-dessus que sa norme est au plus
4. Pour tout x € JZ, nous avons, par linéarité, sesquilinéarité et continuité, et par deux
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changements d’indices,

(uo(z),z) = Z TpTq (2€p — €p1 — €p11,€q) = Z (224 — Tq41 — 1) Tq

P, qEL qE€ZL
= 22 g |* — qu—lx_q - qu+1x_q = Z |2q” + |zg11|* — 2Re(wq4175)
q€Z qEZ q€Z q€Z
= Z|$q _$q+1|2 >0.
qEZ

Donc ug est positif.

(2) a) Par la formule de Parseval dans #, pour tout z € , la série Y, |zn|?
converge (elle est égale a ||x[|?). Par les propriétés de la transformation de Fourier et de
la transformation de Fourier inverse, la fonction 7' est donc bien définie dans L2([0, 27]),
elle est bijective, et la suite (zy,)nez est la suite des coefficients de Fourier de T'(x). Par
la formule de Parseval dans L2([0, 27]), I'opérateur T est isométrique (donc continu, ainsi
que son inverse).

Pour tout f € L2([0,27]), si (c,(f) = \/%fo% f(t)e ™ dt) ez est la suite de ses

coefficients de Fourier, alors

T 0wy OT_I(f) = TOUO(ch(f) en) = T(Z(2Cn(f) — cn—1(f) = enta(f)) en) :

nez nez

Comme c,+1(f) = cu(t = eTf(t)) et par linéarité de la transformation de Fourier,
application T o ug o T~1(f) est donc 'application

ts 2f (t) — e f(t) — e f(t) = 2(1 — cost)f(t) .

b) Nous avons 1—cos 6 € ]0,2[, donc si k est assez grand, alors by, et ¢x sont bien définis
et appartiennent a [0,27]. Si by < t < ¢, alors 1 — cos6 — % < 2sin2% <1-—-cosf+ %,
donc [2(1 — cost) — 2(1 — cos #)| < 2. Nous avons donc | frllz =1 et

2w
llvo(fx) — 2(1 — cos H)ka% = /0 |2(1 — cost) fx(t) — 2(1 — cos 9)]“]&@)\2 dt

1
= / 12(1 — cost) — 2(1 — cos 0)|? dt
ck — bk Sy,
4
é p 9

qui tend vers 0 quand k tend vers +oc.

¢) Montrons que Vp(vg) = 0 et que Sp,,s(vo) = Sp(vg) = [0, 4], le résultat en découle
puisque ug est conjugué a vy par 'isomorphisme isométrique 7.

Supposons par I'absurde qu’il existe f € L2(]0,27]) — {0} et A € C tels que vo(f) = \f.
Alors pour presque tout ¢ € [0,27], nous avons 2(1 — cost)f(t) = Af(t). Pour ¢t dans un
ensemble de mesure non nulle dans [0, 27], nous avons donc 2(1—cost) = A, ce qui contredit
le fait que t — 2(1 — cost) prend au plus deux fois une valeur donnée sur [0,27]. Donc
Vp(vg) = 0.

Puisque T est isométrique, nous avons ||vg|| < 4, et vy est un opérateur auto-adjoint
positif (car 2(1 — cost) > 0 pour tout ¢t € [0,27]). Donc Sp(vg) C [0,4] et Sp(vg) =
SPess(V0) U Vp(v0) = Spess(vo), par la proposition 1.48.
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Soit # € ]0,7[. La suite (fi)k>k, de la question b) est unitaire, et n’admet pas de
sous-suite convergente (sinon, le support de la limite d’une sous-suite convergente dans
([0, 27]) serait contenu dans le singleton {2arcsin /(1 — cos#)/2 } ). Donc tout élément
de la forme 2(1 — cost) ou ¢ € |0, 7| appartient au spectre essentiel de vg. D’out ]0,4[ C
SPess(v0). Comme Sp(vg) = Sp,ss(v0) est fermé, le résultat en découle.

(3) a) Notons w l'opérateur compact v — u. Soit A € Sp,4,(u). Il existe donc (zx)ken
une suite de vecteurs unitaires dans ¢, n’admettant pas de sous-suite qui converge, telle
que limg_, o u(xp) — Az, = 0. Quitte a extraire, la suite (w(xy))ren converge vers y € 7,
puisque 'opérateur w est compact. Donc v(zy) —A\xg = (u(z) — Axg)+w(xg) converge vers
y. Si par 'absurde A ¢ Sp(v), alors v—\id est inversible, donc z3 = (v—Xid) ™! (v(z)—Az)
converge vers (v — Aid)~!(y), ce qui a été exclut.

b) Par un exercice vu en cours, un opérateur qui est diagonal dans une base hilbertienne,
dont les coefficients diagonaux tendent vers 0, est compact. Donc 'opérateur u, — ug est
compact. Par a), nous avons donc Sp,.,(uq) C Sp(ug) = [0,4] et [0,4] = Sp.qs(up) C
Sp(ug). Comme la suite a est réelle, 'opérateur u, est auto-adjoint. Par la proposition
1.48, Sp(ug) est donc réunion de Sp,.(uq) et de points isolés. Donc Sp,,,(us) contient
[0,4] (qui n’a pas de point isolé), et Sp,,4(uq) est donc égal a [0, 4].

(4) a) Pour tout n € Z, nous avons

Uougo U_l(en) = (=1)"U oug(en) = (—1)"U(2e,, — €pt1 — €n—1 + anen)
=(=1)" (2(—1)”en — (—1)”+len+1 — (—1)"_len_1 + an(—l)"en)
= —(2e5 — ept1 — €pn—1 — apen) +dey, = (—u_g +4id)(ey,) .
Comme deux opérateur linéaires continus qui coincident sur tous les éléments d’une base
hilbertienne sont égaux, nous avons U o u, o U™' = —u_, + 4id.

Par I'invariance du spectre par conjugaison et par le théoréme du calcul fonctionnel
continu, nous avons

Sp(uq) = Sp(U o g 0o U™Y) = Sp(—u_q + 4id) = — Sp(u_g) + 4 .
D’ou
M, =supSp(ug) =4 —inf Sp(u—q) =4 —m_,
Inl

b) Il est immédiat que pour tout n € Z fixé, 1 — , converge vers 1 quand p — 4o0.

Par la question (1), nous avons

(uo( ¢p ¢p Z| ¢p n+l — ) |

neL

_p_l n—+1 n. 2 n+1 n.,9
_2_](1— ) —1=2)] +Z|(1+T)_(1+E)‘

I S ]

n=—p

qui tend vers 0 quand p — 4o0.
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c) Si liminf, 4 fa(¢p) < 0, alors il existe € > 0 tel que pour tout N € N, il existe
pn > N tel que fo(dpy) < —2e. Par la question précédente, il existe Ny € N tel que si
q > Ny, alors (ug(¢q), ¢¢) < €. Donc en posant p = py, > Np, nous avons

<Ua(¢p),¢p> = <u0(¢p),¢p> + fa(@p) S e—2e=—€<0.

Puisque u, est auto-adjoint, nous avons par le principe de Rayleigh

mg = inf = (uy(z),z) < (ua(dp), p)

<0.
ve ) |z]|=1 | ppll?

d) Remarquons que f_, = —f,. Par conséquent, si limsup,_, ., fa(¢p) > 0, alors
liminf, .4 foa(¢p) < 0, donc m_, < 0 par la question précédente, donc M, = 4—m_, >
4 par la question (4) a).

e) L’application h, :  x A — C, définie par (z,y) — (uq(x),y), est une forme
sesquilinéaire, car le produit scalaire en est une et u, est linéaire. Comme u, est auto-adjoint
et Sp(ug) = [0, 4], nous avons donc m, = 0, et par le principe de Rayleigh, (u,(x),z) > 0
pour tout = € . Donc h, est positive. Puisque hq(¢p, ¢p) = fa(dp) + (uo(dp), ¢p), par
I'hypothése et la question (4) b), nous avons donc limy, ;4 oo hig(¢p, ¢p) = 0. Par I'inégalité
de Cauchy-Schwarz (seul le cas d’égalité demande I’hypothése définie), pour tout z € 2,
nous avons

|htl(¢107$)|2 S ha(¢p,¢p) ha(l‘,l‘) )

qui tend donc vers 0 quand p — +o0o. De méme, ho(¢p,x) tend vers 0 quand p — +oo.
Soit k € Z. Par la question (4) b), nous avons donc

ar = lim ay (¢p)k = lim Zan (¢p)n(ek)n = pEI—iI-loo ha(¢pyek) - h0(¢p,€k) =0.

p——+00 p—+00

Correction de ’exercice E.54. (1) a) La forme linéaire f +— fol f(t) dt est bien définie
et continue, car par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, fol 1- f(t)dt < ||1]|2]|f|l2- Donc son
noyau F' est fermé.

b) Nous savons (voir 'exercice corrigé E.14) que 'opérateur V' est bien défini, continu
et compact, car c’est 'opérateur de type Hilbert-Schmidt de noyau

N(z,y) = Li(zy)e0,1]? : y<a} »

et que V' f est continue sur [0,1] car si 0 < x <y < 1, alors

1
V@ =VIW) =] [ @) 10t < VT Il

Nous savons aussi que V' est injectif, carsi f € 7 et Vf =0, alors V f(z) = (f, ]1[0,:(:]>2 =0
pour presque tout x € [0, 1]. Comme 'application de [0, 1] dans 7 définie par z — Ly , est
continue, nous avons (f, Lo ,1)2 = 0 pour tout x € [0, 1]. Donc par différence, (f, 1j, ,))2 =
0 pour tous les x,y € [0,1]. Donc par sommation, (f,g)2 = 0 pour toute fonction étagée
g. Par densité des fonctions étagées dans ¢, nous avons donc (f, f)o = 0, donc f =0
presque partout.
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c¢) Puisque P est auto-adjoint et idempotent, nous avons
T=A"A=V*P*PV=V*PPV =V*PV.

Puisque l'opérateur T' est de la forme A* A, il est auto-adjoint positif. Puisque la composée
d’un opérateur compact avec un opérateur quelconque est encore un opérateur compact,
et puisque V est compact, 'opérateur T' est compact.

Soit f € 7 tel que Tf = 0 presque partout. Montrons que f = 0 presque partout,
ce qui montrera que 0 ¢ Vp(7T). Nous avons |Af||2 = (f, A* Af)s = (f,Tf)2 = 0, donc
Af = 0 presque partout. Donc V f est constante presque partout, et comme V f est continue
et vaut 0 en 0, nous avons V f = 0. Comme V est injective, le résultat en découle.

(2) Notons que V* est 'opérateur de type Hilbert-Schmidt de noyau (z,y) — N(y, z),
c’est-a-dire que V* f(z) = fxl f(t)dt pour tout f € J et presque tout z € [0,1]. Si f est
continue, alors V f est la primitive de f valant 0 en 0, et V* f est 'opposé de la primitive de
f valant 0 en 1, donc Af est la primitive de f d’intégrale nulle, et Tf = V*Af est 'opposé
de la primitive de la primitive de f, valant 0 en 1 et aussi en 0 car Tf(1) — Tf(0) =
— fol Af = 0. En particulier, Tf est de classe C? et (T'f)" = —f.

Puisque T est compact et 77 de dimension infinie, nous avons

Sp(T) = {0} U Vp(T) .

Soient A € C et f € 7 tels que T f = Af presque partout et f ne soit pas presque partout
nulle. Alors A # 0 par la question (1) ¢), et A > 0 car f est auto-adjoint positif donc de
spectre contenu dans [0, +oo[. Par conséquent, A > 0. Notons que T'f est continue, car
V f est continue, donc PV f, qui différe de V' F' seulement par une constante additive, est
continue et T'f est 'opposé d’une primitive de PV f. Donc nous pouvons supposer que f,
qui vaut presque partout %T f, est continue. Par ce qui précéde, f est donc de classe C?
et vérifie ’équation différentielle A f” = — f avec les conditions au bord f”(0) = f”(1) = 0.
Les solutions de I’équation différentielle A\f” = —f sont les applications de la forme z
asin(/\_% :17)—|—bcos(/\_% x). Puisque f”(0) = 0et f # 0, nous avons b = 0 et a # 0. Puisque
f"(1) = 0, nous avons donc sin A3 = 0, d’ott A™2 € wZ. Par conséquent,

Vp(T) C {\, = :neN}.

m2(n+1)2
L’inclusion inverse est immédiate, et de plus A, est de multiplicité 1. Puisque T est auto-
adjoint, sa norme ||T'|| est égale au rayon spectral de T. Donc par la propriété d’algébre
stellaire,

1
1Al = VA=Al = VIIT| = —-

(3) Posons ¢y, : & — V2 sin((n + 1)7z), qui est de classe C*°. Alors ¢, est un vecteur
propre unitaire de T associé & la valeur propre \,, qui est de multiplicité 1. Puisque
lopérateur T est auto-adjoint compact, il est diagonalisable en base hilbertienne, donc
(¢n)nen est une base hilbertienne de .77

(4) L'opérateur K € £ () de type Hilbert-Schmidt de noyau N : (z,y) — max{z,y}—
xy veérifie, pour tout f € S et presque tout x € [0,1],

T 1 1
KNf(x):/O tf(t)dt+:c/ f(t) dt—a;/o tf(t) dt .
196



Le second membre est nul en = 0 et en z = 1. Si f est continue, alors Ky f est C' et
pour tout z € [0, 1]

1
(Knf) () / F(t) dt — xf(z) - /0 L () di

Donc Ky f est C2 et (Knyf)" = —f. Donc Ky f et Tf vérifient la méme équation différen-
tielle linéaire du second ordre y” = — f, et coincident en 0 et en 1, donc sont égales.

Donc les opérateurs continus K et T', qui coicident sur le sous-espace dense €'(]0, 1]; C)
de J7, sont égaux.

(5) Par convergence absolue uniforme, I’application M : [0,1]?> — C définie par

(m(n+ 1)z)sin(r(n + 1)y)
(n+1)2

sin(m
M: (z, Z/)HPZ
n=0

est continue sur [0, 1]?, donc appartient a L%([0, 1]?). Notons Ky € .-Z(#) Vopérateur de
type Hilbert-Schmidt de noyau M. Alors par le théoréme de Fubini et puisque (¢, )nen est
une suite orthonormeée a valeurs réelles, nous avons, pour tout k¥ € N et = € [0, 1],

KMsDk(:v)Z/ M (z,y)er(y dy——/ Z (’D”n+1" wr(y) dy

:7T2Z n—|-1 /('Dn(y) WZZ n—|-1 (ons o)

_ ;)2 or(x) = M or(z) = (Tpp)(x) .

w2 (k+1
Les opérateurs linéaires continus Kp; et T, qui coincident sur une base hilbertienne,
sont donc égaux. Comme T' = K, les deux opérateurs de type Hilbert-Schmidt de noyau
M et N sont égaux, et ceci entraine que leurs noyaux sont égaux presque partout. Comme
M et N sont en fait continus, ils coincident partout, ce qui montre le résultat.
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Analyse harmonique.

Correction de l’exercice E.55. (1) Si f: D — C est harmonique le théoreme de la
valeur moyenne implique que pour tout r € [0, 1[, nous avons 5- fS 7’( ) do(¢) = £(0).
Donc si f est positive, alors p(f) = supg<,<1 fCE& (r¢) do(¢) =27f(0) <

(2) Soit p une mesure borélienne positive finie sur S;. Nous avons vu en cours que
I'application Pu est alors harmonique positive. Donc par la question précédente, p(Ppu) est
finie.

Voici une preuve directe. Par une propriété connue du noyau de Poisson, nous avons,
pour tout z € D,

/ P.(¢) do(¢) = 2m
€Sy

(ce qui se retrouve aussi en disant que z — P,(() = Re C+§ est harmonique et en utilisant
le théoréme de la moyenne). Pour tout r € [0, 1], nous avons donc, en utilisant le théoréme
de Fubini,

Pulre) do wc(C) du(C) do (¢ do(¢) d
/CES1 ulr¢) dot /CeSl /’681 ¢(€) du(¢) do /’681 /CESl ¢(¢') do(Q) (¢
= / / Py (€) do(C) du(¢’) = / 2m dp(¢') = 2|l -
'eS1 JCEST C’'eSy

Le résultat en découle, en prenant la borne supérieure sur r.

(3) Comme 1 — z ne s’annule pas sur D, Papplication h, partie imaginaire d’une ap-
plication holomorphe, est harmonique. Il est facile de voir que h(3) est non nul. Si 7 tend

—i6/2., ,i0/2 .
vers 17 et si 0 ¢ 277, alors 1”629 est équivalent & 1"'229 =< 29/2"'2:9/2 = —icotg g. Donc
0
la partie imaginaire de son carré est nulle. Si 6 € 27Z, alors 1+7’ 629 est réel, donc la partie

imaginaire de son carré est nulle. Ainsi, les limites radiales de h sont toutes nulles.

(4) Supposons que h = hy —hg ol h; est une application harmonique positive. Alors par
'inégalité triangulaire, p(h) < p(h1) + p(he), qui est fini par (1). Par la démonstration du
théoréme 2.15 qui n’utilise que le fait que h vérifie la condition (24), nous avons h = P|¢y]
ot ¢p, : ¢ = lim,_,1- A(r ¢) est la limite radiale de h. Or par (3), nous avons ¢, = 0, donc
h =0, ce qui contredit la définition de h.

Correction de ’exercice E.56. (1) Notons z = (a;l, .+, Tpy1). Pour montrer que hy
est harmonique, il suffit de montrer que f : = — ||m||n e = (EJE )~ n% l'est. Or g—xfz =
—(n—1)z;>2 x?)_n;rl et
82f s, —ntl ot _nt3
92 = —(n — 1)(21’@2) 2+ (n—-1)(n+ 1)%2(296?) 2,
g i=1 i=1
9% f
0z "

Sif:t— W et g:x— |||, alors, si X = (X1,...,Xnt1),

1

4(F 0 9)(X) = Flo(0) deg(X) = ~ o S (X g
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donc d;(f o g)( |x||) W, ce qui montre la seconde assertion. Une autre maniére est de

dire que nous avons calculé le gradient Vhg(x) ci-dessus, qui vaut —”x”++1, et donc

1
[l

a:>:_

X
dz:h —
of El

—) = <Vh0 (‘T)7
[l

(2) Quitte a faire une translation, nous pouvons supposer que xo = 0. Appliquons la
formule de Green avec u = h et v = hg. Notons que ( — ho(R() est application nulle.
Soit € > 0. Comme u et v sont harmoniques sur un voisinage de A(e, R), nous avons, pour
tout € > 0 suffisamment petit,

MR () B do(¢) - | (€D () ~ holeC) I(eC)) " dra(C) = 0.

Sn Sn

Puisque hg(e() est équivalent a W quand € tend vers 0, et puisque la dérivée

radiale de h est bornée sur B(0, R), le dernier terme ci-dessus fSn ho(e()%(eg) €" dop(C)
converge vers 0 quand € tend vers 0. En remplagant la dérivée radiale de hg par sa valeur
calculée en (1), et en remarquant que fS (e€) dop(¢) tend vers h(0) quand e tend vers 0
par continuité de h et puisque o, est une mesure de probabilité, nous avons donc

/S W(RC) dorw(C) = h(0) .

(3) Puisque  est compact, I'application continue |h| atteint son maximum en un point
xo de Q. Si 2o € Q, soit R > 0 tel que B(zg, R) C Q. Alors, pour tout r € |0, R],

h(zo)| = |/ h(wo+1¢) doy(C)] S/ [h(zo+7¢) don(C) < [ |h(wo)] dow(C) = [h(zo)] -
Par le cas d’égalité, nous avons donc que h est constante sur un voisinage de xg, et donc
constante dans la composante connexe de xg dans €2, ce qui montre le résultat.

Correction de ’exercice E.57. (1) L’application g—h : Q — R est continue, harmonique
sur §2, et négative ou nulle sur 9€2. Puisque §2 est borné et par le principe du maximum,
elle atteint son maximum sur 02, donc est négative ou nulle sur .

(2) Remarquons que v est nécessairement positive ou nulle. Pour tout r € ]0, 1], par la
formule de la moyenne pour v,

ol = [ 1urOF dotQ) = [ QP dotQ) < [ 0(r0) do(€) = 2m000)

Donc [Ju|lpr < {/270(0) < +00, et u € hP(D).

(3) Puisque la multiplication par r est holomorphe, I'application w — u(rw) est har-
monique sur D, et continue sur D. Par la formule de Poisson, nous avons donc, pour tout
w € D,

Pu(Q)u(r¢) do(C) -

u(rw) = o -

En posant w = z/r, le résultat en découle.
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(4) ) Par la question (2), par I'inégalité de Jensen (que nous pouvons appliquer, car
du(¢) = =P,/ (C) do(¢) est une mesure de probabilité sur S; et u, : S; — C est continue),
puisque ’U(T,) coincide avec |u|P sur 0B(0,7), et par la formule de Poisson pour Iapplication
Z = Uy (rz): D — C, qui est continue sur D et harmonique sur D,

e =gz [ P @ o0 < 5 [ Pi@) e do@)

¢eSy
1

27'(' CESy

P, (€) vy (r¢) do(C) = vy (r(z/r)) = v (2) -

b) Si |z] = 71, alors v, y(2) = [u(2)|P < v(,)(2) par la question a). Donc v, ) et v(.,)
sont des applications continues de B(0,r;) dans R, harmoniques sur B(0,r1), telles que
V(ry) < V(py) sur OB(0,71). Par la question (1), le résultat en découle.

c) Pour tout r € ]0, 1[, si ng est assez grand, la suite (v(,,))n>n, est une suite croissante
de fonctions harmoniques de 'ouvert connexe B(0,r) dans R. Par le théoréme d’Harnack,
elle converge donc (uniformément sur les compacts) vers une application harmonique v :
B(0,7) = R si v,,)(0) ne converge pas vers +oo. Or par la formule de la moyenne, pour
tout r € ]0, 1],

1 1
w00 =gz [ w0 o) = 50 [ werOP do(€) = il < gl

Nous avons supposé que u € h?(D), donc v(m)(O) est borné indépendamment de n, et la
convergence s’en déduit.

Les applications v : B(0,7) — R, lorsque r € ]0,1[, se recollent pour donner une
application harmonique v : D — R. Comme |u(z)[P < v(y(2) si [2| < 7, et par croissance,
nous avons donc bien |u(z)? < v(z) pour tout z € D.

(5) Si ||u||pr = 0, alors pour tout r € ]0,1[, nous avons u, = 0 presque partout, donc
partout par continuité de u. Donc u(x) = 0si 0 < ||z|| < 1, et encore par continuité, u = 0.
L’homogénéité de la norme || - ||n» et son inégalité triangulaire sont immédiates.

Montrons que hP(D) est complet. Soit (v(™),en une suite de Cauchy dans hP(D).
Comme |u(0)| < |lul[pe pour tout u € hP(D), application u — u(0) est une forme li-
néaire continue (de norme au plus 1). Donc la suite complexe (v(™(0)),en est de Cauchy,
et converge vers w(0) dans C. Pour tout r € |0, 1], 'application v — v, de h?(D) dans
LP(S;,0;C) est linéaire continue (de norme au plus 1). Par conséquent, la suite (vr(,n))neN
est de Cauchy dans ’espace de Banach LLP(S1, o; C), donc converge vers w) e LP(Sy,0;C).
Pour tout € > 0, il existe ng € N tel que pour tous les r € ]0,1[ et n,m > ng, nous avons

lof™ — o™l <e. (37)

En faisant tendre m vers +o0o dans la formule (37), nous avons Hvr(,n) —w() ll, < € pour tous
les r € ]0,1] et n > ng. Considérons l'application v : D — C définie par v(0) = w(0) et
v(z) = wl*D(2) 810 < |2| < 1. Pour tous les n > ng et 7 € ]0, 1[, nous avons |]v£n)—vr\\p <€,
donc [[v™ — || < € pour tout n > ng. Nous laissons au lecteur le soin de montrer que
v est harmonique. Donc v € hP(D) et (v(™),en converge vers v dans hP(D).

Correction de I’exercice E.58. (1) Notons (-,-) le produit scalaire usuel sur R? = C.
Nous avons
A(uv) = Au+ 2(Vu, Vo) + Av .
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a) Si Au = A(u?) = 0, alors (g—g)z + (g_;j)z = 0, donc df = 0, d’ou f est constante

puisque 2 est connexe. Le résultat en découle.

b) Si Au = Av = 0, alors A(uv) = 0 si et seulement si Vv et Vu sont orthogonaux
en tout point de {2, donc si et seulement si Vv et iVu sont colinéaires en tout point de
), donc, puisque Vu ne s’annule pas, si et seulement s’il existe une application ¢: 2 — R

telle que

v ou v ou
% = —Ca—y et a—y = C% . (38)

D’ot, en dérivant par rapport & x et & y chacune de ces deux équations, nous avons

Po__deow_ Pu | Bo_ ocou_ o
0z2 Oz dy C@x@y ¢ oyoxr Oy dy 68y2’

Fo _ocon | Fu o _ocou |
oxdy  Oxdx  Ox2 oy?  Oyodxr  Oydxr

En ajoutant la premiére et la quatriéme équation, nous avons (par le lemme de Schwarz

et puisque u est harmonique)

dcon_ oo )
Ooxr dy Oyox

En soustrayant la seconde de la troisiéme équation, nous avons de méme
deou__ocon o)
0y Jy Oz Ox

En multipliant par g—Z légalité (39), par % légalité (40) et en les ajoutant, nous avons

donc
dc rou?  ou? _0
Ox <8x * Oy > -
Donc, en tout point de §2, nous avons % =0 et de méme g—; = 0. Donc l'application c est
constante, par connexité de 2.
Puisque u et v sont & valeurs réelles, les équations (38) impliquent que ¢ € R, et que

¢ # 0, car v n’est pas constante sur 'ouvert connexe 2.

Pour conclure, pour tout ¢ € R, 'application v — icu est holomorphe si et seulement si
d(v —icu) = 0, c’est-a-dire si et seulement si

<§—Z—ic%>+i<g—z—icg—z> ~0,

et donc si et seulement si les égalités (38) sont vérifices.

(2) a) Puisque u est harmonique positive sur D, par 'inégalité de Harnack, nous avons,
pour tout r € ]0,1[ et ¢ € Sy,

L—-r 1+r
HTU(O)Su(r()s —w(0).
Donc o )
T u(0) < u(r¢) —u(0) < 7= u(0).



Comme % < %, la premiére affirmation en découle.

En divisant par 7, et en faisant tendre r vers 0, nous obtenons |dug(¢)| < 2u(0). Comme

[Vu(0)] = sup [{(Vu(0),¢)| = sup |duo(¢)] ,
£eSy £€Sy

le résultat en découle.
b) Pour tout a € D, lapplication ¢ : z — L% est une application holomorphe de

14+az
D dans D envoyant 0 sur a (car bien définie puisque |=t| > 1 > |z|, bijective d’inverse
I’application ,i > ==, et envoyant S; dans S, donc D dans D par connexité¢). Sa dérivée
est z — %, qui vaut 1 — |a|? en 2 = 0.

¢) Si u: D — R est harmonique positive, alors uo ¢ : D — R est aussi harmonique
positive. Par a), nous avons donc

[V(uo¢)(0)] <2uo¢(0) =2u(a) .

Comme V(uo ¢) = (Vu) o ¢ ¢ par le théoréme de dérivation des fonctions composées, le
résultat s’en déduit.

Correction de l’exercice E.59. (1) a) Le fait que lapplication f est bien définie et
holomorphe a été vu en cours. Rappelons que le noyau de Poisson est

1.2
- =R ()

ou ¢ € Sy et z € D. Par linéarité de I'intégrale, nous avons donc, pour tout z € D,

P.(C)

Iﬁﬂ@—:llﬁfuowoddOZUVL

T om
en utilisant la formule de Poisson pour la derniére égalité. Nous avons

1
o

£(0) L@u@MdOeR,

donc Im f(0) = 0. Enfin, si g : D — C est une autre telle application, alors f — g est une
application holomorphe sur I, de partie réelle nulle, donc est une constante imaginaire,
qui est nulle car Im f(0) = Im g(0) = 0.

b) Notons tout d’abord que

(+zy_1/C+2z C+7\_(z—¢z_ 2Im(z()
Im(C—z)_2<C—Z Z_z>_|<_z|2_’1_za2.

Maintenant, 'application u = Re(f) est harmonique, car f est holomorphe. Par 1'uni-
cité dans la question précédente, puisque Im f(0) = 0, nous avons, pour tout z = ret% ¢ D
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our = |z,

U o] < L[ 2mEOL
i f ()] =g [ @ o] < 5 [ ()] do(¢)

2m (—= ces, |1 —2(CJ?
2w : o T .
§é/ r|sin(fp — 0)| d@z% 7| sin 4| o
7 Jo |1 —2rcos(6p—0)+1r?| 7 Jo |1—2rcosf+r?|
A (1 2 A 1+ 72 t=1
=2 /_17|#—2t| dt_;{—ln( - —2t)L:_1
A 9 ovy 24 14|z
—;(ln((l—l—r))—ln((l—r) ))—?l T2

(2) a) Remarquons que par la formule de Poisson, u(z) = 5 [ ces, P=(¢) u(C) do(¢) appar-
tient & R pour tout z € D, car le noyau de Poisson est réel.

Notons w; = v — u, qui est une application continue de D dans R, nulle sur S; et
sous-harmonique sur D (car —Aw; = —Awv < 0). Montrons que w; < 0. Par 'absurde,
supposons qu'il existe un point z; € D tel que wy(z1) > 0. Posons ¢ = % > 0.
L’application ws : D — R définie par

wy(z) = wi(2) + € (Re(z — 21))? — 4e

est continue sur D, négative ou nulle sur S; (car |z — 21| < |2| + |z1| < 2), et strictement

positive en z1, par définition de €. Elle atteint donc son maximum sur le compact D en un
. . . L e, 82wo 8%wo . .

point zo de ID. En particulier, les dérivées 5.2 et 7 sont négatives ou nulles en z9. Donc

Aws(z2) < 0. Mais puisque Aw; > 0 sur D, nous avons Aws(z2) > e A((Re(z — 21))?) =

2¢e > 0, une contradiction.

Nous avons donc, par la formule de la moyenne,

2T 2
/ v(zo + re?) df < / u(zo 4+ re') df = 2m u(z) .
0 0

b) Par la formule de Poisson, puisque P,(¢) < ﬁlﬁl et w = v > 0 sur Sy, nous avons

donc

2T
[ vtk ey o < 2mataa) = /<  PalQ)u(¢) do0) < Ltlzol [ ) doo).

1= |Z0| CeSy

(3) Nous avons, en tout point z € D tel que |f(2)| # 0, donc partout par le principe
des zéros isolés et par continuité,

A(IfIP) = 400((fF)"'?) = 2p O(FF (£ F)P1*7)
=2p(p/2 = D)L TAP72) +200(F F(FF)PP7)
=p|f P12 >0,

donc —A(|f|P) < 0. Notons v : D — R I'unique application continue qui est harmonique
sur D et égale & |f|P sur S;. Par passage en coordonnées polaires et par la question (2) b)
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appliquée a v = |f|P D (qui est bien continue, positive et sous-harmonique sur D) et zy = 0,
nous avons donc

1 1 1 27 )
—/mpdA:—/ / |0+ re®) P r dodr
™ JD ™Jo Jo

27

1t _ 1 i0
<2 L sor sy rar= g [Ty an,

27T0

Correction de ’exercice E.60. (1) Supposons par I'absurde que m > 0. Par la continuité
de h et la compacité de son domaine, son maximum m est atteint, I’ensemble K est un
fermé borné non vide de C, et donc zy existe bien. Puisque h vaut 0 sur S(a, R), le point zy
appartient a B(a, R). Puisque h vérifie la propriété de la moyenne faible, il existe (7, )nen
dans ]0, +o0] telle que lim,, 4 o0 7, = 0, B(z0,7,) C B(a, R) et

1

m = h(z) = Gy

2
/ h(zo + 1 €) df .
0

Donc f027r h(z0) — h(z0 + rn €?) df = 0, et comme h(z) — h(zg + 7, €?) est une fonction
positive ou nulle, elle est nulle. Mais ceci contredit le fait que zg étant a distance maximale
de a, il y a des points sur le cercle S(a,r,) qui ne sont pas dans K.

(2) Si f est harmonique, alors elle vérifie la propriété de la moyenne, par le théoréme
2.4, donc la propriété de la moyenne faible.

Réciproquement, supposons que f vérifie la propriété de la moyenne faible, et montrons
que f est harmonique. Soient a € Q et R > 0 tels que B(a, R) C £, montrons que f coincide
avec une application harmonique sur B(a, R), ce qui conclut.

Comme une application est harmonique ou vérifie la propriété de la moyenne faible si
et seulement si ses parties réelle et imaginaire le sont, nous pouvons supposer que f est a
valeurs réelles.

Soit ¢ : B(a,R) — R la solution du probléme de Dirichlet sur B(a, R) de donnée au
bord fis(a, r)- Posons h = f — g. Alors h et —h vérifient les hypothéses de la question (1),
et donc

0< — sup —h(z) = inf h(z)< sup h(z) <0,

2€B(a, R) 2€B(a, R) 2€B(a, R)
ce qui montre le résultat.

Correction de ’exercice E.61. (1) a) Quitte a ajouter a u la constante —u((), ce qui
ne change pas le résultat, nous pouvons supposer que u(¢) = 0. Comme ( est un point sur
lequel u atteint son maximum, nous avons donc —u > 0 sur D.

Par la minoration dans I'inégalité de Harnack appliquée a la fonction harmonique po-
sitive —u sur D, nous avons

1—r —u(0)
(~u(0) > 4

—u(rQ) = 7

R , —u(0 . . .
D’ou le résultat, en prenant ¢ = % Notons que ¢ n’est pas nul, sinon u atteindrait
son maximum en un point intérieur du disque, donc serait constante par le principe du
maximum et la connexité de D.

(1—=r)
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b) Supposons par contraposition que w est non constante. Puisque u est harmonique
sur un voisinage de I, ses dérivées radiales sur le bord de D sont bien définies. Par le
principe du maximum, la restriction & D de u atteint son maximum en au moins un point
¢ du cercle S;. Par la question a), nous avons donc

au( u(r¢) — u(¢)

) = lim

—(x >c>0.
ov r—1- r—

donc % ne s’annule pas en au moins un point du bord, ce qui montre le résultat.

(2) a) En utilisant l’expression en coordonnées polaires de la mesure de Lebesgue,
comme S; est de mesure de Lebesgue nulle, par la formule de la moyenne (appliquée a tout
cercle de centre a et de rayon p < r) et par le théoréme de Fubini, nous avons

1

1 T2 ) 1 T
— udm:—2/ / u(a—i—pe“g)dedp:—z/ 2ru(a) pdp = u(a) .
mr B(a,r) mwr 0 0 mwr 0
b) En étudiant les 4 cas ¢ € CAN°B,x € AN“Bxz € “ANBetxz € AN B, ou les
deux termes de I'égalité |xa(z) — xB(x)| = xaa B(x) valent respectivement 0, 1, 1, 0, la
premiére égalité est immédiate. L'inclusion de B(a,r) A B(0,7) dans A(r — |al|,r + |a|) se
montre par le dessin suivant (auquel on se raméne par rotation éventuelle).

Enfin, en utilisant de nouveau l’expression en coordonnées polaires de la mesure de
Lebesgue, ou en utilisant le fait que

m(Z(r —lal,r + |a|)) = m(F(O,r + |a|)) — m(F(O,r — |a|)) ,

nous avons m( A(r — |a|,r + |a|)) = 47r|al, ce qui montre la derniére affirmation.
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c) Soit M > 0 tel que |u(z)| < M pour tout z € C. Par les questions (2) a) et b), nous
avons, pour tout a € C et pour tout r > |al,

1 1
lu(a) —u(0)] = —3 ‘/ . udm—/ o) udm‘ = m ‘/(Xﬁ(a,r) _XE(O,T’))udm
1
= 7.‘.742 |u| |XB(ar XB(OT’ dm = | |XB (a,r) AB(0,r) dm
M — — M —
< (B B0 < (A~ lal,r + [al))

qui converge vers 0 quand r tend vers 'infini par la question (2) b). Donc u est constante
(égale a u(0)).

Correction de l’exercice E.62. (1) a) Pour tout ¢ € ]0,1], 'application ¢ : z
o(tz) — t™p(z) est bien définie sur B(0,€), holomorphe, de partie réelle nulle, donc est
une constante imaginaire pure i\; oit \; € R.?° En développant en série entiére op(z) =
> nen @n 2" sur B(0,€), nous avons donc ) - ant"2™ =i\ + Y o ant™ 2" pour tous les
z € B(0,€) et t € ]0,1]. Par unicité du développement en série entiére, nous avons donc
ant™ = apt™ pour tous les n > 1 et t € ]0,1], ce qui implique que a, = 0 si n # 0,m et
alors ¢ = apz™ + ag. Comme de plus ag = agt™ + i\; pour tout ¢t € |0, 1], nous avons
ap € iR.

b) Notons £ le plan vectoriel complexe Cz"™ + CZ™, et notons qu’'une application
p : R?2 — C appartient & & si et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire
y appartiennent. Il est immédiat que z — 2" et z +— Z" sont polynomiales homogénes
de degré m en les deux variables réelles x,y, et sont respectivement holomorphe et anti-
holomorphe, donc harmoniques. Dot & C J7,.

Réciproquement, soit p : R? — C un élément de %, montrons que p € 2. 1l suffit
pour cela de montrer que les parties réelles et imaginaires de p sont dans &2, car étre
polynomiale homogéne de degré m et étre harmonique sont des conditions stables par
passage aux parties réelle et imaginaire. Puisque les applications harmoniques réelles sont
localement les parties réelles de fonctions holomorphes, il existe € > 0 et ¢ : B(0,¢) — R
une application holomorphe tels que pour tout z € B(0, €), nous ayons p(z) = Re p(z). Par
la question a), nous avons donc p(z) = Re(A2™) = 1(Az™ +Az™), dotp € L.

(2) a) Nous pouvons supposer que m > 1. Pour tous les z € C et { = € (' = € € Sy,

nous avons, en utilisant la formule d’Euler 2 cos x = €'* + ¢™**,

Zm (¢, ¢) = emO=0) 4 emiml0=6) = cm (@ym L T (™,

donc
Zn(2,¢) = 2™ (C)" + 2™ ()™ (41)
Par la question (1) b), 'application z — Zm(z, ¢) appartient & J,.
b) Si m # m/, puisque ¢’ — Z,,((,¢") = Z,,(¢',¢) appartient & .7, par la question
précédente, puisque J7.%, est orthogonal & J7.7,,, pour le produit scalaire IL2( ~) par le
théoréme 2.29, et puisque Z,, est a valeurs réelles, nous avons

L[ H(E) 26, ¢ do(C) = {f, Zun(G e = 0.

27'(' ¢'eSy

25. En effet, nous avons 9y = 0 et d(¢p + 1) = 20(Re ) = 0, donc 9y = —9(¢) = —% = 0. D’ou ¥ est
constante, de partie réelle nulle, donc une constante imaginaire pure.
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Supposons donc m = m’. Le résultat est évident si m = 0, car Zy = 1 et S est
constitué d’applications constantes. Supposons donc m > 1. Par linéarité, par passage au
conjugué puisque Z,, est réelle, et par la question (1) b), il suffit de montrer le résultat
pour f : e — e Puisque f027r ek 40’ = 0 si k € Z — {0}, nous avons, si ¢ = %,

2w
1 FE) Zn(C, Y dor(C) = i/ (m (im(0=0') 4 o=im(0=0') got — im0
271' ¢'eSy 27'(' 0

(3) a) Puisque Zo = 1, puisque les applications constantes et z — In |z| sont harmo-
niques sur C — {0} et par linéarité, le résultat est vrai si m = 0. Supposons m > 1.
uisque z) est somme d’une constante et d’'un multiple constant de —;, puisque
Pui bt t d’ tante et d’ Itipl tant d ‘Z‘l i

Z Zm(z, ¢) est harmonique d’aprés la question (2) a), puisque Zm(z, () est une combi-
naison linéaire de 2™ et z" comme vu dans la formule (41), il suffit de montrer que les
E’UL _

. . m . .
applications z — |ZZ|W = Eim et z — i Zim sont harmoniques sur 2, ce qui est le cas,

car elles sont respectivement anti-holomorphe et holomorphe sur C — {0} (qui contient €2).
b) Nous avons 0 < b < 1 et |Zp(2,¢)| < 2]2|™ par la formule (41), donc
b8(2) Zm(2, Q)] < 2]2™ .

a’!?L

Nous avons |b;,(z)] < et toujours | Zyn(2,¢)| < 2]2™, done

b(2) Zn(2,0)1 < (=)

2]

Donc les séries Z%(z, ¢) convergent absolument et uniformément sur les compacts de QxS;.
Par le théoréme de Harnack, les valeurs de ces séries, qui sont limites uniformes sur les
compacts d’applications harmoniques (comme somme d’applications harmoniques par la
question a)) sont harmoniques en z € €.

c¢) La premicére affirmation est immédiate. Montrons que Z*(£,¢) = Z~(2,¢). Il suffit
par sommation de montrer que pour tout m € N, nous avons

b (2) Zn(2:€) = b (2) Zun(2,) -

Le résultat est immédiat si m = 0. Supposons m > 1. Alors, en écrivant

vl

= 4%, 2 nous
lRET
avons par homogénéité d’ordre m

a . 1—|z*m

i) Za(L0) = LT

> Z (#)mzm('va) :b;m(z) Zm('z=<) .

(4) a) Pour tout zy € @/, soit g > 0 tel que B(zg,79) C . L’application (z,z)
F(x,z) est continue sur I'espace métrique compact K x B(zy,7(), donc uniformément
continue. Par conséquent, 'application z — fx K F(z,z)du(z) est bien définie et continue.
De plus, pour tout r € [0, 7], I'application (z,e) — F(z, 29 + re) est continue sur le
compact K x Sy, donc bornée. Par le théoréme de Fubini et le théoréme de la moyenne,
nous avons alors

1 2T ) 1 2T )
— / F(x, 20+ re) du(z)dd = / — / F(x, 2+ ") df du(x)
2m Jo  Jeex zeK 2T Jo
— [ Pl duto).
zeK
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Donc par la réciproque du théoréme de la moyenne, 'application z — fxeK F(x,z)du(zx)
est harmonique.

b) L’application z — Pq[f](z) est bien définie et harmonique comme somme de deux
applications bien définies et harmoniques par les questions (3) b) et (4) a) (en utilisant
les mesures du(¢) = f(¢)do(¢) et du(¢) = f(al)do(¢) sur l'espace métrique compact
K=%).

Rappelons que ¢ : @ — Q est 'homéomorphisme involutif z +— £, qui échange S(0,a)
et S;. Pour montrer que u; est continue, comme toute application continue f : 9Q — C
s’écrit de maniére unique f = f1 4+ fy o avec fy, fo : 00 — C deux applications continues
et nulles sur S(0, a), puisque

f(aC) 2™ (2,¢) do(C) = f20UQ) Z7(1(2),¢) do(C)

CES: CeSL
par la question (3) c), il suffit donc de montrer le résultat lorsque f est nulle sur S(0,a) et

w2 == [ 10 2 (2. 0) do(Q)

2 CESy
pour tout z € . Par le théoréme de Stone-Weierstrass, toute application continue f :
9 — C nulle sur S(0,a) est limite uniforme d’une suite de sommes finies d’harmoniques
sphériques (f;)ien sur S; prolongées par 0 sur S(0, a). Nous avons % fC€S1 Z1(2,()do(¢) =
1 par permutation (autorisée par convergence uniforme) de lintégrale et de la somme
définissant Z | et par la question (2) b) avec m’ = 0. Comme Z*(z,() est réel, nous avons

1

() — ()] < 5=

|10 = 501 2720 do(@) < I  Fill
CESy
pour tout z € §2. Par conséquent, la suite (uy,);en converge uniformément vers uy sur €.
Il suffit donc par linéarité de montrer le résultat lorsque f|g( ) est nulle et fs, appartient
a IS .

Mézalor, en permutant intégrale et somme par convergence uniforme, par homogénéité
et par la question (2) b), nous avons, pour tout z € €2,

w) =50 [ S OV Zu=, 0 do(0

es1 S
m 1 z
_ n%b:;(z) |2| 27 Jocs, f(0) Zm(m,g) do(¢)
= b, ()™ F( ) -

Z|

Si |z] tend vers a, alors cette fonction tend vers 0 (car f est bornée) et si z tend vers ¢ € Sy,
alors cette fonction tend vers f(¢), ce qu'il fallait démontrer.

¢) Comme ' est un ouvert borné, 'unicité découle du principe du maximum (voir
I'exercice E.29 (1)). Pour existence, comme 'application z — 7 est holomorphe et en-

. / . , . . .
voie Q' sur 'anneau  avec a = %, le résultat découle de la question ci-dessus (voir la
démonstration du corollaire 2.2).
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Correction de ’exercice E.63. (1) a) Quitte & ajouter & u la constante —u(zp), ce qui
ne change pas le résultat, nous pouvons supposer que u(mo) = 0. Comme z( est un point
sur lequel u atteint son maximum, nous avons donc —u > 0 sur H.

Par la minoration dans I'inégalité de Harnack appliquée & la fonction harmonique po-
sitive —u sur le disque ouvert de centre zg+14 et de rayon 1 (qui est contenu dans H), nous
avons, pour tous les r € ]0,1[ et § € R,

o i) > By,

—u(zo + i + re?) >

D’ou le résultat, en prenant ¢ = w et § = 5. Notons que ¢ n’est pas nul, sinon u
atteindrait son maximum en un point intérieur de H, donc serait constante par le principe
du maximum et la connexité de H.

b) Supposons par contraposition que u est non constante sur H (donc sur H par conti-
nuité). Quitte a remplacer u par —u, et puisque u n’est pas la fonction nulle sur H, il
existe zp € H tel que u(zg) > 0. Puisque u est nulle a 'infini, il existe R > 0 tel que si
z € H—(B(0, R)NH), alors |u(z)| < & u(z20). Puisque u est harmonique sur un voisinage de
H, ses dérivées verticales sur le bord de H sont bien définies. Par le principe du maximum,
la restriction a HN B(0, R) de u atteint son maximum en au moins un point xy du bord
de HN B(0, R), donc dans [—R, R], et ce maximum est un maximum sur tout H. Par la
question a), nous avons donc

ou u(zo +i(1 — 1)) —u(xo)

i =— N
8y (xO) r—lgl* 1—r

< —-c<0.

Donc g—Z ne s’annule pas en au moins un point de R, ce qui montre le résultat.

(2) a) Puisque Papplication ¢ — Q. (t) est continue et bornée par ﬁ sur R, et puisque

1 est une mesure finie, 'application Pgp est bien définie. Puisque 'application

1 1

Z = —_—
wert—2z 1+ 12

du(t)

dM0+z/ t

ert— 2 1+1t2

est holomorphe sur H (voir la proposition B.1 de I'appendice B), application Pygu, partie
imaginaire de cette application sur H par linéarité de 'intégrale, est harmonique.

Pour tous les ¢,t' € R et r > 0, puique |t +ir —t'| = [t —ir — /| = [t +ir — t], le noyau
de Poisson de H vérifie Qs (t') = Qu44r(t). Puisque [, _p Q.(t) dt = 7 pour tout z € H,
nous avons par le théoréme de Fubini pour les fonctions positives,

ﬁwwmmﬁ:/

teR Jt'eR

Quein(t') dp(t') di = / Qusir(t) dpu(t') dt

teR teR Jt'eR

- / Quiin(t) dt du(t') = wp(R) .
t'eR JteR

Donc la borne supérieure sur r € ]0,1] du membre de gauche est finie.

b) Pour tout f € €2(R;C), nous avons, par la propriété de continuité rappelée dans
I'énoncé, par la convergence uniforme sur les compacts, et puisque Py f (étendue par f sur
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R) est nulle a l'infini, donc plus petite en module qu'un € > 0 quelconque en dehors d’'un
grand compact de H, et par le théoréme de Fubini,

/fd,u: lim Puf(t+ir)du(t) = lim Qirir(t') f(E) dt’ dpu(t)
R r=0t Jier o0t ERW 'eR
= | 't ') dt’ du(t
“im [ Qualo) £8) at dut
1
== lim t Qprir(t) dp(t) dt!
T t’eRf( ) . vr+ir(t) dp(t)
~ lim ~ F() Pau(t' +ir) dt’

r—=0t T Ju cR

¢) Notons €Y(R;C) I'espace de Banach des fonctions continues sur R nulles & linfini
(pour la norme uniforme). Pour tout n € N, notons £, : 63 (R; C) — C P'application définie
par

ba(f) = h(t+1
(f) teR (+Zn+1

) f(t) dt .

Alors £, est une forme linéaire sur 6 (R; C), qui est positive car h est positive, et continue
de norme au plus M (h). Par le théoréme de Banach-Alaoglu de compacité des boules du
dual topologique de Y (R;C) pour la convergence faible-étoile (voir par exemple [I3r¢]), il
existe donc une sous-suite (ny)gen et une forme linéaire continue ¢ sur 69 (R; C) telle que
pour tout f € €Y(R;C), nous ayons £(f) = limg_ o0 £n, (f). En particulier, £ est positive.
Par le théoréme de représentation de Riesz, il existe donc une (unique) mesure borélienne
positive finie sur les compacts et réguliére p sur I’espace localement compact R telle que

f) = fR f dp pour tout f € €§(R;C). Elle est de plus finie, car de masse totale égale a
la norme duale de £. Donc pour tout f € €(R;C),

/fdu: im 6 (f)= lm [ h(t+ ) F(t) dt’
R k—+o00

d) La question a) montre que cette application est bien définie. La question b) montre
qu’elle est injective, car une mesure dans .# (R) est uniquement déterminée par ses inté-
grales de toutes les fonctions continues a suport compact. Montrons qu’elle est surjective.

Soit h : H — C une fonction harmonique positive telle que M(h) < 400, et soient
w € M (R) et (ng)ken dans N comme dans la question ¢). Pour tout z € H, nous avons
la suite d’égalités suivantes, la deuxiéme par la question c¢) puisque t — Q. (t) est nulle &
linfini, la troisiéme par la formule de Poisson de H appliquée a la fonction continue de H

dans C, harmonique sur H, définie par w — h(w + n +1) la derniére par la continuité de
hen z:

—E/de@p-ml /Q ) dt

N ? = k—+oo T ? +1

= kETwh(z + — 1) =h(z) .
D’ou h = P[£].
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Théorie spectrale et analyse harmonique.

Correction de I’exercice E.64. (1) a) Montrons que #!(R) est un espace de Hilbert
séparable de dimension infinie contenant C2°(R).

Notons tout d’abord que pour tout u € L?(R), une application v’ € ]LE(R) telle que
(W', p)2 = —(u,¢')2 pour tout ¢ € CP(R), si elle existe, est unique, car si v’ € L*(R) est
une autre telle application, alors (u' — u/, )2 = 0 pour tout ¢ € C(R), et par densité
de C(R) dans L2(R), nous avons u' = /. Nous appellerons v’ la dérivée au sens des
distributions de wu.

La premiére affirmation se démontre comme dans la démonstration de la proposition
2.18, en montrant que l'application de 2#!(R) dans I’espace de Hilbert produit L?(R) x
L2(R) définie par u +— (v/t2 4+ 1 u,u’) est un isomorphisme d’espaces préhilbertiens sur un
sous-espace vectoriel fermé de L?(R) x L2(R). En particulier, 7#!(R) est séparable.

En prenant pour dérivée au sens des distributions u/, si u € C2°(R), la dérivée usuelle,
qui convient par intégration par partie, nous avons C°(R) C 1 (R) (et comme le premier
est un sous-espace vectoriel de dimension infinie, il en est de méme du second).

b) Montrons la densité de C°(R) dans 521 (R).

En premiére étape, montrons que les éléments de 7 (R) & support compact sont denses
dans 1 (R). Soit (1, )nen une suite dans C°(R) de fonctions plateaux telle qu’il existe
M > 0 tel que pour tout n € N

e ny(t) € [0,1] pour tout t € R,
o n,(t)=1site[-n,n],

o n,(t)=0sit¢[—n—1,n+1],
. ]nn()lgMpourtoutteR

Pour tous les f € #1(R) et n € N, 'application v/1 + ¢2 fn,, est dans L2(R) (de norme
dans L?(R) inférieure ou égale a celle de V1 + 2 f), et il est immédiat de vérifier que
f'nn + 1, est dans L2(R), et est une dérivée au sens des distributions de fn,. De plus

1= FIP = VI F 20 — DIE+ 1 O — 1) + Sl
2 2 / 2
§<1+M>/Mrf<t>\ <1+t>dt+/ O dt

[t|>n
qui converge vers 0 quand n tend vers +00, ce qui montre la premiére étape.

Pour la seconde étape, montrons que C2°(R) est dense dans le sous-espace de 1 (R)
des éléments & support compact. Soit donc f € J#1(R) & support contenu dans [—N, N].
Soit ¢ € C2°(R) une application & valeurs dans [0, 1], & support dans [—1, 1], d’intégrale 1
pour la mesure de Lebesgue. Pour tout i € N, posons ¢; : x — 2% (2'x), qui est un élément
de C°(R), encore d’intégrale 1. Nous admettrons que pour tout g € L?(R), la convolution
g * @; converge vers g dans L?(R).

La convolution f * ¢; de f par ¢; est a support dans [-N — 1, N 4+ 1] pour tout i € N.
Puisque f est dans L2(R), elle est de classe C* (voir la formule (31)), donc f*p; € C°(R).
Il est facile de voir que

(fre) = (f)*pi.
Donc par le résultat de convergence admis, (f * ¢;)’ converge vers f’ dans L?(R). Puisque
f *@; et f sont nulles en dehors de [-N — 1, N + 1], nous avons

IVI+E2(fxpi—fll2<VI+HIN+1)2|f*pi— fll2,
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qui tend vers 0 quand 4 tend vers +00, toujours par le résultat de convergence admis (mais
voir aussi la formule (32)). Donc v/1 +#2 f * ¢; converge vers v/1+t2 f dans L2(R), et
donc f * ¢; converge vers f dans ' (R).

¢) Montrons que l'inclusion de 71 (R) dans L2(R) est compacte. Soit (uy, )nen une suite
bornée dans 7' (R), et notons V : R — [1, 400 'application ¢ — /2 + 1. En particulier,
les suites (u/,)nen et (V un)nen sont bornées dans L2(R).

La notation u’' coincide avec la dérivée au sens des distributions % introduite dans
la partie 2.4. Une fonction L? sur R, dont la dérivée au sens des distributions est nulle,
est constante presque partout. % Quitte a remplacer u,, par fox ul, (t)dt + ¢, ot ¢, € R, ce

qui ne change pas sa classe L2, nous pouvons donc supposer que u, est continue et méme
1/2-holdérienne : si z < y, alors par U'inégalité de Cauchy-Schwarz

x Y
| [Curar = [T =] [ o 0] < VI

Pour tout N € N, notons Qy = {t € R : V(t) < N}, qui est un ouvert borné. Par
le théoreme d’Arzela-Ascoli 1.32, pour tout N, la suite (un|o, )nen admet une sous-suite
convergente dans €' (Qn;C) vers vy € € (Qn;C). Par extraction diagonale, nous pouvons
supposer que (un|q, Jnen converge vers vy dans €'(Q2y;C) pour tout N. Il est immédiat
que vprjg, = vN si M > N, et on note v € ¢ (R; C) 'application telle que v, = vx pour
tout N € N. En dehors de Q, nous avons u, < % V Uy, qui tend vers 0 dans L2 quand
N tend vers +oo, uniformément en n. Donc (uy,)nen converge vers v dans L2(R).

[Autre méthode : on pouvait penser, si on le connaissait, a utiliser la variante L.? du
théoréme d’Arzela-Ascoli.

Théoréme 3.1 (Théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov) Soit o/ une partie bor-
née de L2(R) telle que

(i) flrIZR |f(z)|? dz converge vers 0 quand R tend vers oo uniformément en f € o .

(i1) || f(z+a) — f(x)|l2 converge vers O quand a tend vers 0 uniformément en f € <.
Alors o est d’adhérence compacte dans L2(R). O

Soit (un)nen une suite bornée dans #1(R), montrons que (uy,)neny admet une sous-
suite convergente dans L%(R). Par densité de C2°(R) dans #1(R), nous pouvons supposer
que u, € C°(R) pour tout n € N. Utilisons le théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov avec
o = {u, : n € N}. Puisque ||uy|l2 < ||unl|l1, la suite (uy)nen est bornée dans L2(R).
Par le théoréme des accroissements finis et puisque la suite (u,),en est bornée dans L2(R),
la condition (ii) est vérifiée. Enfin, puisque

1 1
2 2 2
der < ——— 1+ dr < ——||unll 1 ,

26. Rappelons que

CF(R) = {p € CZ(R) : /Rw — 0.

Soit f € L?(R) de dérivée au sens des distribution nulle. Fixons ¢ € C2°(R) telle que Jz ¥ = 1 et considérons
la constante ¢ = (f, 1)1 2. Alors pour tout ¢ € Cc°(R), 'application ¢ — (fR )Y est d’intégrale nulle, donc

(f—cwﬂm=/Rf¢—/RfE/R¢=<f7<p—(/R<ﬂ)¢>Lz:0.

Par densité de C2°(R) dans L*(R), nous avons donc que f — ¢ est presque partout nulle.
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la condition (i) est vérifiée.|

(2) a) Puisque 2 +1 > 1, remarquons que si u € 1 (R), alors |jullz < [V#2 + 1 uljs <
|lul| 41, et en particulier, u appartient & L%(R) et I'inclusion de #1(R) dans L?(R) est
linéaire, de norme au plus 1.

b) L’application Qs est donc bien définie, continue (par continuité de la norme dans
1 (R) et du produit scalaire dans L2(R)), et elle est a valeurs réelles.

Montrons que @y est strictement convexe. Par sequilinéarité du produit scalaire et
linéarité des applications u — u’ et u — Vt2 + 1 u, il suffit de montrer que dans tout
espace de Hilbert, I'application x — ||z||? est strictement convexe, ce qui a été vu en cours.

Montrons que @y est propre. Pour tout u € ¢ L(R), nous avons par I'inégalité de
Cauchy-Schwarz et la question (1) a)

1 1
Qr(u) = Sllulbe = I fllezllullie > S lullSer — I1fllallwllen

qui tend évidemment vers +oo quand ||u|| 41 tend vers +oo.

Montrons l'unicité d’'un minimum. La démonstration est la méme que celle vue dans
le cours : si u et v étaient deux minima distincts de @, de valeur minimale a = Qf(u) =
Q(v), alors par stricte convexité de @y, nous aurions @ f(“T'H’) < w
contradiction.

Montrons enfin I'existence d’un minimum : la démonstration est la méme que celle vue
dans le cours. Puisque Q¢ est propre, soit R > 0 tel que Q¢(u) > 0 si ||u|| 1 > R. Pour
montrer 'existence d’un minimum, puisque Q¢(0) = 0, il suffit de montrer que Q; admet
un minimum dans la boule fermée B(0, R) : ce sera un minimum de Q sur #1(R). Soit
(Zn)nen une suite dans B(0, R) telle que lim,—, o0 Qf(25) = inf, 50,7 @r(y)- Quitte a
extraire, nous pouvons supposer qu’elle converge faiblement vers x, par compacité faible des
boules fermées des espaces de Hilbert. L’application @ est continue et convexe, donc faible-
ment semi-continue inférieurement. D’ott Qf(x) < limy, 400 Qf(xy) = inf, c50,m) Qr(y),
et z est un minimum de Q.

= a, une

[Les assertions b) et ¢) découlent aussi du théoréme de Lax-Milgram : le produit sca-
laire L2 avec f est une forme anti-lindaire continue®’ ¢ : v — (f,v)2 sur ZH(R), et
Papplication a : (u,v) + (u,v) 41 est une forme sesquilinéaire continue coercive hermi-
tienne sur ##*(R), donc le théoréme de Lax-Milgram dit quil existe un unique élément
u € A (R) tel que pour tout v € H#!(R), nous ayons (u,v) 1 = (f,v)2 et que cet
élément u est Iunique élément de 7' (R) qui minimise Q. Ceci montre b). Pour c), le
sens direct découle de I'inclusion de C°(R) dans 1 (R). Pour le sens réciproque, utiliser
la densité de C2°(R) dans S#1(R) et le fait que la convergence forte dans 5 (R) implique
la convergence faible dans #*(R) et dans L2(R).]

(c) Pour tout u € s71(R) et pour tout ¢ € C(R), nous avons

d

1
dt =0 (§<U+t%u+t<ﬁ>%l — Re <f7u+t90>IL2>

tp) = —
Qr(u+tp) 0 o

= Re <u7 (10>)2‘)1 —Re <f7 (10>]L2 .

Donc en remplagant ¢ par iy pour obtenir les parties imaginaires, si v est un minimum de
Qy, alors u vérifie (u, @) 1 = (f, )2 pour tout ¢ € C°(R).

27. car linclusion de ##*(R) dans L?(R) est continue par a)
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Réciproquement, si u vérifie cette condition, alors pour tout ¢ € C2°(R), la valeur ¢ = 0
est le minimum (qui est le seul extremum) de la fonction strictement convexe et propre
t— Qp(u+ty). Par densité de C°(R) dans 1 (R), ceci implique que u est un minimum
de Qf

(3) La linéarité de G découle de 'unicité et de la linéarité en (u, f) des équations dans

c).

Montrons que G est continu. Si G(f) = u, alors v minimisant Q) ¢, nous avons

d

0= 37 0y @r(t0) = lulls — Re {f,wra

Donc par la question (2) a) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

lulE> < lluller < 1flleelluls -

D’out G est continu (de norme ||G|| au plus 1).

Montrons que G est auto-adjoint (méme si les espaces de Hilbert étant complexes, le
fait que G est auto-adjoint découle du fait qu’il est positif, qui sera démontré ci-dessous).
Soient f,g € L%(R). Par la question (2) c), nous avons (G(f),¢) 1 = {f, )2 pour tout
¢ € C®°(R), donc par densité de C2°(R) dans #(R), qui contient G(g), nous avons
(G(f),G(9)) 1 = (f,G(g))12. En utilisant (la conjuguaison complexe de) cette formule et
cette formule ol nous avons échangé f et g, nous avons donc

(G(9), Fire = (G(9), G(f))wer = (9, G(f))r2 -

Montrons que G est positif, et méme strictement positif, ¢’est-a-dire que (G(f), f)gz >0
pour tout élément non nul f de L2(£2). Comme vu ci-dessus,

(G, Pz = |GOI %0

qui est positif, et nul si et seulement si G(f) est nul. Or si f = 0, alors G(f) = 0 par
linéarité de G. De plus, si G(f) = 0, alors par la question (2) c), f est orthogonale a tout
éléement de C°(R), qui est dense dans L2(R), donc f est nulle.

Montrons enfin que G est un opérateur compact. Notons que G est d’image contenue
dans s#1(R), et continue de L?(R) dans ! (R) car

IG)2n = (G(f), iz < NG IfIIZ2 -

Comme la postcomposition d’un opérateur compact par un opérateur continu est encore
compact, le résultat découle de la question (1), qui dit que Iinclusion de .##'(R) dans
L2(R) est un opérateur compact.

(4) Puisque l'opérateur G : L?(R) — L2(R) est auto-adjoint, strictement positif, com-
pact (et L2(R) est de dimension infinie), il est diagonalisable en base hilbertienne, & valeurs
propres strictement positives décroissantes tendant vers 0 : il existe une suite (¢;);en de
réels strictement positifs, décroissante, convergente vers 0, et une base hilbertienne (f;);en
de L2(R) telle que G(f;) = €; f; pour tout i € N. Posons )\; = 6% Alors par la question (2)

c), pour tout i € N, pour tout ¢ € C°(R), nous avons (G(f;), )1 = (fi,¥)r2, ce qui
équivaut au résultat cherché par la définition de f] : puisque f; = ELG( fi) € A (R),

(fir@)oer = (1@ )2 + (fis  + D)2 = —(fi, ")z + (fis (¢ + 1)p)pe .
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Correction de I’exercice E.65. (1) Par définition si f € W22(Q), alors f est L2 et
admet des dérivées partielles au sens des distributions dans .2, donc f € W12(Q), et

1 22 = IIF 1122 +Z IFill2> + Z 1fisliEe = 1112 + Z £l -

i,j=1 i,j=1

Dot ||f|lw22 > || fllwrz > || f]lL2. En particulier, si f est limite dans W2?2(£2) d’une suite
dans C°(Q2), alors f est aussi limite dans W12(Q) de cette suite, et la seconde assertion
en découle.

(2) a) Puisque Q est un ouvert borné, par l'inégalité de Poincaré, il existe ¢ > 0 tel
que pour tout u € Wol’2(Q), nous avons |lullp2 < ¢ ||Vul[p2. Si f € W02’2(Q), nOUS avons
fi € VVO1 ’2(&'2) pour 1 < i < n et les dérivées partielles au sens des distributions de f; sont
les f; ; pour 1 < j < n, donc

”f”]]ﬂ <é Z HfZHIL2 <t Z ”fw”]]ﬂ :

i,j=1

b) Puisque Q est borné, par le théoréme de Rellich-Kondrachov, toute suite bornée
dans VVO2 2(€2), qui est aussi bornée dans VVO1 () par la question (1), admet une sous-suite
convergente dans L2(2).

(3) a) Pour tout ¢ € C2°(€2), nous avons par définition

(—Af,e Z ~fiire uzZm,a L2 = (f, —A¢)Le

Soit (¢ )ken une suite dans C°(Q) qui converge vers g dans W22(Q), donc dans L2()
par la question (1). Alors %L;’Z converge vers f; dans L2(Q) pour 1 < i < n, et en prenant
g = f, ceci montre la seconde assertion. De plus, —Ay, converge vers —Af dans L2(Q),

donc ceci montre la premiére assertion, par continuité du produit scalaire. De méme,

n

(=Af iz =Y (fis fi)2 20,

i=1

ce qui montre la seconde assertion.

b) Notons G : L3(Q) — Wol’z(Q) l'opérateur de Green. Par définition de G, si f €
W02’2(Q) vérifie —Af = wu, alors f € W01’2(Q) vérifie 'équation —Af = wu au sens des
distributions, donc G(u) = f.

Soient A € C et f € W022( ) — {0} tels que —Af = Af. Alors A(f, f)12 > 0 par la
question précédente, donc A > 0. Si A # 0, alors G(f) = % f, donc puisque f est non nul,
% est une valeur propre de G. Or on sait que G est un opérateur auto-adjoint compact de
'espace de Hilbert L?(£2), donc n’a qu’un nombre dénombrable de valeurs propres, ce qui
conclut.

Correction de I’exercice E.66. (1) Si f’ et j~” sont deux solutions au probléme, alors
f" — f" est orthogonal dans L*(S;) & toutes les ¢ € C*(S;). Puisque C*°(S;) est dense
dans LL2(S1), nous avons donc f’ = f’.
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L’application f +— f’ de s#1(S;) dans L?(S;) est linéaire, par unicité et par la linéarité
de la condition définissant f’. Par construction, I'application 1 de #1(S;) dans L2(S1) x
L2(Sy) définie par f + (f, f') est un isomorphisme d’espaces préhilbertiens sur son image.
Pour montrer que #*(S;) est complet, il suffit donc de montrer que son image est fermée :
elle sera alors compléte. Soit (fx)ren une suite dans J#1(S;) telle que (f, ;) converge
vers un élément noté (f, g) dans L2(S1) x L2(S1) quand k — +oco. Pour tout ¢ € C*(S;),
nous avons, par convergence faible et par la condition définissant les f,

(g ¢)2 + (f,¢)2 = Jm (fir )2+ (fro)2=0.

Ceci montre que f € #'(S;) et que g = f’ par unicité. Le résultat en découle, car tout
sous-espace d’un espace métrique séparable est séparable.

(2) En utilisant les notations de I'exercice I, nous savons que 'application .% : L2(S;) —
¢%(Z) définie par f — (c,(f))nez est un isomorphisme d’espaces de Hilbert, qui induit un
isomorphisme linéaire de C*°(S;) sur le sous-espace .%(Z) de £?(Z) des suites & décroissance
rapide, tel que si ¢ € C®(Sy), alors ¢, (') = incy (@) et ¢ (¢”) = —n?e,(p). Notons £12(Z)
le sous-espace vectoriel des © = (z,)nez € 2(Z) tels que la suite ug(z) = (|n|rn)nez
appartienne & ¢(Z). Munissons-le du produit scalaire (z,y)1.2 = (2,y)2 + (uo(x), uo(y))2.
La transformation de Fourier induit par restriction un isomorphisme d’espaces de Hilbert
de #1(S1) dans £12(Z). Par un argument usuel de troncature, le sous-espace des suites de
support fini est dense dans ¢1:2(Z). Donc par la transformation de Fourier, le sous-espace
vectoriel des polynomes trigonométriques est dense dans #1(S1), donc C®(S;) est dense
dans 21 (S;). Notons que ug : £12(Z) — ¢*(Z) est un opérateur linéaire continu (de norme
au plus 1).

Posons u = .% ! ougo.%, qui est bien un opérateur linéaire continu (de norme au plus
1) de s21(S1) dans L%(S;). Notons que si @ € .7(Z), alors ug(x) € .#(Z), donc u préserve
C°(S1). Nous avons u? = F 1 oud o F, et donc si ¢ € C*(S;), alors

u*(p) = T ouf((cal9))nez) = F o (nPcnl9))nez)
= 9_1 © ((cn(_gpl/))nel) = _90// .

Pour tout ¢ € C>(S;), nous avons

(u(p), )2 = (wo(Fp), Fp)2 =Y Inlleale)* > 0.
nes

Soit v un autre tel opérateur. Posons vy = .# o v o .% L. Par '’hypothése, nous avons
v¢ = ud ¢ (¥p)nez > (2T,)nez sur le sous-espace vectoriel F(C>®(S;)) = (Z), qui
est préservé par vg. Pour tout n € N, le sous-espace propre de .#(Z) pour la valeur
propre n? de v est Ce,, + Ce_y, en notant (e, )nez la base canonique de £2(Z). Puisque vg
commute avec v%, il préserve donc cet espace propre. Les seules transformations linéaires

du plan réel euclidien de carré 'homothétie de rapport n? sont +nid et i(g g) (dans

une base orthonormée). La seule de ces transformations qui vérifie la condition de positivité
voulue est nid. Donc vy = ug sur (ey)nez, qui est, convenablement normalisée, une base
hilbertienne de ¢12(Z). D’otl vy = ug par continuité.

(3) Pour tout m € Z, notons f, : 6 —

1
m(1+n?)

ﬁcos(n@) sin>0et f, : 0 —

sin(nf) si n < 0. Il est facile de voir que ces vecteurs sont orthonormés dans
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H1(S1). L'espace vectoriel qu'ils engendrent contient les polynémes trigonométriques, donc
est dense dans J#1(S;). De plus, en notant (e, )necz la base canonique de ¢?(Z), nous avons
F(fn) = —S2dteon_ sin >0 et Z(f,) = —2=5=2_ sinon. Donc ug(.-Z(f,)) = [n|.Z(fn)

24/ m(14+n?) 2iy/7(14n2)

pour tout n € Z. Par transformation de Fourier, nous avons donc que u(f,) = A\, f, pour
tout n € Z, ou A, = |n|.

Correction de l’exercice E.67. (1) C’est immédiat par récurrence : nous avons tout
d’abord e~ = (-1)°H, e car Hy = 1 et si le résultat est vrai au rang n, alors par la
définition

0= j—;n((j—me—fz) — (1) Hy e ) = (j—x>"“<e—f2> - <—1>"<dd]i” —20H,)e "
= (j—x)"*%e—“) — ()" Hy g e

Le fait que H,, est un polynéme de degré n et de coefficient dominant 2" s’obtient aussi
par une récurrence immédiate.
(2) a) Soient p < g dans N. Nous avons

2

—x d —x
(Vs Y2 = Cpcq/ HyHge Cdr = (_1)qcpcq/ Hp(d_)q(e )dz .
R R €z

En intégrant par partie ¢ fois (pour tout polynéome P, l'application P(z) e~ converge
vers 0 en £oo, donc les termes d’intégration s’annulent), et comme H, est un polynome

de degré p, le terme de droite est nul si p < ¢. Si p = ¢, puisque H,, est de degré p et de

coefficient dominant 2P (donc (g—m)pHp = 2Ppl ), par le rappel de la valeur de fj;o e~ da

et la définition de ¢, le terme de droite vaut

(—1)%¢pcq (—1)P 2P p! /R e da = 612, Wplym=1.

Donc les applications 1), sont unitaires et deux a deux orthogonales. Comme H,, est un

z2
polynéme de degré n, l'espace vectoriel complexe engendré par les v, est Clx]e™ 2z, qui
est dense dans L?(R) par la propriété admise.

b) Nous avons

7 = W_%(——x +z)e” 2 =0.

1,d
(% +x)¢0 :71'_1(% +LZ')€_

Pour tout n € N, par la relation de récurrence vérifiée par les H,,

(N

(- L +2) = cn( — L +z)(Hpe 7)

dx dx
d 22 2 z?
= (= 45+ 20)Ha)e T oo = ) H T
c _z? R

Cn+1

¢) En notant Z(f) = f, rappelons que ?7 =iz f et ;} —if'sife < (R). Par la
formule de transformation de Fourier inverse, % est unitaire.
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Posons f = F(1)g). Alors 0 = 9((% + :E)¢0) =ixf +if’. Donc f vérifie ’équation
différentielle linéaire du premier ordre f’ + zf = 0, avec condition initiale

_ b _ o [ g
f(O)—\/%/R%(t)dt—ﬁ [ dr—.

Donc f =cge™ 2 = 1)g. Par récurrence,

(N

d d
F(tbns1) = ﬁ F((~ 5+ x)n) = ﬁ( i ) F ()
(—i)”'H

(= ) = (=) g
gD e T = C0T e
L'opérateur .# est donc diagonal dans la base hilbertienne (v,)neny de L2(R). Par

un exercice vu en cours, les valeurs propres de % sont donc les coefficients diagonaux,
son spectre résiduel est vide, et son spectre est I’adhérence de I'ensemble des coefficients

diagonaux. Donc

Vp(F) = Sp(F) = {1,—1,i,—i} et Spu(F)=10.

(3) a) Par la question (2) b), nous avons % = —x1)p, donc %@9 = —ho + 2%y, d'ott
H (vg) = 1. Par récurrence,
dipni1 1 d dipy, 1 d*iy, dipy,
dz V2(n +1) d:z:( dz v ) 2(n+ 1) ( dx? dz ¥ )
1 dipy,
= o+ 2 — 22 n +r——
2(n+1) (( i dx )
En dérivant une seconde fois, et toujours par récurrence,
i1 1 2 dipy 4>y,
Froi 2(n+1)(—2an+(2n+2—x —i—l)%—kx T2 )
= ;( — 2z, + (2n + 3 — x%dﬂ + z(*y, — (2n 4+ 1)¢y,))
1 2,  dn dn
= VY - n 2 - n
2(Hl)(fﬂ( ) + (204 3) (< — )

= %Ynt1 — (204 3)pi1 -

Donc H(¢n+1) = (2n + 3)Yp41, ce qu’il fallait démontrer.

b) Notons G : L%(R) — L?(R) 'unique opérateur linéaire continu tel que G(v,) =
Tl-q-lwn pour tout n € N, dont l'existence et I'unicité ont été vues en exercice, car la
suite (ﬁ)n eN est bornée. Comme cette suite converge vers 0, nous avons vu dans un
autre exercice de cours que cet opérateur est compact. En écrivant f,g € .(R) dans la
base hilbertienne (1, )neny comme f = > -y futhn et g = >0, oy Gntn, il est immeédiat
de vérifier, par la linéarité et la continuité de H et de G sur . (R), que H(f) = g si et
seulement si g, = (2n + 1) f, pour tout n € N, si et seulement si f, = ﬁ gn pour tout
n € N, si et seulement si f = G(g).
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(4) Le calcul fonctionnel continu admet une extension aux opérateurs unitaires (et
méme normaux), et le résultat pouvait étre obtenu en posant u; = fi(F) ot f; : A = Al (qui
est bien défini et continu sur le spectre discret Sp(.#)). Mais comme le calcul fonctionnel
continu n’a été vu en cours que pour les opérateurs auto-adjoints, et puisque # est unitaire,
mais pas auto-adjoint, il fallait travailler & la main.

a) Pour tout t € R, notons u; : L2(R) — L?(R) I'unique opérateur linéaire continu tel

que
() = e oy,

pour tout n € N, dont l'existence et l'unicité ont été vues en exercice, car la suite
(e‘im%)neN est bornée. Notons que uy(¢y,) = (—i)", pour tout n € N, donc les opé-
rateurs linéaires continus u; et %, qui coincident sur la base hilbertienne (¢, )nen, sont
égaux. De méme, pour tous les s,t € R, les opérateurs linéaires continus wusys et uy o ug
coincident sur cette base hilbertienne, donc sont égaux.

Soient € > 0 et f € L?(R). Soient f = > nen Jntn écriture de f dans la base hil-
bertienne (¢, )nen. Par 1'égalité de Parseval, il existe C' > 0 tel que |f,| < C pour tout
n € N assez grand, et si N € N— {0} est assez grand, alors Y155 | fu|? < %. Sit est assez

€

CV2N

proche de tg, alors pour tout n € {0,..., N — 1}, nous avons !e_it”% — e‘iton%| <
par continuité. Par conséquent, par 1’égalité de Parseval,

—itnE —iton= |2
e (f) = uee (I3 =Y 7% — 03 7| £, 2
neN

N-1 400

_— o
< C2 Z |e—ztn§ - e—zt0n§‘2 + 92 Z ‘fn‘2
n=0 n=N
2

¢ +22€—:e2.

<NC?*(——
<N (o) T
Donc |[ut(f) — uty (f)|l2 < € et le résultat en découle.

b) L'opérateur u; étant diagonal dans la base hilbertienne (1, )nen de L2(R) de suite
des coefficients diagonaux (e_im%)neN, par un exercice vu en cours, les valeurs propres de
% sont donc ces coefficients diagonaux, son spectre résiduel est vide, et son spectre est
I’adhérence de I’ensemble des coefficients diagonaux. Donc

Vp(ug) = {e™2 : n e N} et Spye(ug) =0.

Si t est irrationnel, alors la suite (e_it"g)neN est dense dans le cercle Si, sinon, elle est
—in TP
finie. Donc Sp(uy) = Sy si t est irrationnel, et Sp(ur) = {e” "2 : n =0,...,4¢g — 1} si
q

p€Net geN-—{0}.

Correction de I’exercice E.68. (1) a) L’application de . dans LL?([0, +oo[) définie
par f — /te ¥/2f est un isomorphisme d’espaces de Hilbert, qui envoie C°([0, 4+-oc[) sur
lui-méme. Donc le sous-espace vectoriel C2°([0,+o00]) est dense dans 4. L’unicité de v’
pour tout u € J% découle alors du fait que le produit scalaire de J# est continu et non
dégénéré.

Pour tous les u, ¢ € C°(]0, +00[), nous avons par intégration par partie

+0o0 +00
<u/"'0>f1:/ Ul(ate_t)dtz—/ w(p'tet+pet —ptet)dt
0 0

= (u,—t¢’ — (1 = t)p) 4 »
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et la seconde affirmation découle de 'unicité.

b) L’application u — v« de J#% dans 7 est linéaire, par unicité et par la linéarité
de la condition définissant u’. Notons que si ||ul/,5 = 0, alors |lull,4 = 0 (donc uw = 0
dans 74 donc dans #43). Par construction, 'application ¢ de % dans % x s définie
par u — (u,u’) est un isomorphisme d’espaces préhilbertiens sur son image. Pour montrer
que 5% est complet, il suffit donc de montrer que son image est fermée : elle sera alors
compléte. Soit (fx)ken une suite dans 7 telle que (fy, fi) converge vers un élément noté
(f,g) dans % x 71 quand k — +oo. Pour tous les ¢ € C2°([0, +00[), nous avons, par la
continuité des produits scalaires (en la premiére variable),

(9. 0)0m — (fi—t¢' = (L =t)0)o, = lim (f, 0)om — (fr, —t¢’ — (L= t) @) = 0.

k—+o00

Ceci montre que f € 4 avec f' = g. Le résultat en découle, car tout sous-espace d’un
espace métrique séparable est séparable, et C'°([0,400|) est de dimension infinie.

(2) a) Nous avons [[v]|%, = [[v/ %4 + llvl%4 < [lvl%4; pour tout v € 5.

b) L’application v +— (f,v) est une forme anti-linéaire continue sur %3, car par
Iinégalité de Cauchy-Schwarz dans J&), pour tout v € J43,

[{Fs0)m| < W f 1l 1ol < 11f o 0]l -

Le produit scalaire (u,v) — (u,v) 4 de 7% est une forme sesquilinéaire continue coercive
hermitienne sur .74, donc le théoréme de Lax-Milgram dit d’une part qu’il existe un unique
élément u € J4 tel que pour tout v € %, nous ayons (u,v) . = (f,v) et d’autre part
que cet élément v est 'unique élément de 75 qui minimise Q.

(3) La linéarité de G découle de 'unicité et de la linéarité en (u, f) des équations
(u, V) s = (f, V). pour tout v € .
Montrons que G est continu. Si G(f) = u, alors v minimisant Q) ¢, nous avons

d

0= T 0y Qrtw) = llullsy, —Re (£, uhp -

Donc par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et la question (2) a),

el < 1F 1l oz < 11f 1Lt [l -

D’out G est continu (de norme au plus 1).
Pour tout f € J#), en utilisant la question (2) b) pour la seconde égalité, nous avons

(G(F). Dot = .G = GG = G|, -

qui est positif, et nul si et seulement si G(f) est nul dans 4. Or si f = 0, alors G(f) =0
par linéarité de G. De plus, si G(f) = 0, alors par la question (2) b), f est orthogonale a
tout élément de 77, donc f est nulle.

Comme G : 5 — ) est continue et & valeurs dans 773, dont 'injection dans ) est
compacte, et puisque la composition d’un opérateur compact et d’un opérateur continu est
compact, G est un opérateur compact.

(4) Puisque G est un opérateur linéaire continu compact auto-adjoint (car positif), et
puisque 0 n’est pas une valeur propre de G par ce qui précéde, G est diagonalisable en
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base hilbertienne, & valeurs propres strictement positives décroissantes tendant vers 0 : il
existe une suite (€;);en de réels strictement positifs, décroissante, convergente vers 0, et
une base hilbertienne (f;);en de 4 telle que G(f;) = €; f; pour tout i € N. Posons \; = 6—12
Alors par la question (2) b), pour tout i € N, pour tout ¢ € C°([0,+0o0[), nous avons
(G(fi),0)om = (fi, ), donc (fi, o) = Ni(fi, ). Ceci équivaut au résultat cherché
par la définition de f] :

(firo)m = ([, &) om + (fis 0) oty = (fir =" — (1 = ) Yoy + (fi 0) 5, -

(5) a) Il est immédiat par récurrence que L,, est de degré n. Puisque

-1
J— n——l—l((:E —2n—-1)L, + nLn_l) ,
le coefficient dominant a, de L, vérifie ag = 1 et apy1 = n_—+11 an, donc a, = (_nﬁ Les

deux formules se montrent simultanément par récurrence.

Correction de ’exercice E.69. (1) a) L’unicité de 0 vient du fait qu'un élément de .77 est
uniquement déterminé par ses coordonnées hilbertiennes dans (e, ),en. Pour tout z € . il
existe ¢ > 0 tel que n?|z,| < ¢ pour tout n € N, donc Y, . [nz,[* < 2 neN—{0} 2—22 < H00.
Par la partie réciproque du théoréme de Parseval, §(z) = > -1z, est donc bien défini
dans 2, et il est immeédiat que §(z) € . et que 0 est linéaire sur .. Comme Vect{e,, :
n € N}, qui est dense dans . par les propriétés des bases hilbertiennes, est contenu dans
7, le sous-espace . est dense dans JZ.

b) Si 2" € A vérifie (2", 2) » = (x,0(2)) . pour tout z € ., alors (z" —2/,2) 0 =0
pour tout z € ., et par la densité de . dans S et par la continuité du produit scalaire,
nous avons (" — ', 2" — 2') » = 0, donc 2" = z'.

Pour tous les w, z € ./, nous avons

(B(w), 2) o0 = Y nwnZy = wnMzm = (w,8(2))r

neN neN

donc . est contenu dans 7 et les notations § coincident sur ..

Considérons 'application @ : 4 — S x A x A définie par x — (0(z),u(x), z). Par
Iunicité et la linéarité des équations définissant d, 'espace % est un sous-espace vectoriel
de J7, et les applications 0 et donc v sont linéaires sur 77. L’application ¢ est injective,
en regardant la troisiéme composante. L’application (-,-) 4 est clairement sesquilinéaire,
hermitienne et définie positive, et par construction, 1 est une application isométrique. Pour
montrer que 4, est un espace de Hilbert, il suffit donc de montrer que I'image de ¥ est
fermée.

Soit (7)) une suite dans 4 telle que (5(z®)), u(z®)), z*)) converge vers (a, b, c)
dans 7 x S x . Alors par continuité de w, la suite des u(:z:(k)) converge vers b et vers
u(c), donc b = u(c). Pour tout z € ., nous avons, par la continuité du produit scalaire

(a,z) = lim (5(z®),2) = lim (@™ 6(2)) = (¢, 0(2)) .

k——~4o00 k——+o0

Donc ¢ € 54 et a = d(c). D’ou (a, b, ¢) appartient a 'image de 1), et cette image est fermée.
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¢) Puisque [|z]4 = \/Hé(az)\@f + lu(@)|1%, + lzl3, > llz]l, Vinclusion de # dans
A est continue (de norme au plus 1). Pour tout N € N, notons ¢y la projection orthogo-
nale sur le sous-espace vectoriel (de dimension finie, donc fermé) Vect{e;, : —N <k < N}.
Pour tout x € J#{, nous avons, par 1’égalité de Parseval,

lo(@) = en@le = | Y wwenlle = 3 ol < g 2 Il

n>N n>N n>N
1

1
< §(2)% < ———— ||lz||% .
Donc || —on|| < ﬁ tend vers 0 quand N — +o00. Par conséquent, l'inclusion ¢, limite
des opérateurs compacts (car de rang fini) ¢y, est un opérateur compact.

(2) Le produit scalaire dans . avec x est une forme anti-linéaire continue y — (x,y) »
sur 47 par la linéarité et la continuité de 'inclusion de .77 dans ¢ et la continuité du
produit scalaire dans .. L’application (u,v) +— (u,v)s4 est une forme sesquilinéaire
continue coercive hermitienne sur 4. Donc le théoréme de Lax-Milgram dit qu’il existe
un unique élément x” € A tel que pour tout y € 7, nous ayons (z”,y)n = (x,y)r et
que cet élément z” est 'unique élément de 7 qui minimise Q..

(3) La linéarité de G découle de l'unicité et de la linéarité en (2", x) des équations dans
(2).

Montrons que G est auto-adjoint (méme si les espaces de Hilbert étant complexes, le fait
que G est auto-adjoint découle du fait qu’il est positif, qui sera démontré ci-dessous). Soient
x,y € A . Par la question (2), nous avons (G(z),G(y)).s = (z,G(y)).». En utilisant (la
conjuguaison complexe de) cette formule et cette formule ot nous avons échangé = et y,
nous avons donc

(G(y),2)r = (GY), G(x)) s = (¥, G(@)) 7 -

Montrons que G est continu. Puisque G(z) € £ et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
NouS avons

IG@)II% < 1G(@)354 = (G(2), G(x))n = {2, G@)wr < |elrllG@)lle . (42)

D’out G est continu (de norme au plus 1).
Montrons que G est positif, et méme strictement positif, c’est-a-dire que (G(z),z) » > 0
pour tout élément non nul x de J#. Comme vu ci-dessus,

(Gz),2)e = |G@)[|% -

qui est positif, et nul si et seulement si G(z) est nul. Or si x = 0, alors G(x) = 0 par
linéarité de G. De plus, si G(z) = 0, puisque (G(x),y).4 = (z,y).» pour tout y € 74 par
la question (2), ’élément x est orthogonal & tout élément de 74, qui contient . donc est
dense dans ¢, d’olt « est nul.

Montrons enfin que G est un opérateur compact. Comme G est linéaire continue,
d’image contenue dans 71, nous avons G = w o G1 ou ¢ : JA4 — J est Uinclusion et
G : H — 4 est continu, car la formule (42) et la question (1) ¢) montrent que

1G@)]%. < lzllellG@)lle < lzlelG@)lm
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donc que ||G(2)|,4 < ||z||,» pour tout z € . Le résultat découle donc de la question (1)
¢) et de l'invariance de la propriété d’étre un opérateur compact par postcomposition par
un opérateur linéaire continu.

(4) Puisque G est positif et ||G|| < 1, son spectre est contenu dans [0, 1]. Soit f: ¢ —
arctanh ¢, qui est bien définie et continue sur [0, %] Puisque %G est auto-adjoint de spectre
contenu dans [0, 2] posons u = ¢(f) l'opérateur linéaire continu de lespace de Hilbert
non nul JZ associé & f par le calcul fonctionnel continu ¢ de %G. Puisque f est réelle sur
[0, %], I'opérateur u est auto-adjoint. Par le théoréme spectral, son spectre est contenu dans
f([0,4]) = [0, arctanh J].

On rappelle que arctanht = ), a;t" est une série de terme constant nul, uniformé-
ment convergente sur le compact [0, %] Donc par la continuité du calcul fonctionnel continu

1)

n

. Qi
U= = lim E a;t') = lim — G
SD(f n—>+oo ! n—-+00 4 1 20
1=
est un opérateur compact, comme limite d’ opérateurs compacts, leur ensemble étant stable
par combinaisons linéaires et par précompositions par des opérateurs continus.
- . o e2t_1 o 00 ; . P . .
Ecrivons tanht = o = Y e bit’, qui est une série uniformément convergente sur le
compact [0, arctanh %] Notons P, le polynome Y ;" b;X". Par le calcul fonctionnel continu
associé a u et sa continuité, 'opérateur exp(2u) + 1 est inversible (son spectre ne contient

pas 0 car la fonction e + 1 est strictement positive sur le spectre de u), et

(exp(2u) — 1) o (exp(2u) + 1)' = tanhu = lim P,(u) .

n——+o0o
Puisque ¢ est un morphisme d’algébres et puisqu’il est continu, nous avons

lim P,(u) = lim Zbigo(f)": lim ¢ Zbif")
0 i=0

n——+00 n——400 4 n——+o0o

= lim ¢(P,o f)=¢(tanhof) = ¢(id) =

n——+00

G,

N =

ce qu’il fallait montrer.

(5) Puisque 'opérateur G : 7 — J est auto-adjoint, strictement positif, compact (et
A est de dimension infinie), il est diagonalisable en base hilbertienne, a valeurs propres
strictement positives décroissantes tendant vers 0 : il existe une suite (¢;);en de réels stric-
tement positifs, décroissante, convergente vers O, et une base hilbertienne (f;);en de 2
telle que G(f;) = € f; pour tout i € N. Posons \; = = > 0. Alors par la question (2) et
la définition de (-,-) 4, pour tout ¢ € N, pour tout z G . (rappelons que . est contenu
dans 7 ), nous avons

)‘2<f27Z>Ji” = < (f2)7z>ﬁ”1 _)‘El<flv > - <f27 >
= (0(f0),0(2)) e + (u(fi), u(2))oe + (fis 2)
= (fi,0%(2)) e + {fisu"w(2))r + {fis 2)

Correction de D’exercice E.70. (1) Considérons 'application ¥ : 77, — J x
définie par « + (dz,Vx), qui est bien définie par la construction de 7, linéaire par
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linéarité terme a terme des séries dx et Vz, et isométrique par construction. Montrons que
son image est fermée, ce qui montrera que J7 ; est complet comme isométrique a un fermé
d’un espace complet, et séparable comme partie d’'un espace métrique séparable.

Soit (uF)gen une suite dans 7, 5, telle que la suite (du®, Vu¥)gey converge vers (v, w)
dans JZ x JZ. Pour tout n € Z, posons u, = 111);_: Nous avons par 1’égalité de Parseval

D lun? = Z 02 wal? <Y Jwnl? = [Jwlle < 4o,

nez nel nel

puisque b, > 1 pour tout n € Z. Donc u = ), ., une, appartient a J#, par la réciproque
du théoréme de Parseval.

Soit M > 0 telle que la suite de réels strictement positifs (
par M. Alors

Hduk - du”i{’ = Z ]an(uﬁ_,_l - ufz) — ap(Uny1 — un)’2

an : ,
nﬂnﬂm+1bn})n€Z soit bornée

nez
<2 Z ay |ufy oy — g |* + ap Juy, — g |
nez
=92 Z |bn+1un+1 wn+1| +2 Z |bnu — wp|?
neZ "+1 nez by

< 4M? HVu —szjf ,

qui converge vers 0 quand k tend vers +o0o. Donc, par unicité de la limite, du = v € JZ et
comme w = Vu par construction de u, ceci montre que (v, w) appartient a I'image de W,
qui est donc fermée.

Pour tout & € J%,;, nous avons immédiatement par I'égalité de Parseval |z[,,» <
||V x| % puisque b, > 1 pour tout n € Z, donc

1%, , = lldzlZ + 1ValZ > ll=ll3

ot all < llelr,

Le sous-espace vectoriel .# est contenu dans 7, car si x € .#, les séries dv et Va
n’ont qu’un nombre fini de termes non nuls.

Notons ¢ : J#,, — J l'inclusion (qui est linéaire et continue car || - || < || - |z, )-
Notons Py : 7, — 5 'application définie par x — ZnN:_ N Tn €n, qui est continue (de
norme au plus 1) et de rang fini (égal & 2N + 1). Pour tout € > 0, soit N € N tel que
by, > % pour tout n > N. Alors pour tout x € J7, ;, nous avons

() = Px@)Ze = > lenl = > 55 ~ fbua? < €2 Y lbazal® < EVa)%

|n|>N In|>N i |n|>N

< &l .

donc ||t — Py|| < ¢, et ¢ est la limite (pour la norme d’opérateur) de Py quand N tend
vers +00. D’oll ¢ est compact, comme limite d’opérateurs de rang fini, donc compacts.

(2) L’application A : g, x Hgp — C définie par (2,y) — (2,y),, est, par le

théoréme de Cauchy-Schwarz, une forme sesquilinéaire hermitienne continue coercice sur
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J, ». L'application ¢ : 4, , — C définie par y — (z,y) » est une forme anti-linéaire (par
I'anti-linéarité en la seconde variable d’un produit scalaire), et continue de norme au plus
||z|| % car par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

(@, y)oel < ll2llellylle < lellellyllz,, -

Donc par le théoréme de Lax-Milgram, nous avons existence et unicité du minimum de
y— 5 A(y,y) —Rep(y) = 2.(y).

Toujours par ce théoréme, y € J7, ; est le minimum de 2, si et seulement si, pour tout
z € Hap, nous avons A(y, z) = ¢p(z), c'est-a-dire (y,2) ., , = (z,2) -

(3) L’application G' est bien définie car a valeurs dans J7,;, C J¢. La linéarité de G
découle de l'unicité et de la linéarité en (y,x) des égalités finales dans la question (2).

Montrons que G est continue. Par la question (1) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
pour tout x € 2,

IG@) 1% < IG@)1%,, = (G(x),G(2))ur,, = (&, G(2))r
<zl Gl < llella G, - (43)

D’ou en simplifiant par ||G(x)|| dans le premier et avant-dernier terme, 'opérateur G :
S — S est continu (de norme au plus 1).

Montrons que G est positif (ce qui implique qu’il est auto-adjoint car # est un espace
de Hilbert complexe), et méme strictement positif, c’est-a-dire que (G(z),z)» > 0 pour
tout élément non nul z de 2. Pour tout x € J2,

(2,G(@)e = G@)7,, -

qui est positif, et nul si et seulement si G(z) est nul. Or si x = 0, alors G(x) = 0 par
linéarité de G. De plus, si G(x) = 0, alors par la question (2), x est orthogonal a tout
élément de ¥ C J4,, qui est dense dans J¢, donc z est nul.

Montrons enfin que l'opérateur G est compact. Si G' : & — I, est 'application
x +— G(z), alors G’ est continue car de norme au plus 1 (voir les formules (43) en simplifiant
par ||G(x)|| », , dans le second et dernier terme). Donc G = 1oG’ est un opérateur compact,
comme compésition d’un opérateur compact et d'un opérateur continu.

(4) Pour tout z € .7, posons d*z = ) 7 (An_1Yn—1 — GnYn)en, qui existe dans 2 car
cette somme n’a qu’'un nombre fini de termes non nuls. Un petit calcul immédiat montre
que pour tout x € S,

(dx, 2) p = (x,d*2) 3 .

L’opérateur d préserve clairement .%, et un calcul immédiat montre que d* o d(z) = A(z)
pour tout z € #. Un calcul immédiat utilisant la positivité de la suite b donne que pour
tout & € Ay, nous avons (Va,Vz)p = (x,V o Vz) 0.

Puisque lopérateur G : S — S est auto-adjoint, strictement positif, compact (et
comme .7 est de dimension infinie), il est diagonalisable en base hilbertienne, a valeurs
propres strictement positives décroissantes tendant vers 0 : il existe une suite (¢;);cn de réels
strictement positifs, décroissante, qui convergen vers 0, et une base hilbertienne (f;);en de
A telles que G(f;) = € f; pour tout i € N. Puisque la norme de G (et donc le rayon
spectral de G) est au plus 1, nous avons ¢; < 1. En particulier, f; = L G(f;) € e, pour

€4
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tout ¢ € N. Posons \; = el > 1, de sorte que la suite (\;);en est croissante et converge vers
+00.
Alors par la question (2), pour tout ¢ € N, pour tout z € .F# C J4,;, nous avons

Ailfis 2) e = MG (i), 2)on,, = Nileifis 2) o, = (fi 2) o,
= <df,', d2’>3f + (Vf,', VZ>;{J = <fi,d* o d(z)>jgﬂ + <fz, Vo V(Z)>;go
= (fi, A+ VoV)(2))w .
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Annexes

A Démonstrations des rappels sur les espaces de Hilbert

A.1 Démonstration de la proposition 1.9 (inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soient u et v dans . L'inégalité de Cauchy-Schwarz (ainsi que son cas d’égalité) est

immédiate si (u,v) = 0. Sinon, pour tout X dans R, posons A = X | EZ’Z; E Alors

lu+ Xoll* = [[ull® + A [[o]]* + 2Re (X {u, ) = [lul]* + X* [Jo]|* + 2 X[ (u, 0) | -

Ce polynome quadratique réel en X, étant positif, est de discriminant (réduit) négatif,
donc [{u,v)|* — |Jul?|lv]|* < 0, ce qui montre I'inégalité de Cauchy-Schwarz. S'il y a égalité
dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz, alors ce polynéme a une racine double, donc il existe
A € C tel que |ju + Mv||? = 0, ce qui implique que u et v sont colinéaires.

Il est immédiat que ||Aul|? = |A|? ||ul|?, et, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

lu+ ] = [lull* + [[o]* + 2Re (u, v) < ul® + [[v]* + 2] (v, v)|
2
<l + oll® + 2l oll = (fall + [ol)” -

Comme le produit scalaire est défini positif, ceci montre que || - || est une norme sur .. O

A.2 Démonstration du théoréme 1.10 (complétion d’un espace préhil-
bertien)

Faisons tout d’abord quelques rappels. Soient X et Y deux espaces métriques. Rappe-
lons qu’une application f de X dans Y est uniformément continue si

Ve>0,3n>0,Vr,yec X, d(x,y) <n = d(f(z),f(y)) <e,

qu’on peut remplacer toute inégalité stricte par une inégalité large dans cette définition,
qu’une application uniformément continue est en particulier continue et qu’une application
uniformément continue envoie toute suite de Cauchy sur une suite de Cauchy. Rappelons
qu’une injection isométrique d’'un espace métrique dans un autre est une application f :
X — Y entre deux espaces métriques telle que

Va,ye X, d(f(x), f(y) =dz,y) .
Elle est injective et uniformément continue.

Théoréme A.1 (Théoréme de prolongement) Soient X etY deux espaces métriques,
tels que Y soit complet, et soit A une partie dense de X. Toute application uniformément
continue f de A dans'Y se prolonge, de maniére unique, en une application continue g de
X dans Y. De plus, g est uniformément continue sur X.

Pour mémoire, dire que g prolonge f signifie que g(x) = f(x) pour tout x dans A. On
note souvent encore f le prolongement obtenu. Par passage a la limite, si f: A — Y est
une injection isométrique, alors g : X — Y est aussi une injection isométrique.
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Démonstration. Supposons que g1 et go soient deux prolongements continus de f. Pour
tout x dans X, soit (x,,)nen une suite dans A qui converge vers x. Alors la suite (f(2y))nen
converge vers gi(z) et vers go(x) par continuité de g1 et de go, donc gi(x) = go(x) par
unicité des limites. Ceci montre 1'unicité de g.

Montrons 'existence d’un prolongement uniformément continu. Pour tout x dans X,
fixons une suite (agn)nen dans A qui converge vers z. La suite (f(azn))nen est de Cauchy
dans Y, par I'uniforme continuité de f sur A. Elle converge donc vers un point g(x) de Y,
car Y est complet, avec g(x) = f(x) si z € A, par continuité de f sur A. Montrons que
I’application g convient.

Puisque f est uniformément continue, pour tout € > 0, soit > 0 tels que pour tous les
x,y € A, sid(x,y) < nalors d(f(x), f(y)) < e. Pour tous les z,y dans X, si d(z,y) <,
par continuité de la distance, pour n assez grand, nous avons d(agn,ay,) < 7, donc
d(f(azn), flayn)) < € et par passage a la limite des inégalités larges, d(g(z),g(y)) < e.
Donc g est uniformément continue, donc continue. ([l

Théoréme A.2 Soit X un espace métrique. Il existe un espace métrique complet X et
une injection isométrique 1 : X — X d’image dense. Si X' est un autre espace métrique
complet muni d’une injection isométrique i : X — X' d’image dense, alors il existe une
unique isométrie j : X = X/ telle que joi =1, ou autrement dit telle que le diagramme
sutvant soit commutatif

X 5 X
N\
X',

Tout tel couple (i, X ) (et par abus X ) est appelé un complété de X. On identifie X avec
son image dans X par 4. La propriété d’unicité modulo unique isomorphisme des complétés
fait que I'on peut parler « du » complété au lieu d’'un complété : on identifie deux complétés
de X par 'unique telle isométrie j.

Démonstration. La propriété d’unicité est immédiate par le théoréme de prolongement
A.1 : Tapplication de i(X) dans ¢(X) définie par i(z) — 4'(z) pour tout = dans X est
une isométrie, donc se prolonge de maniére unique en une application continue j de X
dans X', qui est une application isométrique par passage a la limite. En appliquant le
méme raisonnement en échangeant ¢ et 7', et comme la seule application continue de X
dans X (resp. de X’ dans X') étendant D'identité de i(X) (resp. (X)) est 'identité de X
(resp. X’ ), on en déduit que j est bijective, donc une isométrie.

Pour montrer existence de (i, X ), nous pouvons supposer que X est non vide. Notons
d la distance de X. Munissons 'espace vectoriel réel ,(X;R) des applications continues
bornées de X dans R de la norme uniforme || f||o = sup,cx |f(2)|. Il n’est pas difficile de
montrer qu’elle est compléte. Notons ¢ : X — %,(X;R) 'application définie par

T ¢p 2z d(z,x) —d(z,x0)

Remarquons que ¢, est continue, par continuité de la distance a un point, et bornée, car
de valeur absolue majorée par d(x,z), par I'inégalité triangulaire inverse. Pour tous les
x,y dans X, nous avons

[6c — dylloc = sup [P2(2) — ¢y(2)| = sup |d(z,z) — d(z,y)| < d(=z,y)
zeX zeX
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par l'inégalité triangulaire inverse. En prenant z = x, la derniére inégalité est en fait une
égalité. Donc ¢ est une injection isométrique. Posons X = #(X), qui est complet, car
fermé dans l'espace de Banach %3(X;R). En prenant pour i : X — X la restriction de o,
le résultat en découle. g

Passons a la démonstration proprement dite du théoréeme 1.10. Par le théoréme A.2,
soit 4 un complété de l'espace métrique J€ pour la distance définie par sa norme, avec
A une partie dense de J#. Les applications (z,y) — = +y de S x A dans I, v — —=zx
de A dans J, (\,z) — Ax de C x S dans S, et (z,y) — (x,y)nr de J x S dans
C sont uniformément continues sur tous les bornés : en effet, pour tous les z,y,z’,y’ dans
J€, par les propriétés des normes,

I +y) = @+ < lle =2l +lly =¥l , [I(=2) = (=2")]| = [l = 2|,
Az = N/l < A= Nzl + X[ [l — 2] ,

(z,y) — (") = (& — 2", y) + &y =) < llz = 2|l Nyl + 12l Hly = /l] -

Notons/\que/@/;,/j:f: %Q sont complets et que J x A, A, C x A, A x A sont denses
dans I x , 7 ,Cx 7, 7 x H respectivement. Donc par le théoréme du prolongement
A.1, ces applications se prolongent (de manlere unlque sur_tout borne donc globalement)
en des applications continues + : H X A — jf L — %ﬂ L Cx H# — %ﬂ et
(-,-y + H x H# — C, respectivement. Par passage a la limite des 1den‘51‘ces7 ceci munit
I’espace métrique ,%fi d’une structure d’espace préhilbertien dont la distance (compléte)
est associée & la norme associée au produit scalaire. Le résultat en découle facilement. [J

A.3 Démonstration du théoréme 1.11 (projection sur un convexe fermé)

Soit & € F. Soit (yYn)nen une suite dans C telle que

hm |z — yn|l = 1nf |z = z|| = d(x,C) .

Comme ||u+ v||* — ||u — v||* = 4Re (u,v), il vient

1Ym = ynll* = lym — 21 + [lyn — 2|> — 2Re (Ym — =, yn — )
1 1
= [|Ym — $||2 + lyn — $||2 - 5”233 —Ym — ynH2 + §||ym - ynH2 .

Yn+Ym
Comme 259

appartient 4 C' par convexité, on a ||z — ¥25¥2|| > d(z, C'). Donc

S — all? < lm — 21 + g — 2l — 24, C)?
Comme le membre de droite tend vers 0 quand n — 400 et m > n, et puisque le membre
de gauche est positif, on en déduit donc que (y,)nen est une suite de Cauchy dans C.
Puisque 47 est complet, elle converge vers un point y € . Celui-ci appartient & C', car
C' est fermé, et il vérifie ||z — y|| = inf.ec ||z — z|| par passage & la limite; en particulier
cette borne inférieure est atteinte, en au moins un point, que nous noterons pc(z).

Pour tout y € C, par convexité de C, en raisonnant par équivalence, nous avons

Vzel, |lz—z|*2llz -yl
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si et seulement si
Vee O Ve 1] o (tz+ (1 -0 > o —yl?

si et seulement si

Vzel, vtel01] |lz—y—tz-y|* =z -yl
si et seulement si

VeeC, Vte[0,]] —2tRe(r—y,z—y) +2z—y|> >0

si et seulement si

VzeC,Vte[0,1]] Re(z—y,z—y) < %HZ—yW

si et seulement si
VzeC, Re({r—y,z—y)<0.

Montrons que, pour tous les z, 2" € 7, si y = po(z) et y = po(2'), alors ||y — ¢/|| <
||z — 2’|| (ce qui en particulier montrera I'unicité de la projection de z sur C). En effet, par
ce qui précéde, on a

Re (v —y,y' —y) <0 et Re(a' -y ,y—y)<0.
Donc en additionnant, on a
Re ((z —y)— (¢’ =),y —y) <0 <= Rele—2",y —y)+ |y —yl* <0,
ce qui implique par I'inégalité de Cauchy-Schwarz que
I =9Il < = Re (& — o'y —y) < o =2/l Iy vl

On en déduit que po est 1-lipschitzienne.

Supposons que C soit un sous-espace vectoriel fermé de 7. C’est donc un convexe
fermé non vide, et la différence de deux éléments de C' appartient encore a C. Donc la
projection y = po(z) d’'un point z de 7 est 'unique élément y de C' tel que pour tout
z € C, nous ayons Re (z —y,z) < 0. Comme C est stable par passage & 'opposé et par
multiplication par i, le point y est 'unique élément de C tel que pour tout z € C, nous
ayons (x —y, z) = 0.

La linéarité de pc découle alors de cette unicité : si z,2’ € 7# et X € C, alors po(z) +
Apc(x') appartient & C' et pour tout z € C, nous avons

((x+ ") = (po(z) + Apc(a')), z) = (x — po(x),z) + Az’ —pe(a’),z) =0,

donc par unicité pc(x + A\x’) = pe(z) + Ape (). O
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A.4 Démonstration du théoréme de dualité de Riesz-Fréchet 1.13

Il est immeédiat que, pour tout x dans ¢, 'application ¢, : y — (x,y) est une forme
linéaire sur #. Elle est continue car ||£,|| < ||z|| par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. L’ap-
plication @ + £, est clairement linéaire, et isométrique car £,(z) = ||z/|?, donc injective.
Montrons qu’elle est surjective, ce qui conclura.

Soit ¢ € #*, que nous pouvons supposer non nulle, et N = ¢~!(0) son noyau, qui est
un hyperplan vectoriel fermé de J#. Par le corollaire 1.12 (1), le sous-espace vectoriel N -
est donc une droite vectorielle supplémentaire & N. Soit z un vecteur de N+ de norme 1.
Pour tout v dans ¢, nous pouvons donc écrire u = v + Az ot v € N, A € C. Nous avons

p(u) =Xp(2) et (z,u) =X|2|> =X.

Donc ¢ = p(2) 0, = ¢ ce qu'il fallait démontrer. O

o(z) 2>

A.5 Deémonstration des théorémes de Lax-Milgram 1.15 et de Stampac-
chia 1.16

Nous avons déja signalé que le théoréme de Lax-Milgram est une conséquence du théo-
réme de Stampacchia, donc nous montrons ce dernier.

Soit ¢ € (. )*. Puisque ¢ et v + a(u,v), pour tout u dans %, sont des formes
linéaires continues sur 47, par le théoréme de Riesz-Fréchet 1.13, il existe un unique w
dans JZ et, pour tout u dans S, un unique A(u) dans S tels que, pour tous les u, v dans
F€, nous ayons

pw) = (w,v) et a(u,v) = (A(u),v) .

Soit ¢ > 1 tel que, pour tous les u, v dans J#, on ait
1
la(u, o)l < cllulllvll et au,u) = = lul® .

Il est immédiat que A : 7 — J7 est linéaire, par unicité. Pour tout u dans ., puisque
A(u) et v — a(u,v) ont la méme norme par le théoréme de Riesz-Fréchet, et par la
coercivité de a, nous avons, pour tout u € 7,

[A@ < ellull et (AQw),u) >~ ul?.

Sir > 0 est fixé assez petit (par exemple r = Elg), alors k = /1 — %" +¢2r2 € [0,1[. Notons
S : A — A Vapplication u — po(u —rA(u) +rw). Alors, comme pc est 1-lipschitzienne,
1S (u) = S@)|* < flu—v —rA(u—v)|?
= |lu—v||? = 2rRe (u — v, A(u — v)) + 72| A(u — v)||* < E*|ju —v||? .
Donc S est strictement contractante. Par le théoréme du point fixe de Banach, puisque

J€ est complet, 'application S admet un unique point fixe u. Par définition de p¢c, nous
avons u = pc(u — rA(u) + rw) si et seulement si u € C et

Voel, Re((u—rA(u)+rw)—uv—u) <0,

et cette inégalité est équivalente & Re (A(u),v —u) > Re (w,v —u). La premiére assertion
du théoréme 1.16 en découle donc, par définition de w et de A(u).
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Supposons maintenant que la forme sesquilinéaire a soit hermitienne. Alors a est un
produit scalaire sur ’espace vectoriel complexe 7, et, puisque a est continue et coercive,
sa norme associée u — y/a(u,u) est équivalente a la norme de . Donc 4, muni du
produit scalaire a, est encore un espace de Hilbert, et ¢ est encore une forme linéaire
continue sur J# pour ce produit scalaire. Par le théoréme de Riesz-Fréchet 1.13, il existe
donc un unique w’ dans # tel que, pour tout v dans 7, on ait ¢(v) = a(w’,v).

Donc u € C vérifie

VoveC, Rea(u,v—u) > Re p(v—u)
si et seulement si u € C' vérifie
Vvel, Rea(w —u,v—u)<0,

donc si et seulement si u € C est la projection de w’ sur C' pour le produit scalaire a par
le théoréme 1.11. Par les propriétés de cette projection, u est donc 'unique point de C' tel
que

Va(w' —u,w' —u) = min \/a(w' —v,w' —v) .
veC

En prenant les carrés, en développant et en simplifiant par a(w’,w'), le point u est donc
I'unique point de C' tel que

a(u,u) —2Re a(w’,u) = miél (a(v,v) — 2Re a(w',v)) .
IS

En divisant par 2 et en utilisant la définition de w’, le résultat en découle. O

A.6 Démonstration du théoréme 1.17 (égalité de Parseval)

Pour tout k£ € N, soit S = Zf:(] DE;, qui est une application linéaire de J# dans JZ.
Par orthogonalité deux & deux des E,, et par I’égalité de Pythagore, nous avons, pour tout

T € I,
k
1Sk (@)1> =" all* . (%)
i=0

Comme = — z; est orthogonal a z; (par les propriétés de la projection orthogonale sur
un sous-espace vectoriel fermé), nous avons (z,z;) = ||x;||* pour tout i € N, donc par
sommation

(@, k(@) = ISk ()] -

D’ou, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout z € #, nous avons ||Si(z)|| < |||

Soit x € . Par densité du sous-espace vectoriel F' engendré par les Fj, pour tout
€ >0, il existe y € F tel que ||z — y[| < §. Pour k assez grand, y € Ey + --- + £}, donc
Sk(y) = y. Par conséquent,

1Sk(z) — 2l = 15k (z) = Sk(y) +y — 2| <[|Sk(z =Yl + ly -zl <2]ly — x| <e.

Donc Si(z) converge vers x. Ceci montre la premiére égalité.
La seconde découle par passage a la limite de (*).
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Pour montrer la partie réciproque du théoréme de Parseval, soit (zy)gen une suite
dans . telle que z, € Ej pour tout k et telle que la série Zgﬁg |lzx||? converge. Posons
Yn = Y p_o Lk, qui vérifie par 'orthogonalité des E,, et 'égalité de Pythagore,

n—+p 9 n-+p
[Yntp — ynll® = H > IEkH = > .
k=n-+1 k=n+1

Donc la suite (yp,)nen dans S est de Cauchy, donc est convergente vers un élément x de
A, car A est complet. La série Yy, est donc convergente, de somme x. Puisque pg, est
continue (car 1-lipschitzienne), par passage a la limite, on a bien pg, () = x,. O

A.7 Démonstration du théoréme 1.21 de compacité faible de la boule
unité fermée des espaces de Hilbert

Il suffit de montrer que toute suite dans la boule unité fermée B de 7 admet une
sous-suite qui converge faiblement.

Fixons donc une suite (7,)neny dans B, et montrons qu’elle admet une sous-suite
faiblement convergente. Quitte & remplacer s par I’adhérence 74 du sous-espace vectoriel
engendré par les x,, (qui est séparable, car les combinaisons linéaires (finies) a coefficients
dans Q[i] des x,, sont denses dans %)), nous pouvons supposer que . est séparable.

Soit donc (y;)ien une suite dénombrable dense dans % ; nous pouvons supposer, pour
tous les 4,7 € N, que y; # y; si i # j, et que y; # 0. Considérons I'espace métrique produit

X=]]{seC: |s| <ull},

1€N

muni de la distance produit dénombrable usuelle

d((si)ien, (57)ien) = Z 27" max{1, |s; — 5[} .

1€N

Comme produit dénombrable d’espaces métriques compacts, ’espace X est compact, par
le procédé d’extraction diagonal.

Considérons I'application © : B — X définie par x — ({x,%;))ien. Elle est bien a
valeurs dans X, par le théoréme de Cauchy-Schwarz.

Lemme A.3 (1) Si une suite (2,)nen dans By converge faiblement vers z, alors z ap-
partient ¢ B .

(2) Une suite (zp)nen dans B converge faiblement vers z si et seulement si la suite
(@(z"))neN converge vers O(z) dans X.

(3) Limage de © est fermée.

z
Il

) = lim, 100 (20, ﬁﬂ si z # 0, le résultat

Démonstration. (1) Puisque ||z]| = (z,
découle du théoréme de Cauchy-Schwarz.

(2) Remarquons qu'une suite (2,)nen dans B converge faiblement vers z € 2 si
et seulement si, pour tout i dans N, la suite ((z,,¥;))nen converge vers (z,y;) dans C.
En effet, la premiére condition implique la seconde immédiatement. Et si la seconde est
vérifiée, alors pour tout y € S, pour tout € > 0, soit i € N tel que ||y; —y|| < 2(Tﬁ||z||) Soit
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N € N tel que pour tout n > N, nous ayons [{z,,y;) — (2,¥:)| < §. Alors par I'inégalité
triangulaire et le théoréme de Cauchy-Schwarz, et puisque ||z,|| < 1, pour tout n > N,

|<Z1’L7y> - <Z7y>| S |<zn7yl> - <Z,y2>| + |<Z7’L7yi - y>| + |<Z7yi - y>|
< zn, yi) — (2ui)| + llznll llys — vl + 20 lyi —yll < €.

Ceci montre que (z,,y) converge vers (z,y) quand n tend vers 400, pour tout y € .
Donc (zp,)nen converge faiblement vers z.

Rappelons que si pr; : X — {s € C : |s] < |ly;||} est la projection sur le i-éme
facteur (définie par (s;)jen — s;), alors une suite (2, )nen d’éléments de X converge vers
un élément z de X si et seulement si pour tout ¢ dans N, la suite (pri(zn)) converge
vers pr;(z) dans C.

[ En effet, supposons la seconde condition vérifiée. Alors pour tout € > 0, soit N € N tel que

neN

;;OX,H 271 < 5. Pour tout ¢+ = 0,..., N, soit N; € N tel que, pour tout n > N;, nous ayons
| pr;(zn) — pr;(2)] < svy - Alors, pour tout n > maxy<i<y Ni,
N 400 N ¢ ¢
d < 270 , — pr; 27 < —— + - =c¢€.
(27172) — ; |p1"1(2n) prz(2)| + ii%l — ; 2(N 4 1) + 2 €

Donc la suite (z,)nen converge vers z, pour la distance d. Réciproquement, supposons que la suite
(d(zn, Z))nEN converge vers 0. Fixons i € N. Pour tout € € |0, 1], soit N € N tel que d(z,,,2) < 2%
pour tout n > N. Alors, pour tout n > N, nous avons 2" max{1, | pr;(z,) — pr;(2)|} < d(zn,2) <
27 %, donc | pr;(z,) — pr;(2)| < e. |

L’assertion (2) en découle.

(3) Soit s = (8;)ien un élément de X tel qu'il existe une suite (2, )nen dans By telle
que O(z,) = ((2n,¥:))ien converge vers s quand n tend vers +oo. Montrons qu’il existe
z € By tel que ©(z) = s. Puisque € = |ly; —y;|| > 0sii # j, pour tout n € N assez grand,
nous avons (la derniére inégalité découlant du théoréme de Cauchy-Schwarz, car ||z,|| < 1)

|si = 85| < [(2n, %) — (2> yi) | + € < lyi — 5l + € = 2|y — vl -

Donc lapplication y; +— s; est une application 2-lipschitzienne définie sur la partie {y;

i € N} de 52, qui est dense dans 7, a valeurs dans I’espace métrique complet C. Par le
théoréme du prolongement A.1, elle se prolonge donc en une application 2-lipschitzienne
o A — C. Soient y,y € A et X\ € C. Par densité, pour tout € > 0, il existe des éléments
i,J, k dans N tels que |ly — vill, | — ;]| et |[(y + Ay’) — yk|| soient inférieurs ou égaux a e.
En particulier,

ok — (i + Ayl < lluk — (w + MO0+ lly = will + MY — w5l < (24 [A])e .

Alors puisque ¢ est 2-lipschitzienne et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, puisque ||z, [ < 1,

lo(y + M) — o(y) — Xo(W)| < leyr) — e(yi) — Xo(y;)| + 2(e + € + |Ale)
= ‘Sk—si—XSj‘—i-Q(Q—i-’)\’)e

= lim (20, yk) = (2, 4i) — Man, yi)| +2(2+ [A])e

n—-+o00

= lm [(zn,y6 — 4 — Ayi)| +2(2+ [A)e

n—-+0o0o

< lyr — vi = Myl + 22 + [A)e < 3(2 + |A])e .
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En faisant tendre e vers 0, en notant # I'espace de Hilbert conjugué de .7, I'application
¢ : H# — C est donc une forme linéaire continue. Par le théoréme de Riesz-Fréchet
1.13, il existe donc z € J tel que ¢(y) = (z,y) pour tout y € . En particulier,
(z,9;) = ¢(yi) = s;. Par densité et puisque |s;| = lim,— 100 |(zn, ¥i)| < ||lys|| (toujours par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que ||z,|| < 1), nous avons

y " 50
el = sup (e o) = sup |Gz, A = sup 15l <1
yeA—{0} [yl ieN [yl ieN |ill
Donc z € By et O(z) = s, ce qu’il fallait démontrer. O

Terminons maintenant la démonstration du théoréme 1.21 de compacité faible. Par

compacité de I'espace métrique X, quitte & extraire, la suite (@(xn))n oy converge dans

X. Par le lemme A.3 (3), il existe x € By tel que la limite soit de la forme ©(z). Par le
lemme A.3 (2), la suite (z,)nen converge donc faiblement vers z, ce qui montre le résultat.

O
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B Rappels sur les fonctions holomorphes

Nous renvoyons par exemple a | , | pour les démonstrations de ces rappels et
d’autres résultats. Nous fixons un espace de Banach complexe E dans tout cet appendice.
Pour tous les a € C et r > 0, nous noterons B(a,r) = {z € C : |z —a| < r} la boule
ouverte de centre a et de rayon r dans C.

Définitions.
Rappelons les opérateurs
1,0 0 = 170 0
0=—-(——i— t O0=—(=—+i—
2<8m Z(‘)y) ¢ 2<8x+28y) ’

agissant sur les fonctions différentiables définies sur les ouverts de C a valeurs dans E. Ce
sont des dérivations (c’est-a-dire des applications linéaires D vérifiant la régle de Leibniz
D(fg) = (Df)g + f(Dg)) de l'algébre 2'(U; E) des fonctions différentiables d'un ouvert
U de C dans FE, a valeurs dans l'algébre des fonctions de U dans E. Pour tous les f,g €

PY(U; E), nous avons 0 f = 0f et 0 f = Of, ainsi que
(fog)=0f og dg+0f og dg et d(fog)=0f og dg+9df og g .

Les condition suivantes, portant sur une application f : Q2 — E, ou € est un ouvert de
C, sont équivalentes :
e f est holomorphe, c’est-a-dire que pour tout a € 2, la limite
z)— fla
z—a z—a

existe dans F';

e f est analytique compleze sur €, c’est-a-dire que pour tout a € 2, il existe r > 0 et
une suite (¢, )nen dans E tels que B(a,r) C § et la série entiere ) _n(z — a)"c,
converge normalement sur B(a,r), de somme égale a f(z), pour tout z € B(a,r);

e f est différentiable en tout point de Q et vérifie 1’équation de Cauchy-Riemann
0f =0.
Une suite (¢, )neny comme dans Passertion (2) est alors unique. Nous avons alors f/ = 0f.

Applications analytiques réelles.

Soient m € N — {0}, F un espace de Banach réel et  un ouvert non vide de R™. Pour

tout n = (nq,...,n,) € N™ et tout © = (x1,...,2,) € R™, notons
In|=n1+-+n,, nl=n!...ny!, "=z .2y et "=

- n n .
Oz ...0xm"

Une application f : Q — F est dite analytique réelle (& m variables) si pour tout a dans
€, il existe un voisinage U de a dans 2 et une famille (¢,)penm € F N™ Q’éléements de F
indexée par N telle que la série ) ym(z — a)"c, converge normalement dans F' pour
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tout x dans U, de somme égale & f sur U. On montre que 'application f est alors de classe
C* dans 2 et que pour tout n € N™,

0"f (a) =nle, .

En particulier, une famille (¢, )penym comme ci-dessus est unique, et f vérifie le principe
du prolongement analytique : si §) est connexe, et si f et toutes ses dérivées partielles
s’annulent en un point fixé a de €2, alors f est 'application nulle.

Si F' est de dimension finie, alors une application de €2 dans F' est analytique réelle si
et seulement si ses coordonnées dans une base fixée de I’ sont analytiques réelles.

Si 2 est un ouvert de C, alors toute application analytique complexe de €2 dans E est
analytique réelle (& deux variables) lorsque 'on considére € contenu dans R? et E muni
de sa structure d’espace de Banach réel induite.

Quelques propriétés des fonctions holomorphes.

Le résultat suivant (voir par exemple | , Theo. 10.7]), dont nous aurons besoin
en lui-méme, est en fait 'une des étapes pour montrer qu’'une application holomorphe
est analytique complexe. Nous renvoyons & la partie 1.1 pour les rappels sur les mesures
complexes.

Proposition B.1 Soient Q un ouvert de C, (X, o) un espace mesurable, |1 une mesure
compleze sur (X, ), f € LYX, o, u; E) une fonction intégrable de X dans E pour la
mesure i, et p : X — C une application mesurable dont l’'image ne rencontre pas Q. Alors
Uapplication u : Q — E définie par

B £(0)
ulz) = /C T WO

est analytique complexe sur €.

En particulier, si p est une mesure complexe sur le cercle, alors application du disque
ouvert B(0,1) dans C, définie par

2 C+2’d,u(<):/<68 ‘ du(C)+z/ Q)

CES1C_Z C_Z CE§1C_Z

est analytique complexe sur B(0,1).

Nous renvoyons par exemple a | , Theo. 13.18] pour les définitions équivalentes
suivantes d’un ouvert simplement connexe.

Proposition B.2 Soit 0 un ouvert connexe de C. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(1) Q est simplement connezxe (voir la partie 2.3),

(2) Q est homéomorphe au disque D,

(3) le complémentaire C — Q de Q dans C est connexe,

(4) toute application holomorphe f de Q@ dans C admet une primitive (c’est-a-dire une

application holomorphe F : Q@ — C telle que F' = f),
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(5) toute application holomorphe f de Q dans C ne s’annulant pas admet un logarithme
(c’est-a-dire une application holomorphe F : Q — C telle que exp F' = f),

(6) toute application holomorphe f de Q dans C ne s’annulant pas admet une racine
carrée (c’est-a-dire une application holomorphe F : Q — C telle que F? = f),

Nous concluons cet appendice par le rappel du résultat suivant, pour lequel nous ren-
voyons aussi a | |.

Théoréme B.3 (Théoréme de 'image ouverte) Soient Q un ouvert de C et f: Q —
C une application holomorphe non constante. Alors f(§2) est ouvert.
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algébre
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graduée, 121
involutive, 52
normée, 52
normée, 4
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unifere, 4
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application
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réelle, 236
convexe, 24
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faiblement semi-continue inférieurement, 25
invariante, 127
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nulle & I'infini, 92
propre, 113
radiale, 102, 120
résolvante, 25
semi-continue supérieurement, 32
en un point, 32
sous-harmonique, 153
strictement convexe, 113
uniformément continue, 227
auto-adjoint, 43, 52
automorphisme conforme, 86

base
duale, 7
hilbertienne, 20
bidual topologique, 6
biholomorphisme, 86
bord
de Martin, 105
de Poisson, 107

C*-algebre, 52

é(-), 52

Cg('; ')7 4

calcul fonctionnel
borné, 64

continu, 54
coefficients de Fourier, 21
coercive, 18
compactification, 104

de Martin, 105

de Poisson, 107
complété, 15, 228
cone convexe, 103
conformément équivalents, 100
conjugaison, 27

unitaire, 27
conjugués, 27
conjugué, 17

harmonique, 153
continuité uniforme, 227
convergence

vague, 89

faible, 22

radiale, 88, 92
coordonnées hilbertiennes, 21
courbe

de Jordan, 98

fermée, 98

homotope a zéro, 98
simple, 98
cyclique, 67

décomposition polaire, 67, 144
demi-plan supérieur, 92
dérivation, 236
dérivée
partielle au sens des distributions, 108
radiale, 123
développement de Laurent, 30
différence symmétrique, 154
distance de Hausdorff, 34
domaine de Jordan, 98
dual topologique, 6

E* 6
ensemble résolvant, 25
équation

d’Euler, 19

de Cauchy-Riemann, 236

de Laplace, 85

de Poisson, 113
équicontinuité, 35
espace

de Hardy, 152

de Hilbert, 13

isomorphes, 13
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métrique

localement compact, 10

séparable, 8
préhilbertien, 13
propre, 25
vectoriel conjugué, 17

exposant conjugué, 8

extension radialement constante, 119

faiblement fermé, 24
fonction
caractéristique, 118
Gamma, 128
harmonique, 85
holomorphe, 236
forme
linéaire positive, 9
sesquilinéaire, 11
coercive, 18
hermitienne, 11
formule
d’Euler, 123
de Cauchy, 30
de Green, 123
de la moyenne, 94
de Leibniz, 124
de Parseval, 22
de Poisson, 90
de Rodriguez, 128
frontiére, 56
de Poisson, 107
de Martin, 105

T, 128
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groupe
des rotations, 117
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hessienne, 120

idéal bilatére, 37
idempotent, 61
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de polarisation, 11
de Pythagore, 12
inégalité
de Cauchy-Schwarz, 12
de Hardy, 153
de Harnack, 96
de Jensen, 111, 152
de Poincaré, 110
injection isométrique, 227

intégrale de Poisson, 89
invariante, 118
irréductible, 68

isolé, 39

isométrique, 13
isométrie partielle, 144

jacobien, 87

Z(E), 5
Z(E,F), b5
Z(E,F;G), 9
ZL°(), 52
lac de Wada, 98
laplacien, 85
discret, 146, 147, 149
sphérique, 119
limite radiale, 106
localement compact, 10

mesure

complexe, 9
de Stieltjes, 62
de Haar, 125
de Lebesgue

des sphéres, 119

du cercle, 86
invariante, 118
invariante & droite, 125
invariante & gauche, 125
o-finie, 8
spectrale, 67

morphisme d’algébres involutives, 52

multi-entier, 121
factorielle, 121
longueur, 121

multiplicité, 25

normal, 43, 52
normalement convergente, 5
norme

associée & un produit scalaire, 11

d’opérateur, 5
duale, 6
essentielle, 8
hilbertienne, 13
préhilbertienne, 13
uniforme, 4

noyau
de Martin, 105
de Poisson, 87, 107

du demi-plan supérieur, 92

nulle & I'infini, 92
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opérateur
a noyau, 35
de type Hilbert-Schmidt, 36
a trace, 145
auto-adjoint, 43
compact, 34
u-compact, 143
continu, 5
de décalage, 32, 148
de Green, 115
de Hankel, 140
de Hilbert-Schmidt, 144
de rang fini, 35
de Schrédinger discret, 149
de Volterra, 48
anti-symétrique, 48
diagonal, 31
hermitien, 43
idempotent, 61
irréductible, 68
laplacien, 85
discret, 146, 147, 149
normal, 43
positif, 43
projecteur, 43
unitaire, 43
orthogonal, 11
orthogonalité, 11
oscillateur harmonique, 159

plongement canonique, 7
point isolé, 39
Poisson, 87, 89, 90
polynoéme
d’Hermite, 158
orthogonaux, 132
sphérique, 128
principe du maximum, 94
probléme de Dirichlet, 91, 98, 101
produit
de convolution, 110
scalaire, 11
hermitien standard, 13
projecteur, 43
orthogonal, 61
projection, 16
prolongement, 227
analytique, 93, 237
propre, 113
propriété de la valeur moyenne, 94
faible, 153

radiale, 102

radialement, 88, 92
rayon
de convergence, 30
spectral, 25, 52
représentation
conforme, 101
linéaire, 132
irréductible, 132
résolution
de l'identité, 61
spectrale, 63
Riesz, 9, 10

semi-continue supérieurement, 32
séparable, 8
séparante, 4
On, 119
solution
au sens des distributions, 114
faible, 114
somme hilbertienne, 19
sous-algébre stellaire engendrée, 52
sous-espace invariant, 132
sous-harmonique, 153
spectre, 25, 51
de Weyl, 45
essentiel, 58
ponctuel, 25
résiduel, 25
Sp(-), 25
Spess(')’ 58
Sprcs(')5 25
suite
& décroissance rapide, 160
de Weyl, 143
sous-additive, 30
symbole de Kronecker, 7

théoréme
d’Arzela-Ascoli, 35

d’extension de Carathéodory, 101

de Banach, 26

de Harnack, 97

de Heine, 35

de Jordan, 98

de I'image ouverte, 238
de la moyenne, 94

de Laurent, 30

de Lax-Milgram, 18
de Liouville, 154

de Parseval, 20

de Poisson, 90
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de Rellich-Kondrachov, 110
de représentation
de Riemann, 100
de Riesz, 9
de Riesz, 10
de Riesz-Fréchet, 17
de Riesz-Fréchet-Kolmogorov, 212
de Schauder, 38
de Stampacchia, 19
de Stone-Weierstrass, 4
des limites radiales de Fatou, 106
du calcul fonctionnel
borné, 64
continu, 54
du maximum, 94
spectral, 54
topologie
de la convergence uniforme, 4
forte, 4
trace, 145
transformation de Fourier inverse, 21
transformée de Fourier, 44, 159
translation
a droite, 118
a gauche, 118

unifere, 4

uniformément continue, 227
unitaire, 13, 43, 52
unitairement conjugués, 27

valeur
propre, 25
approchée, 45
réguliére, 25
spectrale, 25
Ve(4), 33
vecteur
cyclique, 67
propre, 25
totalisateur, 67
Vp(')a 25

Wh2(), 108
Wy2(2), 109
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