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1 Introduction

Ces notes correspondent & un cours a ’Ecole Normale Supérieure du premier auteur
les années 2000-2001 et 2001-2002 et du second auteur en 2002-2003.

Nous renvoyons par exemple a l'article [Yoc| ou au livre encyclopédique [KH]| pour
donner une petite idée de tout ce dont nous ne traiterons pas dans le domaine des systémes
dynamiques. Nous renvoyons a [Sin2, Lect. 1| pour les grands types de problémes qui se
posent dans la théorie des systémes dynamiques.

En mécanique classique, on étudie I’évolution au cours du temps de certains systémes
physiques comme une toupie, un gaz, une étoile et ses planétes ... Si, au temps initial t = 0,
le systéme est représenté par un point x de l'espace des phases X, alors au temps ¢, ce
systéme est représenté par un point f'(x).

Lorsque les équations différentielles qui régissent ce mouvement sont indépendantes du
temps, on a légalite fi" = fto f pour tous t,¢'. On dit que f est un groupe & un
paramétre de transformations de X.

Lorsque ’on ne dispose pas de formule explicite pour f!, on cherche a comprendre le
comportement de f!(z) pour t grand. Une telle étude qualitative a été initiée par Poincaré.

Dans les exemples issus de la mécanique céleste, il arrive souvent, a cause de la conser-
vation de I’énergie, que I'espace des phases soit compact et qu’il existe sur X une mesure
finie invariante par f*.

Pour clarifier les phénoménes, certains mathématiciens sont sortis du cadre des équa-
tions différentielles, en ne gardant que I'espace X et le groupe & un paramétre de trans-
formations (f!);cr | systéme dynamique continu | ou encore, que 'espace X et une trans-
formation f (par toujours inversible) de l'espace X | systéme dynamique discret |. Dans
ce dernier cas, on s’intéresse au comportement asymptotique des itérations f™ de f. Pour
mener 1'étude qualitative du comportement de f!(x) pour ¢ grand, deux cadres s’avérent
particuliérement bien adaptés : celui de la topologie | systéme dynamique topologique | et
celui de la théorie de la mesure | théorie ergodique |.

Nous étudierons ces deux points de vue et leurs interactions. Bien plus que de clarifier
les idées de ce sujet, ces cadres plus larges et plus naturels ont permis leur application &
d’autres domaines des mathématiques (théorie des nombres, théorie des groupes). Nous en
verrons quelques-unes.

Remerciements : Nous remercions C. Wormser pour ses nombreuses corrections sur une
premiére version de ce texte.
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2 Exemples fondamentaux

Nous donnons quelques exemples fondamentaux de systémes dynamiques (voir aussi
[KH, CFS, PY]). Ils nous serviront de motivation et d’illustration tout au long de ce cours.
D’autres exemples seront introduits et développés dans des chapitres ultérieurs. Certains
sont les archétypes de comportement de systémes dynamiques, dont 1’étude générale est
renvoyée aux références.

2.1 Systémes dynamiques topologiques et mesurables
Donnons dans ce paragraphe un petit peu de vocabulaire.

Si f: X — X est une application et z un point de X, on appelle orbite (positive) de x
lensemble {f™(x) / n > 0}. Si f est bijective, 'orbite de x est U'ensemble {f™(z) / n € Z}.
On prendra bien garde de ne pas confondre, lorsque X est un groupe multiplicatif, les
notations ambigiies f"(x) = fo...o f(z) et f(x)" = f(x) x ... x f(x).

Une partie A de X est dite invariante par f (ou f-invariante) si f(A) C A. Dans
certains ouvrages, cette expression peut aussi signifier par exemple que f _1(A) = A. Le
lecteur est invité a bien faire attention au contexte.

Un systéeme dynamique topologique (& temps discrets) est un couple (X, f) avec X un
espace topologique et f: X — X une application continue. Il est dit inversible si f est un
homéomorphisme. On s’intéresse en particulier au comportement topologique des orbites.

Deux systémes dynamiques topologiques (X, f) et (Y, g) sont (topologiquement) conju-
gués s’il existe un homéomorphisme ¢ : X — Y tel que

Yof=gor.

Deux transformations continues (topologiquement) conjuguées ont “méme dynamique” (to-
pologique), au sens suivant : un tel homéomorphisme 1 envoie une orbite de f dans X sur
une orbite de ¢ dans Y, une orbite périodique de f dans X sur une orbite périodique de
méme période de g dans Y, une orbite dense de f dans X sur une orbite dense de g dans Y,
une orbite récurrente de f dans X sur une orbite récurrente de g dans Y, ... (voir plus loin
les définitions d’une orbite périodique ou récurrente). Deux systémes dynamiques topo-
logiques (X, f) et (Y, g) sont (topologiquement) semi-conjugués s'il existe une application
continue ¢ : X — Y telle que
Yof=gor.
(on dit aussi que (Y, g) est un quotient de (X, f)).

Soient (X, A, u) et (Y, B,r) deux espaces mesurés. Une application mesurable f: X —
Y préserve la mesure si

VBeB, u(f'(B)=wv(B).

Lorsque (X, A,u) = (Y,B,v), on dit aussi que la mesure p est invariante par f ou f-
invariante.

Un systéme dynamique mesurable (respectivement mesuré, probabilisé) est un triplet
(X, B, f) (respectivement un quadruplet (X, B, u, f)) avec (X, B) (respectivement (X, B, 1))
un espace mesurable (respectivement mesuré, de probabilité) et f : X — X une application
mesurable (respectivement mesurable et préservant la mesure ). Il est dit inversible si f
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est bijective d’'inverse mesurable (respectivement mesurable et préservant la mesure p). La
théorie ergodique est ’étude des systémes dynamiques mesurables, en s’intéressant surtout
au comportement des (ou de presques toutes les) orbites.

Deux systémes dynamiques mesurables (X, A, i, f) et (Y, B, v, g) sont (mesurablement)
conjugués (on dit aussi conjugués au sens de la mesure) s’il existe une partie X’ (respecti-
vement Y') dans X (respectivement Y') de mesure totale et f-invariante (respectivement
g-invariante), et une bijection ¢ : X’ — Y’ mesurable et préservant la mesure, ainsi que
son inverse, telle que

Ve e X', o f(x)=goi(z).

Deux transformations préservant la mesure, qui sont (mesurablement) conjuguées ont
“méme dynamique” (mesurable), au sens suivant : une telle application 1) envoie presque
toute orbite de f dans X sur une orbite de g dans Y, une partie mesurable de X dans la-
quelle revient presque tout orbite de f sur une partie mesurable de Y dans laquelle revient
presque tout orbite de g , ... .

Les notions que nous allons définir dans ce cours (ergodicité au chapitre 4, mélange
au chapitre 6) sont invariantes par conjugaison (i.e. si (X, A, u, f) et (Y, B, v, g) sont deux
systémes dynamiques mesurables conjugués, alors 1'un est ergodique (respectivement mé-
langeant) si et seulement si autre l'est).

Donnons un critére pratique pour montrer qu’une application préserve la mesure. Rap-
pelons d’abord le résultat suivant, que nous admettrons (voir par exemple [CohD],|Neu,
page 23]).

Soit X un ensemble. Une algébre de Boole dans X est une partie £ de P(X) contenant
(0, telle que l'intersection de deux éléments de &, et le complémentaire d’un élément de &,
soient des éléments de £.

Théoréme 2.1 (Théoréme de Carathéodory) Soient £ une algébre de Boole de parties
d’un ensemble X, B la o-algébre engendrée par € et u : € — [0,4+00] une application
vérifiant
i) p est o-finie sur £ (i.e. X est une union dénombrable d’éléments de £ de mesure
finie pour ).
ii) pour tous les éléments Cy,Co de € tels que C1NCy =0, on a u(Cy UCy) = u(Ch) +
:U'(C2):
i) pour toute suite décroissante C, d’éléments de & telle que j1(Cp) < 00 et [, ey Cn =
0, on a lim p(C,) =0.
n—od

Alors p se prolonge de maniére unique en une mesure o-finie (encore notée ) sur B. 0O

En particulier, si Papplication p : € — [0, +o00] vérifie u(X) = 1, alors son extension g
est une mesure de probabilité.

Corollaire 2.2 Soit (X, B) un espace mesurable. Alors deux mesures sur (X,B), dont au
moins une est o-finie, et qui coincident sur une sous-algébre de Boole de B, sont égales. [

Rappelons que la mesure image f.p d’'une mesure p par une application mesurable f :
(X, A) — (Y, B) est définie par f.u (B) = u(f~1(B)) pour tout B dans B. Remarquons que
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si (X, A, n) et (Y,B,r) sont deux espaces mesurés, alors dire qu’une application mesurable
f: X — Y préserve la mesure équivaut a dire que

fip=v.

Notons quesi f: (X, A) — (Y,B) et g : (Y,B) — (Z,C) sont deux applications mesurables,
alors

(g o f)*ﬂ - g*(f*ﬂ)

pour toute mesure p sur (X, .A).

Corollaire 2.3 Soient (X, A, u) et (Y,B,v) deuzr espaces mesurés et f : X — Y une
application mesurable. Soit C une semi-algébre dans B (i.e. une partie de B, contenant (),
telle que lintersection de deux éléments de C, et le complémentaire d’un élément de C,
soient une union finie disjointe d’éléments de C), qui engendre la o-algébre B. Si v est
o-finie sur C et si f préserve la mesure sur C, i.e. si

VBeg, [UB)eA et u(f\(B))=u(B),
alors f préserve la mesure.

Démonstration. Soit £ I'ensemble des unions finies disjointes d’éléments de C. Alors £ est
une algébre de Boole, et les mesures f,u et v coincident sur €. Par le corollaire précédent,
ces mesures sont égales, donc f préserve la mesure. O

2.2 Systémes de Kronecker

Soit K un groupe topologique compact, par exemple le cercle St = {z € C / |z| = 1}.
Soit k un point de K et 7 : x — kz la translation (& gauche) par k. Soit px la mesure de
Haar (a gauche) de K, normalisée par p(K) = 1.

Rappelons (voir par exemple [Wei, CohD]|, ainsi que le chapitre 8.1 pour SLyR) que
tout groupe topologique localement compact admet une mesure de Radon positive, inva-
riante par translation a gauche, unique a scalaire multiplicatif prés, appelée mesure de
Haar. Par exemple, si K = S!, alors ux est la mesure, notée dfl, définie par f % fdux =
i Fe®im) dt.

Alors 75, est continue et préserve pux par définition. On appelle systéme de Krone-
cker tout systéme dynamique topologique (K, 7x) ou tout systéme dynamique mesurable

(K’:U'KaTk)'

2.3 Systémes symboliques ou de Bernoulli

Soit A = {1,...,q} un alphabet (i.e. un ensemble) fini que 'on munit de la topologie
discréte, par exemple induite par la distance discréte

1 sia#b
d(“’b):{o siaib

On pose E I'ensemble N ou Z. Soit X = A®, muni de la topologie produit. Un élément
w de X est un mot i.e. une suite (w;);cg, et on appelle w; la i-éme lettre. L’espace X est
compact, et métrisable par exemple par la distance, encore notée d, suivante :

1
d(w,w") = sup — d(w;,w)) .
ic 207!
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L’espace X est homéomorphe & 'espace de Cantor.
On note 0 : X — X, et on appelle décalage (a gauche) (et “shift” en anglais) I'applica-
tion définie par
VieE, U(w)i:le .

Elle est 2-Lipschitzienne (donc continue) pour la distance d :

Vw,w' e X, d(ow),ow)) < 2d(w,w) .

(passé = A~ x (présent = A) x (futur = AN-0)

-
o

Plus généralement, si (Y,.A,v) est un espace de probabilité, (par exemple Y = A,

A = P(A) et v I'équiprobabilité v({y}) = %), notons encore X Iensemble produit Y=, B

la o-algebre produit A®| et pu la mesure de probabilité produit v™.

Rappelons (voir par exemple [CohD, Dud|) que B est la o-algébre engendrée par I’al-
gébre de Boole des unions finies disjointes de cylindres de X. Par définition, un cylindre
est une partie de X de la forme

Cm7A0,A17m7An = {(wl)l cX / Vi = 0,... , Ny Wmti € Al},

avec m dans E, n dans N et A; dans A. Notons que la préimage par le décalage o d’un
cylindre est un cylindre :

Jil(Con,m,An) = Cint1,4,...,Ap -

Lorsque Y est un alphabet fini, nous appelerons plus précisément cylindre tout tel ensemble
avec les A; des singletons (voir paragraphe 11.2), ce qui suffit pour définir la mesure produit.

Pour définir la mesure produit, on utilise alors le théoréme de Carathéodory rappelé
au paragraphe 2.1. On définit une application p sur 'algébre de Boole des unions finies
disjointes de cylindres, en posant

1(Crn, Ag,..,An) = H v(4;) .

Cette application vérifie les conditions du théoréme de Carathéodory 2.1. Lorsque Y = A
est un alphabet fini, la condition iii) du théoréme de Carathéodory est automatique-
ment satisfaite, car les cylindres Cy, 4,,.. 4, sont des compacts de X, donc la condition
MNhen Cn = () assure qu’il existe ng tel que, pour tout n > ng, on a C,, = (). D’ott une
mesure p sur X.



Proposition 2.4 La mesure p sur X est invariante par le décalage o.

Démonstration. Les mesures p et o, coincident sur les cylindres, donc sur les unions
finies disjointes de cylindres. Le résultat découle alors de I'unicité dans le théoréme de
Carathéodory (voir paragraphe 2.1). O

On appelle systéme de Bernoulli (ou systéme symbolique) tout systéme dynamique
topologique (X, o), ainsi que tout systéme dynamique mesurable (X, B, u, o), construit a
partir d’un alphabet fini A.

2.4 Mesures de Liouville et systémes hamiltoniens

Soit ' :  — R™ un champ de vecteurs de classe C* sur un ouvert 2 de R™. On
considére ’équation différentielle ordinaire

dx
5 = @)
sur 2. On note f!(z) la valeur en linstant ¢ de I'unique solution valant z & l'instant
t = 0. On suppose pour simplifier que f!(x) est défini pour tout ¢ dans R (sinon, ce qui
suit reste vrai localement). Alors (f!);cr est un groupe a un paramétre de classe C* de
diffeomorphismes de Q (i.e. (¢,z) — f!(z) est de classe C®, f! est un difféomorphisme de
Q pour tout ¢, fO =id et fiT° = flo f* pour tous s,t).

Le résultat suivant donne un critére d’existence d'une mesure f!-invariante absolument
continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur . Une telle mesure est appelée une
mesure de Liouville.

Proposition 2.5 (Théoréme de Liouville) Soit A la mesure de Lebesque sur €, et
p:Q — [0,400] une application de classe C*°. Le flot (ft) préserve la mesure p d\ si et
seulement si (en notant Fy la k-éme coordonnée de F)

.9
Z@(Pﬂc) =0.
k=1

Démonstration. On note C2°(Q2,R) I'ensemble des applications de classe C* a support
compact sur Q. Par densité de C2°(£2, R) dans L' (€2, ), il suffit de montrer que, pour tout
t dans R et tout ¢ dans C2°(£2,R), on a

/Lppd)\:/gooftpd)\.
Q Q

Comme f0 = id, il suffit de montrer que, pour tout ¢ dans C°(Q2,R), on a

%(/ﬂapoftpd)\>:().

Comme f? est un groupe a un paramétre de diffeomorphismes, il suffit de montrer que,
pour tout ¢ dans C°(2,R), on a

d

| Gtee e pir=0.
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Or, en notant I l'intégrale ci-dessus,

"9
I:/ﬂdap(m).F(x) /QZka P dN = /Q<k @(ka)>apdA.

k=1 =1

Le résultat en découle. O

Corollaire 2.6 Le flot local d’un champ de vecteurs sur un ouvert de R™ préserve le volume
si et seulement si sa divergence est nulle. O

En mécanique classique, de nombreux systémes sont régis par un systéme (d’équa-
tions) hamiltonien. Soit € un ouvert de R?", de coordonnées (qi,...,qn,P1,---,Pn), et
H : Q — R une application de classe C*°, appelé un hamiltonien. Par exemple, dans le
cas de lattraction universelle, H est I’énergie totale, somme des énergies potentielle et

cinétique, ¢ = (q1,...,¢,) la position et p = (p1,...,pn) la quantité de mouvement. Le
systéme d’équations d’hamiltonien H est alors

dqi N oH

dt O

dpi o oH

dt 9qi

Le flot local d’un systéme hamiltonien est de divergence nulle, car

0 (9RO (_OHY
Jq; \ Op; opi \ 9q; )

Donc un flot local d’un systéme hamiltonien préserve la mesure de Lebesgue sur R?",

L’hamiltonien est une intégrale premiére pour son flot local, i.e. les surfaces de niveau
Y. définies par H = ¢, pour ¢ une constante, sont invariantes par f'. Lorsque X, est une
sous-variété compacte de €2, on montre que le flot local sur . est défini pour tout temps,
et qu’il existe une mesure de probabilité sur X, qui est invariante par le flot hamiltonien
(voir un cours de géomeétrie différentielle, par exemple [Spi|; la mesure est la mesure rie-
manienne pour la métrique riemanienne induite sur Y. par la métrique euclidienne de R",
ou, autrement dit, si d\ est la forme volume euclidienne sur R", et X le champ de vecteurs
unitaire (pour la norme euclidienne) orthogonal a ¥, alors la forme volume de X, est
ix(dA); 'invariance de cette mesure sur ¥, vient de I'invariance de la mesure de Lebesgue
par le flot hamiltonien).

Un gaz idéal contenu dans une boite parallélépipédique V est un exemple de tel systéme
hamiltonien. On suppose que ce gaz suit les lois de la mécanique classique, deux molécules
n’étant soumise qu’a une interaction répulsive U(r) fonction de leur distance mutuelle 7.
On suppose que les chocs sur les parois de la boite sont élastiques. Si IV est le nombre
de molécules, I’espace des phases est une partie de RV de coordonnés (p,q) avec p dans
(R?)¥ la quantité de mouvement et ¢ dans (R?)V la position des N particules. Ce gaz est
donc un systéme hamiltonien pour I'hamiltonien H = Zfil ;—21_ + 2252 Ulllai — g5l1)- St
Hy est ’énergie initiale du systéme, ’évolution du gaz se fait sur 'hypersurface H = Hy,
compacte car V l'est, et préserve donc une mesure de probabilité.

C’est une des motivations de la théorie ergodique d’arriver & comprendre le comporte-
ment statistique des orbites d’un systéme dynamique de la mécanique classique, précisé-
ment en fonction du fait qu’il laisse invariant une mesure.
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2.5 Billards

Soit  un ouvert borné de R?, a bord 9 de classe C*> par morceaux, orienté par la
normale extérieure. On fixe un paramétrage (préservant l'orientation) de 92 proportion-
nellement a la longueur d’arc, de sorte que la longueur totale de OS2 soit 27w. On pose
Q=QuUon.

Soit X l'ensemble des couples (z,v) avec x dans © et v un vecteur unitaire basé en
x dans R?, de sorte que si z est dans 0, alors v pointe vers l'intérieur. On munit X
(contenu dans  x S!) de la mesure induite par la mesure produit dAdf, avec d\ la mesure
de Lebesgue sur R? et df la mesure de Haar sur S'.

Pour tout (z,v) dans X, on définit la trajectoire de billard issue de (z,v) comme la
courbe affine par morceaux partant de x en suivant la droite dirigée par v, puis en se
réflechissant avec chocs élastiques sur le bord de 2.

Soit (f*)ier le groupe a un paramétre d’applications mesurables de X dans X, définies
(sauf sur l’ensemble de mesure nulle des points dont la trajectoire passe par un point
anguleux de 9Q) par (x,v) — fi(z,v) = (2/,v") avec 2’ le point de la trajectoire de (z,v)
a distance (algébrique) t de x le long de cette trajectoire, et v’ le vecteur tangent a la
trajectoire (orientée) en x’ (et si 2’ est un point de 99, alors v’ est le vecteur suivant
immédiatement la réflexion). On appelle (f!)er le flot du billard sur €.

Proposition 2.7 Le flot du billard préserve la mesure dAd0.

Démonstration. Soit ¢ dans R (que 'on peut supposer positif, le raisonnement étant
analogue sinon)) et (xg,vg) un point de X. Quitte & enlever un ensemble de mesure nulle,
on suppose que f!(xq,vp) est défini et n’appartient pas a 9Q xS!. Si la trajectoire de (zg, vo)
entre les instants 0 et ¢ ne rencontre pas €, alors au voisinage de (xg,vp), I'application
ft est une translation (z,v) — (z + tv,v), qui préserve bien la mesure d\df.

Si la trajectoire de (zg,vg) entre les instants 0 et ¢ rencontre d€2 une et une seule fois,
alors au voisinage de (zg,vp), alors le point f!(x,v) s’obtient en composant la translation
(x,v) — (x + tv,v) et la symétrie par rapport a la droite orthogonale & la droite A, ,
tangente a J{) au premier point y, , d’intersection en partant de z de la droite x + Ruv.
Donc f; est de classe C! au voisinage de (zg,vg), et pour montrer qu’elle préserve la mesure
dAdf, il suffit de montrer que son jacobien est 1. En raisonnant au premier ordre, nous
pouvons supposer que la droite A, , est constante, et, aprés changement de coordonnées,
horizontale. Alors la symétrie ci-dessus transforme x = (x1,z2) en z = (21, —x2) et Pangle
0 de v par rapport & ’horzontale en w—6. Donc son jacobien est 1, ce qui montre le résultat.
O
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Soit ¥ le sous-espace (mesurable) de X formé des points (z,v) avec x € 9. Notons
T : ¥ — X Iapplication de premier retour du flot du billard f! sur ¥, qui est appelée la
transformation du billard. Rappelons que T'(x,v) = fi(z,v) = (2/,v') si t est la distance
entre x et le premier point x’ d’intersection avec 92 avec la trajectoire du billard issue de
(x,v) (voir figure ci-dessous).

Si Q est convexe, on identifie (z,v) € ¥ avec (s,6) € S'x]0, 7], avec s le paramétrage
de x sur 092, et 6 'angle de v en x par rapport a la tangente (orientée) en x & 9. On note
alors p la mesure suivante sur X :

dp =sinf ds df .

Notons que P'application T est définie presque partout pour cette mesure (en tout point
(x,v) tel que x et 2’ sont des points réguliers de 90Q).

Proposition 2.8 5i ) est conveze, la transformation du billard T préserve la mesure .

Démonstration. Aux points ou elle est définie, 'application T est différentiable. Calculons
son jacobien. Au second ordre prés, nous pouvons supposer que le bord 0f2 est affine par
morceaux. Notons 1/7(8, 0)=(s',0"). On a %—i = 0, il suffit donc de calculer %—SS et %—99/.

Pour calculer %—Ss, on travaille & 6 constant (voir figure ci-dessous). Rappelons que dans
un triangle euclidien de cotés de longueur a, b, ¢ et d’angles opposés «, 3,7, on a

a b c

sina  sinf3  siny

En tenant compte des orientations, on a

ds o —ds
sin(m — @) sin(r —0)’
donc
8_5’ L sin
ds  sin@
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/ . N . . , . ,
Pour calculer %—%, on travaille & s constant (voir figure ci-dessous). Une symétrie pré-

servant les angles et renversant l'orientation, on a df’ = —d#, et donc
06’
— =-1.
a0

—df

“'/

0"+ do’

Par le théoréme de changement de variable, le résultat en découle. O

2.6 Exercices

Exercice E.2.1 Soit f : [0,1] — [0,1] l'application donnée par f(z) = 2/x(1 —x).

Montrer que f préserve la mesure de probabilité u = 2\/‘11””_—96.

Exercice E.2.2 Soient a dans R, ay,...,a, dans C avec |a;| < 1, et f: C — C l'applica-

tion définie par
z—ap zZ—anp

f(Z) _ e2i7raz

1. Montrer que si |z| = 1, alors |f(z)| = 1.

l—aiz 1—anz

2. Est-ce que I'application z — 1Z:a%lz

préserve la mesure de Haar sur S' ?

3. Montrer que f : S! — S! préserve la mesure de Haar.

Exercice E.2.3 Soit X = [0,1]. On rappelle que tout élément = de X admet un unique
développement diadique z = 7, s ol z, vaut 0 ou 1 et n’est pas constant égal a 1 a
partir d’'un certain rang. Soit f : X — X lapplication définie par f(x) = y ont y, = xpi2

si n est impair, yo = 21, et y, = T,_2 si n est pair au moins égal a 4.
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1. Montrer que f préserve la mesure de Lebesgue.
2. Montrer qu’il existe un point x dans X dont l'orbite est dense dans X.

3. Montrer que f est conjuguée a un décalage de Bernoulli.

Exercice E.2.4 Soit X =]0,+oo[ et f: X — X Papplication définie par f(z) = 2z.
1. Montrer qu’il n’existe pas de mesure borélienne finie invariante par f.

2. Construire une mesure borélienne p invariante par f, sans atome, i.e.
VeeX, p({z}) =0

et o-finie (i.e. telle que X est union dénombrable de parties mesurables de mesure
finie.) Existe-t-il une telle mesure p qui soit équivalente a la mesure de Lebesgue A
(i.e. telle que pour tout borélien B, on a u(B) = 0 si et seulement si A(B) =0.)?

Exercice E.2.5 Soit Y = {0,1} et v I’équiprobabilité sur Y.

1. Montrer que le décalage de Bernoulli sur (Y, ) est conjugué (au sens de la mesure)
a lapplication de doublement de l’angle de R/Z dans R/Z définie par x — 2z.

2. Montrer que le décalage de Bernoulli sur (Y%, v%) est conjugué (au sens de la mesure)
a l'application du carré [0, 1] x[0, 1[ dans lui-méme définie par le dessin ci-dessous.

Exercice E.2.6 Soit )\ la mesure de Haar sur S' = R/Z (normalisée pour étre de proba-
bilité). Si A, B sont des parties mesurables de S!, on note ¢4 g 'application de S* dans R
définie par

t|—>)\(Aﬂ(B+t)) .
1. Montrer que ¢4 g est continue.
2. Montrer que [5; pa,5d\ = A(A) x A\(B).
3. En déduire que si « est irrationnel, alors la rotation R, d’angle « sur le cercle est
ergodique (voir la définition au paragraphe 4.1).
4. Montrer que si « est irrationnel, alors les rotations R, et Ra, ne sont pas conjuguées
au sens de la mesure.

5. Montrer que les deux rotations R1 et R2 sont conjuguées (au sens de la mesure)
5 5
mais ne sont pas topologiquement conjuguées.

6. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que deux rotations du cercle soient
conjugués au sens de la mesure.
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2.7 Indications pour la résolution des exercices
Exercice E.2.2 (1) Calcul.

(2) Oui si a; = 0, non sinon. Si a1 = peie avec 0 < p < 1, alors cette application g
admet e? pour point fixe, qui est répulsif car ¢'(e?) = %g > 1. Il existe donc un voisinage

ouvert U de € dans S! tel que ¢g=1(U) C U. Donc g ne préserve pas la mesure de Haar
sur le cercle.

S agl € montrer que our toute ronction continue : — on a
(3) 11 s’agit d trer que, pour toute foncti tinue ¢ : S — S,

/(pd@z/ po fdf.
St St

Si @ est 'extension harmonique de ¢ a U'intérieur du disque unité, alors, comme f envoie
le disque unité dans lui méme (par connexité) et est holomorphe, I’application ¢ o f (qui
est harmonique, par la caractérisation des fonctions harmoniques comme les parties réelles
des fonctions holomorphes) est (par unicité) le prolongement harmonique de ¢ o f. Donc

[ ear =20 =os0) = [ poras.
St st

Exercice E.2.3 (3) Considérer ¥ : X — {0,1}% définie par

[ee]
Tn
1\ ( E 2—n> = (..., xg, T4, T2, T1, T3, T5,T7,...)

n=1

(avec x1 en position 0), et montrer que ¥ envoie la mesure de Lebesgue sur la mesure
produit vZ avec v 1’équiprobabilité sur {0,1}.

(2) découle alors de (3), en utilisant la preuve de la proposition 4.2 et I'ergodicité du
décalage de Bernoulli (voir I'exercice E.4.16 et le paragraphe 6.4).

(1) découle de (3).
Exercice E.2.5 La transformation du dessin est définie par (z,y) — (2/,y’) avec

Yy siz €0, 3]

[N

2x six e 0,5
xr = et y =
20 —13) sizeli 1] Ty+1) sizeld 1]
(1) On pourra considérer 'application ¢ : {0, 1} — R/Z définie par

o0

(@ )ner) = 3 % mod 1.

n=0

(2) On pourra considérer 'application ¢ : {0,1}% — [0, 1] x[0, 1[ définie par

+oo —00
((wn)nez) = (O grgs D 52) -
n=0

n=-—1
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Exercice E.2.6 (1) Utiliser le fait que pour tout borélien A, et tout € > 0, il existe deux
unions finies d’intervalles U,V telles que U C AC V et AU — V) <e.

(2) En notant Iz la fonction caractéristique d’une partie E, et comme Ignp = Iglg,

/S1 pA,BAN = /Sl /S1 Lan(B4t) (7) dz dt = /S1 Ty(x) (/Sl HB+t(1’)dt> de —
/Sl La(z) (/81 ]I_B-f—x(t)dt) dz = /Sl Ty(x) (/Sl H_B(t)dt> dz = M\(A) x A\(B) .

(3) Si A est un borélien tel que R, '(A) = A, alors p4 4 vaut A(A N A) = \(A) sur
tous les points de R/Z images de Z + aZ. Si « est irrationnel, ce sous-groupe de R est
dense, et par continuité, 'application ¢4 4 est constante de valeur A(A). Par (2), on a donc
A(A) vaut 0 ou 1.

(4) Soit A = [0, [ et n; une suite d’entiers tels que n;o converge vers 1. Alors pour
i assez grand, R (A) et A sont disjoints, donc A(RYi(A) N A) = 0. Si R, et Ra, étaient
mesurablement conjugués, il existerait un borélien A’ de méme mesure que A tel que

ARM (A) N A) = A(RE (AN A) .

Or ce dernier terme converge vers A(A’) par continuité de @as a7, ce qui contredit le fait

que A(A") > 0.

(5) Pour montrer que R1 et R2 sont conjuguées au sens de la mesure, il suffit de

découper le cercle en cingq mtervalles de méme longueur.
Un homéorphisme du cercle préserve 'ordre cyclique, et 'ordre cyclique sur une orbite
de R1 et une orbite de Rz ne coincident pas.
5 5

(6) Utiliser le développement en série de Fourier.
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3 Reécurrence

La récurrence est une propriété de ’orbite d’un point, qui consiste & revenir une infinité
de fois vers son point de départ, un peu comme une cométe qui revient assez réguliérement
prés de la Terre.

Nous montrons dans ce premier chapitre plusieurs théorémes d’existence de points
récurrents (voir aussi [KH, Part 1, 3.3 et 4.1]|[PY, Chap. 1]). Comme application (voir
aussi [Fur][PY, Chap. 2]), nous montrerons que pour toute partition finie de N, il existe
une partie qui contient des suites arithmétiques de longueur aussi grande que l’on veut.
Voir [Fur|[PY, Chap. 16] pour une généralisation de ce résultat, le théoréme de Szemeredi.

3.1 Reécurrence et minimalité

Soit f une application continue d’un espace topologique X dans lui-méme. Un point x
de X est dit récurrent (pour f) s’il existe une suite strictement croissante d’entiers ny, telle
que

lim f™(x)==.
k~>+oof ( )

Un point z est dit périodique pour f §'il existe n > 1 tel que f"(x) = z.

Théoréme 3.1 (Théoréme de récurrence de Birkhoff) Soit X un espace métrisable
compact. Toute application continue f: X — X admet un point récurrent.

Remarques. (1) L’hypothése X meétrisable n’est pas indispensable. Elle est vérifiée dans
tous les exemples qui nous intéresseront.

(2) Ce résultat est faux si X n’est pas compact. Par exemple, prendre X = R et
flz)=x+1

(3) 1l peut n’y avoir qu’un seul point récurrent. Par exemple, prendre X = R U {oco} ~
Stet f(z) =2+ 1, f(o0) = c0.

(4) 11 peut n’y avoir aucun point périodique. Par exemple, prendre une rotation irra-
tionnelle du cercle, et méme X =S! = {2 € C/ |z| =1} et f(z) = Az pour A dans S! non
racine de l'unité.

(5) Nous donnons une premiére preuve de ce résultat, qui repose sur 'axiome du choix.
Nous verrons dans le chapitre suivant une preuve qui ne l’'utilise pas.

Une partie fermée Y de X est dite minimale (pour f) si elle est non vide, invariante
par f (i.e. f(Y) CY) et siY ne contient pas de fermé non vide invariant par f autre que
Y.

Par exemple, un point fixe ou une orbite périodique est minimale. Dans I’exemple d’une
rotation irrationnelle du cercle, le cercle est minimal.

Remarque. Comme X est métrisable, une partie fermée non vide Y de X est minimale
si et seulement si, pour tout y dans Y, Porbite positive {f"(y) / n > 0} est dense dans Y.
En particulier, tout point d’une partie minimale est récurrent.

Proposition 3.2 Soit X un espace métrisable compact non vide et f : X — X wune
application continue. Alors X contient un fermé minimal.
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Démonstration. Soit F I’ensemble des fermés non vides de X invariants par f, partielle-
ment ordonné par 'inclusion. On veut montrer que F contient un élément minimal. Ceci
résulte du théoréme de Zorn [Kri|, car toute partie ' de F totalement ordonnée admet
un minorant : l'intersection des éléments de F’, qui est non vide par compaciteé. U

Preuve du théoréme de récurrence de Birkhoff : Il découle de la remarque et de la
proposition précédente. ]

Example 1 : Soit (K, 1) un systéme de Kronecker (voir 2.2).
Lemme 3.3 Tout point x de K est récurrent pour Ty.

Démonstration. Soit o un point de K récurrent pour 7. Soient k' = z 1y et PR Y —
yk', de sorte que py/(zg) = x. Comme pys et 7, commutent et pg est continue, le point x
est aussi récurrent pour 7. ]

Example 2 : Soit (AN, o) ou (A%, ) un systéme de Bernoulli (voir 2.3) sur un alphabet
fini A.

Les points récurrents sont les mots qui chaque fois qu’ils contiennent un mot fini,
contiennent dans la suite une deuxiéme copie de celui-ci.

3.2 Reécurrence multiple

Voici une généralisation du théoréme de récurrence de Birkhoff.

Théoréme 3.4 (Furstenberg-Weiss) Soit X un espace métrisable compact et f : X —
X une application continue. Alors, pour tout £ dans N — {0}, il existe un point x de X et
une suite strictement croissante d’entiers ny tels que

vie{l,....0}, lim fime(z) =x .

Autrement dit, il existe un point x récurrent pour f, f2,..., f¢, avec les mémes temps
de retour. Nous utiliserons le lemme indépendant suivant.

Lemme 3.5 Soit Y un espace métrisable complet et ¢ une fonction semi-continue supé-
rieurement (i.e. pour tout yo dans Y, on a lim ¢(y) < ¢(x), voir par exemple [Bre, page
Y=o

8]). Alors l’ensemble des points de continuité de ¢ est dense dansY .

Démonstration. Quitte a remplacer ¢ par e¥, on peut supposer que ¢ est minorée.
Notons, pour € > 0,

Ye={yeY /3 (y)eY", Jim g =y et lim o(y) < p(y) =€} -

Comme ¢ est semicontinue supérieurement, ’ensemble Y, est fermé et I’ensemble des points
de continuité de ¢ est I'intersection des ouverts °Y1. Par le théoréme de Baire, il suffit de
voir que chacun de ces ouverts est dense, C’est—a—direnque chacun des fermés Y, est d’intérieur
vide.

Si, par I’absurde, I'intérieur de Y. contenait un point o, il contiendrait aussi un point
y1 tel que o(y1) < ¢(yo) — 5. On construirait ainsi une suite de points y; dans I'intérieur
de Y. telle que o(yx) < @(yr—1) — 5. Ceci contredirait le fait que ¢ est minorée. O
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Preuve du théoréme de Furstenberg-Weiss. On peut bien str supposer que X est
minimal. On procéde par récurrence sur £. Pour £ = 1, c’est le théoréme de récurrence de
Birkhoff 3.1. On suppose le résultat vrai pour £ — 1. On note x un point de X et np — oo

une suite telle que '
Vie{l,...,0 =1}, klim () = .
—00

On introduit 'espace produit Y = X*, la diagonale A = {(z,...,2) /2 € X} de Y et les
deux transformations continues g et h de Y données par

g(@1,. ) = (f(21), f2(x2), o [ (20)
h(xla S 7«735) = (f(.%'l),f(.%'g), s ,f($g)) :

On veut trouver un point récurrent de g qui soit sur A. Pour cela, on utilisera les trois
propriétés suivantes de g et h.

(i) g et h commutent (i.e. goh = hog).
(ii) h préserve A et A est minimal pour h.

Etape 1 : (iii) II existe yo dans A et des points 2o j dans A tels que
lim g"* (z0,6) = o -
k—o0

Démonstration. Les points (i) et (ii) sont clairs. Pour vérifier le point (iii), on prend
yo = (z,...,2) et 20 = (g, ..., x) o x3, € X vérifie f™(x)) = x. C'est possible, car
par minimalité, f est surjective. On a alors

g% (z08) = (z, f* (), ..., D™ (2)) —p o (,2,..,2) =yo . O

Etape 2 :Vyc A, Ve>0, 3z€ A, In>1, d(g"zy) <e
Démonstration. Par minimalité de A pour h, il existe m > 0 tel que d(h™yg,y) < €. On

prend alors z = h"(z 1) pour k suffisamment grand, car

gnkz = hmgnk (ZO,IC) —7k—oo hmy(] . U

Etape 3:Ve>0, Jyc A, In>1, d(g"y,y) <e

Démonstration. Soit ¢g = 5 et yo un point de A. L’étape 2 permet de trouver un point
y; dans A et ny > 1 tel que d(9™y1,y0) < €. La continuité de ¢ permet de trouver
€1 < €p tel que

YVyeA, d(y,yl) <€ = d(g"ly,yo) < € -

On recommence avec €1 et y1. On choisit ainsi, de proche en proche, pour tout k > 1 des
entiers ny > 1, des points y dans A et des réels €, < €,_1 tels que

VyeA, dly,yk) <e = dg™y,yp—1) < €p—1 .

On a alors .

Vi< j; d(gnj+nj71+...+ni+1yj7yi) <6 < 5 .
Par compacité de A, on peut trouver i < j tel que d(y;,y;) < §. On prend alors y = y; et
n=mnj+nj_1+...+n41. Onad(g"y,y) <e O
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Pour conclure, introduisons la fonction ¢ : A — [0, +o0o[ définie par
= inf d(y, ¢"y) .
Ply) = inf d(y, g"y)

Cette fonction ¢ est semi-continue supérieurement. D’aprés le lemme 3.5 ci-dessus, il existe
un point de continuité a de ¢. Il nous suffit de montrer que ¢(a) = 0.

Supposons, par I'absurde, que ¢(a) > 0. Il existe alors un réel § > 0 et un ouvert non
vide V' de A tel que, pour tout y dans V, on a ¢(y) > 6. On a 'égalité

Unrmv=a

m>1

car le complémentaire de cette union est un fermé h-invariant, donc vide par minimalité
de A. Par compacité de A, on peut trouver une partie finie ' de N — {0} telle que on a

UJrmv)y=a.

meF

Par uniforme continuité des A" sur A, il existe € > 0 tel que
Vi oy e, diy,y")<e = VmeF, dh"™y,hy")<6.

On considére alors le point y de A et 'entier n > 1 donnés par I'étape 3. On a donc
d(g™y,y) < e. Ce point y est dans un des ouverts A~ (V') pour un m dans F. On a donc
d(g"h™y,h™y) < §. En particulier, le point h™y de V vérifie p(h™y) < 6. Contradiction.
]

Voici une application du théoréme de Furstenberg-Weiss.

Théoréme 3.6 (van der Waerden) Soit N = By U... U B, une partition finie de N,
alors il existe une partie B; qui contient une suite arithmétique {a,a+n,a+2n, ..., a+n}
avec n > 1, de longueur £ aussi grande que [’on veut.

Démonstration. Il suffit de voir que, pour /¢ fixé, une des parties B; contient une suite
arithmétique de longueur £. La partition définit un mot w du systéme de Bernoulli {1, ..., ¢}
par

VieN, wy=j & i€Bj.

L'espace {1,...,q}" est muni de la distance d définie dans la section 2.3. Soit X =
{o™w,n > 0} adhérence de l'orbite de w par le décalage o. D’apreés le théoréme de Fursten-
berg-Weiss, il existe un point ' de X et un entier n > 1 tel que d(w’,07"w') < 1 pour
tout j = 1,...,¢, c’est-a-dire, tel que w) = w, = wh, = ... = wy,. Comme ' est dans
ladhérence de l'orbite de w, il existe un entier a > 0 tel que d(w’, 0%) < 2= est-a-dire,
tel que wgyy; = W) pour tout i = 1,---,¢n. En particulier, on a w, = Watn = ... = Wairn.
Autrement dit, en notant j cet entier, la suite arithmétique {a,a + n,a + 2n,...,a + In}
est dans B;. O
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3.3 Le théoréme de récurrence de Poincaré

En présence d’une mesure invariante, nous nous intéressons ci-dessous a la propriété de
récurrence presque stire des orbites.

Théoréme 3.7 (Théoréme de récurrence de Poincaré) Soit (X, B, p) un espace de
probabilité, f : X — X wune application mesurable préservant i, et A un élément de 5.
Alors, pour p-presque tout point x de A, lorbite (f™(x))nen repasse une infinité de fois
dans A.

Démonstration. Sinon, il existe ng > 1 tel que 'ensemble
B={ze€A/ Vn>ng, f"(z)¢A}

vérifie p(B) > 0. Quitte a remplacer f par f™, on peut supposer ng = 1. Les ensembles
(f7™(B))nen ne sont pas disjoints, car )y u(f~"(B)) = oo. Donc il existe m < n tel
que f~™(B) N f~™(B) # 0. D’out on en déduit que f"~™(B)N B # (). Contradiction. [

Autre preuve : Notons A4, = Jy~,, [ *k(A) I’ensemble des points de X qui passent dans
A lorsque l'on itére f au moins n fois. Notons A = Nnen Upsp f7(A) Tensemble des
points qui passent une infinité de fois dans A. Alors u(A,41) = u(f~1(A4,)) = w(A,), et
A C Ap. Puisque la suite (A,) est décroissante, on a p(A4, NA) = u(AgNA) = p(A). Donc
(Aso NA) = u(A) par les propriétés des mesures finies. Ceci démontre le résultat. O

Corollaire 3.8 Soit X un espace métrisable séparable, u une mesure de probabilité boré-
lienne sur X et f : X — X wune application continue préservant p. Alors p-presque tout
point de X est récurrent pour f.

Démonstration. Soit C une base dénombrable d’ouverts dans X (par exemple ’ensemble
des boules centrées en un point d’une partie dénombrable dense de X, et de rayon rationnel
strictement positif). Pour tout élément B de C, le théoréme de récurrence de Poincaré
fournit un ensemble p-négligeable Np tel que tout point de B — Np repasse une infinité
de fois dans B. La réunion N = (Jpce Np est encore p-négligeable. Or, par construction,
tout point du complémentaire de N est récurrent. O

Exemple 1 : Considérons un flot (f!);cr préservant un ouvert € de R™, et défini par
une équation différentielle Cfl—f = F(x) sur €. Si la mesure de Lebesgue de  est finie, et si F'
est & divergence nulle, alors la trajectoire de presque tout point de €2 revient arbitrairement
pres de x (i.e. ltlini&f || ft(z) —x|| = 0).

Exemple 2 (Paradoxe de Zermelo) : Faisons 'expérience de mécanique statistique
suivante. On considére un gaz idéal contenu dans une boite parallélépipédique V subdivisée
en deux parties cubiques Vi, V5 de longueur de cété 10 cm. On suppose qu’a l'instant ¢t = 0,
toutes les molécules sont dans V; (par exemple parce que 1'on a fait le vide dans V5), et on
enléve la cloison entre Vi et V5.
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La théorie prédit que pour presque toutes ces positions initiales d’énergie donnée, le
gaz doit revenir dans la partie V. Cela semble paradoxal, car ce n’est jamais observé. En
fait le premier temps de retour moyen est fini, mais trés trés trés grand, de l'ordre de 210%
(ce que 'on suppose étre plus long que la durée de vie de I'univers!).

3.4 Exercices

Exercice E.3.7 Soit X un espace métrisable compact, f : X — X une application conti-
nue et Y un fermé minimal de X. Montrer que f(Y) =Y. A-t-on f~1(Y) =Y ?

Exercice E.3.8 (Birkhoff) Soit X un espace métrisable compact et f : X — X une
application continue. Un point x de X est dit quasipériodique si, pour tout voisinage V' de
x, il existe une suite d’entiers ny qui tend vers U'infini, telle que f™ (x) € V, et telle que la
suite ngy1 — ny des “temps de retour dans V" est bornée.

1. Montrer que tout point d’un fermé minimal Y de X est quasipériodique.
2. En déduire que X contient des points quasipériodiques.

3. Montrer que réciproquement, si x est quasipériodique, alors le fermé {f"(x),n € N}
est minimal.

Exercice E.3.9 On considére le systéme symbolique AZ ou AN avec A = {0,1}.
1. Construire un point w de A% qui soit récurrent pour o mais pas pour o .
2. Construire un point w de AN qui soit quasipériodique mais pas périodique.

3. Construire un point w de AN qui soit récurrent mais pas quasipériodique.

Exercice E.3.10 Construire une partie A de N telle que ni A ni son complémentaire ne
contienne de suite arithmétique infinie.

Exercice E.3.11 (Théoréme de Furstenberg-Weiss II) Soit X un espace métrisable
compact et f: X — X une application continue. On veut montrer que, pour tout point x
de X, il existe un point quasipériodique y de X et une suite ni — oo telle que

Jim d(f™ (@), ™ (1) = 0.

Pour cela, on introduit I'espace topologique produit XX muni de la topologie produit.
C’est un espace compact par le théoréme de Tychonoff. On note E ’adhérence de ’ensemble
{f,f% f3,...} dans XX. Par définition, on a

E={uecXX /Va,...,ap€X, I(np) eNY, Vi=1,...,p, lim f™(x;)=u(z;)}.

k—oo
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1. Montrer que pour tout v dans X, application u — wowv de X~ dans lui-méme est
continue. En déduire de E2 C E (i.e. Vu,v € E, uov € E).

2. Montrer qu’il existe un fermé minimal Y dans X et un élément u de E tel que
u(z) €Y.
3. Soit F I'ensemble des parties fermées F' de E non vides, telles que F2 C F et telles

que, pour tout u dans F', on a u(x) € Y. Montrer que F est non vide. Montrer, a
I’aide du lemme de Zorn, que F contient un élément minimal Fyy pour l'inclusion.

4. Montrer que pour tout u dans Fy, la partie Fyou est encore dans F. En déduire que
FO == {u}
5. En déduire qu'il existe u € E tel que u(z) € Y et u? = u.

6. Montrer que le point y = u(x) convient.

Exercice E.3.12 (Théoréme de Hindman) Soit N = By U... U B, une partition finie
de N. Montrer qu’il existe une partie B; qui contient un parallélogramme infini, i.e. une
partie P de N de la forme

P={piy+...4+pi /i1 <..<ig}

o p;; <...<p;, <...est une suite infinie d’entiers.

Exercice E.3.13 (Théoréme de Furstenberg) On considére le cercle S! = R/Z, muni
des structures usuelles de groupe abélien et d’espace métrique, et, pour tout n dans N,
I’application “de multiplication par n de 'angle”, définie par = — nzx.

Le but de ce probléme est de démontrer un théoréme de Furstenberg, disant que toute
partie du cercle, fermée, non vide, invariante par doublement et triplement de I'angle, et
minimale pour ces propriétés, est de cardinal fini.

On note ¥ ={2"3° / r,s € N}.

(1) Construire une partie fermée infinie et propre du cercle, invariante par triplement de
I’angle.

(2) Soit (X, d) un espace métrique et € > 0, une partie Y de X est dite e-dense si

Vee X, JyeY, dx,y) <e.

a) Si S = {mlog2+ plog3 / m,p € N} et S,, = {x —nlogb / = € S}, montrer que,
pour tout € > 0, pour tout n suffisamment grand, la partie S,, N [0, +o0] est e-dense dans
[0, +00].

b) En déduire qu’il existe une suite strictement croissante (s, )nen dans X, telle que

S
2ntl converge vers 1.
Sn

(3) Si A, B sont des parties de S', et n un élément de N, on note
nA={na/acA} e A—B={a—-b/acAbecB}.

Si Q est une partie de N, une partie A de S! est dite Q-invariante si nA C A pour tout n
dans €. Elle est dite Q2-minimale si elle est fermée, non vide, Q2-invariante et ne contient
pas de partie fermée, non vide, 2-invariante, propre.
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a) Montrer qu’avec les notations de la question (2), pour tout € > 0, si = est un point
du cercle S' différent de 0, suffisamment proche de 0 et a droite de 0, alors la partie
{skx / k € N} est e-dense dans S'.

b) Montrer que toute partie X-invariante du cercle, contenant le point 0 comme point
non isolé, est dense dans le cercle.

¢) Montrer que si M est une partie fermée Y-invariante du cercle, alors ou bien M est
finie (et formée de points rationnels), ou bien M — M = St

(4) Le but de cette derniére question est de montrer que si M est une partie ¥-minimale
du cercle telle que M — M =S, alors M = S'.

On pose ¥, ={z € £ /2 =1 mod 5"}. On fixe M,, une partie ¥,-minimale du cercle,
contenue dans M, avec My 1 C M,.

a) Montrer que pour tout n dans N et  dans ¥, il existe £ dans N — {0} tel que z*
appartienne a >,.
kn
b) On note x1, ...,z des représentants de ¥ modulo 5". Montrer que U x; M, = M.
i=1
¢) Montrer que M,, — M = S*.

d) Montrer que, pour m,n dans N et £ dans M, si 0,, , = m/5" mod 1, alors 0y, ,, €

{&— M.

e) En déduire le résultat.

(5) Conclure.

3.5 Indications pour la résolution des exercices

Exercice E.3.8 1) On montrera que, pour tout voisinage ouvert V de x, on a Y C
Unen /7"(V) et on extraira un recouvrement fini.

3) On montrera que, pour tout y dans Y et tout voisinage V' de z, il existe n > 0 tel
que f"(y) € V, et donc que x € {f™(x),n € N}.

Exercice E.3.12 Comme pour le théoréme de van der Waerden, on introduira le mot
w du systéme symbolique {1,...,¢}" donné par w; = j si et seulement si i € B;. On
appliquera l'exercice E.3.11 avec X = {0"w / n € N} et 2 = w.

Exercice E.3.13 (1) L'image dans le cercle R/Z du Cantor triadique {> ;7 &/ a =
0,2} dans R est invariant par triplement de 1’angle.

(2) a) Il est bien connu que le sous-groupe G = Zlog 2+ Zlog 3 de R est dense, car log 2
et log 3 sont rationnellement independants. Les S, forment une suite croissante de parties
de G, de réunion égale a GG, donc dense. Supposons par ’absurde qu’il existe une sous-suite
Sy, qui ne rencontre pas un intervalle I contenu dans [0, +o00[, de longueur € > 0. Soit g,
dans N tel que I — g log2 C [—log2,0]. Comme S, C Sp, — qilog2, pour tout k dans N,
il existe un intervalle de longueur e contenu dans I'intervalle [—log2,0] que la partie Sy,
ne rencontre pas. Ceci contredit le fait que (J; oy Sn, est dense dans R.
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b) Donc S est e-dense dans [nlog 6, +oo[ pour n assez grand. Si (uy,)nen est I'énuméra-
tion des éléments de la partie discrete S de R, de sorte que u, < upy1, alors u, tend vers
+o00 et up41 — u, tend vers 0. En posant s, = e“", le résultat en découle.

(3) On identifie S! = R/Z et [0, 1].
a) Soit ny € N tel que sgy1/sx < 1+ € pour k > ny. Soit x dans R tel que s,,z < e.
Alors pour tout k£ > nq, on a

(Skr1 — Sk)T = (Sg1/sk — 1)spx < espx .

On considére la suite croissante (Sx)g>n,, qui sur Iaxe réel part a gauche de € et augmente
au plus de € a chaque pas tant qu’elle reste & gauche de 1, car elle vérifie s 12 — spx < €
si sgz < 1. Donc {spz / k € N} est e-dense dans [0, 1].

b) Soit Y une telle partie. Pour tout € > 0, soit y dans Y proche, a droite, et différent
de 0, tel que {siy / k € N} soit e-dense. Comme Y est X-invariante, on en déduit que YV
est e-dense dans S', et ceci pour tout €, ce qui montre le résultat.

¢) Soit M une partie fermée Y-invariante infinie. Alors par compacité du cercle, M — M
est une partie X-invariante, fermée, et contenant 0 comme point non isolé a droite. Par b),
elle est égale au cercle.

4) a) Comme tout élément x de ¥ est premier avec 5, il est inversible dans ’anneau
Z/5"Z, qui est fini. Comme il existe des entiers p > ¢ tels que 2P = 27 mod 5", on a donc
P79 =1 mod 5™.

b) Soit F' = |J;_| M,. Alors F est un fermé non vide, contenu dans M et ¥,-invariant.
Montrons qu’il est 3-invariant, ce qui par minimalité montrera que F' = M. Soit x dans X..
Pour tout i, soit j tel que xx; = x; mod 5". Par 4a), soit £ dans N — {0} tel que z;* € 5,,,
et en particulier, xjéMn C M,.

Alors xwsza = sz = 1 mod 5", donc zz;x; L apprtient a ¥,,. D’ou mximjzfan C
M, ce qui entraine que xxl-xjéMn C xj M, En particulier zx; M, Nx; M, est non vide, donc
les deux ensembles X,,-minimaux xx; M, et x;M, coincident. Par conséquent /' C F', ce
qui montre le résultat.

c) Soit F = M, — M. D’aprés 3c) et 4b), on a |JI_; z;F = S'. Donc le fermé F est
d’intérieur non vide, et X,-invariant. Soit x dans ¥,, — {1}. Par ergodicité de 'application
de multiplication par x sur le cercle (voir chapitre suivant, mais la minimalité, et méme
l'existence d'une orbite dense suffit), on en déduit que F = S*.

d) Ecrivons Omn = &0 — m avec § dans M, et m dans M. Par minimalité, il existe
une suite x; dans Y, telle que z;&y converge vers £. Quitte & extraire, on peut supposer
que z;m converge vers un point m’ de M. Comme z; = 1 mod 5", on a x; £ = £ mod 1.
Donc 6 = £ —m/, ce qui montre le résultat.

e) Soit £ un point de (), oy My (qui est non vide par le théoréme des compacts emboités).
Alors pour tous les entiers m,n, le point { — 0,,,, appartient & M. Par densité des 0,,,,
dans S!, et comme M est fermé, on en déduit que M = S'.

V—

(5) Comme {0} est une partie fermée Y-invariante non vide de S!, on obtient une contra-
diction & partir de la question (4), et donc seule la premiére possibilité dans l'alternative
de la question (3) c¢) est possible. Ceci démontre le théoréme de Furstenberg.
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4 Ergodicité

Historiquement, le mot ergodique (€pyov = énergie, 6dos= chemin) refléte 'idée, due a
Boltzmann, que, le plus souvent, un systéme physique décrit au cours du temps un chemin
sur 'hypersurface & énergie constante, chemin qui est dense sur cette hypersurface. De nos
jours, le concept mathématique d’ergodicité ne fait plus référence a la physique ou a la
topologie. Voir le paragraphe 2.4 pour une explication de 1’évolution des idées.

4.1 Transformations ergodiques

Soit (X, B, ) un espace de probabilité, et f : X — X une application mesurable qui
préserve f.
On dit que f est ergodique si

VAeB, (A=A = puAd)=0oul.

Lorsque la transformation f est sous-entendue c’est la mesure p que 'on qualifie
d’ergodique. Voir [Wal, KH| pour l’extension au cas ou la mesure p n’est pas une pro-
babilité, et au cas ou f ne préserve pas u, mais préserve les ensembles de mesure nulle.

La proposition suivante donne une interprétation L? de I’ergodicité d’une transforma-
tion f. Cette interprétation relie les propriétés dynamiques de f aux propriétés spectrales
de l'opérateur unitaire de L2(X, )

Up:pr—pof

(qui est bien unitaire car f préserve pu.)
Nous dirons qu’une application ¢ : X — C est f-invariante si p o f = @ et presque
partout f-invariante si ¢ o f coincide presque partout avec .

Proposition 4.1 Avec ces notations, les assertions suivantes sont équivalentes :
1. f est ergodique,

2. toute application ¢ : X — C mesurable, telle que ¢ o f = ¢ presque partout, est
presque partout constante.

3. toute application ¢ dans L'(X,p), telle que ¢ o f = ¢ presque partout, est presque
partout constante.

4. toute application ¢ dans L?(X, u), telle que p o f = o presque partout, est presque
partout constante.

Démonstration. Il est immédiat, car L2(X, ) C L'(X, 1) et en prenant pour ¢ la fonc-
tion caractéristique 14 de A, que (2) implique (3) implique (4) implique (1). (Rappelons
que L4 (z) vaut 1 si z appartient a A et 0 sinon.)

Pour montrer que (1) implique (2), on peut supposer ¢ a valeurs réelles. Si ¢ n’est
pas constante presque partout, il existe un réel = tel que, en notant A’ = o~ ([z, +o0]),
on a0 < u(A") < 1. L’égalité p o f = ¢ presque partout assure que les ensembles A’ et
f~1(A") coincident en dehors d’une partie négligeable. L’ensemble A = Npen Unsp [ (A
coincide alors avec A’ en dehors d’une partie négligeable. En particulier, on a 0 < u(A) < 1.
Comme f~1(A) = A, ceci contredit I'ergodicité de p. O
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L’exercice E.4.15 décrit une propriété de densité, au sens de la mesure, des orbites.
La proposition suivante renforce encore I'intuition “je passe partout” sous-jacente au mot
ergodique.

Proposition 4.2 Soit X un espace métrisable séparable, 1 une mesure de probabilité bo-
rélienne sur X de support X, et f: X — X une application continue qui préserve w. Si
f est ergodique, alors p-presque toute orbite est dense dans X (i.e. pour p-presque tout x

dans X, on a {f*(z),n e N} = X ).

Démonstration. Soit C une base dénombrable d’ouverts non vides dans X. Pour tout
¢lément B de C, la partie Ap = () ey U,>,, [ 7(B) vérifie f1(Ap) = Ap. Cette partie
est une intersection décroissante de parties de mesure supérieure ou égale a p(B). Donc
w(Ap) > p(B) > 0. Par ergodicité de f, on a donc u(Ap) = 1. L'intersection A = (\zcc AB
est aussi de mesure totale, et les orbites des points de A sont denses. O

Exemples : Soit N > 1 un entier. Considérons le tore TV = ($;)Y = (R/Z)N ~ {6 =
(01,...,0n) €[0,1[V}, muni de la mesure de Lebesgue df = df; ...d0x.

1. Soit a = (ay,...,ay) un élément de RY. La translation du tore f : 6 +— 6 +
a mod Z" est ergodique si et seulement si 1,qq,...,ay sont rationnellement indé-
pendants.

2. Pour tout M dans N — {0, 1}, 'application ¢ : 6 — M6 mod Z" est ergodique.

En particulier, une rotation f : 6 — 0+a mod 1 sur le cercle, d’angle « irrationnel, ainsi
que 'application de doublement de l’angle f : 0 — 26 mod 1 sur le cercle, sont ergodiques
(pour la mesure de Lebesgue sur le cercle).

Démonstration. Il est immédiat que ces transformations préservent la mesure (voir aussi
le paragraphe 2.2 pour le premier cas).

Pour ¢ dans L2(TV) et k dans Z", en notant (-|-) le produit scalaire usuel sur RY, on
pose

ck(p) = / e*2i”<k|9>4p(9) do .
[0,1[~

La théorie de Fourier assure que la transformée de Fourier ¢ — (ck(¢))pezny est une
isométrie de L2(TV) sur £2(Z").

Soit @ = (a1, ...,ay) un élément de RY. Si 1,a,...,an ne sont pas rationnellement
indépendants, alors soit k dans ZY — {0} tel que (k|a) € Z. L’application ¢ : 6 s e~ 27 {kI0)
est L2, invariante par f, non constante presque partout. Donc f n’est pas ergodique.

Supposons maintenant 1, aq, .. ., ay rationnellement indépendants. Soit ¢ dans ]LQ(']I‘N )
telle que p o f = ¢ ou ¢ o g =  presque partout. On veut montrer que ¢ est constante
presque partout. On calcule aisément, pour tout k dans Z,

1. cr(p) = cp(po f) = 2™kl e, (). Done pour tout k dans ZY — {0}, on a cx(¢) = 0.

2. emr(p) = epr(p o g) = cx(p). Donc () = cymi(p) pour tout entier m > 0.
Comme lim (o0 ¢k () = 0, pour tout k& dans Z~ — {0}, on a ¢;(p) = 0.

Dans les deux cas, 'injectivité de la transformation de Fourier montre que ¢ = co(p)
presque partout. ]

Nous verrons plus tard que les décalages de Bernoullis sont ergodiques, car mélangeants
(voir I'exercice E.4.16 et le paragraphe 6.4).
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4.2 Le théoréme ergodique

Le théoréme suivant est une version “quantitative” de la “densité” des orbites. Pour une
transformation ergodique, il exprime que, pour toute partie mesurable A, la proportion de
temps passé dans A par presque toutes les orbites est égale & p(A). De fagon plus précise :

Théoréme 4.3 (Théoréme ergodique de Birkhoff) Soit (X, B, u) un espace mesuré,
et f: X — X une application mesurable qui préserve . Pour tout o dans LY(X, u), on

note
n—1

Suple) = = 3wl (@)

k=0
(i) La limite p(z) = lim Spe(x) existe pour p-presque tout x.
n—oo
(ii) @ o f = @ presque partout.

(ii1) ||&]lLe < [l
(iv) Si la mesure u est finie, alors la convergence a lieu dans L', i.e.

lim |[Sn — Bl = 0.
n—oo

(v) Pour toute partie A dans B, de mesure finie, telle que f~1(A) = A, on a

/w@=/$@-
A A

(vi) En particulier, si u est une mesure de probabilité ergodique, alors

ﬂ@:Aww

pour p-presque tout x.

La somme S, p(x) s’appelle une moyenne de Birkhoff de ¢. La limite (lorsqu’elle existe)
nh_)rrgo Spp(z) s’appelle moyenne orbitale (ou temporelle). L’intégrale fX o du s’appelle la
moyenne spatiale de . Le théoréme ergodique dit donc, en paraphrasant, que si pu est
une probabilité ergodique, alors presque toutes les moyennes temporelles d’une fonction
intégrable coincident avec sa moyenne spatiale.

Ceci traduit une propriété “d’équirépartition” de (presque toute) orbite (voir aussi le
chapitre 5 suivant), au sens que 'on peut calculer les intégrales des fonctions en prenant
des moyennes des valeurs de cette fonction sur les orbites.

Si p est une mesure de probabilité ergodique, en prenant pour ¢ la fonction caractéris-
tique T4 d’un élément A dans B, le résultat précédent dit que la proportion de temps

lim % Card {k <n / f*(x) € A}

n—oo

que l'orbite de x passe dans A est égale a u(A), pour p-presque tout point = de X.

Voici un exemple d’application. Pour tout réel z dans [0, 1], on note 0,a; ...ay, ... son
écriture décimale (si on a le choix, on prend I’écriture avec a, nul pour n assez grand).
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Corollaire 4.4 Pour presque tout x dans [0,1] (pour la mesure de Lebesque), pour tout

chiffre j dans {0,...,9}, “la proportion de j dans [’écriture décimale de x est égale a %0”
1.e.

li ! Card {k < =j} = L

Jim -~ Car =n ar=jt =15

Démonstration. On prend X = [0,1[, p = dz, f(z) = 10z mod 1, p = H[i FESTR On a
10’ 10
alors

1
Sngo(x):—Card{k:<n ar =j} — wdp = —,

car f est ergodique. O
Pour ¢ dans L'(X, u; R), on note
* _ k
" (w) = sup — Zw ¥

n>1

Lemme 4.5 (Lemme ergodique maximal) Pour tout ¢ dans L'(X, u;R), on a

/ pdp>0.
{¢*(2)>0}

Démonstration. On pose 9, = sup{0,p, 0 + o f,...,o+pof+...+@o ff 1} et
n={r € X /Y,(x) >0} Sur E,, on ah, =@+ 1,_10f. Sur °E,,, on a ¢, = 0. Sur
X,on a1, 10f>0.Donc

/n /n%— En¢nlof>/¢n /qpnlof / 1) >

Or {¢*(x) > 0} =U,>; En. Donc f{w*(:v)>0} o du > 0. 0
Preuve du théoréme de Birkhoff 4.3. (i) Pour montrer 'existence de la limite, il suffit

de voir que pour tout a < (3, ’ensemble

Eop={z € X / liminf S,p(z) < a < § < limsup S,p(z)}

n—oo
est de mesure nulle. Remarquons que f~!(E,3) = E,p (voir (ii) ci-dessous). Comme

limsup Spp < ¢*, on a Eyg N {(¢ — )" > 0} = E, . De méme, comme liminf S,¢ >

n—oo n—oo
—(=¢)", ona Eqgn{(a—¢)* >0} = E,p.
Le lemme ergodique maximal appliqué sur la partie E, g aux fonctions ¢ — 3 et o — ¢

donne
/ (¢ —B)dp >0 et/ (a—¢p)dp>0.
Ea,ﬁ Ea,ﬁ

D’ou fE (@ —=B) dp =0, et done p(Eq ) = 0.

(i) Cest clair, car la suite 2.5, 10(2) — S,p(f(z)) = 2¢(x) converge vers 0.

(iii) On peut supposer que ¢ est positive. Le résultat découle alors du lemme de Fatou
(et du fait que f préserve ) :

/@:/ hmsupSngo<hmsup/ Spp = /
X X n—o0 n—o00



(iv) Lorsque ¢ est bornée, cela découle du théoréme de convergence dominée de Le-
besgue. Le cas général s’en déduit par densité. En effet, pour tout ¢ > 0, on peut trouver
¥ bornée telle que || —|[1 < £. On a donc, pour tout n > 1, [[Spe — Spt||r < § et par
(iii), |[¢ — ¥|[rr < 5. Pour n grand, on a alors [[S,,¢) —9[|p1 < § et donc [[Spe — @[ < e
C’est ce que l'on voulait.

(v) Cela résulte de (iv) appliqué & ¢ |4, car [, o = [, Sne.

(vi) Par (ii), I'application ¢ est constante presque partout, et u est une probabilité. [

Voici une autre application du théoréeme ergodique de Birkhoff.

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité et (Y,B) un espace mesurable. Si v est une
variable aléatoire a valeurs dans Y (i.e. une application mesurable de €2 dans Y'), on appelle
loi (ou distribution) de ¢ la mesure image v = v, P. Son espérance est Elv] = [,v dP.
Soit (v;)ien une suite de variables aléatoires a valeurs dans Y. On dit que les v; sont
uniformément distribuées si leurs lois coincident, et indépendantes si pour toute partie
finie F' de N, pour toute famille finie (A;);cr dans B, on a

P(() v ') = [T Ploi ' (4) -
i€l s

Théoréme 4.6 (Loi forte des grands nombres de Kolmogorov) Soit (v;)ieny une
suite de variables aléatoires réelles indépendantes, uniformément distribuées, et intégrables.
Alors %ZZ;(% v; converge presque sirement vers Elvg].

Démonstration. Soit o le décalage de Bernoulli RY — RN, et v : Q@ — RN I’application
définie par v(w) = (v;(w));en. Notons X, : RY — R la k-éme projection. Alors vy = Xjov
et Xj, = X oo, Soit vy la loi des v;, et p la mesure produit Vg. Notons

n—1

1
K: 1 — N =
{fwe/ nh_)rrgo nZvZ(w) Elvl}
k=0
et
1n71
K’ RY/ lim =) Xgoof(z)=FE
{ze /nggonkzo 00 0*(x) = Blu]}

Alors K = v~ !(K’). Puisque le décalage o est ergodique pour p (voir I'exercice E.4.16 et
le paragraphe 6.4), et puisque [py Xo du = Efvg], on a pu(K') = 1. Puisque les v; sont
indépendantes, on a v, P = [[;cy(vi)+P = p. Done P(K) = v, P(K') = p(K') = 1. Ceci
montre le résultat. 0

4.3 Mesures invariantes et mesures ergodiques

Rappelons quelques théorémes d’intégration et d’analyse fonctionnelle (voir [Rud, CohD].
Ils nous seront utiles pour comprendre I'importance des mesures invariantes pour les sys-
témes dynamiques topologiques.

Soit X un espace métrisable compact, B la o-algébre des boréliens de X, et C'(X) =
C°(X,C) I'algébre de Banach des applications continues de X dans C, muni de la norme

||¢lloe = sup [p(z)] -
zeX
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Théoréme 4.7 (Théoréme de Stone-Weierstrass) Soit A une sous-algébre unitaire
de C(X) qui sépare les points i.e.

Ve,ye X, z#y=3eecA, o) #eW)),

et qui est stable par conjugaison complexe @ — . Alors A est dense dans C(X). O
Corollaire 4.8 L’espace de Banach C(X) est séparable.

Démonstration. On note D une partie dénombrable dense de X et on prend pour A
la sous-algeébre de C'(X) engendrée par les applications y — d(x,y) pour x dans D, qui
contient comme partie dense la Q[i]-sous-algébre de C'(X) engendrée par ces applications.

O

Soit C'(X)" le dual topologique de C(X) et M(X) 'ensemble des mesures de probabi-
lités sur (X, B).

Théoréme 4.9 (Théoréme de Riesz) Soit C(X)' ’ensemble des formes linéaires conti-
nues ¢ sur C(X), positives (i.e. Vo € C(X), ¢ > 0= ¢(p) >0), et telles que ¢(1) = 1.
Alors Uapplication

M'—>(<P'—>/X<Pdﬂ)

définit une bijection de M(X) sur C(X)',. O

Remarque. C’est pour cela que I'on note parfois p(¢) pour fX  du.

On munit M(X) de la topologie faible. Celle-ci est métrisable, car on peut prendre
pour distance

d(p,v) = sup [1(pr) — v(r)l,

ol (¢r)ken est une suite dénombrable dense dans C'(X) (cela résulte du fait qu’un élément
de M(X), vu comme application de C'(X) dans C, est équicontinu (en fait 1-lipschitzien,

Le. [u(f) = p(g)l < If = gl pour tous f, g dans C(X) ).

Proposition 4.10 (Théoréme de Banach-Alaoglu) L’espace M(X) est compact (pour
la topologie faible).

Démonstration. Soit (i, )nen une suite dans M(X). Reprenons (pg)ren une suite dé-
nombrable dense dans C'(X). Pour k fixé, la suite (u,(¢k))nen est bornée par ||pg|loo. Un
procédé d’extraction diagonal permet de construire une sous-suite 7(n) telle que, pour tout
k, la suite (fir(n)(¢k))nen converge.

On en déduit, par équicontinuité des p,, que, pour tout ¢ dans C(X), la suite réelle
(#ir(n) (¥))ren est de Cauchy, donc converge vers un nombre ¢(y).

Par passage & la limite, ¢ est une forme linéaire dans C(X)/,. Le théoréme de Riesz
assure que ¢ est donnée par une mesure de probabilité p. La suite p,(,) converge donc
faiblement vers p. O

Proposition 4.11 Soit X un espace métrisable compact non vide et f : X — X une ap-
plication continue. Alors il existe au moins une mesure de probabilité borélienne invariante
par f sur X.
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Remarques (1) Cette mesure de probabilité invariante est rarement unique (considérer
par exemple f valant I'identité). Nous construirons dans les chapitres 11 et 12 de nom-
breuses mesures invariantes ergodiques pour les systémes dynamiques symboliques et les
automorphismes linéaires du tore.

(2) Cette proposition permet de voir le théoréme de récurrence de Birkhoff 3.1 comme
une conséquence du théoréme de récurrence de Poincaré 3.8. Ce qui donne une démons-
tration du théoréme de récurrence de Birkhoff qui n’utilise pas I'axiome du choix.

Démonstration. Partons d’une probabilité v sur X (par exemple la masse de Dirac d,

en un point x). Posons
n—1

1
=02 (fr
k=0
qui est une probabilité. La compacité de M(X) assure qu’il existe une sous-suite v, qui
converge faiblement vers une probabilité p. Or la différence v, — fi(vy) = £ (v — (f")uv)

converge faiblement vers 0. Donc f.u = p. O

Notons M(X)/ le sous-espace de M(X) des probabilités f-invariantes sur X. C’est un
convexe compact de espace vectoriel C'(X)" des mesures finies sur X, muni de la topologie
faible. Le théoréme de Krein-Milman [Bre| assure que M(X)f est égal a 'adhérence de
I’enveloppe convexe de ses points extrémaux. Par le résultat suivant, sous les hypothéses
de la proposition 4.11, il existe donc au moins une mesure de probabilité borélienne f-
invariante et ergodique sur X.

Proposition 4.12 Soit X un espace métrisable compact et f : X — X une application
continue. Les mesures de probabilités boréliennes f-invariantes ergodiques sur X sont exac-
tement les points extrémauz de M(X)7.

Démonstration. Il s’agit de montrer le résultat suivant. Soient (X, B, ) un espace de
probabilité et f : X — X une application mesurable préservant u. Alors p est ergodique
si et seulement si, pour toutes mesures de probabilités f-invariantes pq, uo sur X et tout ¢
dans |0, 1] tel que =ty + (1 — t)pg, on a p = py = po.

Supposons d’abord p ergodique. Les ensembles de mesure nulle pour p sont aussi de
mesure nulle pour 1. Le théoréme de Radon-Nikodym [Rud| assure qu’il existe une fonction
#1 dans LY(X, p) telle que g1 = ¢ypu. Comme et py sont f-invariantes, on a ¢y = ¢ 0 f
presque partout pour p. Comme p est ergodique, 'application ¢ est constante presque
partout et les mesures de probabilité p et @1 sont égales.

Réciproquement, soit A; une partie mesurable de X telle que f~!(A;) = A; et 0 <
w(Ap) < 1, et soit Ay = “A;. On pose p; = ﬁ,u\ A;- Les mesures de probabilité p; sont
f-invariantes, différentes de p et p = pu(Ay)pr + (1 — p(Ay))pe. O

4.4 Exercices

Exercice E.4.14 Soit (X, B, ) un espace mesuré, et f : X — X une application mesu-
rable, préservant les ensembles de mesure nulle (i.e. pour tout A dans B, si u(A) = 0, alors
u(F1(4)) = 0).

Montrer que si une application ¢ : X — C est presque partout invariante par f
(i.e. po f = ¢ p-presque partout), alors il existe une application ¢’ : X — C invariante
par f, et presque partout égale a (.
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Exercice E.4.15 Soit (X, B, u) un espace de probabilité, et f : X — X une application
mesurable qui préserve u. Montrer que f est ergodique, si et seulement si pour tous A, B
dans B tels que p(A) > 0 et u(B) > 0, il existe n dans N — {0} tel que pu(f~"(A)NB) > 0.

Exercice E.4.16 Soit (X, B, 1) un espace de probabilité. Montrer que le décalage de Ber-
noulli o sur X% et sur XV est ergodique pour la mesure pZ et u" respectivement.

Exercice E.4.17 1. Montrer que, dans le théoréme ergodique de Birkhoff, si ¢ est dans
L2(X, p), alors

- P e XX, p) et 18]z < [lollre,
— si la mesure y est finie, alors la convergence a lieu dans L2, i.e.

lim [|Su — Bllze =0
n—oo

2. Soit (X, B, 1) un espace mesuré. Un semi-flot mesurable est une famille (f;);>o telle

que fo =1id, firs = fiofs, et ¢ : X x[0,400[— X avec ¢(z,t) = fi(x) est mesurable.

Montrer une version continue du théoréme ergodique de Birkhoff : si p est une mesure
de probabilité, et les f; préservent la mesure, pour tout ¢ dans L'(X, ), alors

T
%/0 o fi(x)dt

converge, pour p-presque tout z (ainsi que dans L), vers ¢(x) avec ¢ dans L' (X, ),
fr-invariante pour tout ¢, d’intégrale égale a celle de .

3. Dans le théoréme ergodique de Birkhoff, en supposant la mesure finie, si f est inver-
sible d’inverse mesurable, montrer que % zz;é @o fk(x) ainsi que % zz;é o f7F(x)
convergent, pour u-presque tout x, vers @(x).

4. Soit (X,B,u) un espace de probabilité et f : X — X une application mesurable
préservant p. Montrer que f est ergodique si et seulement si, pour tout ¢ dans
LY(X, u), on a ¢(x) = [ ¢ du pour p-presque tout .

Exercice E.4.18 Soit H un espace de Hilbert et U : H — H une transformation unitaire.
On note HY le sous-espace fermé {h € H | U(h) = h} et pV la projection orthogonale sur
HY. On veut montrer que

n—1
1 kipy _ U
VheH, Jgrolonkon(h)_p(h). (%)

Montrer () pour h dans HY.

Montrer (%) pour h = U(hy) — hg avec hy dans H.

— Montrer que 'espace vectoriel (U — Id)(H) est dense dans I'orthogonal de HY.
— Conclure.

Exercice E.4.19 Soit (X,B,u) un espace de probabilité et f : X — X une applica-
tion mesurable préservant . Soit ¢ : X — ]0,+o0 [ une application mesurable, telle que
I’application log g est intégrable. Montrer que

1
lim —log (¢ o f"(x))
n—oo n

existe et vaut 0 pour u-presque tout x dans X.
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Exercice E.4.20 Soit (X,B,u) un espace de probabilité et f : X — X une applica-
tion mesurable préservant p. On suppose f ergodique. Montrer que, pour toutes parties
mesurables A, B de X, on a

n—oo N

n—1
lim ~ 3" u(fH(4) N B) = u(A)u(B) .
k=0

Exercice E.4.21 Soit (X, B) un espace mesurable et f : X — X une application mesu-
rable. Soient 1, o deux mesures de probabilité f-invariantes et ergodiques sur X telles

que p1 # po. Montrer que py et uo sont étrangéres (i.e. il existe une partie mesurable A
de X telle que p1(A) =1 et pa(A) =0).

Exercice E.4.22 (Théoréme de récurrence de Kac) Soient (X, 5, ) un espace de
probabilité, f : X — X une application mesurable préservant p et ergodique, et A une
partie mesurable de X telle que p(A) > 0. Pour tout = dans X, on note

na(z) =inf{n > 1| f"(z) € A}

le temps de premier retour dans A. Montrer que

/nAduzl
A
1

(autrement dit, la valeur moyenne du temps de premier retour dans A est égale a m)

Exercice E.4.23 Soient X un espace métrique localement compact séparable et f: X —
X une application continue. On suppose que, pour tous les ouverts non vides U,V de X,
il existe n dans N tel que f™(U) NV # (. Montrer qu’il existe une orbite {f™(z),n € N}
dense dans X.

Exercice E.4.24 Est-ce que la transformation du billard d’une ellipse est ergodique ?

Exercice E.4.25 Soit X un espace métrique compact, et f : X — X un homéomor-
phisme. Soit M = M(X)f I'espace des mesures de probabilité sur X, invariantes par f.
Soit C(X) = C°(X,R) I'espace des fonctions continues de X dans R. Pour u, v dans C(X),
on note u ~ v s'il existe une application ¢ dans C(X) telle que

u=v+pof—op.
1. Montrer que ~ est une relation d’équivalence et que si u ~ v, alors [u dp = [v dp

pour tout p dans M.

2. Soit u dans C(X) et n dans N — {0}. Montrer que si Spu(zr) = %ZZ;& u(fF(x)),
alors u ~ S,u.

3. Montrer qu’'une application u de C'(X) est équivalente a une application strictement
négative si et seulement si [ dp < 0 pour tout p dans M.

4. Montrer qu'une application u de C'(X), qui vérifie [u du = 0 pour tout y dans M,
est limite uniforme de fonctions équivalentes & I'application nulle.
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4.5 Indications pour la résolution des exercices

Exercice E.4.17 Reprendre les arguments de la démonstration de la convergence L'

Exercice E.4.19 L’application ¢ = log S‘E—f est aussi intégrable, car f préserve pu. D’apreés
le théoréme ergodique de Birkhoff, la suite

ll onfn 121][) fz

n

converge presque partout. Donc la limite cherchée existe presque partout.

Comme la suite d’applications %log(ap o f™) converge en mesure vers 0 (car f préserve
), il existe une sous-suite qui converge presque partout vers 0, donc la limite cherchée est
presque partout nulle.

Exercice E.4.20 On posera ¢ =4 et on étudiera la limite lim,, s fB Snp dit.

Exercice E.4.22 (Voir par exemple [PY, page 92|.) Noter A, = {z € A | na(x) =n} et
B, = {z € ‘A | na(x) = n}. Remarquer que les parties A, B,, pour n > 1 forment une
partition (presque partout) de X, et que u(By) = p(Ant1) + 1 Bnt1) = D1 #(Ak)-

Exercice E.4.23 On notera C une base dénombrable d’ouverts non vides. On montrera
que, pour tout B dans C, la réunion Ep = (J,cy [ 7(B) est un ouvert dense de X. On
remarquera alors que X vérifie la propriété de Baire.

Exercice E.4.24 Non. Il existe un ouvert de I’espace des phases S'x ]0, 7| tel que toute
trajectoire de billard d’un point de cette ellipse est tangente & une ellipse ayant les mémes
foyers que Dellipse originale (c’est la notion de caustique). L’excentricité de ces ellipses four-
nit une fonction mesurable non presque partout constante, invariante par la transformation

du billard.




et calculer v, o f — vy,.

(3) St [ dp < 0 pour tout p dans M, on montrera par I'absurde que u,, est strictement
négative pour n assez grand.

(4) On considérera u + €.
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5 Unique ergodicité

Pour tout réel z, on note [x| sa partie entiére et {x} = x — [x] sa partie fractionnaire.
Rappelons qu’une suite de réels (zp,)nen est dite équirépartie modulo 1 si, pour tout
intervalle [a,b] de [0,1], on a

nh_)ngo — Card {k<n/{zr} €la,b]} =b—a.

L’équirépartition modulo 1 de la suite des P(n), o P est un polynone non constant
a coefficients réels et a coefficient dominant irrationnel, comme par exemple P(X) = aX
pour « irrationnel, va servir de fil directeur a ce chapitre (ce résultat est da a H. Weyl).

Nous démontrerons et interpréterons ce résultat a l'aide d’'un systéme dynamique sur
le tore T™ qui est uniquement ergodique, ce qui signifie que toutes les sommes de Birkhoff
convergent vers la moyenne spatiale.

En appendice (voir paragraphe 5.4), nous donnerons une démonstration classique di-
recte de cette équirépartition, qui repose sur un critére de Weyl et un lemme de van der
Corput. Ce critére de Weyl dit qu’une suite de réels (z,)nen est équirépartie modulo 1 si
et seulement si, pour tout m dans Z — {0}, on a

lim _§ : 2Tmay _
n—00 1

On en déduit facilement en particulier (voir paragraphe 5.4) que la suite (na),en, pour «
irrationnel, est équirépartie modulo 1.

Lorsque z;,, = na, la moyenne - Zk 0 L e2immak egt yne moyenne orbitale de la fonction
2immt pour la transformation 0 — 0 + o mod 1 de 'espace métrisable
compact R/Z. Lorsque m # 0, la moyenne spatiale de e, (pour la mesure de Lebesgue) est
nulle. Compte tenu de la densité dans C°(R/Z, C) du sous-espace vectoriel engendré par la
famille (e, )mez, ce critére de Weyl pour la suite (na),en dit précisément que cette suite
est équirépartie modulo 1 si et seulement si les sommes de Birkhoff, pour la transformation
0 — 0+ a mod 1, de toute fonction continue sur R/Z convergent vers sa moyenne spatiale.

continue e,, : t — e

5.1 Unique ergodicité

Soit X un espace métrisable compact non vide et f : X — X une application continue.

On dit que f est uniquement ergodique si, pour tout ¢ dans C( ) = C°%X,C), et pour
tout « dans X, les moyennes orbitales S,p(z) = 1 Zk 0@ o f¥(x) convergent vers une
limite L(p) qui ne dépend pas de x.

La limite L(¢) est une forme linéaire positive sur C'(X), telle que L(1 ) 1. Par le
théoreme de Riesz, il existe une probabilité borélienne p sur X telle que L(p) = [ x © dp.
Par construction, la mesure p est f-invariante. Lorsque f est sous- entendue on dit aussi
que cette mesure u est uniquement ergodique.

La proposition suivante justifie la terminologie “unique ergodicité”

Proposition 5.1 L’application f est uniquement ergodique si et seulement s’il existe une
unique mesure de probabilité f-invariante . Cette mesure de probabilité est alors ergodique.
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Démonstration. Supposons f uniquement ergodique, et soit 4’ une mesure de probabilité
f-invariante. Le théoréme ergodique de Birkhoff, appliqué a la mesure p’, assure que pour
tout ¢ dans C(X), la limite @(z) des sommes de Birkhoff existe p/-presque partout et
vérifie p/(@) = 1/ (). Par hypothése, Papplication @ est constante, et égale a u(p). Donc
1) = p'(p) et p=p'.

Réciproquement, soit  un point de X tel que la suite S,¢(x) ne converge pas vers
(). Comme cette suite est bornée, il existe une sous-suite 7(k) telle que la limite
limy 00 S7(ky () existe et est différente de (). La compacité de M(X) permet de sup-
poser, quitte & extraire de nouveau une sous-suite, que la suite de mesures de probabilité

7(k)—
1
S
i=0
converge faiblement vers une probabilité /. Par construction, p’ est f-invariante et

1(p) = Jm Srye(x) # ule) -

Donc ' # p.
La derniére assertion découle de la proposition 4.12. O

5.2 Unique ergodicité des translations sur le tore

L’équirépartition de la suite des {na} s’interpréte par 'unique ergodicité des “rotations
irrationnelles” sur le cercle R/Z. Cela se généralise facilement en toutes dimensions. Pour
cela, nous commencons par des rappels concernant le tore T,

Le tore TV est le quotient de RY par ZV, c’est-a-dire ’ensemble des N-uplets § =
(01,...,0n) ou 0; est un réel modulo 1. C’est un groupe topologique métrisable compact
et commutatif.

Il existe sur TV une unique mesure de probabilité borélienne invariante par transla-
tions : la mesure de Haar df, définie par

Voe oo, [ o) = [ elids
TN (0,1]
otl & est la classe de x modulo Z" et dz la mesure de Lebesgue sur RY.
Pour m dans Z~, on note e, I'application dans C°(T",C) donnée par
em(e) — 62i7r<m,0)

ou (m,0) = Zjvzl m;0; € R/Z. Par le théoréme de Stone-Weierstrass, la famille (e, ),,cz~
engendre un sous-espace vectoriel dense de C°(TV,C).
Pour toute mesure borélienne p sur TV, on note (¢, (12))mezn ses coefficients de Fourier

em(p) = /T eom dp = /T e TOR

L’application g — (cm (1)) mezny est injective. (Cela découle du résultat de densité ci-
dessus.)
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Proposition 5.2 Soienta = (ay,...,an) € RN« la classe modulo ZN de a et 7o : TV —
TN la translation 6 — 6 + o. Les assertions suivantes sont équivalentes :

To €St uniquement ergodique ;

T €st ergodique pour df ;

To admet une orbite dense;

toutes les orbites de 1, sont denses;

To €st minimal ;

SRR

les réels 1,aq,...,an sont linéairement indépendants sur Q.

Démonstration. (1) = (2) La mesure df est invariante, donc ergodique par unicité.
(2) = (3) Cela résulte de la proposition 4.2.

(3) = (4) Si l'orbite d’un point 6 est dense dans T¥, il en est de méme de l'orbite de
tous les autres points 6, car comme les translations 7, et 79—y commutent, I'application
continue 7y _g envoie 'orbite de 0 sur celle de @'.

(4) = (5) Ceci est général et a déja été vu (voir la remarque précédent la proposition 3.2).

(5) = (6) Sinon, il existerait un élément non nul m de Z" tel que (m,a) = 0. L’ensemble
des § dans T? tels que (m,0) = 0 dans R/Z serait donc un fermé non vide 7,-invariant,
contradiction.

(6) = (1) Soit p une mesure de probabilité borélienne 7,-invariante. On a donc les égalités

—2im(m,a) —2im(m,a)

e_m)=¢

em(p) = ple—m) = p(e—m 0 7a) = p(e em (i) -

Par hypothése, lorsque m # 0, I’élément (m, o) est non nul dans R/Z, donc ¢, (v) = 0. On
en déduit que, pour tout m, ¢, (1) = ¢, (df). L'injectivité de la décomposition en série de
Fourier assure que p = df. O

5.3 Equirépartition modulo 1 de la suite P(n)

Proposition 5.3 Soit o un nombre irrationnel. L’homéomorphisme f du tore TV donné
par
f(O1,...,0n) = (0L +,02+61,...,08 +0On-1)

est uniquement ergodique.

Démonstration. Soit p une mesure de probabilité f-invariante sur TV. On veut montrer
que p = df. Pour tout m dans Z, le coefficient de Fourier ¢,,(u) vérifie, par invariance de

w, Végalité ¢, (1) = p(e—m) = ple—m o f). Donc on a

—2iTmi«

C(ml,...,mN)(lu‘) =€ C(m1+m2,m2+m3...,mN_1+mN,mN)(:U‘) . (*)

Ces égalités a elles seules ne suffisent pas a montrer que ¢, (p) =1 si m =0 et ¢, () =0
sinon. Nous devons exploiter le fait que les nombres ¢, (1) sont les coefficients de Fourier
d’une mesure de probabilité. Notons

() = | P00) 60) du(0)
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le produit scalaire de L2(T™, ).

Montrons par récurrence sur d que si m = (mq,...,mg,0,...,0) # 0 alors ¢,;,,(u) = 0.
Sim = (m,0,...,0) # 0, alors les égalités (*) assurent que ¢, (1) = 0. Supposons le
résultat vrai pour d — 1, et soit m = (mq,...,mg,0,...,0).

Fixons M dans N—{0}. Pour k = 1,..., M, les fonctions ¢y = e, o f* sont de la forme
Ak€m(k) avec Ap un nombre complexe de module 1, m(k) = (mj, my,...,my,0,...,0) et
m!, = mg. Par hypothése de récurrence, on a donc

1 sik=F

(0o rL2 () = MM (k) —m(k)) = MkAR! Con () —m(er) (1) = { 0 sinon

Autrement dit, la famille (¢ )r=1,.. as est orthonormée. D’apreés le théoréme de Pythagore,
la fonction @ = e vérifie

M
Z |(r )2y | < N9l1E2 =1

k=1

On calcule facilement que (g, 1)12(,) = ple—m o *) = ple—m) = cm(p). Donc, on a
|lem (12)|? < 4. Comme ceci est vrai pour tout M, on a ¢, (1) = 0.
Ceci prouve que p et df ont mémes coefficients de Fourier. Donc p = df. O

Corollaire 5.4 Soit P un polynéne non constant & coefficients réels dont le coefficient
dominant est irrationnel. Alors la suite n — P(n) est équirépartie modulo 1.

En particulier, pour tout irrationnel «, la suite (na),en est équirépartie modulo 1.

Démonstration. Notons N le degré de P et ﬁa le coefficient dominant de P. Posons
Py = P et, par récurrence descendante, P;(X) = Pj11(X + 1) — Pj1(X) pour j =
0,...,N — 1. Le polynéme P; est de degré j et Py = . Posons 6, = (Pi(n),...,Pn(n))
mod Z". On a donc f(6,,) = 0,1 pour tout entier n. Comme f est uniquement ergodique,
les points 6,, = f™(0y) sont équirépartis sur TN, i.e. pour toute application continue ¢ sur
TN, on a

n—1

1
lim =S (6, = do .
ngrolonkzotp() /TNw

En choisissant ¢ ne dépendant que de la derniére coordonnée, on en déduit que la suite
P(n) est équirépartie modulo 1. O

5.4 Appendice : critére de Weyl et lemme de van der Corput

Dans ce paragraphe, nous donnons une démonstration “directe” de I’équirépartition des
P(n), ou P est un polyndne non constant a coefficients réels et a coefficient dominant
irrationnel.

Proposition 5.5 (Critére de Weyl) Une suite de réels (x,)nen est équirépartie modulo
1 si et seulement si, pour tout m dans Z — {0}, on a

n—1
lim _§ :6217Tm£k 0
n—oo N

k=0



Lemme 5.6 Soit F;([0, 1], C) l’espace vectoriel des fonctions bornées sur [0, 1], muni de la
norme |[¢|lec = supseio 1) [0(t)], et E le sous-espace vectoriel formé des fonctions ¢ telles
1

n—1

1
que lim - Z o(xg) = / ©(t) dt. Alors E est fermé dans F([0,1],C).

Démonstration. Soit ¢ dans l'adhérence E. Pour tout € > 0, il existe donc 7 dans
E tel que ||¢ — 9|l < €. Notons S,p = %Zz;é o(xg). Pour tout n > 1, on a donc

|Snp — Sptp] < e et ]folap — foll/}\ <e. Comme lim [S,¥ — folwl =0, on a

1
Sn@_/ (P‘SQG
0

Ceci est vrai pour tout €. Donc lim |S,¢ — fol ©| = 0. D’ou p est dans E, et E est fermé.
n—oo
O

lim sup
n—oo

Preuve du critére de Weyl : Supposons tout d’abord que (x,)nen est équirépartie.
Par hypothése, les fonctions caractéristiques d’intervalles sont dans £. Comme toute fonc-
tion continue sur [0, 1] est limite uniforme de fonctions en escalier, 'ensemble E contient
C°([0,1],C). En particulier, les fonctions e, : x + €™ sont dans E. On conclut en
remarquant que fol em = 0 pour m # 0.

Réciproquement, par hypothése, pour tout m dans Z, la fonction e, est dans £. Comme
toute fonction 1-périodique, de classe C?, est limite uniforme de sa série de Fourier, 1’en-
semble E contient les restrictions a [0, 1] de ces fonctions. Soit [a, b] un intervalle contenu

dans [0,1]. Pour tout € > 0, on peut donc trouver deux fonctions ¢, dans E telles que
1
@Sl[a,b} < et foﬂ)—SDSG-

A

0 a

On a alors Spp < Splljgp < Spt et

n—oo

1 1
b—a—e< / ¢ < liminf Syl < limsup Spligy < / Yv<b—a+e.
0 e 0

Ceci est vrai pour tout e. Donc lim Syl =b—a. O
n—oo

Corollaire 5.7 Pour tout irrationnel o, la suite (na),en est équirépartie modulo 1.

Démonstration. Ceci résulte du critére de Weyl, car pour m # 0, on a €™ £ 1 et

donc
n—1

1 )
- Z eQmmka
n

k=0

1— e2i7rmna

2

< : 0.0
— n‘l _ e2z7rma‘

1
n

1— e2z7rma N0
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Donnons une application amusante de ce corollaire. Considérons la suite 1,2, 4, 8,16, 32,
64,128,256, ... des puissances de 2, puis la suite 1,2,4,8,1,3,6,1,2,5,1,... des premiers
chiffres de ces nombres. La fréquence d’apparition d’un chiffre x dans cette suite est donnée
par le corollaire suivant.

Corollaire 5.8 Soit x dans {1,...,9}. Alors

lim S Card {k <n/ le premier chiffre de 2¥ est 2} = logy(1 + l) .
n—oo n T
Démonstration. Soit a = log;y 2. Alors le premier chiffre de 2F est x si et seulement s'il
existe p dans N tel que z 10?7 < 2F < (2 +1)10P, ce qui équivaut a fait que {ka} appartient
a lintervalle [logo z,logg(x + 1)[. Comme « est irrationnel, la limite ci-dessus existe, et
est égale a log g(z + 1) —log g = logo(1 + 1). O

Donnons maintenant une autre preuve du corollaire 5.4 d’équirépartition de la suite
des {P(n)}.

Lemme 5.9 Soit (2, )nen une suite de nombres complexes de module 1 telle que pour tout
. 1 n—1 o . 1 n—1 o

m>1, 111Ln010 > Y ko Zktmzk = 0. Alors on a nango =D k—0 2k = 0.

Démonstration. Sinon, comme cette suite est bornée, il existerait une sous-suite 7(n)

telle que lim % ZZ(:nO)*l zr = ¢ # 0. Posons y,, = z, — ¢, fixons un entier M > # et
n—oo

étudions la suite positive

1 T(n)—1|M—1 2
bn:— Yk+i
IO EPIE

- - . _ .
C’est une somme de M? termes by’ avec by = % Z;(:ng Yk+iVk+;, que l'on exprime a
laide des z, :

1 7(n)—1 c 7(n)—1 = 7(n)—1
bl = —— PhriZhig — = Zht) — —— Zhrgokyi + el
ISR g R 2 Sy 2y e

Le premier terme tend vers 0 si ¢ # j par hypothése, et les deux termes suivants tendent
vers —|c|?. Donc la limite lim by’ vaut 1 — |¢|? si i = j et —|c|? sinon. En sommant les
n—oo

M? termes, on obtient lim b, = M — M?|c|> < 0, ce qui contredit la positivité de la suite
n—oo

by, O

Lemme 5.10 (Lemme de van der Corput) Soit (a,)nen une suite réelle telle que, pour
tout m > 1, la suite (apym — an)nen est équirépartie modulo 1. Alors la suite (ap)nen est
équirépartie modulo 1.

Démonstration. Ceci résulte du critére de Weyl et du lemme 5.9 ci-dessus appliqué aux
suites (z, = e¥™Man), .\ pour m un entier non nul. O

Autre preuve du corollaire 5.4. Ce corollaire résulte d’un raisonnement par récurrence
sur le degré d du polynéme P, a partir du cas d = 1 démontré dans le corollaire 5.7, et a
I’aide du lemme de van der Corput. U
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5.5 Exercices

Exercice E.5.26 Soient f une transformation uniquement ergodique d’un espace mé-
trique compact X, p 'unique mesure de probabilité borélienne f-invariante sur X et S le
support de p.

(1) Montrer que tout fermé non vide f-invariant de X contient S.

(2) Lorsque f est bijedctive, a-t-on toujours I'égalité S = X ?

5.6 Indications pour la résolution des exercices

Exercice E.5.26 (1) Soit F' un tel fermé. Supposons par I'absurde qu’il existe un point
xo de S hors de F. Soit € = d(xg, F') > 0. La fonction positive ¢ : x +— sup{0, e — d(x,z¢)}
est continue, nulle sur F' et strictement positive en xg. Par définition, les moyennes de
Birkhoff S,p(z) = %ZZ;(% ¢(f*(z)) convergent vers [y ¢ dpu. or, pour tout z dans F, on
a Spe(x) = 0. Comme xp appartient a S, on a [ pdu > 0. Contradiction.

(2) Non, par exemple, on peut prendre X = RN{oo} et f: X — X l'application définie
par f(oo) =00 et f(z) =z + 1 pour x dans R.
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6 Meélange

Le mélange est une propriété d’un systéme dynamique plus forte que 'ergodicité. Nous
étudierons dans ce chapitre trois exemples ou cette propriété est vérifiée : les systémes
symboliques, certaines transformations linéaires du tore et le développement en fractions
continues. Un autre exemple important, généralisant ces exemples, est celui de certains
systémes de Markov, sur lequel nous reviendrons aux chapitres 11 et 12.

6.1 Transformations mélangeantes

Soit (X, B, 1) un espace de probabilité et f : X — X une application mesurable qui
préserve L.
On dit que f est mélangeante si

VABeB, lim u(ANf7(B)) = p(A)u(B) .

Remarques. (1) Une application mélangeante est ergodique. En effet, si A = f~1(A),
alors p(A) = p(AN f7(A)) = u(A)?, et donc u(A) vaut 0 ou 1.

(2) La propriété de mélange signifie que, pour n grand, les événements A et f~"(B)
sont asymptotiquement indépendants.

(3) Certains auteurs disent mélange fort au lieu de mélange, le mélange faible signifiant
que l'action diagonale de f sur X x X est ergodique pour p X p.

(4) Lorsque f est sous-entendue, on dit aussi que la mesure p est mélangeante.

L’interprétation L? du mélange est la suivante.

Proposition 6.1 L’application f est mélangeante si et seulement si
Vo e, i [ e e du=([ edi(| van.

En outre, il suffit de vérifier cette égalité (*) pour @, dans un sous-espace H' dense de
L2(X, u) pour qu’elle soit vraie pour tout o, dans L2(X, ).

Démonstration. Il suffit de prendre ¢ =4 et ¥ = 5 pour montrer que la condition est
suffisante.

Réciproquement, si f est mélangeante, alors I'égalité est vraie, par combinaison linéaire,
pour des fonctions étagées. Par densité des fonctions étagées dans L2(X, pu), il suffit de
montrer la derniére assertion de cette proposition. Pour cela, il suffit de montrer que pour
tout ¢ dans L2(X, i), le sous-espace H, des fonctions ¢ dans L2(X, i) telles que 1'égalité
(*) est vraie, est fermé dans L2(X, ).

Comme D'égalité (*) est vraie pour ¢ constante (car f préserve p), on peut supposer
que [ @ dp =0 et que ¢ n’est pas presque partout nulle. Soit ¢» dans H,. Pour tout e > 0,

il existe ¥ dans Hy, tel que [t — 1|2 < m. Onaalors | [ ¢. (o ") dul <Ti+Tp
L

avec
= | [ =0 i < lelhallo = vl < /2
X
et
= '/ (1o fr) du' <¢/2
X
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pour n assez grand car fX @ du = 0. Ceci prouve que lim fX ©. (o f") du=0. Donc ¢
n—oo

est dans H,, et H, est fermé. C’est ce que I'on voulait. U

6.2 Transformations linéaires du tore

Les transformations linéaires du tore TV sont des exemples particuliérement impor-
tants. D’une part, ils se prétent bien aux calculs. D’autre part, la complexité de leur dy-
namique est assez représentative de situations plus générales. Commencgons par quelques
résultats préliminaires.

Soit M = (myj)1<i j<n une matrice N x N a coefficients entiers. On note fy : ™ - TN
l'application (bien définie car les coefficients de M sont entiers) qui envoie 6 = (0;)1<i<n
sur

N
Fa() = O mighi)icisn -
j=1

De sorte que le diagramme suivant commute, avec p : z — 4@ = & mod Z :

RN M, RgN

pl Ip
™ DN

Lemme 6.2 On suppose que le déterminant de M est non nul. Alors
1. far est surjective,
2. far préserve la mesure de Haar A\ = df sur TV,
3. pour tout § dans TV, on a Card fy(0) = |det M].

Démonstration. (1) En effet, M et p sont surjectives.

(2) Rappelons que 75 : 2 +— x :  est la translation par § sur TV. Comme on a l'égalité
v o9 = Tr,0) © fm, pour tout 6 dans T, la mesure de probabilité image (fas)«A est
invariante par 7y, (5. Comme fjs est surjective, et que A est la seule mesure de probabilité
invariante par translation sur TV (voir section 5.2), on a (far)sA = .

(3) Ceci découle d'un argument immédiat de degré, mais nous donnons une preuve
(certes plus longue) qui ne nécessite pas de prérequis sur les revétements ni sur la géométrie
différentielle.

L’application fa; est un morphisme de groupes. Comme M est injective, son noyau
f]\_dl(()) est un sous-groupe discret, donc fini car TV est compact. On note d = Card fj\}1 (0),
Ac=]—e€e[N et B, =p(A.) avec 0 < € < (2N sup; ; Imij|)~1. On a, par la commutativité
du diagramme ci-dessus,

p ff fup(A) = My p M(A) = MY (MA +ZN) = Ac+ M2V

Donc
fﬂjjl(fM(Be)) = U (0 + Be)
03 (0)
et cette réunion est une réunion disjointe. On a alors
MFu(Be) = Mg (fur(Be))) = d A(B) -
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D’autre part, la formule de changement de variables dans RY donne
A(fm(Be)) = [det M| A(Be) .
Donc d = |det M|. O

Proposition 6.3 Soit fy; : TV — TV Uapplication donnée par une matrice M a coeffi-
cients entiers et telle que det M est non nul. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) far est mélangeante (pour df),
(ii) far est ergodique (pour df),

(iii) aucune valeur propre de M n’est racine de ['unité.
L’assertion (iii) peut aussi s’écrire

VneN-{0}, det(M"—-1)#0.

Voici quelques dessins avec la matrice M = ( 1 (1) qui montrent bien le mélange.
&7 /
&
B fir(B) fu(B) fm(B)

Remarquons qu’en prenant N = 1, on retrouve le fait déja vu au paragraphe 4.1 que
Papplication g : 6 — N6 de R/Z dans R/Z est ergodique pour tout N dans N — {0, 1}.

Démonstration. On note toujours e,, : 6 — e2im(m0) On a emofu = ey avec m' = Mm
I'image de m par la matrice transposée de M.

L’implication (i) = (7i) résulte de la remarque (1) de la section 6.1.

Montrons la contraposée de I'implication (ii) = (ii7). Supposons donc qu’il existe n > 1
tel que det (M™ —1) = 0. Alors, soit mg un élément non nul de Z" tel que ‘M"mg = mo.
Notons m; = 'M%mg La fonction continue ¢ = €mo + €my + .-+ €em,_, est alors fy-
invariante et non constante. Donc fj; n’est pas ergodique.

Pour I'implication (7i7) = (i), on veut montrer que

Vo, € L2(TN,dg), lim ©. (Yo fiy)do = (/ er) (/ M@) .
n=oo TN TN TN

Par la proposition 6.1, il suffit de le vérifier pour ¢, dans une partie dense de L2(T", df).
Par le théoréme de Stone-Weierstrass, on peut donc supposer que ¢ = ey et ¥ = e,, avec
{, m dans Z.

Sim = 0, assertion est évidente. Supposons donc m # 0. En particulier fqu W df =
0. On a légalité o o fI, = e, avec m, = ‘M"m € ZN . Par hypothése, ‘M n’a pas
de point périodique dans ZN — {0}. Donc la suite m,, prend des valeurs deux a deux
distinctes. En particulier, il existe ng dans N tel que pour n > ng, on a m, # £. On a alors
Jon - (0 o f;) df = 0. Ce qui prouve le mélange. O
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6.3 Fractions continues
6.3.1 Préliminaires

Il est facile d’approcher tout réel & par un rationnel g de dénominateur ¢ = N avec une

erreur d’au plus ﬁ Mieux, si on autorise un dénominateur ¢ < N, on peut I’approcher
avec une erreur d’au plus q% (c’est un théoréme de Dirichlet). Cela résulte du lemme des

tiroirs : on découpe lintervalle [0,1] en N intervalles I = [£, £E]; parmi les valeurs de
{nz} pour 0 < n < N, deux d’entre elles {n1z} et {n2x} sont dans le méme intervalle
et (ny — np)z differe d'un entier p par au plus % Donc (en supposant ng > np) avec
g=mns—mni,ona
.
¢~ gN ~ ¢

Le développement en fraction continue est une méthode qui permet de trouver rapidement
cette meilleure approximation. Voici cette méthode. Rappelons que si u est un nombre réel,
alors on note [u] la partie entiére de u et {u} = u — [u] sa partie fractionnaire.

Pour z dans ]0,1], on pose a1(z) = [1], et

f@={3}=1-a@.

x x

Pour n > 1, on pose, lorsque c’est défini, a, = a,(z) = a1(f" 'x). Remarquons que

an(z) > 1. Comme y = m pour tout y dans |0, 1], on a I'égalité
B 1
v 1
ay +
Lo
b
et an + fn(x)

En réduisant au méme dénominateur, on obtient une expression de la forme

T = DPn + Pn—1Tn
Qn + Qn—1Tn

avec x,, = f"(x) € [0, 1]. Les entiers p,, et g, sont obtenus par les égalités

<P1 74l ) _ < 1 a > ot { Dn+1 = An+1Pn + Pn—1 (%)
Po 4o 0 1 dn+1 = An+14n + n—1

Tout ceci est bien défini tant que f™(x) ne s’annule pas.
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Lemme 6.4 i) Le développement en fraction continue = +— (aq(x),az(x),...) s’arréte
si et seulement si x est rationnel.

i) Lapplication x — (ai(x),as(z),...) est une bijection de [0,1]—Q sur (N—{0})N—{0},

Démonstration. L’assertion i) est évidente. Pour ii), nous ne vérifierons que l'injectivité,
par des arguments qui nous reserviront plus tard. Le reste des affirmations est laissé en
exercie.

Notons Iy = a; ' (£) = ]“%1, 7] pour tout ¢ dans N — {0}, et, pour a = (ai,...,a,) avec
a; dans N — {0}, notons

Ag=I,Nf I )n...0f ™I )={zeX /a(x) =ar,...,an(z) =a,} .

D’aprés les calculs précédents, 'application f™ induit une bijection de A, sur [0, 1], dont
I'inverse, noté 1, : [0, 1] — A, est donné par la formule

_ Pn+DPny

wa(y) - qn + qn—1Y

ou les py, g, sont définis par les formules (*). On vérifie que ¢, tend en croissant vers +oo
et que
Pndn—1 — Pn—19n = (_1)1171 .

On en déduit que A, est un intervalle, qui a pour extrémités Z—: et %, et donc que
la longueur de A, vérifie
1 1
U(A) = ———< - — 0
Qn(Qn + Qn—l) 4, n—oo
D’oit le résultat. 0

Soit X D’espace topologique [0,1] — Q. L’application f : X — X, définie par f(z) =
{%}, est appelée la transformation de Gauss. Pour tout irrationnel z, on a, en posant
an = ap(x — [z]),

. 1

ai +
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6.3.2 Ergodicité de la transformation de Gauss

L’étude des fractions continues est intimement liée a celle du systéme dynamique me-
surable (X, f).

Lemme 6.5 (Gauss) La transformation de Gauss préserve la mesure de probabilité (dite

mesure de Gauss)
1 dx
w= log2 \1+z/)

Démonstration. Pour toute fonction positive mesurable ¢ sur [0,1], on a

1 dt © ¥ 1 ds
/Oso<f<t>>1—+t=2/@¢<r m‘z/ AFEEErE—

1 > 1 1 ds
/0 SD(S)T;(S—Fn)(S—{—n%—l) dS:/O SD(S)l—{—S'

Proposition 6.6 La transformation de Gauss est ergodique pour la mesure de Gauss.

On en déduit la propriété suivante sur la fréquence d’apparition d’un entier ¢ dans le
développement en fractions continues d’un réel z.

Corollaire 6.7 Pour presque tout = dans [0,1], pour tout £ dans N — {0}, on a

1
— < = =
Jim - Card {k < / ag(e) = £} = loma(1 + oy

).

Démonstration. Le théoréme ergodique de Birkhoff, appliqué a la transformation de
Gauss f et a la fonction intégrable ¢ = Iy, /4, (z)=¢}, affirme que, pour presque tout z,
cette limite existe et est égale a

1 dx 1 1 1
/(Pdu 10g2/1 1+2z log2 (og( +€) og( +€+1)> 082 +€(€+2))

+1

S|

Pour démontrer 'ergodicité de la transformation de Gauss, nous aurons besoin de
I'inégalité de gauche dans le lemme suivant (I'inégalité de droite sera utile pour montrer le
mélange).

Lemme 6.8 (Condition de Renyi) [ existe des constantes ¢, > 0 telles que, pour tout
borélien A de [0,1] et tout a = (ay,....,an) dans (N—{0})", on a

CHA)H(A) < p(Ba N F(A)) < ¢ p(Aa)u(A) .
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Démonstration. Il suffit de montrer cette assertion avec la mesure de Lebesgue A = dx
au lieu de la mesure de Gauss pu, car on a A < (2log 2)u < 2X. On rappelle que f™ est une
bijection de A, sur [0, 1], d’inverse ’homographie 1,. On écrit alors

(g1 F7(A)) = /w e /A )| dy

Comme [¢4,(y)] = a—pz> MAa)

(Gntqn_19)2"’ et gn—1 < gqn, On a

_ 1

- qn(Qn+Qn—l)
1

SAAa) < [ (y)l < 2MA) -

D’ou le résultat. O

Preuve de la proposition 6.6. Soit A un borélien tel que f~1(A) = A. D’aprés la
condition de Renyi, la mesure borélienne ¥V +— v(Y) = u(ANY) — ¢ p(A)p(Y) prend
des valeurs positives pour tout Y = A,. Elle prend donc, par approximation, des valeurs
positives sur toutes les fonctions continues positives. Donc v est une mesure positive. On
a donc v(“A) = —c u(A)u(“A) > 0. Donc p(A) vaut 0 ou 1, et la mesure de Gauss u est
ergodique. O

6.3.3 Taux de croissance du développement en fractions continues

La proposition suivante assure que, pour presque tout = dans [0, 1] et tout € > 0, la
suite a,(x) est un O(n'*¢), mais n’est pas un O(nlogn). En particulier, 'ensemble des x
dans [0, 1] dont le développement en fraction continue est borné est de mesure nulle.

Proposition 6.9 (Théoréme de Borel-Bernstein) Soient (ky,),>1 une suite croissante
d’entiers positifs non nuls et E={x € X /Vnog>1, In >ng, a,(z) > ky}.

i) 8P 51 k1 < oo, alors E est de mesure de Lebesgue nulle.

i) St > kol = 0o, alors °E est de mesure de Lebesque nulle.

Démonstration. C’est une adaptation du fameux lemme de Borel-Cantelli, voir par
exemple [Spr|. On note

Ak:{xeX/al(x)zk}:]o,%]—@.

On a donc k=% < (2log2)u(Ax) < 2k~!. Remarquons que la mesure de Lebesgue et la
mesure de Gauss sur [0, 1] sont absolument continues l'une par rapport a l'autre, c’est-a-
dire qu’elles ont les mémes ensembles de mesure nulle.

Montrons 'assertion i). Comme E = ﬂ U f"H(Ag,), on a, pour tout ng > 1,
no>1 n>ng
puisque f préserve p,

WE) < 30 T (AR )) = X nldn) < o 2 R

n>ng n>ng n>ng

Or cette derniére expression tend vers 0 quand ng tend vers U'infini, car la série converge.
Donc p(E) = 0.
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Montrons maintenant 'assertion ii). On a besoin, comme dans le lemme de Borel-
Cantelli, d'une propriété d’indépendance entre les parties f~""1(Ay, ). Cette propriété est
donnée par la condition de Renyi (lemme 6.8), qui dit que 'on a une inégalité

(AN FA)) 2 ep(A)u(A)

pour tout borélien A de X et toute partie A dans la g-algébre B,, sur X engendrée par les
A,NX avec a = (ai,...,ay). (En effet, par récurrence sur n, deux A, N X sont égaux ou
disjoints, et le complémentaire d'un A, N X dans X est une union dénombrable de A, N X.
Donc B, est ’ensemble des unions disjointes au plus dénombrables de A, N X. De plus, la
formule ci-dessus est stable par union disjointe dénombrable de A.)

Fixons ng > 1, et posons
n

U —j+1 Ak;

pour n > ng. La suite (°Cy,)n>n, est décroissante pour I'inclusion, d’intersection F),, avec
E = U,y>1 Fno- Pour montrer que p(E) = 0, il suffit donc de voir que nh_)rrgo w(¢Cp) =0
Or on a

Bt = °Ca)) = 1(Cr 0 F 7 1(A,)) > € p(“Cr) (A,
car Cy,—1 est dans B,_; (car Ay = ||~ Lr N X, et par récurrence). On en déduit que
p(°Cp) < p(Cr1)(1 — ¢ p(Ay,)), puis que

ﬁ (1—cp(Ay)) < ﬁ (1—@).

j=no Jj=no+1

Or ce produit tend vers 0 quand n tend vers l'infini, car la série Zk;l diverge. D’ou

lim p(°Cy) = 0. O
n—oo

6.3.4 Meélange de la transformation de Gauss

Avec un peu plus de travail, on peut préciser la proposition 6.6.
Proposition 6.10 La transformation de Gauss est mélangeante pour la mesure de Gauss.
Le lemme suivant nous donne un renseignement trés proche du mélange.

Lemme 6.11 [l existe des constantes ¢, > 0 telles que, pour tout boréliens A, B de [0, 1],
on a

¢ (A)u(B) < liminf (AN f~(B)) < lmsup u(AN F(B)) < ¢ p(A)u(B) . (+)
- n—00
Démonstration. D’aprés la condition de Renyi, c’est vrai pour A = A,, donc aussi pour
A dans la famille B’ = U,>18,,. Par un argument d’approximation, donné ci-dessous, cette
assertion est donc vraie pour tout borélien.

Notons AAA" = (A — A)U (A" — A) la différence symétrique de deux parties A, A’
Comme la o-algebre B des boréliens de [0, 1] est engendrée par I’algebre de Boole B’, pour
tout A dans B, on a

Ve>0, 34 eB, puAAA)<e
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(En effet, ’ensemble des boréliens A qui vérifient cette propriété est une o-algebre.) L’as-
sertion (*) pour A’ permet de montrer I'assertion pour A a e prés. Comme € est arbitraire,
lassertion (*) pour A s’en déduit. O

Preuve de la proposition 6.10. Posons Y = [0,1] x [0,1], g : Y — Y définie (presque
partout) par (z,2') — (f(z), f(2')), v = px pla mesure produit sur Y, et v, = pux (f™)spt
Dire que f est mélangeante, c’est dire que v, converge faiblement vers v (voir la proposition
6.1). Par compacité faible de l'espace M(Y") des mesures de probabilité sur Y, il suffit de
montrer que si une sous-suite v, converge faiblement vers une mesure de probabilité v,
alors vs, = v.

Lemme 6.12 Pour tous boréliens P,Q de Y, on a

Av(Pv(Q) < liminf (PN g ™(Q)) .
n—od
Démonstration. Cela résulte du lemme précédent, lorsque P et () sont des pavés P =
Ay X Ay, (Q = By X Bs, et donc aussi lorsque P et (Q sont des réunions finies disjointes de
pavés. Le cas général s’en déduit par approximation, comme ci-dessus. ]

Lemme 6.13 La mesure v est ergodique pour g.

Démonstration. Si @ est un borélien de Y tel que ¢~!(Q) = Q, alors en prenant P = €Q
dans le lemme précédant, on trouve v(Q)r(°Q) = 0. O

Lemme 6.14 Pour tout borélien P deY, on a vs(P) < dv(P).

Démonstration. Ceci résulte du lemme 6.11 lorsque P est un pavé P = Ax B avec A et B
fermés, car v (P) < limsup v, (P) < dv(P). Le cas général s’en déduit par approximation,
comme ci-dessus. O

Terminons la preuve de la proposition 6.10. Les mesures v, et v sont des mesures de
probabilité g-invariantes sur Y. La mesure v, est absolument continue par rapport a v
par le lemme précédent. Par le théoréme de Radon-Nikodym, il existe ¢ dans L!(Y,v) telle
que Vs = @r. La fonction ¢ est (v-presque partout) g-invariante. Comme v est ergodique,
Papplication ¢ est constante (v-presque partout), et v, = v. ]

6.4 Meélange des systémes symboliques

Ce paragraphe est un cas particulier du chapitre 11. Nous montrerons aussi dans le
chapitre 12 qu’une transformation hyperbolique du tore est conjuguée a un systéme sym-
bolique, donc sa propriété de mélange découle aussi de celle des systémes symboliques. De
méme, la transformation de Gauss est conjuguée a un systéme symbolique sur un alphabet
dénombrable. Mais comme son entropie est finie (voir chapitre 9), un théoréme d’Ornstein
[Orn| assure que la transformation de Gauss est conjuguée a un systéme symbolique (sur
un alphabet fini).

Proposition 6.15 Un systéme de Bernoulli est mélangeant.
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Démonstration. Soit (Y, A, v) un espace de probabilité, (X, B, 1) son espace produit (par
N ou Z) et o le décalage (voir paragraphe 2.3). D’aprés la proposition 6.1, comme 'espace
vectoriel engendré par les fonctions caractéristiques des cylindres est dense dans L2(X, p),
il suffit de montrer que pour tous les cylindres A, B, on a

lim u(AN o "(B)) = p(A)u(B)

n—oo

Or si on décale suffisamment de fois le cylindre B, il sera de “support” disjoint de celui de
A, et par définition de la mesure produit, le résultat en découle. ]

6.5 Exercices

Exercice E.6.27 Soit M une matrice N x N & coefficients entiers telle que det M # 0.
On suppose que |A\;| # 1 pour tout 4, ot Aq,..., Ay sont les valeurs propres de M. On note
N (n, M) le nombre de points z de TV tels que M"x = .

1. Montrer que
N
N, M)y =T]|x -1] .
j=1

2. En déduire la valeur de lim %log]\/(n, M).

Exercice E.6.28 Soit f : [0,1] — [0, 1] la transformation du boulanger définie par f(x) =
2esiz<iet flz)=2(1—x)siz> 1.

1. Montrer que f préserve la mesure de Lebesgue A = dx.
2. Montrer que f est ergodique pour .

3. Montrer que f est mélangeante pour \.

Exercice E.6.29 Soit X un espace métrisable compact, f : X — X une application
continue et p une mesure de probabilité borélienne f-invariante sur X, de support X. On
suppose que f est mélangeante pour pu. Montrer que f est topologiquement mélangeante,
i.e. que, pour tous les ouverts U, V non vides de X, il existe ng dans N tel que, pour tout

n>mng,ona fA(U)NV # 0.

Exercice E.6.30 Soit (X, 5, ) un espace de probabilité et f : X — X une application
mesurable qui préserve p. On suppose que f est mélangeante pour p.

1. Montrer que Iapplication f X f: X x X — X x X donnée par (z,y) — (f(x), f(y))
est mélangeante pour la mesure produit pu X p.

2. En déduire que f est faiblement mélangeante pour p (i.e. que f x f est ergodique
pour /1 X fi).

Exercice E.6.31 Est-ce qu’une rotation du cercle R/Z est mélangeante ?

Exercice E.6.32 Soient (X, A, u, f) et (Y,B,v,g) deux espaces de probabilité, munis
d’une application mesurable et préservant la mesure.
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(1) Montrer que f est ergodique si et seulement si
1 n—1
Voue 2t Y [ wweran — ([ pdn([ van).
na—5/Xx n—00 X X

(2) Montrer que si f est mélangeante et g ergodique, alors f x g : (z,y) — (f(x),g(y))
est ergodique sur 'espace de probabilité produit (X x Y, Ax B, ux v). (On rappelle que les
combinaisons linéaires des fonctions de la forme ¢(x,y) = p(x)¢'(y), avec ¢ dans L?(X, p)
et ¢ dans L2(Y,v), sont denses dans L2(X x Y, x v).)

(3) Donner un exemple d’espace de probabilité (X, A, 1) et de transformation ergodique
f:X — X, tels que f x f n’est pas ergodique sur l'espace de probabilité produit (X x
X, A X A ux p).

Exercice E.6.33 Soient (X, .4, 1) un espace de probabilité et f : X — X une application
mesurable et préservant la mesure. Pour k£ dans N — {0, 1}, on dit que f est mélangeante

d’ordre k si pour toutes les parties mesurables Aq,..., A, de X, et toutes les applications
T1,...,T de N dans N telles que lim 7;41(n) — 7(n) = oo pouri =1,....k — 1, on a
n—oo

k k
I (ﬂ fomi (Az‘)> — [ 4.
i=1 i=1

n—oo

(1) Montrer qu'un systéme dynamique symbolique est mélangeant d’ordre k pour tout

k dans N — {0, 1}.

(2) Soit N dans N — {0,1}. Montrer que l'application fy : 6 — N@ sur le cercle R/Z,
est mélangeante d’ordre k, pour tout k£ dans N — {0, 1}, pour la mesure de Haar.

(3) Soit N dans N — {0} et M une matrice inversible N-N & coefficients entiers, sans
valeur propre racine de I'unité. Montrer que I’application fys : « mod Z" +— Mz mod ZN
sur le tore RV / ZN | est mélangeante d’ordre k, pour tout k dans N — {0,1}, pour la mesure
de Haar.

Exercice E.6.34 Soient p dans [0,1[, ¢ =1—p, X = R/Z et f : X — X Dapplication
x — 2z de doublement de I'angle sur le cercle. On identifie 'ensemble X avec ’ensemble
[0,1]. Pour tout mesure de probabilité borélienne p sur X, on note p; = 7'(p) la mesure
de probabilité borélienne sur X définie par

T()(A) = qu(F(AN (0,5 ) +pu(FAN TS, 1[)

pour tout borélien A de X. On note p, = T"(p).
Pour tous les entiers k,d tels que 0 < k < 2%, on note Ii, q Vintervalle I}, g = [2%, Lk= ¥}

on écrit k en base 2
d—1
k= Z ai2i
=0

avec a; = 0 ou a; = 1, et on note wy = Z?;ol a;.
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1) Calculer p11([0,2[) et pi([3,11).
2)
3)

Montrer que I'on a piq({q) = pWrgd—wr,
Montrer que, pour n > d, on a fi,(I.q4) = pWhgd—wh,
4) Montrer que si une sous-suite (i, )ien converge faiblement vers une mesure de

probabilité borélienne pio, alors, pour tout k < 2%, on a jueo (1, kd) = p*r q?="¢. (On pourra
montrer tout d’abord que MOO(Q%) =0.)

5) Montrer qu'il existe une unique mesure de probabilité borélienne v = v, sur X telle
que, pour tous k,d avec k < 2%, on a v(Ipq) = pWkgd—wk

6) Montrer que, pour toute mesure de probabilité borélienne p, la suite (j, )nen converge
vers cette mesure de probabilité v.

7) Déterminer v lorsque p = %

1) Montrer que v est 'unique mesure de probabilité borélienne sur X telle que T'(v) = v.

)
2) Montrer que v est f-invariante.
3) Montrer que, pour tout borélien A de X, on a v(f~4(A) NI q) = v(A)v(Ii.q).
)

4) Montrer que f est mélangeante pour v.

5) Pour tout = dans X (identifié¢ avec [0, 1[), on note x = 0, b1bobs ... le développement
dyadique de x, autrement dit,
Tr = Z bi27i

ie N—{0}

avec b; = 0 ou b; = 1. Calculer, pour v-presque tout z dans X, la limite

1
lim — Card {i <n /b =1}.

n—oo N

6) Montrer que, pour v-presque tout x, 'orbite {f™(z) / n € N} est dense dans X.

7) Montrer que si p # p/, alors les mesures de probabilité v, et v, sont étrangeres (i.e. il
existe une partie de mesure nulle pour 'une et de mesure pleine pour l'autre).

6.6 Indications pour la résolution des exercices

Exercice E.6.28 (2) On montrera que toute partie A telle que f~1(A) = A vérifie aussi
aussi g1 (A) = A pour les transformations g définies par z +— 1 — z et = — {2z2}.

(3) On notera I 'un des intervalles [Qﬁn, %] pour 0 < k < 2", et on montrera que,

pour tout borélien A de [0,1], on a A(f~"(A)NI) = AA)N).
On peut aussi résoudre a la fois (2) et (3) en utilisant une conjugaison (au sens de la
mesure) avec un systéme dynamgiues symbolique.

Exercice E.6.31 Non. Soit f la rotation d’angle 6. Si A = B = [0, ﬁ], si ng est une
suite d’entiers tels que |(ngf —3)( mod 1)| < 1k (qui existe si 6 est irrationnel, par densité
de l'orbite), alors comme f préserve la longueur, les intervalles A et ™ (B) sont disjoints,

donc u(AN f~"(B)) =0, alors que p(A)u(B) =
56
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1 n—1
Exercice E.6.32 On note S,p = — Z @o fk.
n
k=0
(1) Si f est ergodique, alors par le théoréme ergodique, S, converge dans L2(X, p)
vers la fonction constante de valeur [ ¥ du, pour tout ¢ dans L2(X, u). Par continuité du
produit scalaire de I'espace de Hilbert L2(X, i), pour tout ¢ dans L?(X, u), on en déduit
donc que fX © Spt du converge vers fX pdu fX 1 dpu, ce qui montre le sens direct.
Réciproquement, pour tout ¢ dans L2(X, u1), si la suite des f ¢ Snt dp converge vers
Jx pdp [ ¥ dp pour tout ¢ dans L2(X, i), alors Spv — Jx ¥ dp converge (faiblement,
donc fortement) dans L2(X, ) vers la fonction nulle. Ceci implique que Sp — [ v Ydu
converge presque partout vers la fonction nulle. Si ¢ est (presque partout) invariante par
f, il en découle que 1 est presque partout constante. Donc f est ergodique.

(2) Par le sens réciproque de la question (1) appliqué au produit, par densité des
combinaisons linéaires de fonctions produits dans L2(X x Y, u x v), et par bilinéarité, il
suffit de montrer que, pour tout ¢, ¢’ dans L2(X, u) et 1,4 dans L2(Y,v), on a

1 n—1 , i .
23 [ e el ) (6 ) dute)anty

n
=0 n—0oo

/ o@)F () du@)dvly) | Y@ () du@)duy)
XxY

XxY
Ceci équivaut a

n—1

S ewortan [ ¢ wodyi) — ([ wdu [ vaw(| v [ van.

k=0 n—00

Comme f est mélangeante, on a [, ¢ (¢ o Fydp) — Jx @ dp [ 1 dp, et le résultat
n—oo
découle donc de lergodicité de g par le sens direct de la question (1).

(3) Soit f une rotation d’angle irrationnel sur le cercle X = R/Z, identifié avec [0, 1].
Alors f est ergodique pour la mesure de Lebesgue, mais F = {(6,0") e X x X /|0 —0'| <
1/2} est un borélien de X x X, vérifiant (f x f)~'(E) = E, d’intérieur non vide, et de
complémentaire d’intérieur non vide, donc de mesure non nulle et non totale pour la mesure
de Haar produit. Donc f x f n’est pas ergodique.

Exercice E.6.33 Remarquons que f est mélangeant a l'ordre 2 si et seulement si f est
mélangeante. La méme méthode que dans le cours montre les deux questions.

(1) Soit A un alphabet fini, X = A¥ avec E = Nou Z, et f = o le décalage & gauche sur
X. Comme la g-algébre de X est engendrée par les cylindres, il suffit de vérifier I'assertion
lorsque les A; sont des cylindres. Soit F; une partie finie de F, A;, une partie de A pour
tout i =1,...,k et p dans E, avec A;, = A si p ¢ E;. Soit A; le cylindre HpeE A; .. Alors
si n est assez grand, 'ensemble (E;11 + 7i41(n)) N ((E1 4+ m1(n)) U... U (E; + 7i(n))) est
vide pour tout ¢ = 1,---, k—1, donc, par définition du décalage et de la valeur de la mesure
produit sur les cylindres,

r,(n Card A; k
(ﬂf ) HH e iHle@)
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ce qui montre le résultat.

(2) Une méthode rapide est de conjuguer mesurablement le systéme dynamique de
cette question au systéme dynamique de la question précédente, en prenant les développe-
ments N-adiques. Voici une méthode qui s’adapte facilement pour traiter aussi le cas de
la troisiéme question.

De la méme maniére que pour le mélange, étant donné un sous-espace dense H de
L?(X, i), on montre que f est mélangeante a l'ordre k si et seulement si, pour toutes les
applications 1, ..., @, dans H, et toutes les applications 7, ..., 7, de N dans N telles que
nan;O Tj+1(n) — 7j(n) = +oo pour j =1,...,k —1,ona

k k
/ [Ieier™dn — H/sojdu- (+)
X 5o i1 Jx

n—00

Soit X = R/Z et p1 la mesure de Haar sur X. Pour m dans Z, on note comme d’habitude
2immi0  Par multilinéarité, et par le théoréme de Stone -Weierstrass, il suffit de
montrer que pour tous mr, ..., my dans Z, on a la formule (*) pour ¢; = em;- On raisonne
par récurrence sur k. Comme remarqué ci-dessus, c’est vrai pour k = 2. Si my, = 0, alors le
résultat est vrai par I’hypothése au rang k—1. On suppose donc my non nul. En particulier,

k
/wkd/L:O:H/wjdu-
X o Jx

em:0—e

] 7;(n)

Ona ;o =ey,, avec Lj, = N7i™Mm;. Comme 14(n) — 7;(n) — + oo pour j =
n—oo
1,...,k—1, et comme N > 2, pour n assez grand, on a
k=1 nrrs (n
N7 |Z 1 V7 il
|mk|

Donc pour n assez grand, Zle N7i(")m, est non nul, et par conséquent

k
/ [Teicsr™™du=o0,
X =1
ce qu’il fallait montrer.

Exercice E.6.34 1) Onapi([0,3])=qget um(2,1]) =p.
2) Parmi les intervalles Iy, 4, f(Ikd), - -, fd_l(LzC 4), exactement wy sont inclus dans

[2,1[ et les d — wy, autres sont inclus dans [0, 5 [. Donc

pa(lia) = p™r g™ u([0,1]) = p“rq?™ .
3) Appliquons la question A 2) a la mesure ¢/ = p1,,_gq. On a

d*’wk

pin(Ii,a) = pg(Iea) = p**q
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4) Soit xp un point de X qui peut sécrire zy = 2%. Choisissons une fonction positive

continue ¢ telle que ¢o(xg) =1 et o < ]I[ ket |- On a alors

k—1
2d 2 od

, , k—1 k+1
too({z0}) < /msooduoo = klggo/xsoo djtny, < ) fi, ({7 Tod D
< 2max{p’, ¢’} .

Comme on peut choisir d aussi grand que I'on veut, on a pio({zg}) = 0.
Comme uoo({Q%}) = ,uoo({%}) = 0, pour tout ¢ > 0, on peut choisir des fonctions

continues ¢ et ¥ telles que ¢ <1, , < et fX(Q/) — ¢)diiso < €. On a alors

Moo(Ik,d)S/ wduoos/ pdps + €= lim / pdpn, +¢€
X X k~>oo X

< Hm g, (Ing) + € = phg?™"* +e.
k—o0

De méme,

pocllea) = [ = [ b= e = lim [ b, e
X X k X
>

Hm fin, (Iy,a) —€=p“rq¢""" —e.
k—o0

d—wp,

On en déduit que pioo(Iy,q) = p™*q

5) Par compacité faible de I’ensemble M(X) des mesures de probabilité boréliennes
sur X, on peut trouver une suite extraite (ny)ren comme en 4). La mesure de probabilité
UV = fieo convient. Pour montrer 'unicité, il suffit de remarquer que, comme toute fonction
continue est limite uniforme de combinaisons linéaires d’applications de la forme Iy, ,, on
connait v sur les fonctions continues.

6) Si p, ne convergeait pas vers v, par compacité faible de M(X), il existerait une
sous-suite qui convergerait vers une autre mesure de probabilité /. Ceci contredirait la
question 4).

7) Lorsque p = %, la mesure v est la mesure de Lebesgue dux.

'B| 1) En calculant comme en A 2), on a Tw)(Ixq) = p“rq?“*. Donc par A 5), on a
v="T().

2) Par construction, on a f.(T'(1)) = p. Donc fi(v) = v.

3) On montre, comme en A 2), que

pa(f~A) N Iya) = p(A)p“rq?— .

11 suffit alors de prendre p = v.
4) Donc, si ¢ et 9 sont des fonctions de la forme Iy, ,, on a

Tim. X(wf")wdu:(/xtpch/) (/deu) .

Comme ces fonctions engendrent un sous-espace dense de IL!'(X,v), I'application f est
mélangeante pour v.

29



5) La mesure de probabilité v est donc ergodique pour f. Le théoréme ergodique de
Birkhoff, appliqué a la fonction ¢ = H[ 1 1[» prouve que, pour v-presque tout , la limite
2 K

1 1
lim — Card {i <n /b, =1} = — lim Sye(x)
n n—oo

n—oo N

existe et est égale a fX pdv =p.
6) D’aprés A 5), le support de v est égal & X. Il suffit d’appliquer la proposition 4.2.
7) En effet, les ensembles

1
E :{xEX/ lim —Card{ign/bizl}:p}
n—oo N

sont disjoints et, d’aprés B 5), vérifient v*(E,) = 1.
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7 Stabilité structurelle

Dans ce chapitre, nous montrons des phénomeénes de “stabilité sous perturbation” pour
des systémes dynamiques qui vérifient des hypothéses “d’hyperbolicité”. Dit en terme de
physiciens, il s’agit de montrer que “le chaos est stable par petite perturbation”. Nous mon-
trerons trois tels résultats de stabilité par petite pertubation, un cas linéaire (la proposition
7.4), un cas local (le théoréme de Grobman-Hartman 7.6) et un cas global (le théoréme
d’Anosov 7.11).

Les exemples principaux sont encore les automorphismes linéaires du tore, qui, lorsque
que leur matrice entiére associée n’a pas de valeur propre de module un, sont les archétypes
des transformations “chaotiques”. Les démonstrations reposent sur le théoréme du point
fixe pour les applications contractantes.

7.1 Le théoréme du point fixe
Le résultat suivant est bien classique.
Théoréme 7.1 Soient (X,d) un espace métrique complet, et ¢ : X — X une application

d-lipschitzienne avec § < 1. Alors ¢ admet un unique point fixe £. En outre, pour tout xg
dans X, on a

d(z0,€) < (1= 6)"d(xo, p(0)) -

Démonstration. Pour montrer ’existence, considérons la suite de points définie par x,, =
©"(z0). On a d(xy, Tpt1) < 0"d(x0, ¢(x0)). Donc la série

> d(wn, wni) < (1= 6)"d(xo, p(wo))
n=0

converge. Donc la suite x,, est de Cauchy, et sa limite ¢ vérifie p(¢) = lim ¢(z,) = £ et
n—oo
A0, ) < (1 - 8)~Ld(z, $(0)).

Pour montrer I'unicité, soient ¢ et ¢’ des points fixes. On a d(¢,¢') = d(p(£), p(¢')) <
5 d,0). Donc £ = /. O

Voici une premiére application de ce théoréme. On munit espace vectoriel RY d’une
norme || . ||. Pour toute application linéaire 7' de R" dans R, on note alors

IT]] = sup [[T(2)||
/=1

la norme d’opérateur associée.

Lemme 7.2 Soient T une bijection linéaire de RN et f : RN — RN une application §-
lipschitzienne avec & < ||T~Y||~1. Alors lapplication F = T + f est un homéomorphisme
bilipschitzien.

Ceci signifie que F et F~! sont lipschitziens. On note

Lip (f) = sup LF&) = f@I

rH#x! ||$ —$/||
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la constante de Lipschitz de f.

Démonstration. Comme F =T o (id + T~ ' o f) et que Lip (T' o f) < ||T7Y|| Lip (f),

il suffit de montrer ce lemme avec T' = id et § < 1, ce que nous supposons désormais.
Montrons que F est surjective. Soit y dans RY et ¢ : z +— y — f(z). L’application ¢

est d-lipschitzienne sur RY. Elle a donc un unique point fixe z. Celui-ci vérifie F(z) = y.
L’application F est clairement (1 4 §)-lipschitzienne. Pour tous z, 2’ dans RY, on a

1F(z) = F(@)]| = |lo — 2'|| = [If(z) = f@)]| = (1 = 8)||l= — 2] .

Donc F est injective, et F~! est (1 — &)~ !-lipschitzienne. O

7.2 Automorphismes linéaires hyperboliques de RY

Une bijection linéaire T' de I’espace vectoriel E = R est dite hyperbolique s’il existe une
décomposition £ = E; @ E,, en somme directe de sous-espaces T-invariants (i.e. TE; = Ej
et TE, = E,) tels que, en notant S =T |g, et U =T |g,, il existe n > 1 tel que ||S™|| < 1
et [|JUT"|| < 1. (Les espaces Es et S, peuvent étre réduits & {0}. Ce ne sera bien sir pas
le cas lorsque 1'on suppose que T est de déterminant 1.)

y.
S

Une telle transformation est 'archétype local d’un systéme dynamique hyperbolique
(voir par exemple [KH]), et une familiarisation avec ce modeéle linéaire est fondamental
pour la théorie générale.

Remarques : (1) Cette définition ne dépend pas du choix de la norme sur E.

(2) La norme de E est dite adaptée a T sion a ||S|| < 1et |[U™!|| < 1 et si, pour tous
xs dans Ey et x, dans E,,, on a ||xs + x,|| = max{||zs]|, ||x.||}. On appelle alors constante
d’hyperbolicité la constante

ch(T) = max{[[ S|, [[UTH|]} < 1.
Cette constante d’hyperbolicité dépend du choix de la norme adaptée.

Lemme 7.3 Soit T un automorphisme linéaire de RYN. Alors T est hyperbolique si et
seulement si T' n’a pas de valeur propre de module 1. Dans ce cas, il existe une norme sur
RN adaptée o T.
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Démonstration. Si T est hyperbolique, les valeurs propres de S sont de module stricte-
ment inférieur a 1, celles de U~ aussi.

Réciproquement, supposons que T n’a pas de valeur propre de module 1. On peut
écrite E = Es @ E, et T = S @ U ou les valeurs propres de S et U~! sont de module
strictement inférieur & 1. En mettant sous forme de Jordan la matrice de S, on vérifie que
nango |S™|| = 0. Et donc, il existe un entier n > 1 tel que |[S™|| < 1. De méme avec U ™!,

Pour montrer la derniére affirmation, on part d’une norme quelconque || .|| sur R, on
prend un entier n comme dans la définition et on pose

n—1 n—1
||:cs+asu||/=max{2||skxs||,2||vkxu||} .
k=0 k=0

Cette application ||.||" est une norme, adaptée a T'. O

Les théorémes de stabilité que nous montrerons se déduiront de la proposition suivante.
Celle-ci implique en particulier qu’une petite perturbation (suffisamment réguliére) d’un
automorphisme hyperbolique de RY lui est topologiquement conjuguée.

Proposition 7.4 Soit T une bijection linéaire hyperbolique de E = RN . On fize une norme
[|.|| sur E adaptée a T. Soit F =T + f ou f: E — E est une application bornée et §-
lipschitzienne avec § < inf{1—ch(T),||T~1||7'}. Alors il existe un unique homéomorphisme
H=1id+ h de E tel que h: E — E est uniformément continue et bornée, avec

HoT =FoH.

Remarques. (1) L’application F' a donc un unique point fixe : le point H(0).

(2) On notera || f||loc = sup,cp ||f(z)||. Il résultera de la démonstration que
1l < (1 =0 = ch(T)) 7| £l

et que h dépend continuement de f.

(3) Il n’est pas toujours possible de trouver une telle application H qui soit lipschit-
zienne. Par exemple, prendre £ = R, T(x) = 2z, f(x) = —esinz. En effet, dans cet
exemple, on a H(0) =0, et si on note x,, =27 — 0 et y, = H(z,) — 0, alors on a

e He) 11

lim = =

n—oo Yn o n—oo F(H($n+1)) F/(O) 2—¢€ ’

d’out limy,, o0 22 = o0.
n

(4) C’est I'hypothése “h bornée” qui force 'unicité de h. En effet, T' commute a de
nombreux éléments de GL(E).

En particulier, cette proposition dit que la transformation linéaire hyperbolique T et sa
petite pertubation F' ont “la méme dynamique” (voir section 2.1 ou le dessin ci-dessous).
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Notons H = UCB(E, E) l'espace de Banach (vérifiez en exercice que c’en est bien un!)
des applications uniformément continues et bornées de E dans E, muni de la norme || . ||co-
Voici une reformulation de la proposition précédente.

R RY

Proposition 7.5 Soit T une bijection linéaire hyperbolique de E = RN . On fize une norme
||| sur E adaptée a T. Soient F =T + f et G =T + g ou f,g : E — E sont deux
applications bornées et d-lipschitzienne avec § < inf{1 — ch(T),||T~||7'}.

(i) Alors il existe un unique élément h de H tel que H = id + h vérifie Fo H = H o G.
En outre, on a ||h||sc < (1 =8 — ch(T))7Y|f — 9l|oo-

(i) L’application H est un homéomorphisme.

Démonstration. (i) Pour toute application v : E — F, on note 75 : E — Eset v, : E —
Ey, les applications telles que v = 5 + 7. En projetant 1’égalité F'o H = H o G sur F; et
E,,, on obtient
stH+Sohs = gs+hsoG
{ fuoH+Uohy, = gy+h,oG

Ce qui se traduit par I'égalité h = E, ol

}VLS = (fsoH—i—Sohs_gs)oGil
hy = U_lo(hqu+gu_quH)

Notons que par le lemme 7.2 et le fait que § < ||T~!||~!, Papplication G est un homéo-
morphisme bilipschitzien de E. B

L’application ¢ : H — H définie par h + h est (6 + ch(T'))-lipschitzienne. En effet,
comme E est muni d’une norme adaptée a T', pour évaluer ||h — I||o avec h,h’ dans H,
il suffit de calculer

1hs = Wylloo < |Ifs 0 H = fs0 H'|loo + [|S]] [Ihs = Pylloo < (Lip (f5) + ISIDIR = B |l <
(0 + ch(T)[h — |
et

1 = W ulloo < 1UH| 1y © G = iy 0 Glloo + U] [ fuo H = fuo H'llos <

(UM + Lip (f)lIh = Hllse < (6 + ch(T)lh — 1l
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I'avant derniére inégalité étant vérifiée car ||[U~!|| < 1, puisque la norme est adaptée a T
L’assertion (i) résulte alors du théoréme du point fixe 7.1. La derniére affirmation
s’obtient a l’aide de la derniére assertion du théoréme 7.1, en prenant o = 0. En effet,

d(0,9(0)) = 1101]oc < max{[|(fs = gs) © G~ |loo, [1U [ 19w — fulloo} < llg = flloo -

(ii) En échangeant les roles de f et g, on trouve h' dans H tel que H' = id + h' vérifie
H'oF =GoH'. Onadonc (HoH')oF = Fo(HoH'). Comme HoH'—id=h'+hoH'
est dans H, par unicité dans la partie (i), on a H o H' = id. De méme, on a H' o H = id,
et H est un homéomorphisme. O

7.3 Le théoréme de Grobman-Hartman

Le théoreme suivant affirme que, dans certains cas, un difféomorphisme est localement
topologiquement conjugué au voisinage d’un point fixe a sa différentielle. En particulier, la
dynamique de ce difféeomorphisme sera “la méme” que celle de sa différentielle. Voir [KH]
pour une autre preuve.

Théoréme 7.6 Soient Q un ouvert de RN, ¢ : Q — RN un C-difféomorphisme local et
xo un point fize hyperbolique de ¢ (i.e. xq est un point de  tel que p(xg) = o et tel que
la différentielle T = Dy(xg) est un automorphisme hyperbolique).

Alors il existe des voisinages ouwverts U de 0 dans RN etV de xo dans Q, et un homéo-
morphisme H : U — V tel que, pour tout x dans U avec T'(x) dans U, on a

HoT(x)=¢poH(x).

U V

Remarque. Si g n’est pas hyperbolique, ceci n’est plus vrai. Par exemple, on peut consi-
dérer I'application ¢ : C — C définie par z — e™z(1 — |22|).
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Démonstration. Soit o : RN — R une fonction test de classe C* telle que a(z) = 1 si
l|[z[| <1 et a(x) =0si||z]] > 2, et soit ac(z) = a(Z).

On peut supposer zg = 0. Ecrivons alors ¢ = T+ f ol f : Q — RY est de classe C! et
vérifie f(0) =0 et Df(0) = 0. Posons F, =T + f. avec f. = a.f. On prend € assez petit.
L’application F, : RN — R coincide avec I sur B(0,¢) et avec T en dehors de B(0, 2¢).
L’application fe est bornée et lipschitzienne, avec (par le théoréme des accroissements finis)

Lip (f.) = sup ||Dfc(z)]| .

z€RN
Or on a fa)
T T x
Dfe(x) = a(Z) Df(x) + —— Da(-).
Notons M = max { ||@||cc, || z — ||Da(x)]|| ||cc }. On a alors
. @I
Lip(fo) <M { sup [[Df(z)||+ sup <3M sup [|Df(z)]|
x€B(0,2¢) x€B(0,2¢) € x€B(0,2¢)
(encore par le théoréme des accroissements finis, car f(0) = 0 et Df(0) = 0). Donc

Lip (f.) tend vers 0 avec €, et on peut appliquer la proposition 7.4 & F. Il existe donc
un homéomorphisme H de RY tel que H o T = F. o H. On prend alors U = B(0,¢) et
V = H(B(0,€)) et on remplace H par sa restriction a U. O

7.4 Quelques lemmes de relévement

Rassemblons ici quelques lemmes de relévements dont nous aurons besoin. Notons p :
RN — T¥ la projection canonique.

Lemme 7.7 (Relévement des chemins) Pour toute application continue ¢ : [0,1] —
TN et tout point xy tel que p(x)) = ©(0), il existe une unique application continue @ :
[0,1] — R telle que (0) = z¢ et po @ = .

Lemme 7.8 (Relévement des applications) Pour toute application continue v de R’
dans TN et tout point xo de ]RNNt(fl que p(wo) = (0), il eriste une unique application
continue 1 : RY — RN telle que (0) = zg et poh = 1.

Corollaire 7.9 Pour toute application continue f : TN — TN et tout point xg de RY tel
que p(xo) = f (o),
1. il existe une unique application continue f: RN — RN, appelé relévement de f telle
que f(0) =zq et po f = fop,
2. il existe une matrice f, a coefficients entiers telle que

Ve eRY, VzeZV, flz+2)=f(z)+ fu(2),

3. La matrice fy est l'unique matrice M telle que f— M est une application bornée sur
RV,
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Remarque. Ces résultats pour X = TV se généralisent a tout espace topologique X

connexe par arcs et localement connexe par arcs, si on remplace RY par un revétement

universel de X (s'il existe) et ZN par son groupe fondamental. Voir par exemple les notes

de cours [Pau|, ainsi que |God, Hat, Spa).

Preuve du lemme 7.7 Pour montrer I'unicité, soient @, deux relévements de ¢ tels

que $(0) = &' (0). Comme @ — @' est continue et prend ses valeurs dans Z¥, on a ¢ = &'.
Pour montrer 'existence, on peut supposer N = 1 en prenant les coordonnées. Par

compacité, on découpe lintervalle [0,1] en un nombre fini d’intervalles [t;,t;11] tels que
o([ti tir1]) # TL. On reléve alors successivement ¢ sur chaque intervalle. O

Preuve du lemme 7.8 Pour z dans RYY', on note @, 'application de [0, 1] dans TV définie
par t — (tx).

L’unicité découle du fait que 'on a forcément 1(z) = 5,(1).

Pour montrer l'existence, on pose {pv(x) = ¢, (1). Le procédé de construction dans la
démonstration ci-dessus assure que 1; est continue. ]

Preuve du corollaire 7.9 (1) On applique le lemme 7.8 & 1) = f o p.

(2) Soient z, 2’ dans ZV. L’application z — f(z+2)— f(x) est une application continue
a valeurs dans Z". Elle est donc égale & une constante f,(z). On a

F@)+ 1) = (Fa+z+2) = fla+ ) + (fla+2) = F@) = £+ 2) .

Donc f, est un morphisme de groupes de ZY dans lui-méme, et est donc donnée par
une matrice & coefficients entiers.

(3) Remarquer que f— f+ est continue et ZN-périodique, donc bornée, et que toute
application linéaire bornée sur RV est nulle. ]

Munissons le tore TV de la distance

d9,0") = inf ||z — 2/
p(z)=0, p(z')=0’

ot ||. ]| est la norme euclidienne sur RV,

Lemme 7.10 Soient f, g deux applications continues de TN dans T telles que, pour tout
0 dans TV, on a d(f(0),9(0)) < 3. Alors on a f. = gs.

Démonstration. Notons f, g :RY — RY des relévements de f et g. L’application continue
~ e}
J—g prend ses valeurs dans (J,,~ B (2, %) Comme ces boules sont disjointes, 'application

f — g est bornée, donc par le corollaire 7.9, f, — g, est bornée, et f, = g,. U

On note C'(TY, TV) I’ensemble des applications f : TV — TV de classe O, i.e. telles
que f: RY — R est de classe C'. Pour tout point § = p(z) dans TV, on note alors
Df(#) = Df(x). Cette application linéaire ne dépend ni du choix de f ni du choix de z.
C’est, par définition la différentielle de f en 6. Voir un cours de géométrie différentielle
(par exemple [Laf, Spi|) pour des compléments.

On munit 'ensemble C'(TY, TV) de la distance d; donnée par

di(f,9) = Sup (d(f(0),9(0)) +[[Df(0) — Dg(0)] ) -
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7.5 Stabilité structurelle des automorphismes hyperboliques du tore.

Soit M une matrice inversible & coefficients entiers. Nous avons vu dans les chapitres
précédents que la dynamique de la transformation fy; : TV — TV peut étre trés chaotique :
mélange, densité des orbites périodiques, ...

Le théoréme suivant affirme que, lorsque M est hyperbolique, cette dynamique chao-
tique n’est pas modifiée par une petite pertubation de fa;.

Théoréme 7.11 (Théoréme d’Anosov) Soit M une matrice inversible a coefficients
entiers et hyperbolique. Alors il existe un voisinage U de fyr dans CI(TN, ']I‘N) tel que toute
application f dans U est topologiquement conjuguée a far (i-e. il existe un homéomorphisme

h de TV tel que ho f = fayroh).

Remarque. On peut choisir 'homéomorphisme h vérifiant en plus I'égalité h, = id. En
outre, il existe alors un seul homéomorphisme h vérifiant ces deux conditions. Cela résultera
de la démonstration.
Démonstration. D’aprés le lemme 7.10, si on choisit U suffisamment petit, tous les élé-
ments f de U veérifient f, = (far)« = M.

D’aprés le corollaire 7.9, les relévements f de f s’écrivent f = M + ¢ avec ¢ une
application bornée sur RY. Quitte & réduire U, on peut supposer que la constante de
Lipschitz

Lip (¢) = sup IDf(0) — Dfu(®)l|

est aussi petite que 'on veut. B
La proposition 7.4 nous donne alors un homéomorphisme H de RY tel que Hof = MoH
et tel que 'application H — id est bornée.

Lemme 7.12 Soit x dans RY. Le point H(x) est l'unique point y de RY tel que
sup [[M"y — f"(z)]| < oo.
ne”L

Démonstration. Le point H(z) vérifie bien cette condition, car on a M"™H (z) — fr(z) =
Hf™(x) — f™(z) et I'application H — id est bornée.

Réciproquement, si un point y = H(x) + v vérifie cette condition, alors la suite
(M™)pez est bornée. Comme M est hyperbolique, on a forcément v = 0. U

Pour terminer la preuve du théoréme d’Anosov 7.11, montrons qu’il existe une appli-
cation continue h : TN — TV telle que p o H = h o p. Pour cela, il suffit de voir que

VzeZN, Ve eRY, H(x+z2)=H(x)+z2.
Mais cette égalité résulte du lemme ci-dessus, car la suite
M"(H(z) +2) — f"(x+2) = M"H(x) — f"(x)

est bornée.
L’application h vérifie ho f = fy; o h. Il reste & voir que h est un homéomorphisme. Or
linverse H' = H~! vérifie aussi les égalités

VeeZV Vo eRY, H'(z+2)=H'(z)+z.

Il existe donc aussi une application continue h’ telle que p o H' = h’/ o p. Par construction,
I est inverse de h. 0
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7.6 Exercices
Exercice E.7.35 Soit Q un ouvert de RV, ¢ : © — R un difféomorphisme local de classe
C!, 2o un point fixe de ¢, T' = Dp(zq) et Sp(T) I'ensemble des valeurs propres de 7.

1. Montrer que si Sp(T') est contenu dans {z € C / |z| < 1}, alors xg est asymptotique-
ment stable, i.e. Ve >0, 36 >0, Vo € B(xg,0), VneN-—{0},

(@) —moll S € et lim o"(x) =z
n—oo
2. Donner un exemple de point fixe non asymptotiquement stable.

Exercice E.7.36 Donner un exemple de matrice M a coefficients entiers de déterminant
1 (i.e. M € SLy(Z)) qui n'admet pas de valeur propre racine de l'unité (de sorte que
I'application fas : TN — TV est mélangeante pour df), mais qui n’est pas hyperbolique.

Exercice E.7.37 (Lemme de pistage) Soit 7" une bijection linéaire hyperbolique de
RY || || une norme sur R adaptée a T', et ¢ > 0. Montrer que, pour toute suite (y,)nez
de RY telle que

sup ||yn+1 - T(yn)H <,
nez

il existe un unique point y de RY tel que
€
su -7 <
wp [l =T < TG
(Autrement dit, toute e-pseudo-orbite de T est €-pistée par une (vraie) orbite avec ¢ =
lfc;(T) )
Exercice E.7.38 (1) Soient (X, B, u) un espace de probabilité, et f : X — X une ap-

plication mesurable qui préserve p. On suppose f bijective, et son inverse mesurable. Soit
@ : X — C une application p-sommable. On note, pour tout x dans X,

|
—
3

|
—

n

p(f M) -

0

S|

p(ff(x)) et Sp_p(z) =
0

SRS

Snp(z) =

Eond
f
iy

Montrer que, pour p-presque tout z dans X, les limites
o(x) = lim Spp(x) et @_(x)= lim S, _p(x) .
n—oo n—oo

existent et sont égales.

(2) On prend désormais X = TV, B la o-algébre des boréliens et p = df la mesure de
Haar. On note £ = RY, p: E — X la projection canonique, || - || une norme sur E et d
la distance quotient sur X, donnée par d(6,6") = inf{||v — ¢'|| / p(v) = 0, p(v") = 0'}. Soit
1 : X — C une application lipschitzienne de constante de Lipschitz Lip(v)).

Montrer que, pour tout  dans X et v dans F, on a

[9(0 + p(v) = ¢(0)] < Lip(4)[[v]] -

(3) Soit M une matrice N x N a coefficients entiers telle que det M = +1 et fys la
transformation de X telle que po M = fj; o p.
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a) Montrer que fy est bijective. On prendra désormais f = fay.

b) On note, pour § dans X, par 7p : X — X la translation par 6. Montrer que
Jotg=1pg) 0 [
(4) On suppose désormais que M est hyperbolique. On choisit pour norme || - || une norme
adaptée a M, et on note ' = F; ® F, la décomposition de E en sous-espaces M-invariants

telle que
ch(M) = max{||M |g, |I,[|1M~ |, [} <1.

a) Montrer que, pour tout # dans X et v dans Fg, on a

Lip(v)

1506+ p(v) = SV O) < = 5y

[lol] -

b) Montrer que, pour tout v dans Fs, on a {ﬁ:o p(v) = 12): p-presque partout.
¢) Montrer que, pour tout v dans E,, on ato p(v) = 1 p-presque partout.
) Montrer que, pour tout v dans F, on a ¢ o Tp(v) = 1 p-presque partout.
e) Montrer que 1 est constante p-presque partout.

f) Montrer que ¢ est constante u-presque partout.

g) En déduire que f est ergodique pour pu.

o,

7.7 Indications pour la résolution des exercices

Exercice E.7.36 On cherchera avec N = 4 et on considérera le polynéme X4 4+ 2X3 +
X?+2X +1.

Exercice E.7.37 Indication. On se ramenera au cas ||T|| < 1. On prendra alors y =
lim T™(y_n).

n—-+o00

Preuve. En écrivant y, = (v, y) dans la décomposition en sous-espace stable et instable
E = E; ¢ E,, qui est T-invariante, et puisque la norme est adaptée, on a sup,cz ||ys —
T(y;)|| < eetsup,cz |lyn — T(yy)|| < e. En se restreignant a Ey et E, et en remplagant
f par f~! sur E,, on peut donc supposer que E = F et ||T|| < 1.

Comme ||T""(y_(n11) = T (y—n)|l < 171" 1T (y=n-1) — y-nll < €l|T[[", la suite des
T"(y—p) est de Cauchy, donc converge vers un élément y de F.

Pour k dans Z, pour n > 1—k, ona yp—T*(y) = Z?:Jrok_l (T (y—i) — T M (y—i—1)) +
Tktny_, — Tky, donc

n+k—1

k i k
lye =TI < D IT1 Nyr—i = T (yr—ie DI+ NI (=) = ]
1=0

par conséquent ||yx — T%(y)|| < T

Exercice E.7.38 (1) On posera A = {z € X / ¢(x) > ¢_(x)} et on calculera [,(@(x) >
¢—(x)) dp.
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8 Représentations unitaires

Nous avons étudié, dans les chapitres précédents, divers exemples de systémes dyna-
miques sur le tore TV, qui est le quotient du groupe G = RY par le sous-groupe discret
I' = ZV, en particulier pour I’action par translations de R sur T™V. Dans ce chapitre, nous
étendons cette étude a des groupes G non commutatif comme G = SLy(R).

L’exemple le plus simple de tel systéme dynamique sur I'\G s’interpréte géométrique-
ment comme le “flot géodésique” sur un quotient du “plan hyperbolique”, voir paragraphe
8.6.

Le quotient I'\G n’est plus un groupe, mais un espace homogeéne sous l'action de G.
Les séries de Fourier, qui jouaient un réle si important pour le tore T, seront remplacées
ici par les représentations unitaires de G.

En effet, si G = RY, I' = Z% alors les fonctions trigonométriques e,, forment une
base hilbertienne de I'espace de Hilbert H = L2(ZV\R¥, df), sur lequel le groupe RY agit
par (t,¢) — (7(t)¢ : * mod TV  ¢(x + t mod TV)). Cette action est une représentation
unitaire de G = R sur H (voir paragraphe 8.2 pour leur définition). La preuve de l'er-
godicité des translations par un élément ¢ de R™ totalement irrationnel (voir paragraphe
4.1) passait par I'étude des coefficients matriciels (voir paragraphe 8.2 pour leur défini-
tion) (m(nt)em, ), et en particulier leur annulation pour n assez grand. C’est ce résultat
d’annulation qui formera la trame de tout ce chapitre.

Nous renvoyons par exemple aux références [Car, BHV]| pour des généralités sur les
représentations unitaires, et & [BM, HT| pour le contenu du paragraphe 8.4.

Dans tout ce chapitre, on fixe un entier N > 2.

8.1 Sur SLy(R)

Soit G le groupe topologique localement compact
SLy(R)={g € M(N,R) / det g=1}.

Pour g dans G, on note A\; et pg les homéomorphismes de G définies par A\ : = — gz
(translation & gauche) et p, : x +— xg~t (translation a droite).

Lemme 8.1 1. 1l existe une mesure borélienne v sur G, finie sur les compacts, telle
que, pour tout g dans G, on a (Ag)«v = v.
2. Pour tout g dans G, on a aussi (pg)«V = V.
Remarque. L’assertion (1) est vraie pour tout groupe topologique localement compact

G. La mesure v est unique & un scalaire multiplicatif pres, et est appelée mesure de Haar
(& gauche). Lorsque l'assertion (2) est vérifiée, on dit que G est unimodulaire.

Démonstration. Il est facile de construire explicitement v pour G = SLy(R). On note
A la mesure de Lebesgue sur M(N,R) ~ RN2, et on pose, pour tout borélien A de G,

y(A)zA({xeM(N,R)/ 1<detx<2 et %xé/l}).
(det z)™

On a bien (Ag)«v = (pg)«v = v, car les application linéaires de M(N,R) définies par
x — gr et x — xg~ ' sont de déterminant 1, pour tout ¢ dans G. O
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Il existe sur G (au moins) une distance d¢ invariante a gauche, i.e. telle que pour tous
g,x,y dans G, on a

da(gz,gy) = da(x,y) .

On peut, par exemple, en notant e la matrice identité et || || une norme matricielle (i.e. une
norme sur My (R) veérifiant ||zy|| < ||z|| ||y||, comme la norme d’opérateur en tant qu’ap-
plication linéaire de I’espace euclidien R”, voir paragraphe 7.1), prendre la distance

de(z,y) =log(1 + |lz ™ty — ell) +log(1 + [ly 'z —el]) .

(L’inégalité triangulaire découle par exemple des inégalités

1

Lt lla z—ell = 1+ |la 7y —ell+[ly 2 —ell+ (o7 2 —ell = lla ™'y —ell = [ly™'z —ell) <

1 1

Lt loly —ell + Iy 2 —ell + @™ 2 —e) = a7y —e) = (y~
L |lz ™y el +lly e —el |+ [z y—e)(y 2 —e)l| < (L [la™ y —el DL+ ]ly~ 2 —el]) )

z—e)l| =

Soit I" un sous-groupe discret de G. Il existe donc €y > 0 tel que Bg(e,2¢9) NI = {e}.
Par définition, le quotient X = I'\G est ’ensemble des classes a gauches z = I'g. On le
munit de la distance (qui induit la topologie quotient)

d(Tg,Tg") = inf dg(9,79') ,
~yel'

et on note p la projection canonique p : G — X définie par g — I'g. On a, comme pour le
tore TV, le résultat suivant, dont la preuve est laissée au lecteur.

Lemme 8.2 Pour tout g dans G, Uapplication p induit un homéomorphisme de Ba(g, €o)
sur B(p(g),€0). De plus, p~*(B(p(g),€0)) est la réunion disjointe des boules Ba(vg, €o)
pour v dans I O

Pour g dans G et x dans X, on note encore p l'action de G sur X par translation a

droite sur les classes & gauches i.e. p(g) : x — gt

Lemme 8.3 [l existe une mesure borélienne p sur X telle que

VgeG, plg)p=p.

Remarque. Ce lemme est encore vrai pour tous les groupes topologiques localement
compacts G et leurs sous-groupes discrets I'. La mesure p est unique a scalaire multiplicatif
pres.

Démonstration. On définit d’abord p sur les boules B(p(g), §) : pour tout borélien A

contenu dans B(p(g), ), on écrit A = p(A) avec A un borélien contenu dans B(g, %) et

on pose (A) = v(A). Cela ne dépend pas des choix, car v est invariante & gauche.

On définit alors p sur X : pour tout borélien A, on écrit A = | |,y A; avec les A; des
boréliens deux a deux disjoints, de diameétre au plus ', et on pose pu(A) = > .y pu(Aq).
Cela ne dépend pas non plus des choix. Par construction, et comme G est unimodulaire,

pour tout g dans G, on a u(Ag) = u(A). O
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Un sous-groupe discret I' de G est appelé un réseau si u(I'\G) < oco. Il est dit cocompact
(ou uniforme) si I'\G est compact.

Exemples : (1) Le sous-groupe SLy(Z) est un réseau non cocompact de SLy (R).
(2) Le groupe topologique SLx (R) contient aussi des réseaux cocompacts.

Nous ne montrerons pas ces assertions, voir par exemple [Bor, BHC|. Ces exemples
sont construits de fagon arithmétique et sont le point de départ d’une interaction riche
“systémes dynamiques <—> arithmétique”, voir par exemple [Zim, Mar].

8.2 Représentations unitaires

Lorsque I' est un réseau de G, 'action des éléments g de G sur X = I'\G est un
systéme dynamique, qui préserve la mesure finie pu. Pour étudier les propriétés ergodiques
de ce systéme dynamique, nous aurons besoin de la définition suivante. Si H est un espace
de Hilbert, on note U(H) le groupe unitaire de H, i.e. le groupe des bijections linéaires
continues u dans L£(H) telles que uu* = u*u = 1. En particulier, 'application G x H — H
définie par (g,v) — 7(g)v est une action du groupe G sur I'ensemble H.

Une représentation unitaire de G dans un espace de Hilbert H est un morphisme de
groupes m : G — U(H) tel que, pour tout v dans H, l'application G — H définie par
g — m(g)v est continue.

Exemple : Pour ¢ dans L2(X, u1), on note m(g)p I'élément de L?(X, 1) donné par

(m(9)p) (x) = p(zg) -

Comme p est invariante par I'action par translation & droite de G, I'application linéaire
7(g) est dans U(L?(X, 1)). Le morphisme de groupes 7 : G — U(IL?(X, u)) ainsi défini est
une représentation unitaire dans I'espace de Hilbert L2(X, y).

Démonstration. Le seul point non trivial est la continuité de l'application g — 7(g)ep.
C’est vrai si ¢ est dans C.(X), 'ensemble des fonctions continues & support compact sur
X. On conclut par densité de C.(X) dans L?(X) : soient g,, une suite dans G qui converge
vers g, ¢ dans L2(X) et € > 0; il existe g dans C.(X) tel que ||¢ — pol|r2 < €; alors

[[7(gn)e — m(g)ellLz < 2[le — wollLz + [|7(gn)wo — m(9)pollLz < 3e

pour n assez grand. U

Onnote H® ={v e H /Y ge G, 7(g)v="1}.
Exemple : Soit
Lg(X,u)Z{SDGLQ(X,M)//Xsoduzo}-

C’est un sous-espace de Hilbert de L2(X, i), qui est G-invariant. On a L2(X, )¢ = {0}
(rappelons que si un groupe G agit sur un ensemble E, on note E® I’ensemble des points
de FE fixés par tous les éléments de G).

Démonstration. Soit ¢ € L3(X, u). Pour tout g dans G, on a ¢(xg) = p(z) pour u-
presque tout x. Donc, par Fubini, pour p-presque tout x, on a ¢(xg) = ¢(z) pour v-
presque tout g. On fixe un tel point z. Lorsque g décrit le complémentaire d’un ensemble
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v-négligeable, les points xg décrivent le complémentaire d’un ensemble p-négligeable. Donc
p est constante p-presque tout. Comme ¢ est d’intégrale nulle, elle est nulle p-presque tout.

O
Remarque. Cette preuve montre que L?(X, ,u)G est réduit aux fonctions p-presque partout

constantes.

Pour v,v" dans H, on note ¢,, l'application de G dans C définie par ¢, . (g9) =
((m(g)v,v"), appelée un coefficient matriciel de w. C’est une fonction continue sur G. Le
coefficient matriciel ¢, ,, a comme propriété remarquable d’étre invariant a droite par le
fixateur de v et invariant & gauche par le fixateur de v’ :

Vg hh €G, simhjv=uv et m(k)0 =, alors ¢, (K gh)=cpv(g)

8.3 [Ergodicité des quotients de SL»(R) par un réseau

t 0 1 s __ (10
Pourt>Oet5€R,onnoteat—<0 t_1>’u5_<0 1>,etu5—<5 1>.

Théoréme 8.4 Soit I' un réseau de G = SLa(R) et t # 1 (respectivement s # 0). Alors
Paction de a; (respectivement de ugs ou de ug ) est ergodique pour .

D’aprés la proposition 4.1, ce théoréme est une conséquence du résultat suivant, appli-
qué & H = L2(X, ), en utilisant la derniére remarque du paragraphe 8.2.

Proposition 8.5 Soit (H, ) une représentation unitaire de G et t # 1 (respectivement
s # 0). Alors tout vecteur v de H qui est ag-invariant (respectivement ug-invariant ou
uy -invariant) est G-invariant.

Cette proposition repose sur les lemmes suivants.

Lemme 8.6 (Phénoméne de Mautner) Pour tout v dans H, on note G, = {g €
G | m(g)v = v} le fizateur de v.

a) Le fizateur G, est un sous-groupe fermé de G.
b) On a Uéquivalence g € Gy < cy,(g) = |Jv||%.

¢) Soit g dans G tel qu’il existe des suites gn dans G et sy, s, dans Gy, avec
lim g, =g et lim s,g,s, =e.
n—oo n—oo
Alors g est dans G,,.

Démonstration. L’assertion a) est claire, et b) résulte de 1'égalité

Im(g)v —ol[> =2 (Iv][* = Re(cyu(q)) -

Pour montrer lassertion c), remarquons que ¢,,(gn) = Cypo(Sngns),) car m(s,)v = v et

m(s,)v = v. Par continuité, on en déduit que c,,(g9) = cyu(e) = |[v]|[% 1l résulte de

lassertion b) que g est dans G,,. U
Le phénomeéne de Mautner permet de montrer les deux lemmes suivants.
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Lemme 8.7 Soit v dans H et t # 1. St v est az-invariant, alors, pour tout s dans R, le
vecteur v est us-tnvariant et ug -invariant.

Démonstration. On peut supposer ¢ > 1. Pour montrer que v est us-invariant, on applique
le lemme 8.6 ¢) avec g, = g = ug, s, = a; " et s, = a}. On a juste a vérifier que

s a5 — 1 t72ns .
ngn n - 0 1 oo 9

ce qui est clair. On montre de méme que v est u -invariant. O

Lemme 8.8 Soit v dans H et s # 0. Si v est us-invariant (respectivement ug -invariant),
alors pour tout t > 0, le vecteur v est az-invariant.

Démonstration. Supposons que v est ug-invariant. Pour montrer que v est as-invariant,
il suffit de le prouver lorsque ¢ est un rationnel ¢t = g. On applique alors le lemme 8.6 ¢)
avec

N

Il

S

S

|
VR
oIz
[ O
N~

N

3

Il
VY
o |+
3‘|>QI’U
S =

On a juste a vérifier que

, 1 0
SngnSn = =1 4 - €,

snp n—00

ce qui est clair. On procéde de méme fagon lorsque v est u -invariant. ]

Preuve de la proposition 8.5. Soit v un vecteur a;, us; ou uy -invariant de H pour un
t # 1 ou s # 0. Il résulte des lemmes 8.7 et 8.8 que le groupe G, fixant v contient tous les
éléments de la forme ay, uy ou uy. Comme ces éléments engendrent G, on a G, = G. [

8.4 Décroissance des coefficients et mélange

L’étude précédente pour G = SLo(R) va nous permettre de montrer le résultat plus
général suivant.

Théoréme 8.9 SoitT" un réseau de G = SLy(R) et g un élément de G tel que lim ||g"|| =
n—oo

oo. Alors laction de g sur T\G est mélangeante pour .

Démonstration. D’aprés la proposition 6.1, il suffit d’appliquer la proposition suivante
avec H = L3(T'\G, p), car tout élément G-invariant de H est nul (voir la fin du paragraphe
8.2). 0

Proposition 8.10 (Théoréme de Howe-Moore) Soit G = SLy(R), m une représen-
tation unitaire de G dans un espace de Hilbert H, et v,w des vecteurs de H. Si HE = {0},
alors

lim (7(g)v,w) =0.

llgl|—o0
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Pour montrer ce théoréme, nous aurons besoin de deux résultats bien classiques (voir
par exemple |[MT], ainsi que la proposition 4.10 pour le second). Notons K = SOn(R) et

751 0 N
At ={g= - / 1 >... >ty >0 et Htizl
0 tn i=1

Lemme 8.11 (Décomposition de Cartan) On a G = KATK.

Autrement dit, tout élément g de G peut s’écrire g = kyaky avec ky, ko dans K et a
dans AT,

Démonstration. La matrice {gg est symétrique, définie positive. Il existe donc une matrice
symétrique définie positive p telle que tgg = p?. On a donc g = k'p avec k' = gp~! dans
K. On diagonalise p dans une base orthonormée en ordonnant ses valeurs propres, d’oul
p = kak™! avec k dans K et a dans AT. On a alors g = k’kak™". C’est ce que 'on voulait.
O

On dit qu’une suite v,, dans un espace de Hilbert H converge faiblement vers un vecteur
v dans ‘H si, pour tout w dans H, on a

lim (v, w) = (v, w) .
n—oo

Le produit scalaire de H étant non dégénéré, ce vecteur v est alors unique.

Lemme 8.12 (Compacité faible) Toute suite bornée v, dans un espace de Hilbert sé-
parable admet une sous-suile vy () qui converge faiblement.

Démonstration. Soit (w;);eny une partie dénombrable dense dans H. Par un procédé
d’extraction diagonale, on peut supposer que pour tout i, la suite bornée n +— (v,,w;)
converge. On en déduit, par approximation, que pour tout w dans H, la suite (v,,w) est
de Cauchy, donc converge vers un réel f(w). La majoration |f(w)| < ||w|| maxpen ||vn]]
montre que f est une forme linéaire continue, donc par le théoréme de Riesz (le dual de H
est ‘H pour la dualité donnée par le produit scalaire, voir par exemple [Rud]), de la forme

f(w) = (v, w). O

Preuve du théoréme de Howe-Moore. Comme G est séparable, quitte a se restreindre
au plus petit sous-espace fermé G-invariant contenant v,w, on peut supposer que H est
séparable.
Supposons par Pabsurde qu'il existe € > 0, v/, w’ dans H et une suite g, dans G tels
que
VneN, |(r(gn),w')|>¢€ et nlljgo l|gn|| = oo .

Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que ﬂ(gn)v' converge faiblement vers un
vecteur v(,. Notre hypothése assure que v, est non nul.

Par la décomposition de Cartan, écrivons g, = kipanks, avec ki, ks, dans K et
a, dans AT. Comme K est compact, quitte & extraire, on peut supposer que les limites
ki = nlirr;o kin et kg = nlirr;o ko, existent. On pose v = w(ka)v' et vy = 7'('(/{31_1)?}6.
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Lemme 8.13 Avec ces notations, la suite a, de AT vérifie
lim ||a,|| = o0
n—oo
et la suite w(ay)v converge faiblement vers le vecteur non nul vg.

Démonstration. La premiére assertion est claire. Pour montrer la seconde, on calcule,
pour tout w dans H, en posant w” = m(ki)w,

(m(an)v — vo, w)| = [{m(k1anke)v — v), w")| < Ty + To + T

avec

Ty = [(m(kranks)v" = w(krankon)v', w")| < ||w(ka)v" — (ko n)t'[] [w"]]  — 0,

n—oo

Ty = [(m(k1ankzn)v — w(kinankon)v’, w")| < || 7 (k" = a(kp)w"] — 0,

1n
n—oo
et
T3 = [{7(gn)v — vé,w">| — 0. O

n—oo

Notons Fj;; la matrice N x N dont les coefficients sont tous nuls sauf celui a la place
(4,7) qui vaut 1. Pour i # j, on note Ujj;, Ajj, Si; les sous-groupes suivants de G :

Uij = {id + sEjj / s € R}

Ay ={id+ (t —1)E; + (1 —1)Ej; / t >0}
Sij = {id+ (a — 1)Ey; + bE;j + cEji + (d — 1)Ejj / ad — be = 1}

Les groupes S;; sont isomorphes au groupe SLs(R). On pourra leur appliquer la proposition
8.5.

Lemme 8.14 Avec ces notations, il existe k € {1,...,N — 1} tel que, pour tout i,j avec
1<i<k<j<N, levecteur vy est Ujj-invariant.

Démonstration. Les matrices a,, sont diagonales avec des coefficients diagonaux (¢; ,,)1<i<n
décroissants. Comme lim ||a,|| = oo et det a, = 1, on peut trouver un entier k tel que
n—oo

lim ¢ /ths1,n = 00.
n—oo

Soit u dans U;j avec 1 <4 < k < j < N. On veut montrer que m(u)vg = vg.

Rappelons que si X est une matrice diagonale inversible, de coefficients diagonaux
Z1,...,TN, et si Y = (y;5)1<ij<n, alors la matrice XY X1 est égale a (F:yij)1<ij<N-

<i,j< y <i,j<
Le choix de k assure donc que 'on a lim a,, 'ua, = e. Par un calcul analogue & celui

n—oo
du lemme 8.13, on a alors (les limites étant prises au sens de la convergence faible sur H)

m(u)vg = lim 7(u)w(ay)v = lim 7(a,)w(a, 'ua,)v = lim 7 (a,)v = v .

n—oo n—oo n—oo

C’est ce que 'on voulait. O
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Lemme 8.15 Le groupe G = SLn(R) est engendré par les sous-groupes A;; et Us; avec
1<4,j< N eti#j.

Démonstration. Pour g dans G, la matrice (1 4+ sE;;)g est obtenue & partir de g par
“une opération élémentaire sur les lignes” qui consiste a ajouter & la i-éme ligne de g un
multiple de sa j-éme ligne. De méme, la matrice g(1 + sE;;) est obtenue a partir de g par
“une opération élémentaire sur les colonnes”. Partant de n’importe quelle matrice g, on
se rameéne, par une succession d’opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes & la
matrice identité. OJ

Terminons maintenant la preuve du théoréeme de Howe-Moore. Pour résumer ce qui
précéde, en raisonnant par l’absurde, nous avons construit un entier £ < N — 1 et un
vecteur non nul vy de H, qui est invariant par tous les groupes U;; avec 1 <i < k < j < N.
D’aprés la proposition 8.5, ce vecteur vy est S;j-invariant. Il est en particulier A;;-invariant
et donc invariant par toutes les matrices Ay avec 1 < ¢/, 5" < N et i/ # j'. De nouveau,
par la proposition 8.5, ce vecteur est Uy j-invariant. Le lemme 8.15 ci-dessus prouve que le
vecteur non nul vy est G-invariant, contradiction. ]

8.5 Une construction de réseaux uniformes de SLy(R)

Il existe plusieurs fagons de construire des réseaux cocompacts de SLy(R) par I'analyse,
la géométrie ou 'arithmétique. La méthode ci-dessous est arithmétique, voir par exemple
[Kat]. Elle a 'avantage d’étre trés explicite et de se généraliser facilement & SLy(R), voir
par exemple [BHC|. (Il suffit de disposer d'un corps gauche (i.e. non commutatif) Ag, de
dimension N? sur Q, tel que l'algébre Ag ®g R soit isomorphe & l'algébre des matrices
M(N,R). De tels corps gauches existent, voir par exemple [CohP].)

Fixons deux entiers a, b au moins égaux a 1, tels que 'équation 22 — ay? — bz? n’ait pas

de solution entiéres non nulles, par exemple a = 2 et b = 3. On note

g:< z+yva \/5(2—75\/5)>
A\ Vb(z+tva)  z-yya

pour tout v = (x,y, z,t) dans R,

Proposition 8.16 L’ensemble I' = {g, / v € Z* et det(g,) = 1} est un sous-groupe
discret cocompact du groupe G = SLo(R).

Démonstration. Vérifions tout d’abord que I' est un groupe. Pour v dans R?* on a
gp=xzl+yl+2J+tK avec

() ) (5 ) (s ).

Les égalités I = al, J? = b1, IJ = —JI = —K assurent que Ag = {g, / v € Q*} est
une Q-algébre et que Az = {g, / v € Z*} est un anneau. On appelle Ag (respectivement
Az) une algébre de quaternions sur Q (respectivement anneau des quaternions entiers). On
appelle conjugué de g, I'élément gy avec v = (z, —y, —z, —t). On a P'égalité

Gv 97 = 95 go = det (gv) 1.
Ce qui prouve que I' est un groupe. Il est clair que I' est discret dans G = SLa(R) C R
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Lemme 8.17 Tout élément non nul de Ag est inversible (donc Ag est un corps gauche).

Démonstration. Cela résulte de notre hypothése sur a,b. En effet, si det (g,) =0, on a
22 — ay? = b(2? — at?). En multipliant par 22 — at?, on en déduit que X% —a¥Y? — 522 =0
avec X = xz+ayt, Y = xt+yz et Z = 22 —at?. Les solutions entiéres de cette équation sont
nulles. Il en est de méme des solutions rationnelles. Donc X =Y = Z = 0. L’hypothése sur
a,b et I'égalité Z = 0 impliquent que z =t = 0. Donc x =y = z =t = 0, contradiction. [J

Notons que l'algébre Ag = {g, / v € R*} est égale & M(2,R), donc contient des
éléments non nuls non inversibles.
Nous aurons besoin de deux lemmes classiques.

Lemme 8.18 (Minkovski) Soient (e, ..., en) une base de RN, A = | det (e, ..., en)|,
L =7Ze1 + ...+ Zen et C un conveze fermé de RN qui est symétrique (i.e. (v € C) &
(—v e ()) et tel que vol(C) > 2"A. Alors C contient un vecteur non nul de L.

C’est encore vrai sous 'hypothése vol(C') > 2"A, par un argument de passage a la
limite.

Démonstration. La mesure de Lebesgue sur RY induit sur le tore RV /L une mesure p
telle que p(RY/L) = A. Comme vol (3C) > A, la projection canonique p : RY — RV /L,
restreinte a %C’ n’est pas injective. Il existe donc des points x,y dans %C tel que x — y est
dans L — {0}. Par symétrie de C, les points 2z et —2y sont dans C. Donc, par convexité
de C', leur milieu x — y est aussi dans C. Le résultat en découle. O

Pour montrer que I' est cocompact dans GG, on doit construire un compact K de G tel
que, pour tout g dans G, il existe g, dans I' tel que g,g est dans K. On va tout d’abord
chercher g, dans Az — {0}.

Corollaire 8.19 Il existe un compact C' de M(2,R) tel que, pour tout g dans G, il existe
gy dans Az, — {0} tel que g,g soit dans C'.

Démonstration. L’espace vectoriel M(2,R) s’identifie a R*. Les images eq, e, e3, 4 des
éléments 1, I, J, K par 'application g, +— ¢, g forment une base, dont la valeur absolue du
déterminant A = 4ab ne dépend pas de g. Il suffit donc d’appliquer le lemme de Minkovski
a une boule euclidienne centrée en 0 et de rayon suffisamment grand dans R*. U

Pour pouvoir choisir g, dans I', nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 8.20 Soit n un entier non nul et B, = {g € M(N,Z) / det g = n}. Alors il
existe une partie finie Gy, de B, telle que B, = Gy, SLy(Z).

Démonstration. Multiplier a gauche une matrice g par une matrice de la forme Id+ sE;;
avec s dans Z permet d’ajouter a la j-éme colonne de g un multiple entier de la i-éme
colonne, pour tout ¢ # j. Par une succession de telles opérations, on peut remplacer toute
matrice g de B,, par une matrice



qui est triangulaire, avec |a;;| < |ai;| et | | ai; = n.
1<i<N

(En effet, on met la matrice g sous forme triangulaire inférieure, en annulant les coefficients

strictement au-dessus de la diagonale par récurrence sur les lignes, et pour la premiére ligne, on
. . 5 . n . 5 . .

raisonne par récurrence sur l'entier a = Zj:1 la1;|. Si a = 0, c’est imposible, car n est non nul.
Sinon, soit jo tel que |a1,| = max{|a1;| / j=1,...,n}. Sia1; = 0 pour tout j # jo, alors si jo = 1,
c’est fini, sinon on rajoute a la premiére colonne la jo-éme, puis on enléve la premiére a la jp-éme
et c’est fini. Sinon, soit j; différent de jo tel que a1;, # 0. Alors en ajoutant ou enlevant la j;-éme

colonne a la jo-éme, on diminue strictement a.)

Or il n’y a qu'un nombre fini de telles matrices ¢'. O

Corollaire 8.21 Soit n un entier non nul et A,, = {g € Az / det g = n}. Alors il existe
une partie finie Fy, de A, telle que A, = F,T.

Démonstration. La base 1,1, J, K de Ag permet d’identifier Endg(Aa) avec M(4,Q).
Pour tout élément g de Ag, on note a, la matrice 4-4 donnée par la multiplication a gauche
par g dans cette base. On a I’égalité (exercice) :

det a, = (det g)* .

D’aprés le lemme précédent, il existe donc une partie F,, de A, telle que, pour tout ¢
dans A, il existe f dans F, tel que la matrice (af)™' o a4 est dans SL4(Z). (En effet,
soit F' = {f1,..., fm} une partie minimale de B, telle que a, € F’ SL4(Z) pour tout
g dans Agz. Soient g1,...,gn dans Az tels que ag, € f; SL4(Z). Alors F, = {g1,...,9m}
convient.) Comme la matrice a;-1, = (af)~toay est a coefficient entiers, 'élément f~1g
est dans Az. Comme det(f~'g) = det(g)/det(f) = 1, 'élément f~'g est dans I. O

Fin de la preuve de la proposition 8.16. D’aprés le corollaire 8.19, il existe un compact
C de M(2,R) tel que, pour tout g dans G, il existe g, dans Az —{0} tel que g, g est dans C.
D’aprés le lemme 8.17, on a det(g,) # 0. D’autre part, Uentier n = det(g,) = det(g,g) reste
borné, car g,g reste dans C'. Cet entier n ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs.
D’apreés le corollaire 8.21, on peut donc trouver une partie finie F' de Az — {0} telle que
tous ces éléments g, s’écrivent g, = fv avec f dans F' et v dans I'. I.’élément g appartient
alors au compact K = feF f~1C. Donc T est cocompact dans G. O

8.6 Interprétation géométrique

I existe une fagon géométrique trés simple de visualiser le groupe SLy(R), ou plus
précisément le groupe quotient G = PSLs(R) de SLy(R) par son centre {£7d}. Un élément
de G est, par définition une matrice g = ( Z Z

Le groupe G agit sur le demi-plan supérieur H = {z =z +iy € C / y = Im z > 0}
par la formule

de déterminant 1 définie au signe pres.

az+b
cz+d’
En effet, cette formule ne dépend pas du signe de g, et un petit calcul montre que 'on a

bien g-(¢'-z) = (g9¢') - z. Notons que z — ¢ - z est une application holomorphe sur l'ouvert
H, dont la différentielle est £ —

cz =

(cz+d)? -
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Pour v = (2,£) dans H x C, on note

€]

‘U‘Z:_a

et on appelle cette quantité la norme hyperbolique de v. [Ceci définit une structure riema-
nienne sur H, voir par exemple [GHL|| On appelle plan hyperbolique I'espace H muni de la
norme hyperbolique. On note T'H = {v = (z,£) € H x C / |v|, = 1}, que I'on appelle le
fibré unitaire tangent du plan hyperbolique. Le groupe G agit aussi sur 7'H par la formule

~ [az+Db &
g'(Z,ﬁ) - (CZ+d,(CZ—|—d)2> )

comme on le vérifie facilement. [Comme |g - v|g.. = |v|;, ceci traduit le fait que G est un
groupe d’isométries de la structure riemannienne.| Le lemme suivant est immédiat.

Lemme 8.22 ~ L’application ® : G — TYH définie par g — g - (i,4) est une bijection
(et méme un homéomorphisme).
— Pour tout g,¢" dans G, on a ®(gg') = g®(¢'). O

On définit la longueur (hyperbolique) ¢(c) d’une courbe ¢ : [a,b] — H, de classe C' par
morceaux, par la formule

b
€0 = [ ¢ de

et la distance (hyperbolique) d(w,z) entre deux points de H comme la borne inférieure
des longueurs des courbes C! par morceaux entre et y. Il est facile de vérifier que d est
bien une distance, invariante par 'action de G sur H. On appelle géodésique (hyperbolique)
toute courbe ¢ : I — H, avec I un intervalle de R, telle que pour tous s < ¢t dans I, on a

d(e(s),c(t)) =t — s.

Lemme 8.23 Les géodésiques décrivent les arcs de demi-droites et demi-cercles dans H
orthogonauz a l’axe réel.

Démonstration. Comme |¢/(t)| > |(Im ¢)'(¢)|, on a £(¢) > £(i Im ¢) pour tout chemin c
de classe C! par morceaux entre deux points de I'axe imaginaire, avec inégalité stricte si
la courbe ¢ n’est pas contenue dans l'axe imaginaire.

> T

De plus, tout chemin sur 'axe imaginaire faisant un aller-retour non trivial est de
longueur (hyperbolique) strictement supérieure a celle de ce chemin privé de cet aller-
retour. Donc, pour tout y > 1,

Yds

d(i,yi) = | — =logy,
0 S
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et la courbe ¢ : [0,logy] — H définie par ¢ — e’ i est I'unique géodésique C! par morceaux
joignant 7 & ¢ ¢. Par approximation, on montre facilement que c’est aussi la seule géodésique
(continue) joignant i a yi (et elle est donc C*°). Comme tout élément g de G est une
isométrie hyperbolique, la courbe t — g - (e'i) est 'unique géodésique joignant g - i a
g9- (i)

I1 est bien connu (voir cours d’analyse complexe) que les homographies z +— Zjig avec
a,b,c,d dans C et ad — bc = 1 préservent la famille des cercles-droites, ainsi que la relation
d’orthogonalité, qu’elles préservent le demi-plan supérieur si a, b, ¢, d sont réels, et qu’elles
agissent de maniére transitive sur la famille des cercles-droites.

Y

[

Le résultat en découle. O

Pour tout v = (z,£&) dans T'H, il existe donc une unique géodésique t — c(t), définie
sur R, telle que v = (¢(0),¢'(0)). On note alors

= T

Lemme 8.24 La famille (¢i)ier est un groupe a un paramétre de difféomorphismes de
T'H, appelé flot géodésique sur H, qui commute avec l'action de G sur T'H (i.e. pi(g-v) =
g - ¢i(v)). De plus, siv=®(g), alors

t
ouat:<% eot> mod =+ 1.

Démonstration. La premiére assertion est immédiate. Pour la seconde, il suffit, par équi-
variance, de vérifier que ¢;(i,i) = ®(ay/2), ce qui est clair car ces deux termes valent
(eti,eli). O

82



Pour tout sous-groupe discret I' de G, le flot ¢; sur T H induit par passage au quotient
un flot sur T\T'H, appelé le flot géodésique sur I'\H, et que ’on note encore ;. L’applica-
tion @ induit aussi par passage au quotient une application I'\G — T'\T'H, que I’on note
encore .

En conclusion, le flot étudié au paragraphe 8.3 défini par la multiplication a droite par
a; n'est rien d’autre que le flot géodésique sur les quotients de volume fini I'\H, i.e. le
diagramme suivant commute :

nG 22 ne
o | K

N\7T'H 25 D\T'H
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9 Entropie métrique

L’entropie ou entropie métrique est un invariant des systémes dynamiques mesurables.
L’entropie h,(f) d'une transformation f d'un espace mesurable X préservant une mesure
de probabilité p est un nombre réel positif ou nul, éventuellement infini, qui mesure le
“désordre créé par f”. Esquissons sa définition. On définit tout d’abord l'entropie H,,(«)
d’une partition a de X comme l'information moyenne issue de la connaissance de la partie
de o dans laquelle se trouve un point de X. L’entropie h,(f, ) de f relativement a « est
alors le taux de croissance en n de 'information moyenne issue de la connaissance de la suite
des parties de « dans lesquelles se trouvent les n premiers points des orbites. L’entropie
h,(f) est alors la borne supérieure des entropies de f relativement aux partitions de X.

Nous verrons que cette borne supérieure est parfois atteinte, ce qui facilite beaucoup

le calcul de hy(f).

9.1 Information et entropie d’une partition : définitions

Commencons par une présentation heuristique de ces concepts. Lorsqu’on découpe un
espace en p = 2" parties de tailles égales (par un procédé de dichotomie par exemple), savoir
dans quelle partie un point de X se trouve est une information qui peut s’exprimer a ’aide
de n chiffres 0 ou 1. On dira que U'information de cette partition est cet entier n = logy(p),
ou, plutot, le réel log p qui lui est proportionnel. Lorsque le découpage n’est plus en parts
égales, I'information est une fonction de = égale a la valeur absolue du logarithme de la
taille de la partie dans laquelle se trouve x. La valeur moyenne de cette information est
alors I'entropie de la partition.

Nous introduirons aussi 'information relative d’une partition par rapport a une autre,
qui refléte l'information supplémentaire qu’ajoute la premiére a la seconde. L’entropie
relative sera la valeur moyenne de I'information relative.

Soit (X, B, i) un espace de probabilité. Nous appellerons partition mesurable une famille
finie v = {Ay, ..., Ap} de parties mesurables non vides telles que, pour i # j, ona A;NA; =
fet AyU...UA, = X. Dans la suite, les symboles «, 3,7, ... désignerons des partitions
mesurables.

Remarque. On peut aussi admettre des familles dénombrables, avec des intersections deux
a deux de mesure nulle, et de réunion de mesure totale dans X. C’est parfois plus pratique
pour des calculs explicites. Cela ne change pas les définitions et résultats qui suivent (voir
par exemple [PY, chap. 8] [KH, Part 1, 4.3]).

L’information de « est la fonction I, : X — [0, 4+o00] donnée par

Io(a) = 3 (~ log pu(A)) Lu(a)

Aca

L’entropie de o est la moyenne de I, :
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Il est pratique de noter ¢(t) = —tlogt. C’est

1

On note a Vv (8 le joint de « et (3, c’est-a-dire la partition mesurable formée des inter-
sections

une application positive concave sur [0, 1]. On 1
a H(a) = Z ©(u(A)). On rappelle la con- ¢
Aca
vention 0 X oo = 0. | | — ¢
0 1
e

aVB={ANB/Aca,Be B, ANB#0}.

On note /| a; pour a1 V...V ay,.

DS &

On dit que « est moins fine que 3, en on note o < (3, si tout élément de « est réunion
d’éléments de 8. On dit aussi que § est un raffinement de a.. La relation < est clairement
une relation d’ordre sur I’ensemble des partitions mesurables de X.

DE

Remarque. On a l'équivalence « < & aV =7

L’ information relative de o par rapport & (§ est la fonction

Iyp(x) = Z —log (%) Tanp(z) .

L’entropie relative de o par rapport a [ est sa moyenne

H(al) = [ uple) due) = - ¢<M>ﬂ(3)-

Aca, BeS M(B)

Remarques. (1) L’'information relative est une fonction positive et donc H(«|5) > 0. On
al, = Ia\{X} et H(a) = H(« ‘{X})
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(2) Si Card(a) = p, alors H(a) < logp, avec égalité si et seulement si, pour tout A
dans o, on a pu(A) =1

(3) On a H(a) € [~ log (supacq #(4) , —log (inf.aca #(A))].

La seconde remarque résulte de la stricte concavité de ¢. En effet,

1 1 1 1 1
L) = 13 () < ¢ (1—) ) M(A)> o (2) = Soes.

A€ca Aca

9.2 Information et entropie d’une partition : propriétés
Proposition 9.1 (Additivité de I'information et de I’entropie) On a
1. Lavgpy = lajgvy + Igjy
2. H(av Bly) = H(a|6 V) + H(Bly)-

Démonstration. La premiére assertion découle, en se ramenant sur ANBNC, de I'égalité

La seconde assertion s’en déduit par intégration. O

On en déduit, en prenant v = { X}, le résultat suivant.

Corollaire 9.2 1. Ioyp = 1o + I,
2. H(aV #) = H(a|#) + H(B). O

Proposition 9.3 (Monotonie de ’entropie)
1. Sia =<, alors H(a|y) < H(B|y).
2. Siy =B, alors H(a|fB) < H(al7).

Démonstration. (1) Pour A dans «, B dans [ et C' dans v, si B est contenu dans A,

alors log (%) < —log (%) :

L’inégalité I,y < Ig}, s’en déduit. On conclut en intégrant sur X.

(2) Comme 7 est moins fine que 3, la partition (§ induit une partition Sc de tout
élément C' de ~. Par concavité de ¢, on a

> (’“‘(;‘(—;)m) u(B) < (’“‘(;‘(—g)@) 4O

Bepc

En sommant cette inégalité pour A dans « et C' dans «y, on trouve bien

T R S e

A€a, BES A€a, Cey
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Corollaire 9.4 1. Sia <, alors H(a) < H(S).
2. H(a|p) < H(B).
3. H(a) — H() < H(alB).

Démonstration. Les deux premiéres assertion découlent de la proposition en prenant
v = {X}. La derniére découle alors du (1) et du corollaire 9.2 (2), car o < a V 3. O

Proposition 9.5 (Sous-additivité de ’entropie)
H(aV ) < H(aly) + H(Bl) -

Démonstration. Ceci résulte de la proposition 9.1 (2) et 9.3 (2), car v < 5V 7. O
Corollaire 9.6 H(aV () < H(a)+ H(S) . O

Proposition 9.7 (Exhaustion de l’information) Soit 5y = (1 = ... = B, = ... une
suite de plus en plus fine de partitions mesurables de X telle que la réunion |J,cy Bn
engendre la o-algébre B. Alors H(«|f,) tend vers 0 quand n — oo.

Remarque. Ceci signifie que 1,5, tend vers 0 dans L'(X, i). On peut aussi montrer que
Iop, tend vers 0 p-presque surement (c’est une conséquence du théoréme de convergence
des martingales).

Lemme 9.8 Soit (X, B, 1) un espace de probabilité et C une sous-algébre de Boole de BB
qui engendre la o-algébre B. Alors, pour tout B dans B et € > 0, il existe C dans C telle
que (BAC) <e.

On a noté ci-dessus BAC = (BUC) — (BNC) la différence symétrique de B et C. On
a u(BAC) = [[Ip — Io||L1-

Démonstration. Soit B ={B e B /Ve>0 3C €, uBAC)< e} Comme B
contient C, il suffit de montrer que B’ est une o-algébre. Or B est stable par
— passage au complémentaire, car *BA °C = BAC,
— union finie, car (A; U A3)A(C1 U Cy) C (A1ACY) U (A3AC,),
— union dénombrable croissante, car si B est une réunion croissante de B, alors
w(BAB;,,) tend vers 0.
O

Preuve de la proposition 9.7 : Ecrivons a = {4y, ... ,Ap}. On peut supposer que p(A;)
est non nul pour tout 7. On applique le lemme précédent avec C I’ensemble des unions finies
d’éléments des 3, qui est une algébre de Boole, car les 3,, sont des partitions de plus en plus
fine. Pour tout € > 0, on peut trouver ny > 1 et des unions (finies) By, ..., B, d’éléments
de B, telles que u(A;AB;) < e.

87



On a alors pu(B; N Bj) < 2e pour i # j, car
B; N Bj = (Bz N Bj n° Az) U (Bz N Bj n° A]) - (BZAAZ) U (B]AAJ) R
et u(A— UL, Bi) < pe, car

p

A— UBZ = U(A] — UBZ) C U(A] —Bj) C U(A]AB]) .
i=1 j=1 i

i=1 j=1 j=1

Quitte a changer de B; et de €, on peut supposer que § = {Bj, - -, B,} est une partition de
X. (Voir le dessin ci-dessus, avec les traits pointillés représentant la partition 3,,, les traits
en tirets la partition [ et les traits pleins la partition «.) De nouveau, quitte a changer de
€, on peut supposer € < 1 et p(4;AB;) < Fu(A;)e < pu(B;)e. On a alors
PAOB) o) oy gy, MANB)

1(B;) 1(Bj)

La proposition 9.3 donne, pour n > ng, comme 3, = By, = 5,

Vi,

H(alfn) < H(alfBn,) < H(alf) .

Or, comme ¢ est croissante sur [0, €] et décroissante sur [1 — €, 1], on a

H(l8) =Y o (B2 22) 1(B)) < p? max{p(e), (1 —€)} .
ZZJ: ( 1(B;) >

Ce majorant tend vers 0 avec e. Donc lim H(«|f,) = 0. O
n—oo

La fin de cette démonstration prouve aussi le lemme suivant, qui sera utilisé plus loin.

Lemme 9.9 Soit (X, B, ) un espace de probabilité, et o une partition mesurable de X.
Alors, pour tout n > 0, il existe ¢ > 0 tel que, si B est une partition mesurable de X telle
que, pour tout A dans «, il existe B dans [ avec u(AAB) < ¢, alors on a H(«|B) <n. O
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9.3 Entropie d’un systéme dynamique mesurable : définitions

Un systéme dynamique probabilisé (X, B, i, f) est la donné d’un espace de probabilité
(X,B, 1) et d'une application f : X — X mesurable qui préserve p. Le systéme est dit
inversible si f est bijective et si f~! préserve aussi p.

Le lemme suivant affirme que les fonctions sous-additives ont un taux de croissance.

Lemme 9.10 Soit (an)n>1 une suite réelle, telle que, pour tous m,n > 1, on a apmin <
a a
A + a,,. Alors lim — existe et vaut inf —.
n—oo n n>1 n
Démonstration. Soit ¢ = inf,>; 5*. Supposons tout d’abord ¢ > —oo. Alors la suite
positive b, = a,, — n est encore sous-additive, et pour tout € > 0, il existe ng > 1 tel que

b P e
nlg < e. Ecrivons n = gng + r avec r < ng. Par sous-additivité, pour n > ng, on a alors

bn,+1rb b N .
bn o« P70 Png 4 nobi Pope bo < 9¢ pour n grand. De méme, si £ = —oo, on montre
n n no n n
que 4 converge vers —oo. O

Soit (X, B, p, f) un systéme dynamique probabilisé. Soit o une partition mesurable de
X. On note f~'a la partition {f~1(4) /A€ a}l. Ona f~HaVvp) = (fla) Vv (f18).
Puisque f préserve la mesure, on a H(f la|f~18) = H(a|B), et donc H(f o) = H(a).

1 n—1 '
Lemme 9.11 La limite lim — H (\/ fla> existe.
n—oo N
i=0
On T'appelle I'entropie de f pour la partition o, et on la note h(f,a) = h,(f, ).

Démonstration. On applique le lemme 9.10 a la suite a,, = H(\/:‘L;ol ~ia). En effet, par

le corollaire 9.6, on a a4y < H(\/;‘:_O1 “ia)+ H(\/™ ! foia) = a, +an, car f préserve

= =N
la mesure. O

Remarque. Si o < 3, alors h(f,«) < h(f,3) d’apreés le corollaire 9.4.

Le nombre h(f) = hu(f) = sup, h(f,a) dans [0, +0oc] est appelé I’entropie de f.
Le résultat suivant dit que ’entropie métrique est un invariant des systémes dynamiques

probabilisés, i.e. qu’elle est invariante par conjugaison (au sens de la mesure).

Proposition 9.12 Si (X, B, pu, f) et (X', B, 1, f) sont deuz systemes dynamiques proba-
bilisés conjugués (au sens de la mesure), alors

Démonstration. Soit ¢ : X — X’ une bijection (quitte a enlever des ensembles de mesure
nulle) mesurable et préservant la mesure, ainsi que son inverse, telle que o f = f' o1). Si
o’ est une partition mesurable de X', alors ¥~ 1a/ = {¢p71(A) / A € @'} est une partition
mesurable de X. Les propriétés de v impliquent que

i (Virya) <a (Y rooa)
1=0

1=0

89



En divisant par n et en prenant la limite quand n tend 400, on en déduit que hy,(f, P la) =
h,(f',a). En prenant la borne supérieure sur a, on obtient hy(f') < h,(f). Par symétrie,
la proposition en résulte. ]

Le lemme suivant exprime intuitivement que ’entropie de f est 'information moyenne
supplémentaire de savoir ol est un point = de X quand on sait ou sont les images f'(x)
pour ¢ > 1. L’entropie est bien une quantité qui mesure le désordre crée par f.

Lemme 9.13 La suite ¢;,, = H(a| /I, f~'a) est décroissante et converge vers h(f, ).

Démonstration. La décroissance de ¢, résulte de la proposition 9.3 (2). Notons ¢ sa
limite. Le corollaire 9.2 (2) donne

n—1 n—1 n—1 n—1
an=H (\/ f‘ia) =) H <f—’“a\ V f—fa) +H(f"" o) = H(0) + ) enk1 -
k=0 k=0 k=0

1=k+1

Par le lemme de Césaro, la suite a,/n converge donc vers c et on a bien h(f,a) =c. O

9.4 Entropie d’un systéme dynamique mesuré : propriétés

Proposition 9.14 Soient (X, B, u, f) un systéme dynamique probabilisé, et o, 3 des par-
titions mesurables de X. Alors

1. h(f,aVv B) < h(f,a)+h(f,B) (sous-additivité)

2. h(f,a) —h(f,B) < H(a|B) (inégalité de Rokhlin))

3. pour tout k > 1, on a h(f,a) = h(f, \/f:O f~ia). De plus, si f est inversible, alors
h(f.a) = h(F V= 7).

Démonstration. (1) Ceci résulte du corollaire 9.6 de sous-additivité de Ientropie et de
la définition de A(f, a).

(2) En utilisant les propositions 9.1, 9.3 et 9.5 et leurs corollaires, on a

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
H (\/ f—ia> -H (\/ f"ﬂ) <H (\/ [l \/ f"ﬂ) <M H (f—ia| V f"ﬂ)
=0 =0 =0 =0 =

7 =0

n—1
< S H(falf7'8) = nH(alB) .
=0

D’ott le résultat en divisant par n et en passant a la limite.

(3) Notons a,(«a) = H(\/?:_O1 “'a) et o = \//f:O fta. Comme on a l'égalité

n+k—1

n—1
\ =\ fa,
=0 =0

on a ay (k) = anir (). Donc les suites 2a, () et La, () ont la méme limite. On procede

de méme lorsque f est inversible, avec ay = \/f:_ wf e 0

Proposition 9.15 Pour tout k > 1, on a h,(f*) =k h,(f).
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Démonstration. Pour tout «, en utilisant la remarque suivant le lemme 9.11 pour la
premiére inégalité, on a

i . k—1 ~ . 1 nk+1 _i
W(fe) < W5\ e = lim —H | \/ fTa) =kh(f,a).
=0 1=0

Ceci prouve que h(f*, a) < k h(f), mais aussi que k h(f, o) = h (fk, \/i-:o1 _ioz) < h(f*),
par définition de h(.) comme borne supérieure. Donc en prenant la borne supérieure sur

o, on a h(f¥) =k h(f). O

Le calcul de I'entropie d’une transformation f est en général compliqué. Le théoréme
suivant est 'un des moyens le plus pratique pour calculer une entropie (voir paragraphe
12.5), car il évite de prendre la borne supérieure sur toutes les partitions mesurables de X.

Une partition mesurable o de X est dite génératrice pour f si la suite des partitions
an = Vi [ 'a engendre la o-algebre B, ou si f est inversible et si la suite des partitions
an, = \V'_ f '« engendre la o-algébre B.

i=—n

Théoréme 9.16 (Théoréme de Kolmogorov-Sinai) Si « est génératrice pour f, alors

hu(f) = hu(fa a) .

Démonstration. Fixons € > 0. Il existe une partition mesurable [ telle que h(f,3) >
h(f) — €. D’apreés la proposition 9.7, il existe n > 1 tel que H (S|, ) < €. Mais alors, par la
proposition 9.14 (3) puis (2), on a

B(f, @) = h(f,an) > h(f,8) — H(Blan) > h(f) — 2.

Or h(f) > h(f,«) et ceci est vrai pour tout € > 0, donc h(f) = h(f, ). O

Exemple : Soit A un alphabet fini, v une mesure de probabilité sur A, X = AN ou X = AZ,
u la probabilité produit sur X et f = o le décalage sur X. Alors, en posant py = v({\})
pour tout A dans A, 'entropie métrique du décalage est

hu(o) = — Z palogpy .
AEA
En effet, pour A dans A, posons Ay = {(z;); € X / ©9 = A\}. Soit a = {A) / A € A}. Alors
« est une partition mesurable génératrice, car pour tout n > k, la partition /i, ol
est la partition par les cylindres Cy, x, = {(z:)i € X [/ 2p = A\, ..., 2p = A}, et que
la o-algébre de X est engendrée par ’ensemble de tous ces cylindres. On calcule alors
facilement

n—1
H (\/ 0'_104> == Z /J,(C)\07...,)\n_1)10g /’[/(C)\07~~~,)\n—1)

i=0 X0, ooy An_1€A

= - Z (p>\0 .- 'p>\n71) 10g(p)\0 .- 'p)\nﬂ)
A0,y An—1E€EA

— 1S palogpy,
AEA
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en utilisant que ) a;ea Pa; = 0. Le résultat s’en déduit.
Et en particulier, si v est I’équiprobabilité sur A et si p est le cardinal de A, alors

hu(o) =logp .

Nous reviendrons sur cet exemple (pour le généraliser) au paragraphe 11.2. Pour d’autres
calculs, voir les exercices.

9.5 L’entropie comme fonction de la mesure

Lemme 9.17 Soient (X, B, 1) un espace de probabilité, o une partition mesurable de X,
v une mesure de probabilité sur (X,B) et s,t > 0 avec s+t = 1. Alors

sHy (o) +tH, (o) < Hopyypn(o) < sHy(a) +tHy (o) +1log?2 .

Démonstration. Pour A dans a, on note Ay = ¢(sp(A)+tv(A)) —sp(pu(A)) —tp(v(A)).
Par concavité de ¢, on a I'inégalité A4 > 0. D’autre part, on a

Aa = —sp(A) (log(su(A) + tr(A)) —log(su(A)) )

—tv(A) (log(su(A) +tr(A)) —log(tv(A)) ) — su(A)log s — tv(A)logt .

Les deux premiers termes sont négatifs, donc on a Ay < —su(A)log s —tv(A)logt. On en
déduit que
0< Z Ag < —slogs—tlogt <log2.
Aca

C’est ce que I'on voulait. O

La proposition suivante signifie que I'entropie h,(f) dépend de facon affine de . Mais
attention, elle ne dépend en général pas de facon continue de p quand on munit Iespace
M(X) des mesures de probabilités sur X de la topologie faible (au sens du paragraphe
4.3).

Proposition 9.18 Soient (X, B, u, f) un systéme dynamique probabilisé, o une partition
mesurable de X, v une mesure de probabilité f-invariante sur (X,B) et s,t > 0 avec
s+t=1. Alors on a

1. hs,qutl/(fa a) - 5hu(f> a) + thu(f> O‘)y
2. hs,qutzx(f) = Sh,u(f) + thu(f)'

Démonstration. (1) On applique le lemme a la partition \/;L:_O1 f~'a, on divise par n et
on prend la limite pour n tendant vers +o0o. Le terme %10g2 tend vers 0, ce qui donne
I’égalité cherchée.

(2) On note ay,, By, 7, des partitions mesurables de X telles que

lim hu(f7 an) = hu(f)a nlgrolo ho(f, Bn) = hu(f), nlgrolo h8u+tu(f7 Yn) = hsu+tu(f) .

n—oo

On peut, sans changer ces égalités, remplacer ces partitions par des partitions plus fines
comme &y, V 3,V y,. On peut donc supposer que oy, = 3, = v,. L’assertion se déduit alors
par passage a la limite de celle de (1). ]
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9.6 Exercices

Exercice E.9.39 Soit (X, B, 1) un espace de probabilité, et g : X — X une application
mesurable. Montrer que H,, ,(£) = H, (g~ £) pour toute partition mesurable £ de X.

Exercice E.9.40 Pour N dans N, on considére la transformation fy : 8 — N@ du cercle
S! = R/Z. Calculer I'entropie métrique de fy pour la mesure de Lebesgue.

Exercice E.9.41 On considére la rotation f : 6 +— 6 + x du cercle S' = R/Z, d’angle &.
Calculer 'entropie métrique de f pour la mesure de Lebesgue.

Exercice E.9.42 Soient (X, B, 1) un espace de probabilité et a, § deux partitions mesu-
rables de X. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes. On dit alors que « et
(G sont indépendantes.

1.YVAca, VBef, pAnB)=p(A)uB).
Ioyg =14+ Ip.

H(aV B) = H(a) + H(B).

Toyp = Ia-

H(alB) = H(a).

AN Sl O o

Exercice E.9.43 Soient (X, B, 1) un espace de probabilité et a, § deux partitions mesu-
rables de X. On dit que @ = 3 p-presque surement si chaque partie de o de mesure non
nulle est égale u-presque partout a une partie de 5. On dit que o < 3 p-presque surement
si chaque partie de a@ de mesure non nulle est égale p-presque partout & une réunion de
parties de (3.

Montrer que 'égalité presque sure est une relation d’équivalence sur 1’ensemble des
partitions mesurables de X.

Montrer les équivalences

a=f p—ps & aVB=F p-ps & IL=0 p-ps & H(alf)=0.

Exercice E.9.44 Soient (X, B, i, f) un systéme dynamique probabilisé inversible et o une
partition mesurable de X. Montrer que h,(f~!, a) = h,(f,«). En déduire que

hu(fil) = hu(f) :

Exercice E.9.45 Soient (X, B, u, f), (Y,C,v, g) deux systémes dynamiques probabilisés et
(X XY, BRC,u®v,f x g)le systétme dynamique probabilisé produit. Montrer que

hpsu (f < g) = hu(f) + hu(g) -

Exercice E.9.46 Soient (X, B, u, f) un systéme dynamique probabilisé inversible et «
une partition mesurable de X, telle que la suite de partitions oy, = /", f "« engendre la
o-algébre . Montrer que

hu(f)zo-
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9.7 Indications pour la résolution des exercices

Exercice E.9.40 Si N > 2, en considérant I'écriture N-adique, le systéme dynamique
probabilisé (S',df, fn) est conjugué (au sens de la mesure) au décalage sur AN pour la
mesure produit, avec A = {0,..., N — 1} muni de 'équiprobabilité (voir exercice E.2.5).
Par invariance de I'entropie métrique, et 'exemple a la fin du paragraphe 9.4, on a

hao(fn) =log N .

Exercice E.9.41 Sik = % est rationnel, alors, pour toute partition mesurable 3, on a

‘ 1 ng—1 A ‘ 1 q—1 A
hf,8) = lim —-H (\/0 f"ﬂ) = lim ——H (\/0 f"ﬂ) =0.

Donc hgg(f) = 0.

Si k est irrationnel, alors montrer que la partition mesurable v = {[0, [, [3,0[} est gé-
nératrice et méme que la suite de partitions \/;_ f ~la engendre la o-algébre des boréliens
du cercle, et utiliser le lemme 9.13, pour montrer que hgg(f) = hap(f, ) = 0.

Exercice E.9.42 Pour montrer que 'assertion (5) implique 'assertion (1), on étudiera le
cas d’égalité dans la démonstration de la proposition 9.3 (2) de monotonie de 'entropie.

Exercice E.9.45 Pour toute partition mesurable o, § de X,Y respectivement, on notera
axf={AxB/AcaBe f} eton vérifiera que H,g,(a x ) = H, (o) + H,(B).

Exercice E.9.46 On remarquera que la suite de partitions \/}_, f ~ioy engendre aussi B,
et on étudiera la suite H(a|\/_; f ).
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10 Entropie topologique

L’entropie topologique mesure la complexité d’un systéme dynamique topologique. Si
on compte le nombre minimum d’orbites de longueur n qui permet de les “pister” toutes
& e-prés, on trouve une fonction de n. L’entropie topologique est, grosso modo, le taux de
croissance exponentiel de cette fonction de n lorsque € est trés petit.

Le but de ce chapitre est de définir précisément l’entropie topologique et de montrer
qu’elle est égale a la borne supérieure des entropies métriques pour toutes les mesures de
probabilités boréliennes invariantes.

Nous calculerons 'entropie topologique de quelques exemples dans les deux chapitres
11 et 12 suivants.

10.1 Recouvrements ouverts

Dans la cadre topologique, les partitions mesurables sont remplacées par les recouvre-
ments ouverts.

Soit X un espace métrisable compact. Pour tout recouvrement ouvert &/ de X, on note
N(U) le cardinal minimum des sous-recouvrements finis de U. (L’existence de cet entier
N (U) résulte de la compacité de X.) Pour toute application continue f : X — X, on note
U le recouvrement ouvert {f~1(U)}yey de X.

Soit V un (autre) recouvrement ouvert de X. On note U V V le joint de U et V

UVY ={UNV JUEeUV eV}.

On note V' U; pour Uy V ...V U,. On dit que U est moins fin que V, et on note U <V,
si tout ouvert de V est contenu dans un ouvert de U.
Voici quelques propriétés de cet entier N(U).

Lemme 10.1 i) On a N(f~'U) < N(U) avec égalité lorsque f est surjective.
ii) NUVYV) < NU)N(V).

iii) Sid <V, alors N({U) < N(V).

Démonstration. i) Si les ouverts Uy, . .., U, de U recouvrent X, alors f~H(Uy),..., f~1(U,)
recouvrent aussi X. La réciproque est vraie lorsque f est surjective.

ii) Si les ouverts Uy,...,U, de U recouvrent X et si les ouverts Vi,...,V, de V re-
couvrent X, alors les ouverts U; NV, pour ¢ = 1,...,mn et j = 1,...,p recouvrent aussi

X.

iii) Si les ouverts Vi,...,V, de V recouvrent X, on choisit pour tout i un ouvert U; de
U contenant V;. Alors les ouverts Uy, ..., U, de U recouvrent aussi X ]

Soit maintenant (X, d) un espace métrique compact. L’exemple le plus simple de re-
couvrement de X est le recouvrement O, par les boules

B(z,e) ={y € X /d(z,y) <€)}

ou z décrit X. On dit qu’une partie F' de X est e-dense (pour d) si on a

X = U B(z,e) .

zeF
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On dit que F' est e-séparé (pour d) si

inf{d(z,y) /z,y € F, z #y} > €.

On note Ny(e) la borne inférieure des cardinaux des parties e-denses de X, et N/(e) la
borne supérieure des cardinaux des parties e-séparées de X. Ces deux nombres sont finis,
par compacité de X. On a bien stir Ng(e) = N(O,).

Lemme 10.2 Pour tout € > 0, on a les inégalités
N)(26) < Nale) < Nj(e) .

Démonstration. En effet, d’'une part les points d’une partie 2e-séparée sont dans des
boules de rayon e distinctes. D’autre part, une partie e-séparée de cardinal maximal est
forcément e-dense. O

10.2 Entropie topologique : définition
Soit X un espace topologique compact et f : X — X une application continue.

Lemme 10.3 Soit U un recouvrement ouvert de X. Alors la suite des L log N(\/:‘L;ol “U)
admet une limite finie quand n tends vers 4+00.

On appelle cette limite I’entropie de f pour le recouvrement ouvert U, et on la note

n—1
h(f,U) = lim %ng(\/ f—iu> .

n—oo 0
1=
Démonstration. La suite a,, = log N (\/;:01 ~U) est sous-additive, car par le lemme

10.1, on a
n—1 ‘ n+m—1 ‘
Gnim < log (\/ f%f> +log ( V fzu> < an +
i=0 i=n
Remarque. Si U <V, alors h(f,U) < h(f,V). Ceci motive la définition suivante.

On appelle entropie topologique de f, et on note hiop(f) I’élément de [0, +o0] suivant :
htop (f) = SUp h(f,U)

ou la borne supérieure est prise sur tous les recouvrements ouverts U de X.

La proposition suivante dit que ’entropie topologique est un “invariant” des systémes
dynamiques topologiques.

Proposition 10.4 Soient (X, f),(Y,g) des systémes dynamiques topologiques (topologi-
quement) conjugués, avec X,Y meétrisables compacts. Alors

htop(f) = htop(g) .
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Démonstration. Soit h : X — Y un homéomorphisme tel que h o f = g o h. Pour tout
recouvrement ouvert V de Y, le recouvrement ouvert h='V = {h=Y(V) / V € V} vérifie
N(h™1V) = N(V). Donc h(g,V) = h(f,h=1V). D’olt htop(g) < htop(f), et par symétrie, le

résultat en découle. O

Soit d une distance sur X compatible avec la topologie de X. La proposition suivante
fournit une définition plus intuitive de I’entropie topologique de f : elle affirme que 'on
peut se contenter des recouvrements Ok.

Notons dfb la distance sur X définie par

di(z,y) = swp  d(f'(2), ['(y))
1=0,...,n—1
L’entier N (€) est “le nombre minimum d’orbites de longueur n permettant de suivre € prés
n’importe quelle orbite de longueur n”. L’entier N C’l s (€) est “le nombre maximum d’orbites
de longueur n telles que deux d’entre elles ne se suivent pas a e prés”. On a I'égalité

n—1
Ny () =N <\/ fiQ) .
=0

Proposition 10.5 On a

. . 1 . . 1
) =t i, 13,0 ) = iy (imsup L1 N )
Remarque. En particulier, ces limites restent inchangées si on remplace la distance d par
une autre distance qui induit la méme topologie.

Démonstration. La premiére égalité résulte du lemme suivant, et la seconde du lemme
10.2. O

Lemme 10.6 (Lemme de Lebesgue) Pour tout recouvrement ouvert U d’un espace
métrique compact X, il existe € > 0 tel que U est moins fin que O..

Démonstration. Pour tout z dans X, il existe une boule B(x, 2¢,) contenue dans 1'un des
ouverts de U. On extrait du recouvrement par les boules B(z,€,) un sous-recouvrement
fini {B(z;, €z,) }i, et on prend € = inf; €, . O

Si U est un recouvrement ouvert de X, notons diam (i) la borne supérieure des dia-
metres des ouverts U de U.

Corollaire 10.7 Soit U,, une suite de recouvrements ouverts de X . Si lim diam (U,) = 0,
n—oo

alors

hiop (f) = lim h(f,Uy) .

n—oo

Démonstration. En effet, pour tout € > 0, le recouvrement U, est plus fin que O, dés
que diam (U,,) < e. O
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10.3 Entropie topologique : propriétés

Soient X un espace topologique compact, f : X — X une application continue et ¢ un
recouvrement, ouvert de X.
La proposition suivante est ’analogue topologique des propositions 9.14 et 9.15.

Proposition 10.8 1. Pour tout k > 1, on a h(f,U) = h(f, V?:o U, et, si f est
inversible, alors h(f,U) = h(f, \/i?:% i),
2. Pour tout k > 1, on a htop(fk) =k hyop(f).

Démonstration. La preuve est analogue a celle des propositions 9.14 et 9.15.

(1) Notons an(U) = log(]\f(\/f:0 f~U)). On a an(\/f:0 f~U) = an1(U), et lorsque f

est inversible, an(\/f:_k f~U) = anyor_1(U). Le résultat s’en déduit, car les suites %

et %+Tk(u) ont la méme limite quand n tend vers +oo.

(2) On a
k
M) < RGN ) = T ) = K A(LU)
=0
Ceci prouve que
(", U) < k heop(f),
mais aussi que k hiop (f) < hiop(£¥). Done hiop (f%) = k hiop(f)- O

Le résultat suivant est analogue au théoréme de Kolmogorov-Sinai, il permet d’éviter
de prendre la borne supérieure dans la définition de ’entropie topologique.

Un recouvrement ouvert U de X est dit générateur pour f si lim diam (\/}", f “U) =
n—oo

0, ou si f est inversible et si lim diam (\/!~__ f~U) = 0.

n—o0 i=-n
Théoréme 10.9 Si U est générateur pour f, alors hiop(f) = h(f,U).

Démonstration. D’aprés la proposition 10.8, la suite h(f,\/}"_, f ~U) est constante égale
a h(f,U). D’aprés le corollaire 10.7, cette suite converge vers hiop (f). On a donc hiop(f) =
h(f,U). On procéde de méme lorsque f est inversible, avec la suite h(f,\/—_, f~U). O

i=—n

Soit maintenant (X, d) un espace métrique compact. Une application continue f : X —
X est dite expansive 8’1l existe € > 0 tel que, si x # y, alors

supd(f" (), " (y)) = €,
neN

ou si f est inversible et s’il existe € > 0 tel que, si x # y, alors

itellzd(f”(w),f"(y)) > €.

Exemple. Le décalage o d’un systéme symbolique est expansif.

Remarque. Une application continue f: X — X est expansive si et seulement s’il existe
ep > 0 tel que le recouvrement ouvert O, de X est générateur pour f.
Tout €y comme ci-dessus est appelé une constante d’expansivité de f.
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Corollaire 10.10 Pour toute application continue expansive f : X — X, on a hyop(f) <
o0o. De plus, si €y est une constante d’expansivité de f, alors, pour tout 0 < € < €y, on a

1 1
hiop (f) = Jirrolo - logNdfl(e) = lim sup - lOchIlfl(e) .

Démonstration. En effet, hiop(f) = h(f, Oc,) (et on utilise I’égalité précédant la propo-
sition 10.5). O

10.4 Le principe variationnel : premiére inégalité

Théoréme 10.11 (Principe variationnel) Soient X un espace métrique compact et
f: X — X une application continue. Alors on a l’égalité

hop(f) = sup  hu(f) .
peEM(X)f

Rappelons que M (X )f est ’espace des mesures de probabilités boréliennes f-invariantes
sur X. Nous montrerons I'inégalité > dans cette partie, et 'inégalité < dans la suivante.

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui est un des points clefs de la preuve du
théoréme de Riesz.

Lemme 10.12 Soient X un espace métrisable localement compact séparable, p une mesure
de probabilité borélienne sur X et A un borélien de X. Alors, pour tout ¢ > 0, il existe un
compact K de X et un ouvert U de X tels que K CACU et p(U—-K) <e.

Démonstration. On vérifie, comme au lemme 9.8, que I'ensemble B’ des boréliens A de
X qui satisfont cette propriété est une o-algébre, qui contient les ouverts de X. O

Preuve de la majoration h,(f) < hiop(f) pour tout p dans M(X)/.

Soit o = {Aj,...,Ap} une partition mesurable de X. D’aprés le lemme, il existe
des compacts disjoints K7, ..., K, tels que le nombre réel e = sup; p(A;AK;) est aussi
petit que I'on veut. On pose Uy = X — (K U ... U K)), et on introduit la partition
B ={Ki, --,Kp,Upy}. Dapres le lemme 9.9, on peut s’arranger pour que H(«a|f) < 1.
L’inégalité de Rokhlin (proposition 9.14 (2)) assure que h,(f, o) < h,(f,5) + 1. Intro-

duisons maintenant le recouvrement ouvert U = {Uy U K1,...,Uy U K} de X. D’aprés
lassertion (2) de la derniére remarque du paragraphe 9.1, on a la majoration

(En effet, notons Ko = Ug et K;y i, = Kiy N f7HK;,) N ...n f7Y(K;, ;). Alors les

.....

K; sont deux & deux disjoints et

05+ytn—1

n—1
Card (\/ f‘%) = Card{(ig, . . in—1) € {0,...,p}" | Kig,..in_, # 0} .
i=0

La derniére inégalité ci-dessus découle alors du fait que K; est contenu dans

Oseensn—1
(UO U Ksup{io,l}) n f_l(UO U Ksup{il,l}) n...n f_l(UO U Ksup{in,l,l}) )
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ce qui donne 2" choix possibles d’un élément de \/?;01 f~U pour tout élément de \/?;01 76.)

En divisant par n et en passant a la limite, on obtient
hu(foa) < hu(f,8) +1 < h(f.U) +1log2+1 < hiop(f) +log2+ 1.

On en déduit la majoration h,(f) < hiop(f) +10g2 + 1. En remplagant dans cette égalité
f par une puissance [, en utilisant les propositions 9.15 et 10.8, et en divisant par n, on
obtient h,(f) < hiop(f) + log%. Par conséquent, on a h,(f) < hiop(f). O

10.5 Le principe variationnel : seconde inégalité

Commencons la démonstration de 'autre inégalité par quelques lemmes préliminaires.

Lemme 10.13 Soient X un espace métrisable compact, (fin)nen une suite de mesures de
probabilité boréliennes sur X qui convergent faiblement vers une mesure de probabilité p et
A un borélien de X, tel que u(0A) = 0. Alors

lim 1 (A) = u(A)

n—oo
Démonstration. Comme I’adhérence A de A est fermée, la fonction caractéristique I est
une limite d’une suite décroissante de fonctions continues f : on peut par exemple prendre

fr(z) = max{1 - k d(z, A),0}. Les égalités lim pin(f) = p(fr) et i p(f) = p(A) (et

I'inégalité pi,(A) < pn(fx)) impliquent que

limsup 4, (A) < u(A) .

n—oo

e}
De méme, lintérieur A de A vérifie

o

liminf ji,(A) > p(A) .

n—oo

L’hypothése assure que p(A) = ,u(;l) = p(A). Donc lim pp(A) = p(A). O
n—oo

Lemme 10.14 Soient X un espace métrisable compact, p une mesure de probabilité boré-

lienne sur X et e > 0. Alors il existe une partition mesurable o de X telle que, pour tout

A dans a, on a diam(A) < e et u(0A) =0.

Démonstration. Pour tout point z de X, il existe un réel €, dans |0, [ tel que la sphére
de centre = et de rayon €, soit de mesure nulle pour p. On peut extraire du recouvrement

de X par les boules B(x, €;) un sous-recouvrement fini {By, ..., B,}. Par construction, on
a p(0B;) = 0. On construit o = {Ay,...,A,} avec A; = B; — (B1U...UB;_1). On a alors
0A; C OBy U...U0B,, donc pu(04;) =0. O

Le lemme crucial est le suivant. Il permet de construire des mesures de probabilités
boréliennes f-invariantes de grande entropie. On rappelle que 6, désigne la masse de Dirac
en .
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Lemme 10.15 Soient X un espace métrisable compact et f : X — X wune application
continue. Pour tout n > 1, on choisit une partie E,, de X qui est e-séparée pour la distance
&, et on note vy, = m > owen, Ou €t fin = %Z?:_Ol(fi)*(un). Alors la suite p, admet
une sous-suite faiblement convergente wvers une limite p. De plus, une telle mesure de
probabilité u est f-invariante et on a

lim sup — log(CardE ) < hu(f) -
n—oo T
Démonstration. L’existence de u résulte de la compacité faible de M(X) (voir la propo-
sition 4.10). La f-invariance de p résulte d’un passage a la limite dans 1’égalité

Fotn = tin = (" )otrn = 1)

D’aprés le lemme 10.14, il existe une partition mesurable o de X telle que, pour tout A
dans «, on a diam(A) < e et u(0A) = 0. Posons «a,, = \/?;01 f‘a. Comme chaque partie
de av, contient au plus un point de E,, on a l'égalité H,, (a,,) = log(Card E,,).

Soient 0 < k < g < n, alors

Blgl-t k=1 n—1 ‘
ap = \/ f7 %, | v \/ fal Vv \/ fa
§=0 §=0 j=qB[2]—g+k+1
Par sous-additivité de I’entropie, on a alors
B(2)-1
log(Card E,,) = H,, (a,) < H,, (f " %a,) + 2qlog(Card @) .
7=0

En sommant sur k, puis en appliquant la concavité de I’entropie d’une partition en fonction
de la mesure (lemme 9.17), on obtient

qlog(Card E,,) Z L (flay) +2¢% log(Card ) < nH,, (o) + 2¢° log(Card o) .
1=0

En divisant par ng et en faisant tendre n vers l'infini, on obtient
lim sup + log(Card B,) < & lim H,, (ag) = ~H,(a)
im sup — log(Car — lim o) = — «
nﬂoopn s T gn—ee M g "
par le lemme 10.13. On fait alors tendre ¢ vers 'infini, ce qui donne
1
lim sup — log(Card E,,) < h,(f, ) < hu(f) -
n—oo T
C’est ce que I'on voulait. O
Fin de la preuve du théoréme 10.11 : Appliquons le lemme précédent avec E, de

cardinal maximal. Pour tout € > 0, on peut trouver un élément u dans M(X)7 telle que
hu(f) > limsup,_ = log N’ ! ( ). D’aprés la proposition 10.5, le membre de droite tend

vers hiop(f) quand e tend vers 0. Donc SUPL e Mm(x)fF = Ptop(f)- O
Le corollaire suivant affirme que, dans certain cas, cette borne supérieure est atteinte.
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Corollaire 10.16 Soit X un espace métrique compact et f : X — X une application
continue expansive. Alors il existe une mesure de probabilité borélienne f-invariante p sur

X telle que hy(f) = hiop(f)-

Une telle mesure s’appelle une mesure (de probabilité) d’entropie mazimale.

Démonstration. D’aprés le paragraphe 10.3, il existe €9 > 0 tel que hiop(f) = h(f, O¢,)-

Par le lemme 10.2, on a h(f, O,) = limsup,,_, = log Ncllf (€p). Par le lemme 10.15, il existe

donc un élément p dans M(X)7 tel que hy,(f) > hiop(f). O

Par exemple la mesure de Lebesgue sur le cercle est 'unique mesure d’entropie maximale
pour l'application de doublement de I’angle (voir l'exercice E.10.56). Voir le paragraphe
10.3) pour une preuve qu’'un systéme dynamique symbolique sur un alphabet fini admet
une unique mesure d’entropie maximale. Voir la proposition 12.7 pour une preuve que la
mesure de Haar sur le tore est 'unique mesure d’entropie maximale pour un automorphisme
linéaire hyperbolique du tore.

10.6 Exercices

Exercice E.10.47 Soient (X,d) un espace métrique compact et f : X — X une appli-
cation non dilatante (i.e. telle que, pour tous z,y dans X, on a d(f(z), f(y)) < d(z,y) ).
Montrer que hop(f) = 0.

Exercice E.10.48 Soit (X, d) un espace métrique compact. On note
log N,
D(z) = lim sup log Na(e) .
e—0 log €

a) Montrer que, si X est un compact de R” muni de la distance euclidienne, alors on a
D(X) <m.

b) On suppose que D(X) < 4o00. Soient C' > 0 et f : X — une application C-lipschitzienne.
Montrer que hiop(f) < D(X)log(C).

Exercice E.10.49 Soit f un homéomorphisme d’un espace métrique compact X. Montrer

que htop(fil) = htop(f)'

Exercice E.10.50 Soient f un homéomorphisme d’un espace métrique compact X, et U
un recouvrement ouvert de X tel que

lim diam <\/ f_il/l> =0.
=0

Montrer que X est un ensemble fini.

Exercice E.10.51 Soient X un espace métrique compact, f : X — X une application
continue et Y un fermé de X tel que f(Y) C Y. Montrer que hiop(f|y) = htop(f)-

Exercice E.10.52 Soient X,Y des espaces métriques compacts, f : X — X,g: Y —
Y,F : X — Y des applications continues telles que F' o f = g o F. Montrer que htop(g) <

htOp(f)'
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Exercice E.10.53 Soient X un espace métrique compact et U,U’,V, V' des recouvrements
ouverts de X. Par analogie avec ’entropie relative des partitions mesurables, on pose
NUVYV)

NUY) = =555

1. Montrer que si U <U’, alors N(U|V) < NU'|V).
2. Est-il vrai que si V <X V' alors N(U|V) > NUV')?

Exercice E.10.54 Soient X un espace métrique compact et f : X — X une application
expansive. Montrer que f admet une mesure d’entropie maximale.

Exercice E.10.55 Soient X un espace métrique compact et f : X — X une application
continue. Montrer que si f admet une unique mesure d’entropie maximale p, alors p est
un point extrémal du convexe M (X )f , et donc que f est ergodique.

Exercice E.10.56 Soient X le cercle R/Z (identifié en tant qu’ensemble avec [0,1[) et
f:+ X — X l'application définie par  — Nz, pour N dans N—{0, 1}. Le but de cet exercice
est, entre autre, de montrer que la mesure de Lebesgue est 'unique mesure d’entropie
maximale pour f.

1. Soit p une mesure de probabilité borélienne f-invariante sur X. Montrer que h,(f) <
log N.

2. Montrer qu’il y a égalité si et seulement si p est la mesure de Lebesgue A sur X.
3. Calculer I'entropie topologique de f.

4. Déduire de ce qui précéde que la mesure de Lebesgue A est ergodique.

Exercice E.10.57 Soient X un espace métrique compact et f : X — X une application
continue. Montrer que si f admet une unique mesure d’entropie maximale u, et si g : X —
X est une application mesurable telle que f o g = f, alors p est g-invariante.

Déduire de 'exercice précédent que la mesure de Lebesgue sur le cercle est invariante
par toutes les rotations du cercle.

10.7 Indications pour la résolution des exercices

Exercice E.10.47 Les distances df et d coincident. On applique alors la proposition 10.5.
Exercice E.10.48 On majorera l'entier N (e).

Exercice E.10.49 On vérifiera que, pour tout recouvrement ouvert U de X, on a

h(f~U) = h(f,U) .

Exercice E.10.50
i) Montrer que I'on peut supposer que U est un recouvrement fini.

ii) Montrer qu’il existe k£ > 1 tel que le recouvrement fini V = \/f:1 f~U est plus fin
que U.

iii) Montrer que V < f~'V, puis que, pour tout n > 1, on a V < f~"V.
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iv) En déduire que nlgrg() diam (/" f~*V) = 0. Conclure.

Exercice E.10.53 On construira un contre-exemple sur un ensemble X & 5 éléments avec
NU|V) =3 et NUV) = 3.

Exercice E.10.54 Soit ¢y une constante d’expansivité de f. Pour tout n, soit E, une
partie €p-séparée dont le cardinal est égal & N ) (€0). Par le corollaire 10.10, on a htop(f) =

lim sup,, % log N ¢; s (€0). Soit £ une mesure construite dans le lemme 10.15 pour E,,. Alors

1 est une mesure d’entropie maximale.

Exercice E.10.55 Si p =t + (1 —t)ug avec 0 <t < 1, alors comme hy,, 4 (1—¢), (f) =
thy, (f)+ (1 =1t)hu,(f) (voir la proposition 9.18), et comme hy, (f) < h,(f) car p maximise
I'entropie, on a forcément hy, (f) = hu,(f) = hu(f), et donc par unicité, py = po = p,
donc g est bien un point extrémal.

On a vu (proposition 4.12) que les points extrémaux de M(X )f sont précisément les
mesures de M (X)/ qui sont ergodiques pour f.

Exercice E.10.56 (1) Soit £ la partition mesurable {[%, % [ /k=0,...,N—1}. Alors,
par récurrence sur n dans N — {0}, on a

n—1 ‘ Lok
§n = \/fzfz{[m7Ninl[ /k:O,...,N”—l} ,
=0

donc & est génératrice pour f. Par le théoréme de Kolmogorov-Sinai et la sous-additivité
de la suite (H,(&p))p>1, pour tout n dans N — {0}, on a

1 1 1
M) = €)= inf —Hy(&) < -Hy(6n) < - log( Card &) = log N

la derniére inégalité ayant lieu, par un argument de concavité déja vu (voir la remarque
juste avant le paragraphe 9.2), avec égalité si et seulement si p([%, % [) = ﬁ pour
k=0,...,N"—1.

(2) Il découle de ce qu’il précede que si by, (f) = log N, alors les mesures p et A coincident

sur tous les intervalles d’extrémités N-adiques (de la forme [+, &L [pour k= 0,..., N"—

1 et n dans N — {0}). Par densité, ces deux mesures sont donc égales.

(3) Par le principe variationnel, I’éntropie topologique de f vaut donc

htop(f) = sup  hu(f) =logN .
peM(X)F

(4) Ceci découle de l'exercice E.10.55 précédent.

Exercice E.10.57 Soit ¢ une partition mesurable et &, = \/?;01 ~i¢. Alors

n—1 n—1
Hyu(6n) = Hu(g™'én) = Hy ((\/ g‘lf"E) v g—ls> = H, ((\/ f"f) v g—ls>
=1 i=1
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n—1 n—2
< H, (\/ f%) + Hy,(g7'¢) = H, (\/ fis> + Hu(g7'¢) .
i=1 i=0

(La derniére inégalité découle de la sous-additivité de I’entropie des partitions, et la derniére
égalité découle de l'invariance de p par f.)

En divisant par n et en faisant tendre n vers +o00, on a donc hg, ,(f,§) = hu(f,&). Ceci
étant vrai pour tout &, on a donc hg, ,(f) = hy(f). Par unicité, on a donc g.pu = p. Clest
ce qu’il fallait démontrer.

Par I'exercice précédent, la mesure de Lebesgue est invariante par toute rotation de la
forme x — x + % pour k =0,...,N — 1, et ceci pour tout N. Par densité, elle est donc
invariante par toutes les rotations.
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11 Sous-décalages de type fini

Une description combinatoire ou symbolique d’un systéme dynamique est parfois sou-
haitable. Un “codage” d’un systéme dynamique topologique consiste & repérer I’orbite d’un
point = de X & partir d'une décomposition finie X = [ J;c, R; en fermés d’intérieurs dis-
joints. On dira qu’une suite w de AN (ou de A% si f est inversible) code le point x si, & chaque
instant n, le point f"(x) appartient a R, , autrement dit si = est dans (),, f~"(Ru,,)-

Choisir un bon codage, c¢’est choisir une décomposition de sorte que les intersections
N, [ "(R.,) contiennent au plus un point et telles que I'on puisse facilement décrire
les suites w pour lesquelles cette intersection est non vide (plus précisément telles que
I’ensemble de ces suites forme un “systéme de Markov” ou “sous-décalage de type fini”, au
sens ci-dessous). Le systéme dynamique (X, f) apparait alors comme 1*image” d’un sous-
décalage de type fini (X4,04) (on parle aussi de “semi-conjugaison”, voir le paragraphe
2.1).

Le prototype d’un codage est I’écriture décimale d’un réel x de [0, 1]. Ceci code le sys-
téme dynamique (X = R/Z, f : x — 10z), en prenant pour alphabet fini A = {0,1,...,9}

i oitl

et pour parties les R; = [15, ‘{5-| pour i dans A. L’application de codage est I’application

de AN dans [0, 1] ~ R/Z définie par

a
(an)nen — Z Wnﬂ .
neN

Cette discussion justifie 'importance des sous-décalages de type fini. Ce chapitre leur
est entiérement consacré. On calculera leur entropie topologique. On montrera que, pour
les sous-décalages de type fini, il existe une unique mesure d’entropie maximale, et que
cette mesure refléte la répartition statistique des orbites périodiques.

11.1 Systémes de Markov

Soit A = (Aag)a,sea une matrice carrée g x ¢ de coefficients égaux a 0 ou 1. Se donner
une telle matrice revient a se donner un graphe orienté I' = I' 4 d’ensemble de sommets A
de cardinal ¢, tel qu’il existe une aréte allant du sommet « au sommet G si et seulement si
Ay p = 1. La matrice A est alors appelée la matrice d’incidence du graphe orienté I' 4.

Exemple. A=

oo~ O
— O =
o O
o= O O

On note
Xa={weN /YneED, Au =1}

et o4 la restriction du décalage (“shift” en anglais) & X 4. On munit X4 de la distance et de
la topologie induite par la distance d sur A? (voir paragraphe 2.3). Le systéme dynamique
topologique (X4,04) s’appelle le sous-décalage de type fini ou systéme de Markov (ou
encore chaine de Markov topologique, et “subshift of finite type” en anglais) de matrice A
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(ou de graphe orienté I'). Lorsque I' est un graphe complet (i.e. lorsque A est une matrice
carrée de coefficients tous égaux a 1), alors (X 4,%4) = (A%, 0).

On dit qu’une matrice carrée B a coefficients réels positifs ou nuls est transitive (certains
ouvrages, comme [PY], disent apériodique) s’il existe n > 0 tel que les coefficients de B"
sont tous non nuls. Un sous-décalage de type fini (X 4,0 4) est dit transitifsi A est transitive.
C’est par exemple le cas lorsque A est une matrice carrée de coefficients tous égaux a 1.

Calculons ’entropie topologique d’un sous-décalage de type fini. Nous aurons besoin
du lemme classique suivant surtout dans la prochaine partie.

Lemme 11.1 (Théoréme de Perron-Frobenius) Soient B une matrice carrée a coef-
ficients réels positifs ou nuls. On suppose que B est transitive. Alors

a) la matrice B admet un vecteur propre vmax G coefficients strictements positifs. Tout
vecteur propre a coefficients positifs ou nuls est proportionnel G Vmax ;

b) st Amax = Amax(B) est la valeur propre correspondant & Umax, alors Amax est simple,
et toute autre valeur propre A\ vérifie

Al < Amax -

Démonstration. Quitte a remplacer B par B", on peut supposer que n = 1. (En effet, soit
Umax Un vecteur propre de B™ & coefficients strictement positifs tel que tout vecteur propre
de B™ a coefficients positifs ou nuls lui est proportionnel, et dont la valeur propre Apax
est simple et strictement plus grande que les valeurs absolues des autres valeurs propres
de B™. Alors {/Amax est une valeur propre simple de B, strictement plus grande que les
valeurs absolues des autres valeurs propres de B. De plus By, qui est un vecteur propre
de B"™ pour la valeur propre Apax, est proportionnel a vpay, donc vmay est vecteur propre
de B, et sa valeur propre est nécessairement {/Apax. Si v est un vecteur propre de B a
coefficients positifs ou nuls, alors il I'est aussi pour B", donc est proportionnel & vyax.)

a) Considérons le convexe compact
C={v=(21,...,29) €ER" Jz; >0t x1+220+... +24=1}.

L’application B induit une application fp : C'— C uniquement définie par Rfp(v) = RBv

pour tout v dans C.
Munissons C' de la distance (dite dis-

tance de Hilbert)
(v, w) = logla, b, v,u]

avec a,b les points du bord de C sur la

droite D passant par v et w (supposés dis- a
tincts), avec a du coté de v, et ou [a, b, v, w]

désigne le birapport de ces quatres points
(rappelons que

(w—a)(b—v)
v—a)(b—w) "’

[a’ b? v’ w] =

en utilisant une (et n’importe laquelle) co-
ordonnée affine sur la droite D.)
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(Le fait que d vérifie I'inégalité triangulaire peut étre démontré aisément. Nous omet-
trons cette vérification car ce fait n’est pas utilisé dans I'argument ci-dessous. Voir par
exemple [Har].)

Par I'hypothése sur B™, I'image fp(C)
est contenue dans lintérieur relatif du
convexe C'. Comme fp conserve le birap-

port, on a donc, pour tous les v, w distincts
dans C,

d(fp(v), fp(w)) < d(v,w) .

Ceci prouve que fp contient un unique point fixe dans C'; qui est dans 'intérieur relatif
de C : c’est le point vy qui minimise la fonction continue v — d(v, fp(v)) sur le compact

f8(C).

b) Sinon, en utilisant le théoréme de Jordan, on pourrait trouver un sous-espace vec-
toriel B-invariant V' de dimension 2 ou 3 de RY, contenant v,y et tel que dans une base
de V ayant vpax comme premier vecteur, la restriction de B soit donnée par une matrice
de la forme

)\max 0 O
<)\max o>, (Amax 1> o 0 Acosf —Asinf
0 Asinf  Acos@

avec Amax < |A|. Dans ces trois cas, il n’existe pas dans V de cone C’ convexe fermé
saillant (i.e. ne contenant pas de droite vectorielle), de sommet 'origine de V', tel que vy ax
appartienne a l'intérieur de C” et dont I'image par B est contenue dans l'intérieur de C’
(auquel on a rajouté 0). Ceci contredit ce que I'on a vu dans la preuve de l’assertion a). [J

L’entropie topologique d’un sous-décalage de type fini est donné par le résultat suivant.

Proposition 11.2 Soit p(A) = lim HA"H% le rayon spectral de la matrice A (pour || .||
n—oo

une norme matricielle), alors
htop(0a) = log p(A) .

Remarque. Lorsque A est transitive, on a bien str p(A) = Apax(A). En particulier, le
rayon spectral d’'une matrice carrée de coefficients tous égaux a 1 étant égal & son nombre
de lignes, I’entropie topologique du décalage o sur AZ, pour A un alphabet de cardinal p,
est

hiop(o) =logp .
Pour montrer cette proposition, nous utiliserons le lemme suivant.
Lemme 11.3 Pour o dans A, on note X, = {w € X4 / wo = a}. Alors l’ensemble
{(ag,...,0) €A /) X No 1 (X)) NN H(Xy,) #0, ag=a, an, = B}

a pour cardinal le coefficient a-3 de la matrice A™.
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Démonstration. Cet ensemble est aussi I’ensemble
{(ag,...,0n) €A™ Jag=a, oy =0, et YVk=0,...,n—1, Avyapr = 1}

Son cardinal est donc le nombre de chemins joignant « & 3 de longueur n dans le graphe
I'4. Ce nombre est exactement le coefficient Agﬁ de la matrice A™. O

Comme tr AN = Y\ AN, le résultat suivant découle alors immédiatement de ce
lemme.

Corollaire 11.4 Soit Py = {w € X, / ol{w = w}. Alors on a

Card Py =tr AN . O

Preuve de la proposition 11.2. Il existe des constantes ¢ et C' telles que, pour toute
matrice B de taille ¢ X ¢, on a

clIBIl <) |Bagl < C Bl
a?/B

Rappelons que la distance d sur X4 est définie par

1
d(w,w') =sup — d(wj,w)) .
icz, 2l
Le recouvrement ouvert Op (par les boules ouvertes de rayon 1) de X4 est formé des ¢
ouverts disjoints { X, }aea. C'est un recouvrement ouvert générateur pour o4 , car

diam(o;"O1 V... Vo {"O1) =27".

Par le théoréme 10.9 et le lemme 11.3, on a donc

. 1 . 1
hop(04) = Jim —log »  Aj = lim —log||A"|| =logp(4) . O
a,BEN

11.2 Chaines de Markov

Il existe de nombreuses mesures invariantes sur le sous-décalage de type fini (X4,04).
Le but de cette partie est d’en construire a l'aide de matrices stochastiques. Nous allons
appliquer le théoréme de Carathéodory (le théoréme 2.1 du chapitre 2.1) avec Q = AZ et
A l'algébre des réunions finies disjointes de cylindres de 2.

Rappelons (voir chapitre 2.1) que, par définition, un cylindre sur € est une partie de 2
de la forme

m,m+1,...,n _ . o
Cam,am+1,...,an_{w€9/ VZ—m,m+1,...,n, wl_az}a

avec m < n dans Z et aum, Qpit, ...,y dans A.

Pour construire une mesure de probabilité borélienne invariante par le décalage sur §2,
. 2 il m,m+1,....,n
il suffit donc de se donner des réels positifs ou nuls M(Cam,am+1,...,an) pour m < n et

Qm, - .- 0y dans A, de sorte que Y- oo p(CF) = 1 et

1,... -1 1
p(Cnmt b ) =3 (O ™) = (G
acA aEA
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En effet, la condition iii) du théoréme 2.1 de Carathéodory est automatiquement satisfaite,
car les cylindres C'g{nn;','j.’.?an sont des compacts de X, donc si (Cy,)nen est une suite décrois-

sante dans A telle que [,y Cn = (), alors il existe ng tel que, pour tout n > ng, on a

C, = 0.

On appelle matrice stochastique T = (To8)a,sea Une matrice a coefficients positifs ou
nuls tels que la somme des coefficients de chaque colonne vaut 1 : pour tout § dans A, on

a
Z Tag = 1.
a€A
Le nombre réel m,g s’interprete comme la “probabilité de passage du sommet o au
sommet 7 (ou celle de provenir du sommet « sachant que l'on est sur le sommet [3).
Si 'on suppose que A,g vaut 1 si et seulement si m,3 est non nul, alors “le processus se
déroulera sur le graphe I'4”.

Lemme 11.5 Soit m = (map)a,gen une matrice stochastique transitive. Alors il existe un
unique vecteur v = (v} )aen tel que O™ = V™ et Y .\ vh = 1. Les coefficients de v™
sont strictement positifs. Le réel 1 est une valeur propre simple de 7 et les autres valeurs
propres vérifient |\ < 1.

Démonstration. On applique le lemme de Perron-Frobenius. Il reste & démontrer que
Amax(7m) = 1. Or, en reprenant les notations de la démonstration de ce lemme, on remarque
que ’hypothése que 7 est stochastique assure que 7 préserve les hyperplans affines H; =
{v eRY /| 3, cava = t}, et donc que, pour tout v dans C, on a fr(v) = mv. Dot
Amax(7) = 1.

(Une autre maniére de montrer que Apax(m) = 1 est de remarquer que le produit de
deux matrices stochastiques est encore stochastique, donc que ||7"|| reste borné quand n
tend vers +oo, donc que le rayon spectral p(r) de la matrice 7w vaut 1.) ]

A partir de toute matrice stochastique 7, on peut construire une mesure de probabilité
borélienne pr, appelée mesure de Markov sur A par la formule

n—1
m,m+1,....n o | | T
NW(Can;,am.h, .7.. s an) - 7TOéi%’+1 van ’
i=m

ot v™ est le vecteur normalisé m-invariant (donné par le lemme précédent). Les conditions
de compatibilité sont vérifiées, car 7 est stochastique et v™ est normalisé et m-invariant.
Cette mesure de probabilité u, est invariante par le décalage o. Le lemme suivant calcule
son entropie (métrique), et généralise 'exemple de la fin du paragraphe 9.4.

Remarque. Il n’y a pas vraiment besoin de I’hypothése de transitivité sur @ pour construire
une mesure de Markov (voir par exemple [PY]), mais par contre cette propriété sera utilisée
pour avoir le mélange (voir le lemme 11.7 ci-dessous).

Lemme 11.6 Soit m une matrice stochastique transitive. Alors

B (@) = = 3 Mg log(mas)
a,BEA
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Démonstration. On note & la partition mesurable & = {C? / a € A} de A%, Cette
partition est génératrice pour o. On a donc, d’aprés le théoréme de Kolmogorov-Sinai et

le lemme 9.13,
Py (0) = hyun (0,60) = lim H (50 \/U_i§0> :

i=1
Or .
—1 ™ C ’7--7-7 n
" (fo Ve Z@) == > o (M) i (COy ) =
i=1 Q0O EA pr(Cai o)
— ) 108 (Tagar) 1 (Col o) = = Y Taplog(mas)v -

ap, a1 EA a,BEA

Ceci montre le résultat. O

Lemme 11.7 Soit m une matrice stochastique transitive. Alors le décalage o est mélan-
geant pour fir.

Démonstration. D’aprés le lemme 9.8, les fonctions caractéristiques I des cylindres C
engendrent un sous-espace dense de L?(X, y,). D’aprés la proposition 6.1, il suffit donc de
montrer que, pour tous les cylindres Cy,Cs de X, on a

A (G0 o NCy) = pr(C1)pn (Ca) -

Qm,

On peut supposer que C; = Cay 2", et Cy = C’g;;'.'.’qﬁq. On a alors, pour N >n — p,

m—1

n—1
—N N— T
pr(CrNo " Cq) = (H 7Tam¢+1> (m n+p)anﬁp H T3:Biv1 | V3, -
i=m

i=p

Pour conclure, il suffit donc de montrer que, pour tout a, 3 dans A, on a limy_, (WN)aﬁ =
vh. Or, par le lemme 11.5, la limite 7 = limy_ 7N est le projecteur sur la droite Rv}
parallélement & 'hyperplan Ho = {v € R* / 3, vy = 0}. Les coefficients matriciels de
7 sont 7,3 = v},. C’est ce que 'on voulait. O

Remarque. Avec 'exercice E.11.61, ceci montre en particulier qu’un systéme dynamique
symbolique (A%, o) admet un famille & plusieurs paramétres (donc non dénombrable) de
mesures de probabilité invariantes, mélangeantes et deux & deux étrangéres.

11.3 Mesure de Parry

La mesure de Parry est une mesure invariante sur le sous-décalage de type fini (X 4,04).
Nous verrons que cette mesure est 'unique mesure qui maximise I’entropie. Nous verrons
aussi que cette mesure refléte la statistique des orbites périodiques. Mais commencgons par
la construction de cette mesure.

Reprenons notre matrice A = (Ayg)a,8en de coefficients égaux a 0 ou 1, et supposons
que A est transitive. Notons A = Apax(A), v = (va)aea un vecteur propre de A pour la
valeur propre A, et f = (fa)aca un vecteur propre de ‘A pour la valeur propre A, donnés
par le théoréme de Perron-Frobenius. On a donc, pour tout o dans A,

Vo > 0, fa > 0, Z Aaﬁvﬁ = AUq, et Z Agafg = )\fa .
BeA BEA
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On normalise les vecteurs v et f de sorte que ) .5 Vafo = 1. On note alors 7* la matrice
stochastique de coefficients
) _ Aa,@foz

La mesure (de Markov associée) u = pre s’appelle la mesure de Parry.
Par exemple, lorsque A est une matrice carrée de coefficients tous égaux a 1, alors A
vaut Card A, que 'on note ¢ ci-dessous, vy, = fo = ﬁ pour tout o dans A, et 7° est la

matrice carrée de coefficients tous égaux a %. La mesure de Parry pour le décalage ¥4 = o

est alors la mesure produit VOZ, pour vy la mesure d’équiprobabilité sur A.

Proposition 11.8 Soit (X4,04) un sous-décalage de type fini transitif, p la mesure de
Parry sur Xa, Py = {w € X4 / oNw = w} Uensemble des point périodiques de période
divisant N, et puy = m Y wepy Ow- Alors

a) on a hiop(oa) = hu(oa);

b) la suite des mesures de probabilité pn converge faiblement vers p ;

¢) la seule mesure de probabilité o-invariante v sur X 4 telle que hy,(04) = hiop(0a) est
V= [.

En particulier, I'unique mesure d’entropie maximale du décalage o sur A%, pour A un
alphabet fini, est la mesure produit l/g, pour vy 'équiprobabilité sur A.
Rappelons que d’aprés la proposition 11.2, on a

htop(UA) = log )‘max(A) .

Démonstration. a) Remarquons que le vecteur 7®-invariant normalisé est

prad

v = (Uafoz)ozel\ .

Le lemme 11.6 donne alors

hu(oa) = Z (—log(Aunpfa) +log fz + log )\)M .
a,BEA
Or A )
> - log<Aaﬁfa>%“”ﬁ = =3 2_108(fa)Aapfavs = = Y _log(fa) fava ,
a,B a,f «
Aa (07
Zlog(fﬁ)y = log(fs) fsvs »
a,f B
et

Aa «
Zlog )\y = log)\z JaVa =10g A = hiop(0a) -
o, «

Le résultat en découle.

b) Comme les fonctions localement constantes sont denses dans les fonctions continues
sur 'espace de Cantor AZ, il suffit de montrer que, pour tout cylindre C' = C4v 2", de

Amyy-eey
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A% on a A}im pun(C) = p(C). D’aprés le lemme 11.3 et son corollaire 11.4, on a les égalités
—00

Card Py = tr AN et, pour N >n —m

_ Card (PyNnC) Nenim
N () = Card Py Ctr AN ( H AOW%“) (4 Jancm -

D’aprés le théoréme de Perron-Frobenius, on a A}im )%NAN =7, ou T est le projecteur sur
— 00

la droite Rv parallélement a 1 hyperplan noyau de la forme linéaire f, donc 7 = (Vo f3)a,geA-
En particulier, on a lim )\N tr AN =1 et hm Vs (AN)O(,/; = vafs. Dot

N—oo

n—1 n—1
famva’n °
J\}Enoo MN ) = < 1_—[ Aaiai+1> \n—m = 1__[ Toaisy fomvom = M(C) .

C’est ce que 'on voulait.

¢) Soit v une mesure de probabilité borélienne o 4-invariante sur X 4 telle que h, (c4) =
hiop(oa) = log A.

Si v est absolument continue par rapport a la mesure de Parry p, alors il existe, d’aprés
le théoréme de Radon-Nokodym, une fonction v dans L'(X 4, 1) telle que v = tpu. Cette
fonction est o 4-invariante p-presque partout. Comme p est ergodique (voir le lemme 11.7),
on at=1et v=p,cequiest exactement ce que I'on cherche & démontrer.

Supposons donc par I'absurde que v n’est pas absolument continue par rapport a pu. Il
existe donc un borélien B de X4 tel que v(B) > 0 et p(B) = 0. Le lemme 9.8 appliqué a
la mesure %(V + 1), permet de trouver une suite B, d’unions finies disjointes de cylindres
de X4 tels que pan;o v(By) =v(B) #0 et pan;o u(Bp) = 0.

Notons & la partition mesurable de X4 définie par & = {X4 N CY / a € A} et &,
la partition &, = \/j__,, 04'¢. Comme & est une partition génératrice pour o4 (celle-ci
étant inversible), on a, d’aprés le théoréme de Kolmogorov-Sinai,

n—1
hy(ca) = hy(oa,&) = Tllr%fi %H,, <\/ O'_i£0> =inf —H,(&,) .

2o n>1 2n
On a donc, pour tout n > 1, inégalité H,(&,) — 2nlog A > 0.

Lemme 11.9 Soient x1,...,x) des réels strictement positifs avec 2?21 x; = a. Alors
- Zle z;logx; < alog g

Démonstration. Par concavité de la fonction ¢(t) = —tlogt, on a

k
1 > x; >y a k
. ;1 zilogx; < ( 3 > log < 2 ) v log "

O

Lemme 11.10 I existe ¢ > 0 tel que, pour tout cylindre Cq.. 2", non vide de X, on a
p(Caylay) = eA .,

Qm,
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Démonstration. On a

n—1
M(Cgén’r:h,?an) - ( H Aaiai+1> fa’mrUOén)\i(nim) .

i=m
Il suffit de prendre ¢ = inf, gea fovg > 0. O

Fin de la preuve de la proposition 11.8. Fixons p et choisissons n de sorte que B,
soit une réunion finie de parties de la partition &,. On a alors, en utilisant les deux lemmes
précédents,

0<Hy(é)—2nlogh<— > v(@logv(C)— > v(C)logw(C)—2nlogA
Cetn, CCB, Cetn, CCeB,
Card{C €&, /C C By} Card{C €&, /C C °By}
< v(Bp)log P> +v(°By)log P> — 2nlog A
g v(Bp) g v(°Bp)
p(By)A*" p(“Bp) X"
<v(Bp)log ——— °B,)log ———— — 2n1
_V( p) 0og CI/(Bp) +V( p) og CV(CBp) n Og)‘
1(Bp) c 1(“By)
=v(By)log ——= + v(°B)) log ———= — log c .
P v(Bp) P v(°Bp)
Ces inégalités sont vraies pour tout p, mais le dernier terme tend vers —oo quand p tend
vers l'infini, contradiction. ]

Remarque. La proposition 11.8 est le prototype d’un résultat plus général du a Bowen
et valable pour les “ensembles hyperboliques” (localement maximaux et topologiquement
transitifs) des systémes dynamiques (voir par exemple [Bow, KH]).

11.4 Exercices

Exercice E.11.58 Soient (X 4,04) un sous-décalage de type fini de matrice d’incidence
A transitive et P, = {w € X4 / 0'j(w) = w} 'ensemble des points périodiques de période
divisant n. Montrer que, quand n tend vers +o00, on a

Card P, ~¢e" htop(oa)

Exercice E.11.59 Soit A = (An8)a,8eA une matrice carrée de coefficients égaux a 0
ou 1. On dit que A est irréductible si, pour tout «, 3 dans A, il existe n > 0 tel que
(A")ap # 0. On appelle période d de A le plus grand commun diviseur de l’ensemble
{n>0/3Faeld, (A")aa # 0}. Montrer que A est transitive si et seulement si A est
irréductible de période 1.

Exercice E.11.60 Soit A = (A, 3)a,8cA Une matrice carrée de coefficients égaux a 0 ou
1. On suppose que A n’a pas de ligne ni de colonne nulle. Montrer que A est irréductible
(voir I'exercice précédent) si et seulement si le décalage o4 admet une orbite dense dans
Xa.

Exercice E.11.61 Soient 7, 7’ deux matrices stochastiques transitives distinctes, indexées
par un méme ensemble fini A. Montrer que les mesures de probabilité p, et p sont
étrangeres.
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Exercice E.11.62 Soit 7 une matrice stochastique transitive. Montrer, pour presque tout
w de AZ, et tout «, 3 dans A, que 'on a

1
a) JLIIOLO ECard {ie{l,....n} Jw=a} =2] .

1
b) lim — Card {i € {1,...,n} /w;i =« et w1 = B} = Tapvj -

n—oo N

Exercice E.11.63 (Examen de janvier 2002) Les parties I et II sont indépendantes, et
sont utilisées dans les parties III et IV. Pour tout réel z, on note [z] sa partie entiére et {z}
sa partie fractionnaire. On fixe un réel 5 > 1. Le but principal de ce probléme est d’étudier
la dynamique de la tranformation de l'intervalle I = [0, 1] donnée par f(z) = {8x}.

‘Partie I : Une transformation de l'intervalle. ‘

Soient tg =0 < t1 < ... <1, < ...une suite strictement croissante telle que tlim t, =1
—00

et g : I — I application donnée par, pour tout = dans U'intervalle Iy = [t,, tp41],

xr—t,
g(r) = —— .
( ) tn-l—l —tn

(1) Soit A = dz la mesure de Lebesgue sur I. Montrer que g préserve \.

(2) Soit a = (a1,...,an) dans N™. On note I, = I, N g~ (Is,) N ... N g~ D(I, ).
Montrer que, pour tout borélien A de I, on a A(g7"(A) N 1) = MA)A(I,).

(3) Montrer que g est mélangeante pour A.

‘Partie IT : Un systéme dynamique symbolique. ‘

Soient ¢ = (qn)nen—{0} €t (Zn)nen les suites définies par la condition initiale 29 = 0 et
la relation de récurrence suivante : pour n > 1, g, est le plus grand des entiers ¢ tel que le
réel x, = xpy1 + ¢B7" vérifie x, < 1.

(1) a) Vérifier que ¢ = [f] et que, pour tout n > 1, on a ¢, < [3].

b) Vérifier que Z Bt =1.
ieN—{0}

(2) Soient A = {0,1,...,[4]}, X = AN} muni de sa structure d’espace métrique compact,
et 0 : X — X le décalage (on rappelle qu’il est donné par o(w); = wit+1). On munit X
de l'ordre lexicographique, défini par w < ' si et seulement si ou bien w = w’ ou bien il
existe ig € N — {0} tel que w;, < wj et w; = w; pour tout i < .

a) Soit Xg={we X /VneN, ¢"w)<q}. Montrer que X3 est compact.

b) Vérifier que 0(Xg) C Xg. On notera alors o la restriction de o a Xg.
(3) Soit p,, = Card{wy,...,wp) € A" /3T w' € X5, Vie{l,...,n}, w,=w.

a) Montrer que p; = [B] +1 et, pour tout n > 2, p,, = @1pp—1+¢2pn—2+. ..+ gn—1p1 +
qn + 1.

b) Montrer que, pour tout n > 1, on a p, < pinS".

¢) Montrer que nh_)ngo /Pn = B. (On pourra chercher, pour tout v < 3, une minoration

de la forme p,, > ™)
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d) Montrer que 'entropie topologique de og est égale a log 3.
| Partie 111 : Ergodicité de . |

Soit ¢ : I — ]0,400[ la fonction définie par

0=C) Bz /o<a<yn)

neN

ot y, = (1 — z,)B" et ou la constante C' > 0 est choisie pour que la mesure p = @\ soit
une mesure de probabilité. On veut montrer que f préserve . Soit A un borélien de 1. On
posera fU(A) = A.

(1) a) Montrer que f™ induit une bijection affine croissante de [z, 1] sur [0, yy,|[.
b) Montrer que p(A) = C Y Ny A(fT"(A) N [2p, 1]).
¢) Montrer que, pour tout n € N— {0}, on a A\(f~"(A) N [zph_1,2n]) = ¢.07 " A(A).
d) Montrer que f préserve p.

(2) Soit F': I — I l'application donnée par, pour tout = dans [z,_1,z,[, F(z) = f"(z).

a) Montrer que F' préserve \ et que F est ergodique pour A.

b) Montrer que f est ergodique pour p. (On pourra montrer I'implication (f~1(A) =
A) = (F71(A) = A).)

¢) Montrer que p est 'unique mesure de probabilité f-invariante sur I qui est absolu-
ment continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

‘Partie IV : Développement [-adique et entropie de f ‘

Soient €2y : I — A lapplication donnée par Q(z) = [Bx] et, pour n € N — {0, 1},
wp = Qo f". La suite Q(z) = (2i(z))ien—{0} est appelée le développement 3-adique de x.

1) a) Montrer que €2(z) appartient & Xz et que I'application 2 : I — Xz est injective.
B B
b) Montrer que, pour A-presque tout z, la limite

1
{3 = lim - Card {i <n / Q;(xz) =0}

existe et ne dépend pas de z.

(2) On note «a la partition mesurable

1 1 2 -1
a:{|:0’_|:a|:_a_|:,"'>|:q1 )2[5[251[}
gL LB B g B g
a) Montrer que tout élément B de la partition mesurable \/q;-,, ; f ko vérifie \(B) <
g
b) Montrer la minoration suivante de I'entropie métrique de f : h,(f) > log 3.
¢) Soit v = ;1 la mesure de probabilité sur X5 image de . Montrer que opeta préserve

d) Montrer que h,(og) = h,(f).
e) Calculer I'entropie métrique h,(f) de f.

145
2

(3) On suppose que [ est le nombre d’or =
a) Calculer la suite (¢n)nen—{o}-
b) Calculer /g.
¢) Montrer que (Y, o |y) est un sous-décalage de type fini dont v est la mesure de Parry.
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Exercice E.11.64 (Examen de janvier 2003) Les parties II et III (sauf III (9)) sont
indépendantes.

Dans tout ce probléme, (X, d) est un espace métrique compact, f : X — X un homéo-
morphisme, et p : X — R une application continue. On rappelle que

dfz(xay) - Sup d(fz(x)7fl(y)) ’

i=0,....,n—1

qu'une partie E de X est e-dense pour une distance d’ siVx € X, 3y € E, d'(z,y) <k,
et e-séparée pour une distance d' siVx,y € B, x #y = d'(v,y) > e

Partie I : Pression métrique et topologique. ‘

Pour n € N— {0}, z € X, € > 0, on note
n—1

o Sho(x) = o(fi(x)),
i=0

o Nyo(n,e) la borne inférieure, sur toutes les parties e-denses £ de X pour la distance

f s
dp, des sommes ) e o)

o N ]’c@(n,e) la borne supérieure, sur toutes les parties e-séparées FF de X pour la
. f
distance d%, des sommes ) eSne()
(1) Montrer que

. . 1 . ) 1 ,
lim <hm sup — log Ny (1, e)) = lim <hm sup Elog Ny . (n, e)) .

€= n— o0 e—0 n— o0

Ce nombre, noté P(f, ), est appelé la pression topologique de f (par rapport a ¢).
Si p est une mesure de probabilité f-invariante sur X, le nombre

Pulfr0) = hu(f) + / o dys

est appelé la pression (métrique) de f pour p (par rapport a ¢).

(2) Montrer quesi ¢ = 0, alors P(f, ) = hiop(f), Pu(f, ) = hu(f). Montrer que P(f,¢) <
htop (f) + supx |¢l, Pu(f,¢) < hu(f) + supx [¢].

(3) Pour tout k& > 1, montrer que si g = f* et 1) = S,J:go, alors P,(g,v) = kP,(f,¢) et
P(g.4) = kP(f,¢).

(4) Montrer que si ¢ = ¢’ +1po f—1), avec @', 1) : X — R continues, alors P(f,p) = P(f,¢)
et P,u(fa SD) = P,u(fa SD,)

‘Partie IT : Le principe variationnel pour la pression. ‘

Le but de cette partie est de montrer le principe variationnel pour la pression :

P(f,0) = sup  Pu(f,o).
peEM(X)F

(1) Soient aq,...,a; dans R, A = Zle e% et pi,...,pr > 0 tels que Zle p; = 1. Montrer
e

que Zle pi(—log p; + a;) < log A, avec égalité si p; = 5.
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Pour n € N— {0} et e > 0, soit E,, une partie e-séparée pour la distance dfl. On note

1 n—1 ‘
Snap _ i
Up = E 0p et pp=— E (f )*Vn .
D wcE, € S rer, €590 v€En "izo

(2) Montrer que la suite (4n),en—{0} admet une sous-suite faiblement convergente vers une
limite p. Montrer qu’une telle mesure de probabilité y est f-invariante.

(3) Soit a une partition mesurable de X telle que diam A < € et u(90A) = 0 pour tout
élément A de a. Posons o = \/f;o1 f'a. Montrer, en utilisant (1), que

H,, (o) + /Sisﬁdvn =log Y eSte@
xel,
(4) En déduire que, pour 0 < ¢ < n, on a

2 2
%log xEZE eShel@) < H,, (0g) + % log Card(«) + q/god,un .

(5) En déduire que limsup — log Z )< P (f, ), puis que
n— oo veb,
P(fip) < sup  B(f,¢).
ve M(X)f

(6) Maintenant, on considére p un élément quelconque de M(X)f. Soit a = {A1,..., 4,}
une partition mesurable de X, B; un compact contenu dans A;, et Uy = X —(B1U...UB,),
de sorte que, si 3 est la partition mesurable {Uy, B, ..., B}, alors h,(f, o) < h,(f, 3)+1.
Pour tout n dans N, soit € > 0 tel que d(B;, B;) > 2e pour 1 < i # j < p, et |¢(z)—p(y)| <
1sid(x,y) < e. Soit E une partie e-dense pour la distance dl, et Bn = \/?;01 ~3. Montrer,
en utilisant (1), que

H,(Bn) /Snap dp < log (2" Z ¢Sn (@) ) .

rzeE

(On pourra, pour tout élément C' de [3,, fixer un point z¢ dans 'adhérence de C' tel que
supgec Snp(z) = Spe(zc) et yo dans E tel que dfl(xc,yc) <e.)

(7) En déduire que P,(f,¢) <2 +1og2+ P(f, ).

(8) En déduire le résultat.

‘Partie IIT : Mesures d’équilibre de la pression pour les sous-décalages de type fini.

Soit A un alphabet fini, A = (A48)a,8ea une matrice carrée de coefficients 0 ou 1
transitive, et (X4,04) le sous-décalage de type fini associé. Le but de cette partie est de
montrer que, pour certaines applications continues ¢ : X4 — R, il existe une et une seule
mesure £ dans M(X4)% telle que P,(04,9) = P(oa,¢). Une telle mesure est appelée
mesure d’équilibre pour la pression.
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Pour tout x dans A%, on note z; la i-éme composante de z, de sorte que = = (x4)icz-
On rappelle que AZ est muni de la distance d(z,y) = sup;cy, ﬁ 69t avec 6L =0sis =t
et 0% =1 sinon.

Soit 1) : X4 — R une application, et k dans N — {0}. On dit que ¢ ne dépend que des
k premiéres coordonnées si, pour tous les x,y dans X4, si x; = y; pour ¢ = 0,...,k — 1,

alors ¢(x) = 1(y). On note alors ¥(x) = Va2 -

Dans la suite, on fixe une application ¢ : X4 — R qui ne dépend que des deux premiéres
coordonnées.

(1) Montrer que S% ¢ ne dépend que des n + 1 premiéres coordonnées, et que, pour tous
les x,y dans X4, si dZ4(z,y) < 3, alors S%p(z) = SZp(y).

(2) Montrer que pour tout € < %, il existe une constante C¢ > 0 telle que pour tout n dans
N - {0}7

1
Né,A,(p(e,n) < C, Né’A,«p(§7n) .
o . 1 , 1
(3) En déduire que P(o4,p) = limsup —log N, _(=,n).
nooo M AP 2

On note A% la matrice (Azﬁ)a,ﬁel\ avec

AP5 = Agp o5 .

(4) Montrer que A¥ admet un vecteur propre v¥ = (v, )aca de coefficients tous strictement
positifs, unique a scalaire strictement positif prés, dont la valeur propre A\¥ est simple, et
vérifie \? > || pour tout autre valeur propre A de A%.

(5) On rappelle que, pour B = (B,g)a,cA, On nOte Bgﬁ le coefficient a-( de la puissance
n-éme de la matrice B. Montrer que pour tous les «, 5 dans A et tout n dans N — {0},

Z e(SZAw)QO AAAAA on (Aw)gﬁ )

(0, .oy an)EAM L [ ap=a, an=0, Aaiai+1:1

En déduire, en utilisant la question (3) que P(o4,¢) = log A¥.

Soit f? = (fa)aea un vecteur propre de la matrice *A® pour la valeur propre \? tel
que - cp faVa = 1. On note 7 la matrice (743)a,8eA OU

AV fa
Top = )\“’fﬁ .

(6) Montrer que 7 est une matrice stochastique. On note p# la mesure de Markov sur X 4
associée & m. Montrer que Pue(04,9) = P(o4, ).

7) Soit Py = {z € X4 / olY(z) = z} lensemble des points périodiques pour o4, de
A
période divisant N. Soit

1 Sne(x)
BN = S > s,
ZJCEPN eSn o) rEPN

119



ou ¢, est la masse de Dirac au point x. Montrer que la suite des mesures de probabilité
(un) Nen converge faiblement vers p?.

(8) Montrer qu’il existe des constantes ci,co > 0 telles que, pour tout cylindre C' =
C&”,,;';;:T}a non vide de X 4, on a

n

Cl(v)—(n—m)e(SnfmsO)am,---,an < pf(0) < 02()\so)—(n—m)e(Sn—msO)am,---,an ]

(9) En déduire que la mesure p# est 'unique mesure v dans M (X 4)74 telle que P, (o4, ¢) =
P(oa,¢).

11.5 Indications pour la résolution des exercices

Exercice E.11.58 Utiliser la proposition 11.2 et le corollaire 11.4.

Exercice E.11.59 Montrer d’abord qu’il existe n > 0 tel que, pour tout «, on a (A™) a0 #

0}.
Exercice E.11.62 Utiliser le théoréme ergodique de Birkhoff.

Exercice E.11.63 (1) Comme g est une bijection affine croissante de chaque
intervalle I, sur [0, 1], on a, pour tout borélien A de I, A\(g~'(A) N 1,) = A(A)A\(I,,). Donc

Mg (A) =D A HA) N L) = MA) D M) = A(A) .

neN neN

Donc la mesure de probabilité A est g-invariante.

(2) Comme g™ est une bijection affine croissante de chaque intervalle [, sur [0, 1], on
a, de la méme fagon, A(g7"(A) N 1,) = MA)A(Lq).

(3) Pour n > m, on a encore A(g~"(A) N I,) = Mg~ "™ A)A(I,) = M(A)A(I,). Donc
limy, oo A(g7"(A) N 1) = AM(A)A(I,). Comme les parties I, engendrent la o-algébre des
boréleiens de I, les fonctions caractéristiques 7, engendrent un sous-espace vectoriel dense
de LY(1,\) (voir le lemme 9.8). On en déduit que g est mélangeante (voir la proposition

6.1).

(1) a) Il est clair que ¢; = [3]. Pour tout n dans N, on a 1 — z,, < 7". Donc,

pour tout n > 1, on a ¢,8" =2, —xp_1 < 1 —x,_1 < "D, Dou ¢, < B et g, < [5].
b) On a x, = > g;f~". Donc > 7, ¢;3" = limy o0 xp = 1.

(2) a) Il suffit de montrer que la partie Z = {w € X / w < q} est fermée, car X3 =
Mpen @ " (Z). Or si w est dans le complémentaire “Z de Z, on peut trouver ig > 1 tel que
Wiy > i, et, pour tout i < ip, w; = g;. Les mots w’ de X tels que w} = w; pour tout i < ig
sont aussi dans “Z. Donc “Z est ouvert et Z est fermé.

b) C’est clair.

(3) a) Notons E, = {(wi,...,wp) € A" / T € Xg, Vi=1,....,n, w = w},de
sorte que p, = Card E,. Si w1 < ¢, alorson a w € E, & (wg,...,w,) € Ey_1. Si
wi = q1 et wy < g, alorson a w € E, < (ws,...,w,) € E,_o. Par récurrence, si
Wi =q1, ., Wi—1 =¢qi—1 et w; < ¢;, alorsona w € E, < (wit1,...,wy) € E,_;. Donc
Dp = Z?;ll ¢ipn—i + 1, pour n > 2. Il est clair que p; = [5] + 1.
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b) Par récurrence, on a
n .
po <pin—1)B" g +1< pi(n—1)F" +1 < ping".

c) Fixons v < 3, et ng > 1 tels que .1, ¢y~* > 1 et posons ¢ = max;—1,__n, iV’
Montrons, par récurrence, que pour tout n > 0, on a p, > ¢y". En effet, c’est vrai pour
n < ng, et pour tout n > ng, on a

n—1 n0
pn = <Z Qipni> +1> " (Z qwz> > "
=1

i=1
On en déduit que, pour tout v < (3, on a v < hmlnf Yp, < limsup /p, < (. Donc
n—oo
li = 0.
Jlim {/p, =0

d) Pour tout u dans A, notons X = {w € Xg / wo = u}. Notons Oy le recouvrement

ouvert O = {X9,..., X ﬁ]} et O, =\ _0 aﬁl(’)l Notons que O est aussi une partition
mesurable et que N(O,, ) Pn- Le recouvrement ouvert O est générateur pour og. Par le
théoréme 10.9,

hiop(03) = h(og,01) = lim — log N(O,) = lim logp, =log (.

n—oo n

(1) a) Cela résulte de la construction, en raisonnant par récurrence. Si f"~! est
une bijection affine croissante de [z,,_1, 1[sur [0, y,_1[, alors f*~(z,) = 8" H(zp—2n_1) =
¢nB3~'. Comme g, est le plus grand entier tel que ¢,3 ' < y,_1, Papplication f est une
bijection affine croissante de [¢,37 1, yn_1[sur [0, Byn—1—qn[[= [0, yn et f™ est une bijection
affine croissante de [z, 1] sur [0, yn|.

b) Par a),

(A =C> BTMAN[0,ya) =C Y AT (A) N[z, 1) -

neN neN

¢) Découpons l'intervalle [z, 1, z,[ en g, intervalles Iy = [x,—1 + ﬁn,xn 1+ & /3" L[, avec
0 < k < gp. D’aprés a), Papplication f™ : I, — [0, 1] est une bijection affine de pente 5.
On a donc A\(f~HA)N1;) = B"A\(A) et

qn—1
ATMA) N [zn-n,za) = D AFTHA)NT) = B qaAA) .
k=0
d) On a
p(fHAN=C D ASTHA) N w1, 1) =
neN—{0}
C Y AN [ +C > AMFTA) N, 1) =
neN—{0} neN—{0}

Cl Do 87" | MA) + (1u(A) = CAA)) = u(A) .
neN—{0}

121



(2) a) L’application F est la transformation étudiée dans la premiére partie, avec ¢; inter-
valles de taille 57! suivis de ¢y intervalles de taille 372, etc. Elle préserve donc A et est
mélangeante pour \. Par conséquent, F' est ergodique pour .

b) Soit A un borélien de I tel que f~1(A) = A. On a

FlA)= |J @0zl = (J Anlzra] =A.
neN—{0} neN—{0}

Comme F est ergodique pour A, on a A(A) =0 ou A\(A) = 1. Donc p(A) =0 ou u(A4) = 1.
Donc f est ergodique pour pu.

¢) Soit p/ une mesure de probabilité f-invariante sur I absolument continue par rapport
a A. Par le théoréme de Radon-Nykodym, on peut écrire ' = vu avec ¢ dans L'(I, ).
Comme g/ est f-invariante, on a 1’égalité 1 o f =t dans L' (I, ). Comme f est ergodique
pour p, I'application v est constante p-presque partout, et i/ = p car ces mesures sont de
probabilité.

(1) a) Par construction, on a
o .
S @i =e ()
1=1

et, pour tout n dans N, on a Y 5% Q,4;(z)87" < 1. On en déduit que o™ ((z)) < q et
donc que Q(z) appartient & Xg. La formule (*) prouve aussi l'injectivité de €.

b) Cela résulte de 'ergodicité de f et du théoréme ergodique de Birkhoff. En outre, on
alg = p([0,671].
(2) a) Les éléments B de la partition «,, = \/Z;é f7*() sont des intervalles sur lesquels
Papplication f™ est une application affine de pente 5". Donc A(B) < f7".

b) On a donc, pour tout  dans a,, I'inégalité u(B) < DF~™"™ avec D = . Donc

C
1—p1

Hy(an) == > p(B)logu(B) > ( > M(B)> (nlog 3 —log D) =nlog3 —log D,

Bean Beap
et 1
hulf) = hu(f,0) = lim ~H,(an) > log 3

c) Cela résulte de I'égalité Qo f = og0 Q.
d) La partition mesurable O; de Xz introduite en II (3) d) vérifie Q7101 = a. On a

donc 1 1 1

EHV(On) = EHM(Qilon) = EHM((X”) .
Prenons la limite de ces égalités quand n tend vers I'infini. Comme la partition mesurable
O est génératrice pour og, et que « est génératrice pour f, on obtient, par le théoréme

de Kolmogorov-Sinai,

hu(Uﬁ) - hu(0ﬁ701) = lim lI{l/((f)n) = lim lI{M(an) - hu(fa (X) = hu(f) :

n—oo N n—oo n
e) Par le principe variationnel et les questions précédentes, on a

logﬁ < hu(f) = hu(aﬁ) < htop(UA) = logﬁ .
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Donc hy(f) =log .
(3) a) Comme on a 1 =31+ 372 on obtient ¢; = go = 1, et g, = 0 pour tout n > 3.
b) On a ¢ = C(Ij1[ + Ljp g-1[) avec C' = 1_%,2. Donc {5 = u([0,57Y) = 1_}372 =

545
2~ 0,723

c) On a

Xg={weX/Vn>0, (wp=wpr1=1) = (Vi>2, wyy;i=0)}.

Posons Y ={we X/ Vn>0, (w,=1) = (wpt1 =0)}. Le systéme dynamique

11
10 ) Comme
Y’ est un fermé de X qui contient (1), le support Y de v est contenu dans Y”. D’aprés
les questions précédentes, la mesure v est une mesure de probabilité o-invariante sur Y’
d’entropie maximale. C’est donc la mesure de parry et on a Y/ =Y.

(Y’ o |y+) est un sous-décalage de type fini, associé a la matrice A = (

Exercice E.11.64 Sauf dans les questions I (3) et I (4), nous noterons pour simplifier
Sup = Sho, N(n,e) = Nyy(n.e), N'(ne) = N} _(ne), P(f) = P(f.¢) et Pu(f) =
Pu(fa SD)

(1) Les nombres N(n,e), N'(n,¢€) sont finis par compacité de X. Notons que si
e < €, alors une partie €’-séparée est e-séparée, et une partie e-dense est ¢’-dense, donc
N(n,e) > N(n,€) et N'(n,e) > N'(n,¢€).

Les points d’une partie 2e-séparée pour dl sont dans des boules distinctes de rayon
€ pour dfl. Toute partie e-séparée E pour d£ rendant la somme ) _p en¢(*) maximale,
qui existe par compacité, est e-dense pour dfl. Donc N'(n,2¢) < N(n,e) < N'(n,e¢). En
prenant la limite supérieure sur les n, puis la limite sur les € (qui existe par monotonie), le
résultat s’en déduit.

(2) Si ¢ = 0, alors N(n,€) est le cardinal minimal d'une partie e-dense de X pour dJ,
et N'(n,e) est le cardinal maximal d’une partie e-séparée pour dfb, et le premier résultat
découle de la proposition 10.5.

Posons |[¢]lc = supx |¢|, et remarquons que [|S,¢||oc < n|¢|oo- Donc Ny ,(n,€) <
enllelloe v t0(n,€) et en prenant le logarithme et en divisant par n, puis en prenant les
limites, on a P(f) < hyop(f) + ||¢||sc. Comme g est une mesure de probabilité, on a

Pu(f) < hu(f) + llelloo-
(3) Comme p est f-invariante, on a [y Slfj(p dp =k [y ¢dp. On sait que h,(f*) = kh,(f),
donc Pu(fk,Sf:gD) =kP.(f,¢).

Remarquons que S,{k S,J:go = Sikgo et que dflk < d{bk.

k
Soit E une partie e-dense pour d{bk. Alors E est aussi e-dense pour dl et

3 s8° 5t o (@) S7 ()
e’n Pk :Zenk‘p (%)

rzeE zel

Donc N n,€) < Ny ,(nk, €). Par conséquent, P(fk,S,J:gp) < EkP(f, o).

k ,S;J:%@(
k
Soit F une partie e-séparée pour dl" . Alors F est aussi e-séparée pour dfl i Par la formule

(*), on a donc N} (nk,e€) < N}kﬁg(p(n, €). Par conséquent, kP(f, ) < P(fk,Sggo).
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Ceci montre que P(f*, S,J:go) =kP(f,p).
(4) Comme [[S(Y 0 f = ¥)lloo = [l 0 f" = Plloo < 2[¢]|oc, o0 &

_ 20lYfleo
n

)

1 1 1 2||#lloo
—log N < —log Ny < —log N _—
ce qui montre que P(f,p) = P(f,¢).
Par f-invariance de p, on a [¢o fdu = [ du, donc [pdu = [ du et P,(f,¢) =
Pu(f,¢").
u\J>

Partie IT| (1) On peut supposer que les p; sont strictement positifs. On pose t; = % > 0.

Par la concavité de la fonction t — logt, comme Zle p; =1, 0n a

k k
> pilogt; <log (Z piti> :
i=1 i=1

avec égalité si t; = A pour tout i. Le résultat en découle.

(2) Par compacité faible de M(X), la suite des mesures de probabilité boréliennes
converge faiblement, quitte a extraire, vers une limite p. Comme fy 6, — fbry = %(( f™) v —
Vn), la mesure p est bien f-invariante.

e

(3) Posons Ej,, = {x1,..., 21}, a; = Spp(xi) et p; = vp({x;}), de sorte que p; = a7
Chaque élément de a,, contient au plus un élément de F,,. Donc, par le cas d’égalité%e la
question II (1), on a

k
HVn (an) + /Sn<Pan = Z —Di logpl + pia; = log Z esn‘P(x) .
=1 zEEn,

(4) Notons que si 0 < i < g < n, alors

1

3
|

E[2]-1

i—1
oy = \/ f_jq_iaq V (\/ f_ka> Y,
j=0 k=0 k=qE|

fra

<

23

—g+itl

Par sous-additivité de ’entropie et majoration triviale de celle-ci, on a

H,, (o) < Hyn(f_jq_iaq) + 2¢log(Card «) .
§=0

En sommant sur ¢ =0,...,¢ — 1, on obtient

n—1

qH,, (o) < Z H,, (f*a,) + 2¢*log(Card a) .
k=0

Par la concavité de 'entropie métrique (comme fonction de la mesure), on a

q 2¢°
~H,, () < Hy, (0g) + —log(Card «) .
n n
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Donc, comme [ S,odv, =n [@dy,, on a

2 2
%log Z eSne(x) _ qu,n(Oén) + q/gpd,un < H,, (0g) + % log(Card «a) + q/gpd,un .

n
{L’GEn

(5) On a donc, pour tout g > 0, comme pu,, converge faiblement vers p, et comme le bord
des éléments de « est négligeable pour la mesure limite p des gy,

1 1 1
lim sup Elog Z eSn#(@) < nh~>n<;lo <§Hﬂn(aq) +/god,un> = gHﬂ(ozq) +/g0d,u.
n—oo {L’GEn

Ceci étant vrai pour tout ¢, par définition de h,(f,a), on a

o .
limsup —log Y e¥¥) <, (f,a) +/<pdu < hu(f) +/<Pdu = Pu(f,) -

n
nmee €L,

Pour tout € > 0 et n > 1, soit FE, une partie e-séparée pour la distance dfl telle que
Dok, eShe(@) = N'(n,e) (qui existe d’apreés la solution de la question I (1), mais on peut
aussi remplacer “= N'(n,€)” par “> N'(n,€) — €’). On a vu dans le cours qu’il existe une
partition mesurable « telle que diam A < e et pu(9A) = 0 pour tout élément A de . Alors
par ce qui précéde, il existe p dans M(X)7 telle que

1
lim sup ElogN/(n, ) <P,f,p) < sup  B(f,p).

n—00 veM(X)f

En prenant la limite quand € tend vers 0, on a bien P(f,¢) < sup  P,(f,¢) .
peM(X)F

(6) Pour C' € B, soit ¢ un point adhérent a C' tel que sup,cc Spp(r) = Spe(zc). Soit yo
un point de E tel que di(z¢,ye) < €, donc tel que Spp(zc) < Sne(yc) + n. La premiere
hypothese sur e entraine que, pour tout y dans F, le nombre d’éléments C' de (3, tels que
yo = y est au plus 2". Donc, en utilisant la question (1) pour la seconde inégalité, on a

Hyu(Bn) + / Snp < > pu(C) (—log u(C) + Snplxc)) <log [ Y enelee)
Cepn CEBn

S lOg Z 65n¢(y0)+n S lOg 2n Z esncp(y)—f—n

(7) Donc

1 ! Suplz) 1 Sup(2)
EHH(BH)%—/gpdug1+log2+ﬁlog;ge wle §1+log2+ﬁlog;e LASZ
xX xr

En prenant la borne inférieure sur toutes les parties e-denses pour dfl, on a

1 1
—Hu(Bn) + /god,u <1+log2+ ~logN(n,e).
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En prenant la limite supérieure quand n tend vers I'infini, puisque lim sup,,_, %N (n,e) <
P(f, ) par décroissance en € de N(n,¢€), on a

hu(f,a)Jr/wduéhu(f,ﬁ)+1+/wdu52+log2+P(f,<P)-

En prenant la borne supérieure sur les partitions mesurables «, comme une partition (3
satisfaisant les conditions de la question (6) existe par le cours, on a donc P,(f,¢) <
2+1log2+ P(f,¢).

(8) En appliquant cette formule en remplacant f, par f¥, S.e, en utilisant la question
I (3), en divisant par k et en faisant tendre k vers 400, on obtient P,(f,¢) < P(f, ).
Ceci étant vrai pour tout p dans M(X)7, on a sup, e m(x)f Pulfsp) < P(f, ) . Avec
I'inégalité inverse traitée dans la question (5), ceci montre le résultat.

Partie III| Pour simplifier, on note X = X4 et f = 04, ce qui permet d’utiliser les

notations du début du corrigé.

(1) Soient x,y dans X tels que x; = y; pour i = 0,...,n. Comme fk(x)] = Tjik, 00 a
n—1 n—1 n—1
Sne(@) =D o(fH @) =Y Oprorr@n = D Porars = Snp(y) -
k=0 k=0 k=0

Soient x,y dans X tels que dﬁ(ﬂz, y) < % Par définition de la distance d, pour tous z’, 3/
dans X4, on a d(2/,y) < 2% si et seulement si 2, = y, pour |i| < p. Donc, par définition
de df, on a z; = y; pour i = 0,...,n. Par ce qui précéde, on a donc Spp(z) = Spe(y).

(2) Soit E une partie e-séparée pour dJ, telle que > wer Snw(z) est maximal (voir la question

I (1) pour l'existence). Soit F une partie 3-séparée pour & telle que Y wer Snp(x) est

maximal. Par maximalité, pour tout = dans F, il existe y, dans F' tel que dfl(x,yx) < %
Par la question précédente, on a S,p(z) = Spp(y,). Donc

zeE yekl

avec By = {x € E | y, = y}. Il suffit donc de montrer que le cardinal de E,, est borné par
une constante qui ne dépend que de e.

Soit N dans N tel que si supj;<y d(fi(z), fi(y)) < 1, alors d(x,y) < e (I'entier N =
E(—logy €)+1 convient). Soit a > 0 tel que si d(z,y) < a, alors supj;< d(fi(z), fi(y)) < e

Soit n > 2N. Pour tous les z, 2" dans E, avec x # 2, on a d%(m,x') < 1 par inégalité
triangulaire, donc d(fi(z), f(2')) < epouri= N,N+1,...,n— N. On a d(x,z') > a ou
d(f"(z), f*(z")) > «, sinon par définition de N et a, on aurait d(f*(z), f/(2')) < € pour
i=0,....,N—1etd(fi(x), fi(z')) < epour i =n — N,...,n— 1, et on obtiendrait une
contradiction au fait que E est e-séparé pour dy,.

Donc E, s’envoie injectivement par z +— (z, f"(z)) sur une partie E' de X x X
formée de points deux a deux a distance (pour la distance produit d((a,bd),(a’,b)) =
sup{d(a,a’),d(b,b')}) au moins «. Par compacité, le cardinal d’une telle partie E’ est
borné par une constante ne dépendant que de «, donc de €.

(3) Comme limsup,,_, % =0et N'(n,e) > N'(n,3) si e < 3, le résultat découle de la
définition de P(f,p).
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(4) Comme A est transitive, il en est de méme de A%, et le résultat découle du théoréme
de Perron-Frobenius.

(5) Pour tous les ay, ..., a, dans A tels que A, o,., = L pouri =0,...,n—1, comme A est
transitive, il existe x dans X4 tel que x; = o; pour ¢ = 0,...,n. Donc les quantités sont
bien définies. On a e(9n¥)ag.on = H?;ol ereiitl = H?;ol A%, aisr - Le premier résultat
s’en déduit par sommation.

Si E est une partie %—séparée pour dfl, alors pour tous les z,y distincts dans F, on a

($,1,£C0, cee 73311) 75 (yfl’y(]a v ayn)a donc

D 59 < (Card A) > elSn@leoven = (Card A) Y (A9)h; .
zel (0, ...y ap)EANTL / Aai’ai+1:1 a,BeEA

Il existe aussi une partie E qui est %—séparée pour dfl et pour laquelle I'inégalité dans 'autre
sens est vraie en omettant la constante Card A. Donc, comme deux normes matricielles
sont équivalentes, et puisque A¥ est une matrice de Perron-Frobenius, on a

1

o1 .1
P(oa,¢) = lim —log No,o(5,n) = lim —log > (A7)
a,BEA

1
= lim —log||(A%)"|| = log(A¥) .
n—oo n

(6) Comme f¥ est un vecteur propre de A%, ona Y .o Agﬁfa = A?fg, donc la matrice
a coefficients positifs ou nuls 7 est bien stochastique.

Si w = (wq)aea est le vecteur propre de 7, associé a la valeur propre 1, vérifiant
Y acA Wa = 1, alors on sait que (voir paragraphe 11.2)

hye(04) = = > Taplog(map)ws ,
a,BeEA

et que si C est le cylindre Cq 77y, alors

n—1
U(C) = <H 77041'0!2'+1> Weayy, -

Par ce qui précéde, on a w, = vqfo. Comme ¢ ne dépend que des deux premiéres coor-
données, on a donc

Azplavp
/wd/ﬂ’ = easnf(Ch) =Y wagiT-
CV,BE)\ CV,BE)\
Donc
¢ ¢ ¢ Adpfavs
Pue(oa, @) = hue(oa)+ [ odp? = > (—log(A%;fa) +log f5+log(A )+ ap)— 5
a,BeEA
Azﬁfavﬁ
= Z (—log(Aapfa) +log f5 + log()\*"))? .

a,fel
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Azgfavﬂ 1 o
Zﬁ: - log(Aaﬁfa)T = _v Zﬁ: log(fa)AaﬁfaUB = - Z log(fa)fozva s

> log(fs) M = Zlog fe)fava ,
o,

et
Zlog A9) 5f°‘ L —10g(A) Y fava = log X = P(oa, ) ,

par la question (5) Le résultat en découle.

(7) Comme l’ensemble des combinaisons linéaires finies de fonctions caractéristiques de
cylindres est contenu et dense dans ’espace des fonctions continues sur I'espace de Cantor
AZ_ il suffit de montrer que, pour tout cylindre C' = Car, 2", de AZ on a A}gnoo un(C) =

u?(C). Comme Py est invariant par o, on peut supposer que m = 0. D’aprés la question
(5),ona ) p. eINe@) = tr (AP)N et, pour N > n, si C'N X4 est non vide, alors

Prepync €V

C pr—
MN( ) T (ASO)N
i 1 (SN¢)0¢ aan, S B «
= W Z e 0 +15-5BN—1520
(6n+17---76N—1)€AN_n_1 /Aﬁi,ﬁi+1:1
n—1
- < H Agiawl) (Aw)gna?:m .
i=m
D’apres le théoreme de Perron-Frobenius, on a A}im )%N(A*")N = 7, ou T est la ma-
— 00
trice du projecteur sur la droite Rv¥ parallélement & ’hyperplan noyau de la forme li-
néaire f¥, donc 7 = (Vafg)aser- En particulier, on a A}im (XP)N tr (A?)N = 1 et
—00
. 1 [N
Am o ((A?)N)a,5 = vafg. Dot

n—1
. fCV /Uan
]\}Lrgo pn(C) = < H Aﬁmwl) ()?4{7 - ( H Trazaz+1> fanVa, = p?(C) .

=0
C’est ce que I'on voulait.

(8) Comme vu ci-dessus, et puisque C'N X 4 est non vide, on a

n—1 n—1
famvan Lo —n+m
Her= < H AgiaHl) W - H Agsaipy | €701 fagVay, (AP) *

i=m —
= faoVan ()\‘p)_""'me(S"*M‘P)am,---,an

Il suffit de prendre ¢; = ming, gea favg > 0 et co = max, gea favg > 0.

(9) Soit v un élément deM (X 4)74 tel que P,(04,¢) > Pue(oa,¢) = log A¥. Montrons que
v = u¥, ce qui par le principe variationel pour la pression (partie II) assurera le résultat.
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Si v est absolument continue par rapport & u?, alors il existe, d’aprés le théoréme de
Radon-Nokodym, une fonction 1 dans L' (X 4, u¥) telle que v = v u¥. Cette fonction est
o s-invariante p#-presque partout. Comme p¥ est ergodique (car toute mesure de Markov
pour (X 4,04) est mélangeante), et que ces mesures sont des mesures de probabilité, on a
P =1et v=pu¥, ce qui est exactement ce que 1'on cherche a démontrer.

Supposons donc par I'absurde que v n’est pas absolument continue par rapport a u?.
Il existe donc un borélien B de X4 tel que v(B) > 0 et u¥(B) = 0. Par un argument de
densité déja vu, on peut trouver une suite B, d'unions finies disjointes de cylindres de X 4
tels que lim v(B,) =v(B) #0et lim p¥?(B,) = 0.

p—00 p—00

Notons & la partition mesurable de X4 définie par & = {XaNCY / « € A} et &,
la partition &, = \/[__, 0,'¢. Comme & est une partition génératrice pour o4 (cette
transfomration étant inversible), on a, d’apreés le théoréme de Kolmogorov-Sinai,

n—1
hy(oa) = hy(oa,&) = inf lHV <\/ U_i§0> = inf iH,,(§n) .

n>1 n . n>1 2n
=0

Comme par hypothese P, (04, ) = log \?, et puisque 2n [ odv = [ S, dv, on a donc,
pour tout n > 1, I'inégalité H,(&,) — 2nlog A? + [ Sanedv > 0.

Notons que &, est la partition par les cylindres de la forme C' = C5 " 72", et que
Son¢ est constante sur C, valant So, 0 [c= (S2n@)a_., ..., a,- Fixons p et choisissons n assez
grand pour que B, soit une réunion finie disjointe d’¢léments de .

On a alors

0< Hul6n)+ [ Saupdv—20log3 = 3 —s(O)logn(O)+ Y Suple v(C) - 200 N7
Cetn Cceén

< ) vO)(=logr(C)+Smplo)+ DY, v(C)(—logv(C)+Saple))—2nlog A .
Cet,,CCBy Ce&n, CC By

En utilisant la question II (1), on a donc

Sanplc eS2n<P‘C

ZCesn ,CCeBy
V(ch)

Zcegn ,CCB,©
V(Bp)

—2nlog \? .

0 <v(Bp)log +v(°Bp) log

En utilisant la question (8) précédente, on a alors

p(“By) (A?)*"
€1 V(ch)
1(Bp) 1(“Bp)

= V(Bp) 10g (Tp) + I/(CBp) lOg y(cin) — IOg Cc1 .

Cette inégalité est vraie pour tout p, mais le dernier terme tend vers —oo quand p tend
vers l'infini, contradiction. Le résultat en découle.

2n
0 < v(Bp)log % +v(°B,) log
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12 Codage

Ce chapitre est entiérement consacré a notre exemple favori de “systéme dynamique
hyperbolique”, le tore T muni d’un automorphisme linéaire hyperbolique fys. Nous ren-
voyons par exemple & [KH| pour des (définitions et) résultats généraux sur les systémes
dynamiques hyperboliques, pour lesquels il est de toutes fagons primordial de se familiari-
ser avec cet exemple, en particulier en ce qui concerne les “variétés stables et instables”, le
“lemme de pistage”, le “lemme de fermeture”, trois outils dont les avatars sont nombreux
en dynamique hyperbolique.

Grace & ces objets, nous définirons des “partitions de Markov” de (T, f3s) et nous
montrerons qu’elles permettent de coder (au sens de I'introduction du chapitre précédent)
notre systéme dynamique par un sous-décalage de type fini (X 4,0 4). Bien siir, pour pouvoir
coder, il nous faudra démontrer I'existence de partitions de Markov.

Comme application, nous montrerons que la mesure de Haar sur T est I'unique mesure
d’entropie maximale pour fys, et nous calculerons cette entropie (qui est donc Ientropie
topologique de (TY, far)).

12.1 Variétés stables, lemme de pistage et lemme de fermeture

Dans tout ce chapitre, on reprend les notations du chapitre 7 sur la stabilité structurelle.
En particulier, on note

e M une matrice N x N a coefficients entiers, hyperbolique (i.e. sans valeur propre
de module 1), que I'on suppose de plus de déterminant égal & +1 (pour que fas soit
inversible), par exemple M = < ? 1 ) :

e £ =FE,® E, la décomposition de E = R en sous-espaces stables et instables pour
M;

e || .|| une norme sur E adaptée & M (i.e. telle que, si I'on note encore || .|| la norme
d’opérateur associée, alors || M |g, || < 1et ||M |g, || <1 et, pour tous =5 dans E; et
x,, dans Ey, ||zs 4+ xy|| = max{||zs||, ||zu||}) ; attention, il ne s’agit pas d’une norme
euclidienne, mais d’une norme “carrée”, voir le paragraphe 12.3 pour un exemple;

e ch(M) la constante d’hyperbolicité de M

ch(M) = max{||M |, ||, IM~" [p, I} <1;

e p:RY — TN la projection canonique;

e f = fu Pautomorphisme linéaire hyperbolique du tore TV défini par fayop = poM ;
et

d la distance quotient sur TV

d(z,y) = inf{|lv —wl| / p(v) =z, p(w) =y} .
On fixe €y > 0 tel que p est injectif sur la boule B(0,€;) dans RY de rayon

M|, ||M~!
g maIMIL I

1 —ch(M) -

Voir le paragraphe 12.3 pour un exemple explicite de telles constantes ch(M), €, €.
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Pour € < ¢ et & dans TV, on note
W) ={y €TV /Vn>0, df"(z),"(y) < e}
la variété stable locale en x et

Wi(z) ={y e TV /¥n>0, d(f"(z),f"(y)) <€}

la variété instable locale en x.
Rassemblons quelques propriétés élémentaires de ces parties.

Lemme 12.1 Soient € < ¢ et z,y dans TV.

1 f(We(x)) C WE(f () et W(f(z)) € f(W(x)) ;
2. le point y appartient a W2(x) si et seulement si pour tout n >0, on a

d(f" (@), [*(y)) < ech(M)" ;
3. le point y appartient a W (x) si et seulement si pour tout n >0, on a
d(f"(x), f7"(y)) < ech(M)" ;

4. sid(x,y) <€, alors lintersection W2(x) N W (y) est réduite a un point, noté |x,y].
L’application (x,y) — [z,y] est continue, et appelée produit local.

[z, Y]

Démonstration. On reléve les points z,y de TV en des points v,w de RY tels que
[lv—wl|| < e. On ales égalités W2 (z) = p(B(v,e)N(v+E;s)) et W(x) = p(B(v, e)N(v+Ey)).
Les quatre assertions s’en déduisent aussitot. ]

Soit (X, f) un systéme dynamique topologique inversible, avec X un espace métrique.
On appelle e-pseudo-orbite de f toute suite (xy,)necz de X telle que

sup d(anrla f(xn)) <e.
nez

On dit qu'une suite (zy,)nez de X est e-pistée par Porbite d’un point = de X si on a

sup d(zy, f*(z)) <e€.
nez

Enoncons maintenant le lemme de pistage (“shadowing lemma” en anglais) dans notre
cas particulier.
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Lemme 12.2 (Lemme de pistage) Si € < €g, alors toute e-pseudo-orbite de fyr sur ™

est #(M)—pistée par une unique orbite de fyr sur TV,

Remarque. L’unicité signifie que fj; est expansive, de constante d’expansivité &g =

71—5?( ) U sens défini au paragraphe 10.3.

Démonstration. Pour montrer I'existence, on reléve (par récurrence en fixant un relevé
v de xg) la e-pseudo-orbite (z,,)nez de far sur TV en une e-pseudo-orbite (vy,)nez de M
sur RY et on applique l'exercice E.7.37.

Pour montrer 1'unicité, si y et 3’ sont deux points dont I'orbite #(M)—piste (Tn)nez,

alors
2€

VneZ, d(f"(y), ") < = eh(M)

Soit v un relevé de y — ' par p dans la boule B(0, #6(1\/[)) Comme P est injectif sur
B(0,€1), on montre par récurrence que les points T"v restent dans B(0, #6(1\/[)) Par
I’hyperbolicité de M, ceci implique que v = 0, donc que y = y/'. ]

Enoncons maintenant le lemme de fermeture (“closing lemma” en anglais) dans notre
cas particulier. Pour des versions plus générales (dont le lemme de fermeture d’Anosov
pour le flot géodésique des surfaces hyperboliques), voir par exemple [KH].

Ce lemme est un corollaire du lemme de pistage, qui permet de construire des orbites
périodiques prés de tout point récurrent.

Lemme 12.3 (Lemme de fermeture) Pour tout € < ey, pour tout x dans TV et tout
n > 1 tel que d(z, f"(z) < ¢, il eviste un unique point y de TV tel que f*(y) =y et

. , ; €
Vi=0,...,n—1, d(f'(z), f'(y)) < T=h(M) -
Démonstration. On note (zx)iez la e-pseudo-orbite xz = fT () ol ry est le reste de
la division euclidienne de k par n. Le point y est forcément I'unique point dont l'orbite
#(M)—piste la suite (zx)kez. Comme f™(y) vérifie la méme propriété, on a f™(y) = y. O

12.2 Partition de Markov

On appelle rectangle de TV pour f = fu totue partie R de diamétre au plus € telle
que si z,y € R, alors [z,y] € R.

Autrement dit, dans une identification locale de TN avec E = Eyx E,, ona R = R*x R"
avec diam(R*) < ¢y et diam(R") < €. Le bord de R s’écrit alors OR = 0°R U 0“R ou
O°R=R°x OR" et "R = OR® x R".




[}
Le rectangle R est dit propre si R = R, i.e. si R est 'adhérence de son intérieur. Pour x
dans R, on note

Wi(z) =Wi(x)NR et Wi(z)=Wi(z)NR,

que 'on appelle les feuilles stables et instables dans R de . Une partie S de R est appelée
sous-rectangle stable (resp. instable) si pour tout x dans S, on a Wi(x) (resp. Wg(x)) est
contenu dans S.

AR\ 8

sous-rectangle instable sous-rectangle stable

Une partition de Markov R est un recouvrement fini R = (Rq)aea de TV par des
rectangles propres, tel que, pour tous les «, 6 dans A, on a

a) }gaﬁ}gg:@sia#ﬁ,
b) si @ € R et f(z) € Ry, alors f(Wy, (2)) C Wi, (f(2) et Wi (f(x)) C F(WE (2)).

Remarque. La terminologie “partition de Markov” est classique, bien que R ne soit jamais
une partition au sens strict.

Voici quelques dessins de configuration possibles et impossibles, pour illustrer la défi-
nition des partitions de Markov.

E;

Si Ry | FRD ]

alors

oul ouli non non

A chaque partition de Markov, on associe sa matrice d’incidence A = (Aag)a,gen OU

0 sinon

Aaﬁ:{ 1 si f(Ra)N Ry #0
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Théoréme 12.4 Soient R = (Ry)aca une partition de Markov pour f = fur, A sa matrice
d’incidence et (X4,04) le sous-décalage de type fini associé.

a) Pour tout w dans X 4, Uintersection ez f~"(Ry,) est réduite a un point m(w).
b) Lapplication 7 : X4 — TN est continue, surjective et vérifie fonm =mooa.

¢) Pour toute mesure de probabilité o s-invariante et ergodique 1, de support X4, on a
u({w € X4 / Card 7T71(7T(w)) >1})=0.

Ce théoréme (avec 'existence de partitions de Markov qui sera vue au paragraphe 12.4)
dit en particulier que pour tout automorphisme linéaire hyperbolique du tore, il existe un
sous-décalage de type fini qui lui est (topologiquement) semi-conjugué. De plus, quitte a
enlever un ensemble négligeable (pour toute mesure raisonnable), cette semi-conjugaison
est en fait une conjugaison.

Démonstration. On notera

R=J Ray OR=|JORa, OR=|J O Ray "R=|J "R .

aceA aceA acA acA

a) Soit w un élément de X 4. Par la définition de X 4 et la propriété b) des partitions de
Markov, la partie R, N f~(R,,) est un sous-rectangle stable non vide de R,,,. Par récur-
rence, l'intersection ()%, f~"(R.,,) est un sous-rectangle stable non vide. Par compaciteé,
I'intersection (), f~"(Rw, ) est aussi un sous-rectangle stable non vide.

E;

Ryy N f7H(Ruy) 0 72 (Rey) Roy 0 f(Rusy) N 2 (Rey)

On montre de méme que (), f~"(R.,) est aussi un sous-rectangle instable non vide.
Donc I'intersection (1,5 f~" (R, ) est non vide. Deux points de cette intersection ont des
orbites qui se ep-pistent, et sont donc égaux (par le lemme de pistage 12.2).

b) Par compacité, il résulte de a) que 'on a

no
lim diam( ﬂ f"(an)> =0.
ng—-—+oo

n=-ng
Ceci prouve la continuité de w. Par construction, on a f om = m o g4. Par construction,

[e]
tout point de l'intersection (),,cz f~"(R) est dans I'image m(X4) de 7. Par le théoréme de
Baire, cette intersection est dense dans TV. Comme 7(X4) est compact, I’application 7
est surjective.

¢) La mesure de probabilité v = m,u est donc f-invariante, ergodique et de support T*.
Soit Z = {x € TV / Card 7~ !(z) > 1}. On veut montrer que v(Z) = 0. Par construction,
Pensemble Z est contenu dans |J,,c; f"(OR). Ecrivons R = 0“R U &*R. La propriété
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b) des partitions de Markov implique que f(9*R) C 9*R. Comme v est f-invariante,
on a v(0*R) = v(f"(0°R)) = v(,>0 ["(0°R)). Or le fermé F = ), -, f"(0°R) vérifie
f~Y(F) = F et n’est pas de mesure 1, car le support de v vaut T". Par ergodicité, il est
donc de mesure nulle, et donc v(9*R) = 0. De méme, on a v(9“R) = 0, donc v(IR) =0
et v(Z) =0. O

Remarque. (1) Sous les hypothéses du théoréme, on peut montrer que, pour tout z dans
TN, on a
Card 7~ 1(z) < (Card A)? .

(2) Comme f est topologiquement mélangeante (proposition 6.3 et exercice E.6.29, le
sous-décalage o4 est aussi topologiquement mélangeant et la matrice A est irréductible
(voir I'exercice E.11.60). Ceci permet, pour toute matrice stochastique II = (7a3)a,8en
telle que w3 = 0 si et seulement si A,3 = 0, de construire une mesure de probabilité o 4-
invariante et mélangeante i de support X 4 : la construction donnée au paragraphe 11.2
pour les matrices transitives peut se généraliser aux matrices irréductibles (voir [PY]). En
prenant I'image dans T de ces mesures de probabilité, on construit une famille a plusieurs
parametres réels (donc une famille non dénombrabl) de mesures de probabilité vy sur gl
qui sont fyr-invariantes, mélangeantes et deux & deux étrangeéres!

12.3 Un codage sur le tore T?

2 1
11
d’un grand nombre de rectangles, a cause de la condition sur la petitesse du diamétre de
ces rectangles. Si on 6te cette hypothése, et que I'on remplace la condition b) par

Méme pour la matrice M = , une partition de Markov est toujours formée

b’) six € Ry et f(x) € Rg, alors

fWh (1)) = Wg,(f(2)) N f(Ra) et Wk, (f(2)) = f(Wg,(2)) N Rg

alors la “partition” R permet encore de construire un codage 7 : X4 — T", qui vérifie aussi
les conclusions du théoréme, voir par exemple I'exercice [KH| (mais 7 n’est plus forcément
a fibres finies, voir la remarque précédente).

Donnons un exemple explicite de “partition” R de T? qui permet un tel codage avec

2 1
M = < 11 > Les valeurs propres de M sont k% et k=2, ot k est le nombre d’or

1+5
2

k=

~ 1,618,

solution de k? = k + 1. Posons v = (1, —k) et v, = (1,k — 1). Les sous-espaces stables et
instables de M sont Es = Rug et E,, = Ruv,, voir dessin ci-dessous. La norme, définie par
[|v]| = sup{|z|, |y|} pour v = zvs + yuv,, est adaptée & M, la constante d’hyperbolicité de
M est ch(M) = %, et ||M|| = |[|M~1|| = k2. Le rectangle de cotés les vecteurs v, v, est
une boule de rayon % pour cette norme. Un petit calcul montre que la projection canonique
est injective sur la boule de rayon r si et seulement si r < €], avec €] = 2(3—1—/!9) ~ (), 3618.
Donc la constante ¢y du paragraphe 12.1 doit étre prise strictement inférieure a
€/ (1 — ch(M)) k-1

— ~ 0,042 .
2supf{[|M||, [[M~H|}  4(k+2)
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Le recouvrement par rectangles R que nous allons construire aura 5 rectangles, alors qu'une
(vraie) partition de Markov (i.e. dont les rectangles sont de diamétre strictement inférieur
a ¢)) aurait de Pordre d’une centaine de rectangles.

e
B(0, €,

B(v,

On part d’un premier découpage de T? en deux rectangles Sy, S; aux cotés paralléles a
E? et E%, et dont deux cotés sont sur les projections de E*, E*. Plus précisément, Sy est
la projection du rectangle de R? de cotés portés par les droites affines (1,1) + E, (1,1) +
Ey, By, (0,1)+ E, et Sy est la projection du rectangle de R? de cotés portés par les droites
affines Ey, Fy, (1,0) + Ey, (1,1) + Ej, voir dessin ci-dessous.

Comme M~': (1,1) — (0,1),(0,1) — (—1,2),(1,0) + (1,—1), on calcule facilement
F71(S0), f~1(S1). On prend alors R = {Ry, Ra, R3, R4, R5} ot les R,, sont les composantes

o

connexes de f~1(S;)N S;.
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On numérote les rectangles R; de sorte que f_l(bso)ﬂ §0:RO5,f_1(§o)ﬂ 5(31:}%3,

[} [} o o [} o o
F71(S1) N Sy =Ry, f~1(S1)N S1 = R1 U Ry. Donc le rectangle Sy est réunion des rectangles
Ry et Rs, et le rectangle Sy est réunion des rectangles Ry, Ro et R3. On calcule les images
par f des éléments de R, voir figure ci-dessous.

La matrice d’incidence se calcule alors facilement : lorsque R, C f~1(S;) N S; et

Rg C F71(Sk) N Sy, alors Anp =1, cest-a-dire f(R,) N Rg est non vide, si et seulement si
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i =¢. On a donc (et cela se lit sur les dessins précédents)

I

I
O = O = =
— o = O O
— O = O O

1
1
0
1
0

incidence A :

O = O = =

)

On peut dessiner le graphe I' 4 de matrice d

12.4 Constructions de partitions de Markov

Théoréme 12.5 Pour tout € > 0 et tout automorphisme linéaire hyperbolique fy; de TV,
il existe une partition de Markov R pour far par des rectangles de diameétre au plus €.

Démonstration. La démonstration est en deux étapes. On peut supposer € < €y. Notons
f=ru

Etape 1 : on construit tout d’abord un recouvrement R’ par des rectangles de diamétre
au plus e vérifiant un analogue de la propriété b) des partitions de Markov.

Pour cela, on choisit un recouvrement fini (B;);ecr de TV par des boules B; de centre x;
et de rayon n o n < % On note A’ = (A};); jer la matrice donnée par Aj; = 1 si
et seulement si f(z;) € B(z;,n(1 + ||[M]])), et on note (X 4/, 04/) le sous-décalage de type
fini associé.

Pour tout w dans X 4/, la suite n +— z,, est une n(1 + ||M||)-pseudo-orbite. Donc,

d’aprés le lemme 12.2, elle est %

TVN. Comme dans le paragraphe 12.2, il est facile de voir que I'application p : X4 — TV
est continue et vérifie po o = f o p. Cette application est surjective, car tout point = de
TN est I'image de toute suite w telle que, pour tout n dans Z, le point f"(x) est dans B,,,
(une telle suite w est toujours dans X 4/, car

d(f(@0,), Twnyy) < df (@,), f(" (@) +d(f " (2), 20,00) < (M + 1))

Notons X = {w € Xa [/ wo = i} et R, = p(X?) et montrons que le recouvrement
R' = (R})ier convient.

-pistée par une unique orbite d’un point p(w) de
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Pour cela, introduisons la structure de “produit local” sur X 4 : pour w,w’ dans X 4/
tels que wy = wy(), on note [w,w’] 'élément de X 4 tel que

o, @] = wp sin>0
AL Wl sin <0

Autrement dit, [w, W' ] a le méme futur que w et le méme passé que W' (remarquons que

lim d(o/(w), 0% ([w,0])) =0, lim d(o,/" (W), 0, ([w,w]) =0,
n—+0o00 n—+0o00
donc [w,w’] est le point d’intersection de la “variété locale stable” de w et de la “variété
locale instable” de w’).
Par construction (i.e. par la relation d’équivariance po o = fop), on a p([w,w']) =
[p(w), p(w")]. Ce qui prouve bien que les parties R, sont des rectangles.
Comme par construction (i.e. le fait que (z,, )nez est %—pis‘cée par l'orbite de

p(w) ), le point p(w) appartient a la boule B <~’Uw0, %) Donc si z, 2’ appartiennent

9 on a d(z,2') < e par

a R, alors, en écrivant z = p(w), 2’ = p(w') avec w,w’ dans X7,

définition de 7. Donc les parties R} sont de diameétre au plus e.
L’analogue de la propriété b) que vérifient ces rectangles R] est donné par le lemme
suivant.

Lemme 12.6 Avec les notations précédentes, soient w dans Xa, i = wg, ] = wy et © =
p(w). Alors on a

fWh(2)) € Wr(f(z)) et Wi (f(z)) C f(Wg ().

[¢] [e]
Remarque. Tous les points de R, N f _1(R;) ne sont pas de la forme p(w) avec wy =
i,w1 = j. Ce lemme n’est donc qu’un analogue plus faible de la propriété b) des partitions
de Markov.

Démonstration. On a W3, (p(w)) = p({w’ € X4 / Vn >0, w], =wy,}). Donc
I (Wiy (0(@)) = p({ € X / ¥1 20, &)y =wn})
P! € X/ V20, wfy = wn}) = Wi (F(p(@)))
De méme avec les variétés instables. O

Etape 2 : on construit R en redécoupant les rectangles de R’.

u
. E;
Pour chaque rectangle R;- qui ren- ; LR

[} .

contre R/, on découpe R, en (au plus) —
quatre rectangles comme sur le dessin : :
ci-contre (ce sont (R;"NR.7) x (R;“N ;
R, (R ARE) x (R~ ), (R~ R
REP)x(RUNRSY), (R =R )< (R~ p==7=- A
R;“) ). On note (RY)qc. les rectangles
qui apparaissent ainsi.
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o

[¢]
Pour chaque point 2 de TV, on note R(z) 'intersection des R/ qui contiennent z, et
[¢]

R(z) 'adhérence de R(zx), qui est un rectangle. Seul un nombre fini de rectangles appa-

o o
raissent ainsi. On les note (Ry)aea- s sont de diameétre au plus € et vérifient R, N Ry=0)

si a # .
Il reste a vérifier que cette famille R = (R, )aea vérifie la propriété b) des partitions
de Markov.

Soient z dans }ga tel que f(x) est dans ]5:5, et y dans Wp (). 1l suffit de montrer
montrer que f(y) appartient & Rg, donc a Wgﬁ( f(z)), le raisonnement étant le méme pour
les variétés instables locales, en remplacant f par f~!.

[¢]

Pour tout j tel que le rectangle R’ contient f(x), soit w dans X/ tel que p(w) = z
et w; = j. Notons ¢ = wy, de sorte que R, C R,. D’aprés le lemme 12.6 de la premiére
étape, on sait que le point f(y) appartient a R;-. Si f(y) n’est pas dans Rg, alors il existe
un élément ¢ dans I tel que f(x) et f(y) sont dans des rectangles différents du découpage

e}

o
en quatre de R di & sa rencontre avec I).

7
ey g R
b iy # )

. ;

R

Comme f(W}y (x)) contient W, (f(x)), il existe un point 2’ de W§, () tel que, en

notant y' = [2/,y], les points f(z’) et f(y') ne sont pas simultanément dans Rj. Par
exemple, supposons que f(z') est dans Rj et que f(y') n’y est pas. On peut trouver w’
dans X4 tel que p(w') = 2’ et w] = £. Notons k = w(. Comme x et y sont dans le méme

[} o
sous-rectangle du découpage en quatre de R; di a sa rencontre avec R}, le point y' est
forcément dans R).. Ceci contredit l'inclusion f( If};ﬂ (a")) C Wsz(f(x’)).
Remarquons que le raisonnement ci-dessus n’est valable que pour les points z tels que
WU WX(f(x) ne rencontrent pas 9“R’. Cela est suffisant pour conclure, car ces points
forment une partie dense de TY. O

12.5 Entropie des automorphismes hyperboliques du tore

Proposition 12.7 Soit fi; un automorphisme linéaire hyperbolique du tore TV et p la
mesure de probabilité de Haar sur TN . Notons A\ = |det(M |g,)|. Alors

hiop (far) = hyu(far) =log Ay .

De plus, p est lunique mesure de probabilité borélienne fyr-invariante sur TN vérifiant
cette égalité.
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Remarque. On a log Ay = > log|\;|, ou les A; sont les valeurs propres de M telles que
|)\Z| > 1.

Démonstration. Soient R = {R,,« € A} une partition de Markov pour fy, et § =
e}

{R!,,a € A} une (vraie) partition mesurable de TV telle que, pour tout «, on a R, C
R/, C R,. La proposition résulte alors des deux lemmes suivants.

Lemme 12.8 [ existe c1,co > 0 tels que, pour tout n > 0 et toute partie C' non u-
L. n—1 p—1
négligeable de \/7_y fi; &0, on a

A" <u(C) < C2)\11 .

Démonstration. Notons m = mg ® m, la mesure de Lebesgue de RN = E, x E,,
qui s’identifie localement & p. On a donc, pour tout rectangle R, = R x Ry, I'égalité
w(Ry) = ms(RS)my(RY). Par conséquent, pour tout w dans X4, on a

n—1
() f ' (Ru) = RS, < f~ (R ),
=0

et donc, si C' = ﬂ?:_ol “I(Ry,), alors pu(C) = A" mg (RS, )my(RY ). 1l suffit donc de
prendre pour ¢; le minimum des Aymg(R7)my(Rj) et pour ¢z le maximum. O

Lemme 12.9 Soient X un espace métrique compact, f un homéomorphisme de X, u
une mesure de probabilité borélienne f-invariante et ergodique sur X, et & une partition
mesurable de X génératrice pour f. On suppose qu’il existe c1,co, Ay > 0 tels que, pour
toute partie C' non p-négligeable de \/:-L;Ol ~i¢o, et pour tout n >0, on a cA" <p(C) <
coA(". Alors hiop(f) = hu(f) = logAy. En outre, pu est l'unique mesure de probabilité
borélienne fyr-invariante sur X vérifiant cette égalité.

Démonstration. L’hypothése assure que, pour tout n > 0, on a (voir la remarque (3)
juste avant le paragraphe 9.2)

n—1
H <\/ fi£0> € [—log(coA"), —log(c1 AT™)] .
=0

Le théoréme de Kolmogorov-Sinai donne alors
n—1
.1 _i
h(f) = hy(f, &) = lim —H (\/ f fo) = log(A+) .
i=0

D’aprés le principe variationnel (le théoréme 10.11), il reste & montrer que si une mesure
de probabilité borélienne f-invariante v sur X vérifie h,(f) > h,(f), alors v = p. Pour
cela, il suffit de reprendre quasiment mot a mot la démonstration de la proposition 11.8.
O

On a vu que fj; est mélangeante, donc ergodique, pour la mesure de Haar p (voir
la proposition 6.3). La partition £, construite ci-dessus est génératrice pour fys (qui est
inversible), car par la preuve du b) du théoréme 12.4, les éléments de \/I_ f~1& sont
des rectangles d’intérieurs disjoints et de diamétre tendant vers 0, donc qui engendrent la
o-algébre des boréliens. En appliquant le lemme précédent, on termine la démonstration
de la proposition 12.7. O
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12.6 Exercices

Exercice E.12.65 Soit fj; un automorphisme linéaire hyperbolique du tore TV. Montrer
que pour tout n > 0, il existe un voisinage U de Fj; dans C*(TY,TV) et € > 0 tels que,
pour tout homéomorphisme g dans U, alors toute e-pseudo-orbite de g est n-pistée par une
orbite de g.

Exercice E.12.66 Soit R = (R4)aca un recouvrement de T par des rectangles propres
d’intérieurs disjoints vérifiant la condition b)’ de la section 12.3 :

b’) six € Ry et f(x) € Rg, alors

fWh (@) = Wi, (f(2)) 0 f(Ra) et Wk, (f(2)) = f(Wg, (2)) N Rg .

Soient A la matrice d’incidence de R (définie comme pour les “vraies” partitions de
Markov) et (X 4,04) le sous-décalage de type fini associé. Montrer que les conclusions du
théoréme 12.4 sont encore vérifiées :

a) Pour tout w dans X4, l'intersection (., f~"(R.,) est réduite a un point 7(w).
b) L’application 7 : X4 — T est continue, surjective et vérifie fom =7 o0 04.

c¢) Pour toute mesure de probabilité o 4-invariante et ergodique u, de support X 4, on a
p({w € X4 / Card ﬂ_l(w(w)) >1})=0.

2 1
1 1
tore T? associé, k le nombre d'or et P, = {x € T? / fi,(z) = x} I'ensemble des points
périodiques de période divisant n pour fj;. Montrer que

Exercice E.12.67 Soit M = ( >, far Tautomorphisme linéaire hyperbolique du

Card P, = kK> + k2" — 2.

Si R est la partition de Markov construite au paragraphe 12.3, A sa matrice d’incidence, et
(X 4,04) le sous-décalage de type fini de matrice A, calculer le nombre de points périodiques
de période divisant n pour 4.

12.7 Indications pour la résolution des exercices

Exercice E.12.65 Utiliser le théoréme d’Anosov 7.11, en remarquant que h est proche
de 'identité.

Exercice E.12.66 Reprendre la preuve du théoréme 12.4.

Exercice E.12.67 On pourra regarder I'application fj; —id de T? et le nombre det(M"™ —
id).
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