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Abstract

! Etant donné un ordre maximal & d’une algebre de quaternions rationnelle définie A de
discriminant D 4, nous montrons que le minimum des formes hamiltoniennes binaires sur &,
définies positives et de discriminant —1, est \/D_A . Lorsque la différente de & est principale,
nous explicitons une forme atteignant cette valeur, et lorsque & est principal, nous donnons la
liste exacte des formes atteignant cette valeur. Nous donnons des criteres et des algorithmes
pour déterminer quand la différente de & est principale.

Let A be a definite quaternion algebra over Q, with discriminant D 4, and & a maximal
order of A. We show that the minimum of the positive definite hamiltonian binary forms
over ¢ with discrimiminant —1 is \/D_A . When the different of & is principal, we provide
an explicit form representing this minimum, and when & is principal, we give the list of the
equivalence classes of all such forms. We also give criteria and algorithms to determine when
the different of & is principal.

1 Introduction

Soit A une algebre de quaternions sur Q qui est définie, de sorte que H = A ®¢ R soit I’algebre des
quaternions de Hamilton sur R usuelle. Nous noterons x +— x la conjugaison, n la norme réduite,
tr latrace réduite de H, D 4 le discriminant réduit de A, & 4 son nombre de classes et  , son nombre
de classes de conjugaison d’ordres maximaux. Soit &’ un ordre maximal dans A. Rappelons que la
différente de € est 1’'unique idéal a droite de & de norme (réduite) D4, et qu’il est bilatere. Nous
renvoyons par exemple a [Vig] pour les prérequis.

En utilisant la terminologie de [ ], notons 2% I’ensemble des formes hamiltoniennes bi-
naires

f () an()+tr@ubv) + cn(v)

(ou b,u,v € Heta,c € R) qui sont définies positives, ou de maniere équivalente avec a,c > 0 et
de discriminant A(f) = n(b) — ac strictement négatif, et QT le sous-ensemble des f € 27 telles
que A(f) = —1. Définissons la constante d’Hermite y,(O) de I’'ordre maximal O par

12(0) = su — fluwv)= fu,v).

fe£+ (u, U)eﬁx//’ {0} —A(f) f€:@+ (uv)e/)’xﬁ {0}

"Mots clefs : algebre de quaternions, forme hamiltonienne binaire, ordre maximal, réseau euclidien. Codes AMS
: 11E39, 11R52, 11105, 16H20, 11E20.
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Sinous remplacons & par Z et si f varie parmi les formes quadratiques binaires réelles définies
positives, cette constante y, = y,(Z), appelée la constante d’Hermite binaire, vaut i, et la de-

V3

scription des formes f qui réalisent la borne supérieure est bien connue (voir par exemple [Cas,
p- 332]). Nous renvoyons a [Opp] pour le cas ot & est remplacé par I’anneau des entiers d’une ex-
tension quadratique imaginaire de Q, quand f varie sur les formes hermitiennes binaires complexes
définies positives (par exemple y,(Z[i]) = 2).

Le résultat principal de cette note, généralisant le cas D, = 2 traité par [Spe, Satz 4], est le
suivant.

Théoréme 1. Nous avons y,(0) = /Dy .

L’inégalité y,(0) < \/D_A découlera assez facilement du calcul (voir [Bli]) de la constante de
Hermite y5 pour les formes quadratiques réelles définies positives en 8 variables. L’égalité résultera
du fait que le réseau euclidien Eg peut étre muni, pour tout ordre maximal &, d’une structure de &-
module libre (et pas seulement projectif) de rang 2, pour laquelle les éléments x de & agissent par
des similitudes orthogonales de rapport n(x) (voir la proposition 3). Notre construction, reposant
sur des techniques de résidus de réseaux euclidiens, généralise une construction classique de Eg
a l’aide des quaternions de Hurwitz (voir par exemple [Mar, Prop. 8.2.2]). Cette généralisation
est treés directe lorsque la différente de & est supposée principale, et conduit dans ce cas a des
descriptions explicites : voir la proposition 8.

L’inégalité y,(0) < /D, est utilisée dans [PP2], qui donne a I’aide d’outils de géométrie
hyperbolique de dimension 5 une théorie graphique des formes hamiltoniennes binaires entieres
indéfinies, analogue a celle de Conway pour les formes quadratiques binaires.

Dans la partie 3, lorsque la différente de & est principale, nous donnons une liste (a priori in-
complete, certainement redondante) de formes hamiltoniennes binaires définies positives atteignant
7,(0). Lorsque ¢ lui-méme est principal (c’est-a-dire lorsque £, = 1), nous étudions 1’unicité
d’une telle forme. Deux formes hamiltoniennes binaires seront dites &-équivalentes si elles se
déduisent ’'une de 1’autre par précomposition par un élément de GL,(0).

Proposition 2. Si D, = 2,3,5,7, il existe une unique classe de U-équivalence de formes hamil-
toniennes binaires définies positives de discriminant donné et réalisant la borne supérieure définis-
sant la constante d’Hermite y,(0). Si D 4 = 13, il en existe exactement deux.

Une étude générale des classes de &-équivalence de telles formes serait intéressante (voir la
remarque 15). Nous revenons dans la partie 4 sur la correspondance classique entre classes de
conjugaison d’ordres maximaux de A et certaines formes quadratiques ternaires, par des techniques
de résidus et sommes de Gauss. Cette correspondance associe a I’ordre maximal ¢ deux réseaux
euclidiens pairs de dimension 3 : d’une part L(0) = {x € ¢ : tr x = 0} muni de la restriction
de la forme norme, et d’autre part le plus grand sous-réseau pair M (&) de N n N* avec N =

L L(0). Dans la partie 5 (voir le théoréme 25), nous montrons alors les équivalences entre :

VD,
« la différente de & est principale,
« O contient un élément de carré —D 4,
» L(0) contient un élément x telque x - x = 2D  etx-y =0 mod D, pour touty € L(0), et
e M(O) contient un élément x tel que x - x = 2.

Nous utilisons ces équivalences pour donner de nombreux exemples (voir la proposition 23 mon-
trant que A admet toujours au moins un ordre maximal de différente principale) et contre-exemples
(voir le tableau final de cette note).
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2 Calcul de la constante d’Hermite binaire y,(0)

Dans toute cette note, nous munissons H du produit scalaire euclidien (x, y) — tr(xy) (rendant

la base usuelle (1,1, j, k) de H orthogonale et constituée de vecteurs de norme \/5), et HX H du
produit scalaire euclidien produit, que nous notons (w, w') — w - w'. En particulier, ceci définit
une forme volume sur H X H, et nous définissons le covolume d’un Z-réseau A de H X H par

Covol A = Vol(H x H)/A) .

Puisque & est un Z-réseau dans H, le produit & X & est un Z-réseau dans H X H, de covolume
(voir [KO, Lem. 5.5])
Covol(¢' x 0) = Vol(H/0)* =D * .

Nous munissons H X H de sa structure d’espace vectoriel a droite sur H. Soit f, la forme
hamiltonienne binaire définie positive

Jo(u,v) = n(w) +n(v) ,

de discriminant —1, de sorte que pour tout w € HXH, nous avons f,(w) = % w - w. Nous noterons
h le produit scalaire hermitien sur H X H tel que h(w, w) = f,(w) pour tout w € H x H. Pour tout
w = (x',y") € Hx H et tout w = (x,y) € H x H, nous avons h(w', w) = xx' +yy'.

L’action a droite par précomposition du groupe SL,(H) des matrices 2 X 2 a coefficients dans
H de déterminant de Dieudonné 1 est transitive sur Q;’ (voir par exemple [PP1, §7]). On appelle
O-réseau de H X H un Z-réseau qui est en outre un sous-module /ibre de rang 2 du &-module a
droite H x H. L action linéaire a gauche de SL,(H) sur I’ensemble des &-réseaux de H X H qui
sont de covolume donné en tant que Z-réseaux est aussi transitive.

Pour tout n € N — {0}, rappelons (voir par exemple [Cas]) que, avec Ot (n) I’ensemble des
formes quadratiques réelles définies positives en n variables, M (f) la matrice’ de f et (x, y) = x-y
le produit scalaire usuel sur R", la constante d’Hermite y, en dimension n est définie par

S (x)

Y, = sup mn ———— = sup min x-Xx.
feo+m) *€Z"={0} ¢/det M(f) L Z-réseau de R* X€L—{0}
Covol L=1

Les valeurs de y, sont connues si n < 8, par exemple Blichfeld [B1i] a montré que

Il est bien connu que cette valeur est atteinte pour le réseau Eg, engendré par un systeme de racines
de longueur 2 et de type Eg, qui contient 240 vecteurs x tels que x - x = 2. On rappelle que d’apres
Mordell [ 1, Eg est 'unique (a isométrie pres) Z-réseau euclidien entier pair, unimodulaire (i.e.
de covolume 1) et de rang 8 : voir les rappels ci-dessous pour ces terminologies classiques. Mieux,

2de sorte que f(x) = X M(f)X si X est la matrice colonne des coordonnées de x
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on sait d’apres Vetchinkin [Vet, Theo. 2] qu’a isométrie pres, Eg est le seul Z-réseau unimodulaire
atteignant la borne supérieure définissant yg.

Tout O-réseau de H X H est en particulier un Z-réseau de I’espace euclidien réel H x H de
dimension 8. Donc

7,(0) = sup min f(w)= sup min foog(w)
: fe‘,@;f weoxo—{0} gE€SL,(H) weOx0—-{0} 0
= su min fo(w) = sup min  w-w/2
geSL,(H) weg(ox0)—{0} A O-réseau de HxH wWEA—{0}
CovolA:Di
=14/Dy sup min _ w-w/2
A O-réseau de HxH wEA—{0}
CovolA=1
vV Dy ) vV Dy
< sup min  x-x = vs = VD, .
2 L Z-réseau de R® xeL—{0} 2
Covol L=1

De plus, ce calcul montre que nous avons égalité dans 1’inégalité y,(&) < 4/ D si et seulement
s’il existe un &-réseau A de covolume 1 dans H X H tel que min,,cp_(oy w - w = 2. Le théoreme
1 découle donc du résultat suivant.

Proposition 3. L’espace euclidien H X H contient des O-réseaux isométriques a Eg.

Nous allons utiliser la technique bien connue des résidus de Z-réseaux euclidiens (aussi ap-
pelés “formes quadratiques discriminantes”, voire “glue groups” dans [CS]), voir par exemple [Ebe,
§3.3], [CL, §1I.1]. Rappelons brievement les éléments utiles a notre propos.

Un module quadratique d’enlacement, ou pour faire court un qe-module au sens de [CL, §11.1],
est la donnée d’un groupe abélien fini ¥ muni d’une application g : V' — Q/Z vérifiant g(mx) =
m?q(x) pour tous les m € Z et x dans V, et telle que I’application V' X V — Q/Z, définie par
(x,y) ~ qg(x+y)—q(x)—q(y), est Z-bilinéaire non dégénérée. Un qe-module (V, q) est anisotrope
si le seul élément x de V' tel que g(x) = 0 est x = 0.

Soient E un espace vectoriel réel euclidien de produit scalaire noté (x,y) — x - y, et L un
Z-réseau de E. Notons L¥ = {xeE : Vyel, x-ye&€ Z}le Z-réseau dual de L. Le réseau
L est dit entier sil'ona L C L*, pairsi de plus x - x € 2Z pour tout x € L. Supposons désormais
L entier et pair. Alors I’application

q: LY/L— Q/Z, X+LI—>¥ mod Z, (1)

munit L*/L d’une structure de ge-module notée res L et appelée le résidu de L.
Le groupe abélien fini L#/L est d’ordre le déterminant de L (le déterminant de la matrice de
Gram de n’importe quelle Z-base de L), noté det L ; nous avons

det L’ =[L : L')?detL

si L' est un sous-Z-réseau de L. La projection canonique pr : L* — L!/L induit une bijection
de I’ensemble des réseaux entiers et pairs A contenant L avec indice m sur 1’ensemble des sous-
groupes I de res L, d’ordres m et isotropes (tels que g(x) = 0 pour tout x € [I), de sorte que
A =pr (D).

Pour tout nombre premier p, on pose L, = L ®; Z,. C’est un Z,-module muni de la forme
VA P—bilinéaire L,xL,— Z, (x,y) = x -, déduite par extension des scalaires du produit scalaire
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sur L. Ona x - x € 2Z, pour tout x dans L,. Le Z,réseau L, possede un dual défini par
Lﬁ ={x € Lp[i] : VyeL, x-y€Z,} contenant L ,, ainsi qu'un résidu res L, qui est le p-

groupe abélien fini Lﬁ /L, muni de la forme quadratique a valeurs dans Q,/Z, définie comme dans
(1). Lapplication naturelle @Q/Z — Q,/Z, induit un isomorphisme de la composante p-primaire
du groupe abélien de torsion Q/Z vers Q,/Z,. Cet isomorphisme permet de voir res L, comme
un ge-module. Le ge-module res L est la somme orthogonale de ses composantes p-primaires, et
pour tout premier p, le morphisme évident L¥ — Lf, induit une identification de la composante
p-primaire de res L ares L,,.

Notons que res L est anisotrope si et seulement sires L, est anisotrope pour tout premier p. En
effet, un élément de Q/Z est nul si et seulement si toutes ses composantes p-primaires sont nulles.

Supposons de plus E muni d’une structure de H-espace vectoriel a droite telle que tout élément
a de H agisse sur E par une similitude orthogonale de rapport n(a). On a alors (xa) - y = x - (ya)
pour tous les x, y dans E et a dans H. Si L est stable par ¢, il en va de méme de L car & est stable
par la conjugaison x +— X, et res L est donc muni d’une structure de &-module a droite. De méme,
Lf, etres L, sont des &-modules a droite, et I’application naturelle res L — res L, est O-linéaire,
pour tout premier p.

Nous renvoyons a [Vig] pour les faits trés classiques suivants sur les algebres de quaternions.
Soit p un nombre premier divisant D,. Alors &), est 'unique ordre maximal de la Q,-algebre
de quaternions A ®q Q,, (une algebre a division). De plus, la norme réduite n @ &, — Z, est
surjective, et I'on peut donc choisir un €lément 7, de o , Vérifiant n(x,) = p. Tout idéal (a droite
ou a gauche) de 0, est bilatere, de la forme n;’ O, pour un unique entier n > 0 (d’indice p*"). En
particulier, on a pﬁp = ﬂgﬁp, ﬂpﬁp est ’idéal maximal de ﬁp, etFp = ﬁp/ﬂpﬁp est un corps
d’ordre p?. Nous noterons respectivement Tr[sz /F, €t N[sz /F, la trace et la norme de I’extension [
delF,=2,/pZ,.

D’apres ces rappels, il existe un unique idéal a droite .# de ¢ d’indice Di : c’est I’idéal
vérifiant ./, = ,0, pour p divisant D ,, et .#, = U, sinon. C’est un idéal bilatére de & car .Z,
est bilatere dans &), pour tout p. Puisque sa norme est €gale a D 4, I'idéal ./ est la différente de
0, donc égal a (0" ' ou I"' = {x € A : IxI c I} pour tout Z-réseau I de A.

Puisque tr(x x) = 2n(x) pour tout x dans H, I’ordre maximal & est un Z-réseau entier et pair
de I’espace euclidien H, de déterminant D AZ. Posons A4 = ;D//{ C H. C’est un sous-&-module

A
bilatere de H vérifiant trivialement n(xa) = n(ax) = n(a) n(x) pour tout x € .4 ettouta € 0.
Lemme 4. (1) Pour tout premier p divisant D 4, le résidu de O, est isomorphe au groupe additif

F,» muni de la forme quadratique x — Il)N[F ) /F, (x) mod Z.
4

1

VD4

(2) Le Z-réseau euclidien N est entier et pair, de dual N* = O, et pour tout premier p, il

existe une isométrie O ,-linéaire (a droite) entre N, et U,
Démonstration. Soit p un nombre premier divisant D,. La conjugaison a — a de & induit
une anti-involution de &, préservant nécessairement son idéal maximal .#),, ainsi donc qu’un
automorphisme [Fp—linéaire de [sz, nécessairement non trivial a cause de I’identité n(a) = aa, et

donc €égal a I’automorphisme de Frobenius y — y?. Pour tout x dans &), d’image y dans [, et
puisque 7,0, N Z, = pZ,, on a donc

tr(x) = Terz/[Fp(y) mod pZ, et n(x)= N[sz/[Fp(y) mod pZ,, . )
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De la congruence (2) portant sur tr, on déduit aisément les relations bien connues
f_ 1 R f_ -1
tr.#, C pZ,, @’p =p M,= T, o, et //[p =p 0,. 3)

La congruence (2) portant sur n, la relation ﬁﬁ = ﬂ;lﬁp ci-dessus, 1’égalité n(ﬂp) = p,etla
multiplicativité de la norme, entrainent 1’assertion (1) du lemme 4 .
Montrons 1’assertion (2). Pour tout x dans .#, 1’élément DL n(x) estdans Z » pour tout premier
A

p, et donc dans Z : les réseaux .# et .4 sont entiers et pairs. On a .Z* = D;l O d’apres (3), et

donc A#* = /D /A = L0, Soit p un nombre premier, il ne reste qu’a montrer qu’il existe

\% DA
une bijection @) -linéaire a droite f, : 0, — ., vérifiant DL n(f,(x)) = n(x) pour tout x dans &,.
A
Il suffit de prendre pour f), la multiplication a gauche par un €lément x, € &), avec n(x,) = D.
Un tel élément existe par la surjectivitt den : 0, > Z,,. ]

Proposition S. 1/ existe un O-réseau de H X H contenant O X N et qui est isométrique a Eg en
tant que Z-réseau euclidien.

Démonstration. Notons L le Z-réseau & X .4 de I’espace euclidien H x H. Il est stable par
multiplication a droite par &, mais n’est pas nécessairement un ¢-réseau car ./#” n’est pas libre de
rang 1 sur & en général.’ Notons que Z-réseau L*, et donc le groupe abélien L*/L de res L, ont
des structures de ¢-modules (2 droite) telles que la projection canonique pr : L — L* /L soit un
morphisme de &-module. Montrons qu’il existe un sous-&-module isotrope I de res L, d’ordre

DA2 et tel que le sous-&-module A = pr~!'(I') de H x H soit un &-réseau de H x H. Alors A est un

p - . . . . Covol L _ D,?
Z-réseau euclidien entier et pair en dimension 8, de covolume Covol A = [ZV.OL] = D—"2 = 1 donc
. A

unimodulaire. Par unicité, il est isométrique a Eg, ce qui conclut.
Nous avons res L = res 0 Xres .V etres L, = res 0, Xres .4, pour tout premier p. Il suffit
donc de définir la composante p-primaire I, de I pour p divisant D 4. Fixons un tel p et identifions

res 0, et res /4, au 0-module [, muni de la forme quadratique x ~ %N[sz /F, (x) mod Z, ce qui

est loisible d’apres les points (a) et (b) du lemme 4. Soit a, € Fj tel que N, /Fp(ap) = —1, qui
P

existe par la surjectivité de la norme pour les corps finis. Posons

I,={(x,y) €FpxFn t y,=a,x,}. “4)
C’est un sous-0-module de res L, d’ordre p?. 1l est isotrope car pour (x,,y,) € I,0ona
NFPZ/[FP(XP) + N[F,,2/Fp(yl’) = N[sz/Fp(xp)(l + N[sz/[pp(ap)) = 0 .
Enfin, A = pr‘l(I ) est dans une suite exacte de &-modules
0—0—A— 4" —0 ,

ot I"application A — .## est la restriction 2 A de la seconde projection &% x A% — ¥ En
effet, cette application est surjective de noyau & X {0} car la seconde projection de I, dans res .4,

Lo d’apres le lemme 4 (b). Donc .4 # est libre de rang 1 sur 0,
VD4

et A est un &-réseau, ce qui conclut la démonstration de la proposition. O

est bijective. Mais ona A% =

La proposition 3, et donc le théoreme 1, en découlent.

3Voir la partie 5 pour des listes et des caractérisations de quand .# (et donc .#") est libre de rang 1 sur &.
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Notons U,(H) le groupe unitaire du H-espace vectoriel a droite H X H muni de la forme hamil-
tonienne f,(u,v) = n(u) + n(v). Ce groupe agit naturellement sur I’ensemble des &-réseaux de
H x H. A tout tel réseau A, disons de base (eq,e,), on associe la forme hamiltonienne binaire
(u, v) — foleyu+ e,v). La classe de 0-équivalence de cette forme ne dépend que de A, et nous la
notons f,. Il découle immédiatement des définitions que pour deux réseaux A et A’, on a 1’égalité
Fa = far si, et seulement si, il existe g € U,(H) vérifiant g(A) = A’. Comme toute forme hamil-
tonienne binaire définie positive est de la forme f(,(e;u+ e,v) pour une base (e, e,) bien choisie du
H-espace vectoriel H X H, on en déduit le résultat suivant, analogue naturel d’un énoncé classique
sur les réseaux euclidiens. (L’assertion portant sur le covolume a déja été vue plus haut.)

Proposition 6. L'application A — f, induit une bijection entre I’ensembles des U,(H)-orbites
de O-réseaux dans H X H et I’ensemble des classes de O-équivalence de formes hamiltoniennes
binaires définies positives. Dans cette bijection, le discriminant de f) et le covolume de A sont

liés par la formule \/Covol A = —D 4 A(f). |

Notons 2" (0) I’ensemble des &-réseaux de H x H isométriques a Eg en tant que réseau eucli-
dien. Il est stable sous I’action de U, (H).

Corollaire 7. (1) L’ensemble Z (0) est non vide.

(2) L’application f v~ f, induit une bijection entre Uy,(H)\ 2 (O) et I’ensemble des classes de
O-équivalence de formes hamiltoniennes binaires définies positives de discriminant —1/D 4
qui réalisent la (borne supérieure définissant la) constante d’Hermite y,(O).

Démonstration. La premiére assertion est la proposition 3. La seconde résulte de 1’analyse précé-
dant cette proposition et du théoreme déja cité de Vetchinkin [Vet, Theo. 2], O

Bien que nous ne I’utiliserons pas, mentionnons que pour des raisons générales il n’y a qu’un
nombre fini de U, (H)-orbites dans 2" (0).

3 Etude du cas d’égalité

Dans cette partie, nous explicitons d’abord certains éléments de Z°(&) quand la différente de &
est principale, ainsi donc que des formes hamiltoniennes binaires définies positives réalisant y,(&).
Ensuite, nous déterminerons U,(H)\ .2 (&) quand & est principal.

Supposons donc que & est un ordre maximal de différente .# principale. Choisissons =7 € &
vérifiant .# = n0 = Orn. En particulier, nous avons n(z) = D, et 0% = 7710 (observer
par exemple 7, € nﬁ; pour tout premier p divisant D4 et utiliser la formule (3)). Notons &,
I’ensemble des A € O tels que n(4) = —1 mod D 4. Cet ensemble est non vide par la surjectivité

de la norme pour les corps finis et la formule (2). Pour 4 € &, posons
A ={zuzvyerOxz'0 : lu=v mod z0} . 5)

C’est un Z-réseau de H X H stable par & et contenant & X &. L’anneau &' /z € étant commutatif (il
est isomorphe a le D, F,2), le réseau A, ne change pas si I’on remplace z par az, avec a € 0,
dans sa définition. Autrement dit, A; ne dépend pas du choix du générateur z de ., ce qui justifie
sa notation. Enfin, il ne dépend que de la classe de A dans &'/z 0, de sorte qu’il y a également
un sens a définir A, pour tout A € & /zx0 avec n(4) = —1 mod D 4. En considérant I’élément
(z=!,#712) de A, on constate I’équivalence A, = A, & A= A' mod z0.
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Proposition 8. Supposons la différente de O principale et engendrée par . Soit A € &.
(1) Le Z-réseau A\, appartient a Z (O).
(2) Lapplication de H x H dans R définie par

n(d) +1 —
frr t ,0) % n(u) + tr(uz "' Av) + n(v)
A
est une forme hamiltonienne binaire définie positive, qui réalise la borne supérieure définis-
sant y,(0).

Enfin, tout élément de Z (O) contenant U X O est de la forme A, pour A € &.

Démonstration. Le Z-réseau A, contient &' X ¢ avec indice |0 /n0| = Di = Covol(&' x 0), il
est donc bien de covolume 1. Pour (z~'u, z71v) € A ;- le rationnel

n(z~'w) + n(z7'v) = n(x)" (@) + n)) = Dl(n(u) +1(v))
A

est un entier, a cause de la congruence n(x) + n(v) = n(u) + n(4)n(m) = 0 mod D, pour A € &.
Cela montre que A est entier pair. C’est trivialement un sous-&-module (a droite) de H X H, dont
les éléments e; = (z=Y, 771 A) et e, = (0,1) constituent une &-base : c’est un -réseau, et nous
avons montré le (1). On constate les égalités f(e;) = 1;1(’1), foley) =leth(eg,ey) = z~1 1. Pour
u,v € H, nous avons donc fy(eju + e,v) = f,.;(u, ). L’éssertion (2) découle alors de I’assertion
(1) et du point (2) du corollaire 7.

Montrons la derniére assertion. On raisonne comme dans la démonstration de la proposition
5, en remplacant & X .4 par € X 0. Nous avons res 0 = n~' €'/ 0 et ’anneau & /x 0 est produit
direct sur les premiers p divisant D, des corps finis 0,/z0, = F,. Un sous-0/x&-module 1
totalement isotrope de res & Xres ¢ intersecte trivialement le sous-espace anisotrope {0} Xres O,
pour p divisant D,. Si I est en outre libre de rang 1 sur &'/z & (ou ce qui revient au méme, de
cardinal |0 /z0)), il est engendré sur & /z 0 par la classe d’un élément e de z~' &' x 771 €, disons
e = (z7'y',n7 y), avec 4, u € O vérifiant n(y') + n(u) = Omod D, et 4’ € @’; pour tout p
divisant D 4. On en déduit y’ € > : on peut donc supposer ' = 1. Par définition, I'image inverse
de I par la projection canonique 7~ '& X 7710 — res 0 Xres O este0 + O X O = A, O

Remarque 9. Supposons D, =2et 0 = Z# +iZ + jZ + kZ (ordre de Hurwitz). Nous

pouvons prendre # = i + 1 (carn(l +i) = 2)et A = 1 (car 1 = —1 mod 2). Nous retrouvons
alors la réalisation quaternionique usuelle {(¥’,v') € Ox 0 : ' =v' mod (1 +i)0} duréseau
euclidien Eg : voir [ , Prop. 8.2.2] (cette construction différe de la ndtre d’une homothétie car
elle utilise le produit scalaire % tr(xy) sur H).

Déterminons maintenant U,(H)\ .2 (0) lorsque & est principal, ce qui se produit si et seule-
ment si 2, = 1, ou de maniere équivalente si D, = 2,3,5,7 ou 13. En particulier, D, est un
nombre premier, que nous noterons simplement p. La proposition 2 de 1’introduction découle du
résultat suivant.

Proposition 10. Pour D, < 7, il existe une unique U,(H)-orbite de U-réseaux de HXH isométriques
a Eg. Pour D, = 13, il existe exactement deux telles orbites.
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Comme & est principal, sa différente 1’est aussi, et on en fixe comme précédemment un généra-
teur . Rappelons que si 4, = 1, la formule de masse d’Eichler [Eic, p. 103] donne

Ecrivons Ientier 24 sous la forme (p — Dp"m avec m un entier premier a p. Le morphisme
d’anneaux 0, - 0,/x 0, = F, induit un morphisme de groupes ﬁ;‘ - [F;; denoyau 1 +7z0,. Ce

dernier est un pro-p-groupe et [pr2 est d’ordre premier a p. En composant ﬁ’px - [F;; et I’inclusion
canonique 0% — ﬁ;, nous obtenons un morphisme de groupes

e:ﬁxaﬂ:;;,

dont I’image est incluse dans le sous-groupe d’ordre p + 1 des éléments de norme 1 de [F;;. Le
lemme suivant en découle.

Lemme 11. Nous avons |kere| = p", |Ime| = m, et m divise p + 1. O

D’apres le dernier point de la proposition 8, et puisqu’ici D, = p est premier, les réseaux
A € Z(0) contenant & X U sont ceux de la forme A, pour un unique x dans &/z0 = Fp,
vérifiant
1
N[sz/”:p(x) =X tp = —1

Notons X, C F;; le sous-ensemble des x ci-dessus. Nous avons |X,| = p+ 1. On munit X,

d’une structure de &*-ensemble par la formule (a, x) — e(warn~1)x. Cette formule a un sens
car la relation #& = Ox montre que x +— zxz~! est un automorphisme de I’anneau &, et en
particulier du groupe £*. Observons que le &*-ensemble X » ainsi défini ne dépend pas du choix
du générateur x de la différente de &, car I'anneau &' /x 0 = [, est commutatif.

Pour x € X, le Z-réseau A, contient I’é1ément = (1, 0) qui vérifie a; - a; = 2. Pour tout
a dans 0%, notons m, 1’élément de U,(H) défini par m,(x, y) = (x,ay). Le morphisme a — m,
identifie > au sous-groupe de U,(H) fixant & et préservant & X &. Pour a € 0%, nous avons
I’identité ma(ﬂ‘l, 774 = (#~', 77 'zan~"' 1). La définition (5) montre donc

ma(Ax) = As(nazz")x

pour x € X, et a € 0. Notons enfin #'(0) I'ensemble des couples (@, A) avec A dans 27(0),
@ € A, eta-a =2, muni de ’action diagonale de U,(H). Les observations ci-dessus montrent
que I"application X, — %/(0), définie par x = (aj, A,), et le morphisme &> — U,(H), défini par
a — m,, définissent un morphisme de groupoides entre le *-ensemble X petle U, (H)-ensemble
Y(0).

Lemme 12. Le morphisme de groupoides X, — %/ (0) ci-dessus est une équivalence (de caté-
gorie).

Démonstration. Il y a deux points a démontrer : (i) pour tout y dans %/ (0), il existe u dans U,(H)
et x dans X, tels que uy = (&, A,); (ii) pour tout x dans X, le stabilisateur de (a, A ) dans U, (H)
est le sous-groupe des m, avec a € 0% et e(ran~') = 1.
Soient A € Z(0),a € A—{0}et N = a0. Pour x dans &, larelation ax - ax = n(x)a-a =
-

u(x-x),avec u = O'T = fo(a), montre que le Z-réseau euclidien de rang 4 sous-jacent a N est

9 09/05/2019



isométrique a \/ﬁﬁ, et donc de covolume u? Covol &. Supposons maintenant a - @ = 2. Dans
ce cas, N est isométrique a ¢. Le résidu de & étant anisotrope, le seul réseau entier pair de
N ®5 Q contenant N est N lui-méme. En particulier, le réseau N est saturé dans A : on a
AN(N ®,Q) = N etle groupe abélien A/ N est sans Z-torsion. Comme Eg est unimodulaire, on
en déduit que I’orthogonal N+ de N dans A est de méme covolume que N [C]., Prop. B 2.2. (d)].
Mais N1 est stable par & car N 1’est. Il est donc libre de rang 1 sur & car € est principal. Nous
pouvons donc écrire N+ = B0 avec f € A. Légalité des covolumes de N et Nt implique
p - f =2. Ainsi, le couple (a, ) est une H-base orthonormée de H X H, et donc quitte a remplacer
A par u(A) ou u est I'unique élément de U,(H) envoyant « sur @y = (1,0) et g sur (0, 1), nous
pouvons supposer que A, qui est un &-réseau, contient & X , et que I’orthogonal de (1,0)& dans
Aest {0} X €. En particulier, d’apres la derniere assertion de la proposition 8, le réseau A est de
la forme A, pour x dans X, : le premier point (i) en découle.

De plus, le sous-groupe de U,(H) fixant a, et A préserve ’orthogonal de & dans A, c’est-a-
dire {0} X & : c’est donc I’ensemble des m, avec a dans 0. La relation m,(A,) = A (z4z-1)x» €L
la propriété A, = A, & x = y, montrent que m,(A,) = A, équivaut a e(rar~') = 1. Le second
point (ii) en découle. O

Pour A € H X H, notons U(A) le stabilisateur de A dans U,(H) (le groupe unitaire de A) et
R(A) I’ensemble des a € A vérifiant @ - @ = 2 (les racines de A). Nous avons |R(A)| = 240 pour
A dans Z'(0), car Eq admet 240 racines. Le groupe U(A) agit naturellement sur R(A), et on note
r, le nombre d’orbites pour cette action. Ce nombre ne dépend que de la U, (H)-orbite de A.

Lemme 13. Le groupe U,(H) admet % orbites dans % (0), avec stabilisateurs d’ordre p". Par
. _ ptl _ . U]

conséquent, nous avons Z[A]eUz([Hl)\%(ﬁ) =5 et 240 = TA— pour tout A dans 2 (0).

Démonstration. Le &*-ensemble X , aclairement (p + 1)/m orbites, et des stabilisateurs isomor-

phes a ker €. L’énoncé est donc une conséquence des lemmes 12 et 11. O

Démonstration de la proposition 10. Pour p = 2,3, 5, nous avons m = p + 1. D’apres le lemme
13, le groupe U, (H) agit transitivement sur .2 (&), et pour tout A dans 2 (&), nous avons ry = 1.

Remarque 14. Pour p = 2, 3,5 et A dans 2 (©) nous avons montré | U(A)| = 240 p”, soit encore

|UA)| = 1920, 720, 240 pour p = 2, 3,5 respectivement.

C’est un point de départ pour une étude plus fine du groupe U(A) que nous laissons au lecteur. Par
exemple pour p = 3 (resp. p = 5), on peut montrer que U(A) est une extension centrale du groupe
alterné A (resp. du groupe symétrique S5) par Z/27Z. *

Supposons maintenant p = 7. Alors m =4 = 2! ot p = 0. Considérons I’élément 7 de U,(H)

défini par 7(x, y) = (y,x). Il préserve & X & et permute donc €galement les A, pour x dans X ,.
Nous avons en fait évidemment 7(A,) = A 1.

4On pourra d’abord observer que le groupe unitaire de A ® Z/2Z est isomorphe & Sp,(Z/2Z) ~ &;. De plus, les
fibres non vides de la projection canonique R(A) - A ® Z/27Z sont de la forme {a, —a} (une propriété classique de
Ey). Ainsi, pour a € R(L), le sous-groupe de U(A) fixant « mod 2A est d’orde 2p" d’apres le lemme 13. Le noyau du
morphisme naturel de U(A) vers le groupe unitaire de A ® Z/2Z est un 2-groupe, il est donc égal a {+1}. On conclut
car un sous-groupe d’indice 2 (resp. 6) de &, est isomorphe a 2, (resp. ;).
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Il suffit donc pour conclure de remarquer (voir le dessin halN <
ci-joint) que si G est le sous-groupe des permutations de d’ordre 4 "™~
I’ensemble X, C [F4X9 engendré par x — x~! et les multi-
plications par un élément d’ordre 4, alors G agit transitive-
ment sur X-.

Considérons enfin le cas plus délicat p = 13. Alors m = 2, n = 0 et 0% = {£1}. Fixons A
dans 2 (). D’apres le lemme 13, nous avons

240 =1, |UA)| et D rn=7. (6)
[AIEU,(H\ 27 (0)

Si U,(H) agit transitivement sur 2 (&), nous avons r, = 7 pour tout A € 2 (0) et donc 240 =
7 | U(A)], une contradiction car 240 n’est pas divisible pas 7. Donc U,(H) admet au moins deux
orbites distinctes, puis r, < 6 et 40 < | U(A)| < 240 pour tout A € Z°(0).

Soit A € € tel que n(4) = 12 ; I’arithmétique des quaternions montre qu’il existe exactement
|O*] -7 -4 = 56 tels éléments A. Nous avons n(1) = —1 mod p, de sorte que 4 € &,. La
démonstration de la proposition 8 assure que dans la &-base de A, définie par e; = (=1, 77! 1) et
e, = (0, 1), on a pour tous u,v € O

Soleyu+eyv) = f.,(w,v) = n() + tr(ubv) + n(v), avec b = .

En particulier, le cardinal de U(A ) est le nombre de couples de racines (a, ) de A, de produit
scalaire H-hermitien a(a, f) = 7~ A. Il est facile d’énumérer ces couples a I’aide d’un ordinateur :
il suffit d’énumérer R(A ;), ou ce qui revient au méme, les (u, v) dans &'x 0 tels que n(u)+n(v) = 13
et Au = v mod 7 &. Décrivons le résultat. Nous pouvons prendre (voir par exemple [Vig, p. 98])
pour A I’algebre de quaternions Q@ + Qi + Qj + Qk avec i = =2, j2 = —13 etij = k = —ji,
et pour ¢ ’ordre maximal Z + Zi + Z o) 4 7 2, Nous pouvons alors prendre 7 = j.
Considérons les deux éléments de ¢ de norme 12
/1_3+j—k 1 +2i-j+k
) - 2 ‘

L'ordinateur nous dit que A, (resp. A, ) contient exactement 48 (resp. 120) couples de racines

Ay (N

(a, ) de produit scalaire H-hermitien j~' A, (resp. j~'4,). Cela montre
[UA DI =48 et |[UA, ) =120.
Il découle de la formule (6) les égalités ry, = 5,1y = 2, puisty +15 = 7, et donc
1 2 1 2
U,(H\Z'(0) = {Aﬂl’Aiz}' Ceci démontre la proposition 10. O
D’apres le corollaire 7 et la proposition 10, nous avons déterminé, a &-équivalence pres, les

. . . . . . I . . 1 . . A
formes hamiltoniennes binaires définies positives de déterminant - (ou ce qui revient au méme,
A

de “covolume 17) réalisant y,(&) lorsque & est principal. Décrivons les formes trouvées. La
principalit€ de & entafne que la norme réduite n : & — Z est surjective. Le sous-ensemble
éaé ={A€ 0 : n(d) =D, — 1} de &, est donc non vide. Pour 1 € c% nous avons simplement

fra,v) =n@) +tr@a"'Av) + (V).

Pour D, = 2,3,5 et 7, cette forme est donc I’'unique forme de covolume 1, a &-équivalence pres,
réalisant y,(&). Pour D, = 13, il y a deux classes d’équivalences, chacune étant représentée par
une telle forme. Explicitons des choix possibles de z et A dans chacun des cas.
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e Pour D, = 2et 0 I'ordre de Hurwitz usuel, les choix 7 = 1+iet A = 1 conduisentaz~'A = -

conformément a [Spe].
e Pour D, = 3,7, la Q-algebre A est engendrée par deux éléments i et j vérifiant i = -1,
j2 = —-D,etij = —ji. L’élément i normalise Z[lﬂ], de sorte que 1’on peut choisir 1’ordre

2
maximal & contenant i et 1%, et prendre 7 = j. On constate que A = 1+ i (cas Dy, = 3)
etd =2+ 1% (cas D4 = 7) conviennent, et conduisent respectivement a A = k%/ et
1= #, ol 'on a posé k = ij.
e Pour D, = 5,13, la Q-algebre A est engendrée par deux éléments i et j vérifiant i> = -2,
j2 = —D,etij = —ji. Dans le cas D, = 5, on peut prendre pour & tout ordre maximal
contenant j, puis 7 = j et A = 2, auquel cas nous avons 7~ 1 = —%j. Dans le cas D, = 13,

I’analyse faite dans la démonstration de la proposition précédente montre que, pour le choix de
O de cette démonstration et pour 7 = j, les deux classes sont données par les éléments A = 4,,
avec i = 1,2, de la formule (7).

Remarque 15. 11 serait intéressant de poursuive cette analyse en déterminant des représentants de
U,(H)\ Z (0) pour d’autres discriminants D 4, et aussi d’expliciter une formule donnant la masse
du groupoide U,(H)\ Z (&) pour un ordre maximal & général.

4 Ordres maximaux et réseaux euclidiens

Dans cette partie, nous rappelons certains aspects de la correspondance classique (voir par exemple
[Lat, Pet] et [Voi, Chap. 22]) entre classes de conjugaison d’ordres maximaux de A et certaines
formes quadratiques ternaires. Nous utiliserons cette correspondance dans la partie 5 pour donner
des caractérisations des ordres maximaux des algebres de quaternions rationnelles définies dont la
différente est principale.

Fixons un entier d strictement positif sans facteur carré, ayant un nombre impair de facteurs
premiers. Fixons aussi une algébre de quaternions A sur Q, qui est définie, de discriminant d.
Notons Z(d) I’ensemble des classes d’isométrie de réseaux euclidiens entiers pairs L de rang 3,
de déterminant 2d2, et tels que, pour tout premier p impair divisant d, le résidu de L » est anisotrope.

Remarquons que si L est dans Z(d), et si p est un premier impair divisant d, nous avons
res L, ~ res 0, ot O désigne un ordre maximal quelconque de A. En effet, le groupe abélien
res L, estd’ordre p? etne peut étre isomorphe & Z/p?>Z, car sa p-torsion serait constituée d’éléments
isotropes. C’est donc un Z/pZ-espace vectoriel de dimension 2 muni d’une forme quadratique
anisotrope, nécessairement a valeurs dans (%Z) /Z ~ 7 [pZ car p est impair. Il n’y a qu'une telle
forme a isométrie pres, donnée au lemme 4 (1).

Proposition 16. L’application qui d un ordre maximal O de A associe le Z-réseau L(O) de ses élé-
ments de trace nulle, muni du produit scalaire (x, y) — tr(x y), induit une bijection de I’ensemble
des classes de conjugaison d’ordres maximaux de A dans Z#(d). En particulier, |Z(d)| =t 4.

Démonstration. Montrons tout d’abord que cette application est bien définie. Soit L = L(0)
Rappelons que tr : & — Z est surjective puisque & est maximal : c’est évident si 0, ~ .#,(Z,)
et cela découle de la surjectivité de Trg, p, : Fy — F, et de la formule (2) concernant la trace si 2
divise d. Ainsi, Z1+ L est un Z-réseau d’indice 2 dans . Son déterminant est donc 4 det & = 4d?
puisque ¢ est maximal, et L est bien de déterminant 2d2. Enfin, si p est un premier impair divisant
d,nous avonsres L, ~ res(Z1 @ L), = res 0, donc res L, est anisotrope.
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Montrons 1’injectivité. Soient & et ¢” deux ordres maximaux de A tels que les Z-réseaux
euclidiens L = L(0) et L' = L(0") soient isométriques. Notons A, I’espace quadratique des
quaternions purs de A. Soitu : A, — A, une isométrie telle que u(L) = L’. Par un résultat
classique (voir par exemple [Vig, p. 11 et 6]), u est la conjugaison par un élément de A — {0}.
Quitte a remplacer ¢” par un conjugué, nous pouvons donc supposer L = L'. Les Z-réseaux O et
0’ contiennent alors tous deux le Z-réseau Z1 + L, avec I’indice 2. Cela montre & , =0 1’) pour
p # 2. On a trivialement 0, = ﬁ£ si 2 divise d, par unicité de I’ordre maximal dans A ®¢q Q,.
Nous pouvons donc supposer 0, = .#,(Z,) et que Z,1 + L, est le sous-espace des matrices de
trace paire. Mais ce sous-espace engendre .#,(Z,) comme anneau, on en déduit €, C O, puis
0, = 0, par maximalité de 6. D’ot &' = 0.

Montrons la surjectivité. Soit L un élément de Z(d). Montrons d’abord que 1’espace quadra-
tique L @, Q est isométrique a A,. Par le théoréme de Hasse-Minkowski, il suffit de montrer
qu’il est de déterminant 2 (dans @*/(Q*)?), et anisotrope sur Q, si et seulement si p divise d. Le
premier point est clair car L est de déterminant 2d>. De plus, il suffit de vérifier le second point
pour les premiers impairs. En effet, par la formule du produit pour le symbole de Hilbert (voir par
exemple [Ser, §4]) une forme quadratique sur @3 supposée non dégénérée et définie positive est
anisotrope sur Q,, pour un nombre impair de p.

Supposons donc p impair. Si p ne divise pas d, alors L, est de déterminant dans Z;( et de rang
> 3, donc isotrope sur Q,,. Supposons que p divise d. Alors par hypothese, res L, est anisotrope et
derang 2 sur Z/pZ. En particulier, le produit scalaire n’est pas identiquement nul sur L&, (Z/pZ).

11 existe donc e dans Lp avec % e-e € Z: etona Lp = Zp e @ P avec P de rang 2 et de méme

résidu que L,. Nous avons donc Pt = ILJP. Ainsi, il existe une Z ,-base de L, dans laquelle la

forme quadratique v — % est de la forme (x, y, z) — ax*+ pf(y,z) aveca € Z: et f : ZIZJ - Z,

quadratique anisotrope modulo p. Une telle forme a 3 variables est manifestement anisotrope sur
Q,.

Nous avons montré que L se plonge isométriquement dans A,. Nous pouvons donc supposer
L C A, le produit scalaire de L étant tr(xy). En particulier, puisque L est pair, n(x) € Z
pour tout x dans L. Mais pour tous les a, b dans A, nous avons a> = —n(a) puis ab + ba =

—n(a + b) + n(a) + n(b). Par conséquent, si €;, €,, €53 est une Z-base de L, alors
O, =2Z+Ze, +Zey+ Zey + Zejey + Zejes + Zeyes + Ze€y€,

est un sous-anneau de A, et donc un ordre de A. Soit &' un ordre maximal contenant &;. Alors
L(0) = 0 n A contient L, et a méme déterminant d’apres le premier paragraphe de la démon-
stration. D’ou L(0) = L, ce qui montre la surjectivité. O

Corollaire 17. Soit L € %(d). Le résidu de L, est isomorphe a (Z /27)? muni de la forme
quadratique (x, y, z) — i(x2+y2+22) mod Z si d est pair, et d Z /27 muni de la forme quadratique

1 . .o .
X —sz mod Z sinon. En particulier, res L est anisotrope.

Démonstration. D’apreés la proposition précédente, nous pouvons supposer L = L(0), avec &
un ordre maximal de A. Notons ¢’ 1’ordre de Hurwitz. Le Z,-réseau ¢, muni de x — n(x) est
isométrique a ﬁé muni de cette méme forme si d est pair, et a .#,(Z,) muni de x — det(x) sinon.
Le sous-réseau de trace nulle de ﬁé estZ,i® Z,j @ Z, k avec n(i) = n(j) = n(k) = 1. Celui de
MH(Z,) est Z,d @ P ou d est la matrice diagonale (—1, 1), vérifiant det(d) = —1, et P est le plan
hyperbolique des matrices antidiagonales. Le résultat en découle. O
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Introduisons maintenant un second ensemble de réseaux euclidiens associés aux ordres maxi-
maux de A. Pour tout premier p impair et a € Z, notons (3) le symbole de Legendre de a modulo
p

p. Soit .(d) I’ensemble des classes d’isométrie des réseaux euclidiens entiers pairs M de dimen-
sion 3 et de déterminant 2d, tels que pour tout premier p impair divisant d, le résidu de M, soit
isomorphe au groupe Z/pZ muni de la forme quadratique x — %xz mod Z, avec a € Z non nul

modulo p tel que (Ii‘;) = —(%/p) Le résultat suivant dit que la condition portant sur les res M, est
superflue si d est premier.

Lemme 18. Si d est premier, alors tout réseau euclidien entier pair M de dimension 3 et de
déterminant 2d appartient a . (d).

Rappelons (voir par exemple [Sch, Chap. 5, §2 & §8]) que pour tout qe-module (V, q), la somme
de Gauss de (V, q) est

1 .
y(V.q) = V|72 ) et

xeV

La somme du Gauss d’une somme orthogonale finie de ge-modules V; est le produit des sommes
de Gauss des V; (cela s’applique en particulier a la décomposition en composantes primaires). La
formule de la signature de Milgram implique y(res M) = ¢27%/8 pour tout réseau euclidien entier
pair M de rang s. En particulier, cette somme de Gauss vaut 37/ pour M de rang 3.

Démonstration. Nous pouvons supposer d impair. Par la formule de Milgram et la décomposition
orthogonale res M = res M, @ res M ;, nous avons

"/t = y(res M) = y(res M,) y(res M,y). ®)

2
Le résidu de M, est isométrique a Z/2Z muni de la forme quadratique x — ex? mod Z pour

un certain signe ¢ = +1. Un calcul immédiat donne y(res M,) = e'*/%, Le résidu de M, est
isométrique & Z/d Z muni de la forme x ~ ax?/d mod Z avec a € Z —dZ. D’aprés un théoréme

de Gauss (voir par exemple [Dav, Ch. 2]), nous avons donc y(res M) = (3) pour d = 1 mod 4, et
y(resM,) = ( )z sinon. Sid =1 mod 4, la formule (8) entraine donc (3) = —1. De méme,
d+1
sid =3 mod 4 alors (5) = ¢ = 1. Dans les deux cas, nous avons bien (5>= — L = —<_—l>.
d d d

Lemme 19. Si M est dans .7 (d) alors res M est anisotrope et res M, ~ Z [4Z.

Démonstration. Comme res M, est anisotrope pour p impair par définition, res M est anisotrope
si, et seulement si, res M, (qui est d’ordre 4) I’est. Montrons que ce dernier est isomorphe a Z /47,
ou de maniere équivalente, que sa forme quadratique g n’est pas a valeurs dans (iZ) /Z. Pour tout
premier p impair divisant d, la somme de Gauss y(res M ) est (toujours par le théoreme de Gauss)
une racine 4-¢me de I'unité. Par la formule de Milgram et la multiplicativité de la somme de Gauss,
y(res M,) est, comme e37/4 une racine 8-éme primitive de 1’unité. En particulier, y(res M,)n’est
pas réelle, donc g n’est pas a valeurs dans (%Z) /Z. Si g était a valeurs dans (iZ) /Z, alors res M,
serait isomorphe a (Z/ 27)? muni de la forme (x, y) — i(ux2 + vy?) mod Z, pour certains signes
u et v. Comme la somme de Gauss de Z/2Z muni de x — £x? mod Z avec ¢ = +1 vaut e*7¢/8,
la somme de Gauss de res M, serait une racine 4-¢éme de 1’unité : une contradiction. O

Soient L un réseau euclidien entier pair et d un entier > 1, supposés pour I’instant quelconques.
Considérons les réseaux euclidiens A = A(L;d) et M = M(L; d) définis par
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A={xe@'L)nL! : dx-x=0mod2} e M = VdA. )
Autrement dit, M est le plus grand sous-réseau pair® du réseau entier N N N favec N = ——L. En

Vd

particulier, M est entier. Par définition, nous avons L C A C L¥ et
AJL={x€resL : dx =0 et dqg(x) = 0}. (10)

Lemme 20. Soient L un réseau euclidien entier pair et d > 1 un entier. Soit W le sous-groupe
des éléments x de res L vérifiant dx = 0etdq(x) = 0. Si g ne s’annule pas sur W n W+ — {0},
on al’égalit¢e M(M(L;d);d) = L.

Démonstration. Posons A = A(L;d) e¢t M = M(L;d). Nous avons déjavu L C A C Lt et
A/L = W. Pour des raisons générales, nous avons alors L C A* ¢ L¥, et A*/L est I'orthogonal
de W dans res L. Par I’hypothése sur W, le seul sous-espace isotrope de res L contenu dans
W n W+ est {0}. Ainsi, L est le plus grand sous-réseau pair de A N A*. Mais par définition
M(M; d) est le plus grand sous-réseau pair de N N N* od N = ﬁM = A : nous avons montré

M(M;d) = L. U

Notons que I’hypothése du lemme portant sur W est automatiquement satisfaite si res L est
anisotrope.

Proposition 21. L’application L — M (L;d) induit des bijections Z(d) — /(d) et .#(d) —
Z(d) qui sont inverses [’une de [’autre.

Démonstration. Tout élément L de Z(d) ou .(d) a son résidu anisotrope d’apres le corollaire
17 et le lemme 19. On en déduit M(M(L; d);d) = L d’aprés le lemme 20. De plus, si L et L'
sont des réseaux entiers pairs d’un espace euclidien E, et si g € O(E) envoie L sur L', alors
g(M(L;d)) = M(L';d) pour tout d > 1. Autrement dit, I’application L — M (L;d) passe aux
classes d’isométrie, et il ne reste qu’a voir qu’elle échange Z(d) et .7 (d).

Supposons L dans Z(d) ou .7 (d). Posons A = A(L;d) et M = M(L; d). Montrons que A est
d’indice 2 dans L*. Considérons pour cela le sous-espace W = A/L de res L, également donné
par la formule (10). Pour tout premier p, notons W, = W nres L, la composante p-primaire de
W. Soit p un premier impair divisant d. Alors par les définitions de Z(d) et .(d), ’entier p
annule res L, et la forme quadratique de res L, est a valeurs dans (%Z) /Z,etdonc W, = res L,.

Il ne reste qu’a voir que W, est d’indice 2 dans res L,. Si d est impair, res L, est isomorphe a
1

Z[2Z et sa forme quadratique prend la valeur +7, donc W) = 0. Supposons d pair. Si L est dans
Z(d), en identifiant res L, a (Z/ 27)? comme dans le corollaire 17, nous constatons que W, est
le sous-espace des (x,y,z) € (Z/ZZ)3 vérifiant x + y + z = 0. Enfin, si L est dans .¥(d), et en
identifiant res L, a Z/4Z muni de la forme quadratique x gxz mod Z pour un u € Z impair
comme dans le lemme 19, nous constatons que W, est le sous-espace 2Z /4Z. Dans tous ces cas,
W, est bien d’indice 2 dans res L,. )

Nous venons de montrer que A est d’indice 2 dans L*. Donc det A = [Lﬁ : AP det L = R

Ecrivons det L = 2d", avec r = 2 ou r = 1 selon que L est dans Z(d) ou .#(d). Alors le
déterminant de M est d> det A = d 3& = 243", comme affirmé dans 1’énoncé. Fixons p premier
impair divisant d et examinons de plus pres les liens entre res L, etres M,. Comme A est d’indice

3Si L est un réseau entier, observer que 1’application L — Z /27, définie par x — x - x mod 2, est un morphisme
de groupes. Son noyau est donc un réseau : c’est le plus grand sous-réseau pair de L.
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2 dans L, nous avons A, = Lf,. Le groupe res L, est isomorphe a (Z/pZ)". Nous pouvons donc
toujours trouver une décomposition orthogonale en somme de deux Z -sous-réseaux

L,=A,0B, (1)
L. | . . _ i _ -1
avecdet A, € Z;( et B, de Z -rang r vérifiant B, = p~ B,. En particulier, A, = L, = A,®&p~" B,.

Mais nous avons une isométrie® M , = (d) ® A,. Comme (d) ® Bﬁ est de déterminant dans
(d/p)"Z; C Z}, car det Bﬁ =

1 1 P . L.
est dans —Z%, nous en déduisons une isométrie
det B, pp

res M, ~tes((d) ® A,) ~(d/p) ® (A,/pA,), (12)

ou A,/pA, (= (Z/ pZ)>~") est muni de la forme quadratique x %% mod Z,. La forme bil-
inéaire d’un qe-module W qui est un Z/pZ-espace vectoriel avec p premier peut étre vue a valeurs
dans Z/pZ via I’isomorphisme naturel (%Z) /Z = Z/pZ induit par la multiplication par p, et

posseéde donc un déterminant (ou “discriminant”) qui est un élément de (Z/pZ)* modulo les car-
rés : nous le noterons 6(W). La relation (12) entraine é(res M) = 6({d/p) ® (Ap/pAp)) =
(d/p)3_’6(Ap/pAp). La relation (11) entraine 2p" = det A, det B, modulo les carrés de Z:. En
utilisant les congruences det A, = 6(A,/pA,) et p~" det B, = 6(res B,,) dans (Z/pZ)* modulo les
carrés, on en déduit 2(d/p)" = 5(Ap/pAp) o(res B). L’isomorphisme res L, ~ res B, entraine
donc au final

2d/p = 6(res M,)o(res L)) .

(toujours modulo les carrés de (Z/pZ)*.) Supposons maintenant L dans Z(d), et donc r = 2.
Le discriminant d’un plan quadratique anisotrope sur Z/pZ étant différent de —1, nous avons
o(res L) # —1, donc res M, est de rang 1 sur Z/pZ avec %6(res M, # —d/p. Sires M, est

le Z/pZ-espace vectoriel Z/pZ muni de la forme quadratique x +— %ax2 mod Z, le symbole de

Legendre de %5(res M ) est par définition celui de a. Nous avons donc montré (%) = —(%/p) M

est dans .¥(d). De méme, si L est dans ./ (d),onar = 1et %5(res L) # —d /p, puis res M, est
de rang 2 sur Z/pZ avec 6(res M)  —1, et M est dans Z(d). O

Remarque 22. (Genre de .#(d)) Soit M un réseau euclidien entier pair de dimension 3 et déter-
minant 2d, avec d sans facteur carré. Soit p premier impair divisant d. Dans la terminologie de
Conway [CS, Chap. 15 §7], la classe d’isomorphisme du Z ,-réseau M, est caractérisée par son
symbole p-adique, de la forme 1%¢ pe;) pour certains signes e, e; € {£1}. Par définition, on a une
décomposition orthogonale M, = A, @ B, avec A, de Z,-rang 2 et de déterminant dans Z:, B,

de Z,-rang 1 et de déterminant dans pZZ‘, et e, (resp. e; ) est le symbole de Legendre de det A,
(resp. p~! det B,) modulo p. On en déduit la relation

< 2d/p ) o
— )= eye,.
s ) . . e —2d/p
Par définition, le réseau M est dans .(d) si, et seulement si, on a 1’égalité e, = —< ) pour
4

tout premier p impair divisant d (la présence du 2 dans cette formule s’explique par le passage
de la forme quadratique a la forme bilinéaire). De maniére équivalente, M est dans .¥(d) si, et

seulement si, on a I’égalité e, = —(—) pour tout premier p impair divisant d.
D

6Si (V, g) est un espace quadratique et si m est dans Z, notons {m) ® V 1’espace quadratique (V, mq).
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5 Sur les ordres maximaux de différente principale

Dans cette derniere partie, motivée par la proposition 8, nous donnons des caractérisations des
ordres maximaux dont la différente est principale, puis de nombreux exemples de tels ordres.

Proposition 23. Toute algébre de quaternions A sur O, qui est définie, admet au moins une classe
de conjugaison d’ordres maximaux dont la différente est principale.

Démonstration. Montrons tout d’abord le lemme suivant.

Lemme 24. Toute algébre de quaternions A sur Q, qui est définie, admet un élément de carré
—D,, unique a conjugaison pres.

Démonstration. L’existence équivaut a demander qu’il existe un plongement de Q-algebres de
Q(+/—D,) dans A. Un tel plongement existe car les diviseurs premiers de D ,, et la place réelle,
sont ramifiés dans Q(y/—D ). L’unicité découle du théoreme de Skolem-Noether (voir [Vig, p. 6]).
O

Soit x € A tel que x> = —D,. Alors n(x) = D,. De plus, x étant entier sur Z, il existe des
ordres maximaux de A contenant x. Si & est un tel ordre, alors &'x est un idéal a gauche entier de
¢ de norme D 4. Par unicité, il est égal a la différente de &, qui est donc principale. O

Illustrons la proposition 23 dans le cas de 1’algebre de quaternions de discriminant D, = 11.

Il est bien connu que c’est la Q-algébre engendrée A par des éléments i et j vérifiant i> = —1,
j2 = —1letij = —ji (voir [Vig, p- 98]). Elle contient exactement deux classes de conjugaison
d’ordres maximaux : voir la table de [Vig, p. 154] ou le tableau final de cette note. Vérifions que

ces deux classes possédent des représentants ¢ et &” contenant tous les deux 1’élément j, de carré
—11, et donc sont tous les deux de différente principale.

e D’une part, si t = %, I'ordre & = Z[t] + i Z[t] est de discriminant 11, donc maximal, et
contient j = 2t — 1.

e D’autre part, si ¢’ = —% + % alors 0" = Z[t'] + j Z[t'] est un ordre de A (noter que (¢')* =
—t' — 1 et j normalise Z[']) contenant j. Si & désigne un ordre maximal contenant &, alors
0’ est non conjugué a &. En effet, puisque I’anneau Z[t'] contient les 6 unités =1, +¢t, +(¢')?,
il n’est pas contenu dans un conjugué de &, qui ne contient que les 4 unités +1, +i.

Voici le résultat de caractérisation des ordres maximaux de différente principale. Deux de ces
caractérisations feront intervenir les bijections des propositions 16 et 21. On rappelle que si & est
un ordre maximal de A, alors L(&) désigne le Z-réseau euclidien des quaternions purs de &' muni
de tr(xy) ; nous posons aussi M (&) = M(L(0); D ) (voir la formule (9)).

Théoréme 25. Soient A une algébre de quaternions sur Q, qui est définie, et O un ordre maximal
de A. Les propriétés suviantes sont équivalentes :

(1) la différente .# de O est principale;
(2) l'ordre maximal O contient un élément de norme (réduite) D ,;
(3) Uordre maximal O contient un élément de carré —D 4;

(4) le Z-réseau euclidien L(O) contient un élément x tel que x -x =2D et x-y=0 mod D,
pour tout 'y € L(O);
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(5) le Z-réseau euclidien M(O) contient un élément x tel que x - x = 2.

Démonstration. Puisque . est I’'unique idéal de norme D 4, il est principal si, et seulement si, &
contient un élément de norme D, : les assertions (1) et (2) sont équivalentes.

Il est évident que 1’assertion (3) implique I’assertion (2). Montrons la réciproque. Supposons
d’abord D, = 2,3. Alors O est principal car 2, = 1, 'unicité a conjugaison pres de &' (puisque
t4 = 1) et le lemme 24 montrent que & contient un élément de carré —D 4 (il serait bien sir facile
d’exhiber un tel élément dans ces cas). Si D, # 2, 3, on conclut par le lemme 26 ci-dessous.

Montrons que I’ assertion (3) implique 1’assertion (4). Soit x € & vérifiant x> = —D ,. Untel x
n’est pas dans Q, il est donc de trace nulle et de norme D . Celamontre x € L(O) et x-x =2Dy.
De plus, x est dans .# par I’équivalence de (1) et (3). Nous en déduisons tr(x&) C D,Z par la
formule 3, puis x - y = 0 mod D4 pour tout y dans L(O).

Montrons que I’assertion (4) implique I’assertion (5). Soit x dans L(0) vérifiant x-x = 2D 4 et
x-y =0 mod D, pour tout y dans L(&). D’apres la formule 9, cela entraine DLA x € A(L(O), D),

puis x’' = %x € #(0). On conclut car x’ - x’ = 2.
A

Montrons que 1’assertion (5) implique I’assertion (2). Soit x dans .Z(0) vérifiant x” - x' = 2.
L’inclusion évidente /D ,.# (0) C L(O) entraine que I’élément x = 1/ D ,x’, de norme D ,, est
dans L(0), et donc dans & O

Lemme 26. Si D, # 2,3 et si x € O est de norme D 4, alors x> = —D ,.

Démonstration. L’élément x n’appartient pas a Q, car D 4 est sans facteur carré, donc son polyndme
minimal est X2 —tX +d avect = tr(x) € Zetd = n(x) = D ,. Comme A ramifie sur R, nous
avons 1> < 4d. De méme, pour tout premier p divisant d, comme A ramifie sur Q,, le polynéme
X? — tX +d est irréductible sur Q,, donc 1> — 4d n’est pas un carré dans Z ,- Comme 1 +4pZ,
est constitué de carrés de Z;(, la factorisation 1> — 4d = t*(1 — 4d /t?) entraine que tout diviseur
premier de d divise également ¢. Puisque d est sans facteur carré, on montré que d divise . En
utilisant I’inégalité 2 < 4d,onen déduitt =0,out = +d etd < 4. O

Exemples. Le plus petit discriminant d’une algebre de quaternions sur Q, définie et ayant au
moins 1 (respectivement 2) classe(s) de conjugaison d’ordres maximaux dont la différente est non
principale, est 37 (respectivement 67). En effet, le tableau suivant donne, pour tous les entiers
positifs d < 100 sans facteur carré ayant un nombre impair de facteurs premiers,

« le nombre #(d) de classes de conjugaison d’ordres maximaux dans une algebre de quaternions
sur Q définie et de discriminant d (voir [Vig, p. 152] pour une formule exacte), ainsi que

* lenombre #,,,,(d) (strictement inférieur a #(d) par la proposition 23) de classes de conjugaison
d’ordres maximaux dont la différente est non principale.

D’apres les propositions 16 et 21, #(d) est aussi le nombre de classes d’équivalence de formes
quadratiques ternaires entieres définies positives de déterminant 2d appartenant au genre décrit
dans la remarque 22. Nous utilisons les tables de formes ternaires de Brandt et Intrau, recalculées
et rendues disponibles sur le site de Nebe et Sloane [NS] par Schiemann. Dans la terminologie de
ces tables, le discriminant d’une telle forme désigne I’entier —d. Nous en déduisons par inspection
la ligne #(d) de la table ci-dessous.

De plus, I’équivalence entre les assertions (1) et (5) du théoreme 25 montre que ¢, p(d )estle
nombre de classes d’équivalence de formes ternaires ci-dessus qui ne représentent pas I’entier 1.
Etant donné que dans les tables sus-citées les formes ternaires sont données sous forme réduite, une
telle forme représente 1 si, et seulement si, son premier coefficient est 1 (alternativement, on peut
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aussi vérifier en utilisant par exemple le logiciel SAGE (algorithme LLL) que le réseau euclidien
associé a cette forme a ses plus courts vecteurs de carré scalaire égal a 2). On en déduit la ligne
14np(d) de la table ci-dessous.

d 2135|711 1317]19|23|29|30|31|37 41|42
t ry1 (11|21 72|23 (3|13 |2]4]1
lanp |0/ 000} 0]0O]O}JO]O]O}JO0O]O]T]O0]O

d || 43147535961 |66|67 70|71 |73|78|79|83|89]|97
t

w
W
~
(@)
N
)
N
—_
3
N
—_
(@)
~
~
)

—_
=
—_
=
—_
=
[\
=
-
[\
-
—
—_
—_
(O8]

tdnp

Dans D’article [Ibu], Ibukiyama donne une formule pour le nombre de classes de conjugaison
d’ordre maximaux de A contenant un élément de carré —d avec d = D,, ou ce qui revient au
méme, pour la quantité #(d) — 74,,(d) d’apres le théoreme 25. Dans le cas ou d est un nombre
premier impair p, cette formule est particulierement simple et due a Deuring. Elle s’écrit

() = 14y = DD,
ol h(—m) désigne le nombre de classes d’équivalence propre de formes quadratiques binaires en-
tieres positives et primitives de discriminant —m (voir la remarque 2.13 dans [Ibu]). Cette formule
confirme la table ci-dessus. Nous pourrions en fait 1a redémontrer sans grande difficulté a partir de
I’équivalence entre les assertions (1) et (5) du théoréme 25, et des propositions 16 et 21 (observer,
en guise de point de départ, que pour M dans .¥(p) et x dans M avec x - x = 2, 'orthogonal de
Zx dans M est de dimension 2 et de déterminant égal a p ou 4p).
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