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Introduction
On pose pour n ∈ N∗ :

Ln(B)
.

= sup
0=t0<t1<···<tn−1<tn=1

(
n∑

k=1

[Bk(tk)− Bk(tk−1)]

)
,

où les (Bi ) sont des mouvements browniens standards indépendants.
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Théorème [Bar01, GTW01]
Si λnmax désigne la plus grande valeur propre d’une matrice GUE n × n, alors

Ln(B)
L
= λnmax.

Corollaire

• On a
Ln(B)√

n

p.s.−−−→
n→∞

2.

• Plus précisément,

n1/6(Ln(B)− 2
√
n)

L−−−→
n→∞

F2,

où F2 désigne la loi de Tracy–Widom.
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Modèle & résultats

On considère les variables et processus suivants, tous indépendants :
• B = (B1, . . . ,Bn) des mouvements browniens standards,

• B
(c)
0 un mouvement brownien standard drifté de drift c > 0,

• E (c) = (E
(c)
1 , . . . ,E

(c)
n ) des v.a. de loi exponentielle de paramètre c .
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On pose pour n ∈ N∗, c > 0 :

L∗n(E (c),B
(c)
0 ,B) := sup

i,t0,...,tn−1

(
i∑

k=1

E
(c)
k + B

(c)
0 (t0) +

n∑
k=1

[Bk(tk)− Bk(tk−1)]

)
,

où le sup est effectué sur l’ensemble

{(i , t0, . . . , tn−1) : i ∈ J0, nK ; ∀j 6 i − 1, tj = 0 ; 0 < ti < ti+1 < · · · < tn = 1}.
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On a alors :

Théorème 1

(i) Il existe une v.a Γ
(c)
n de loi Γ(n, c) telle que

L∗n

(
E (c),B

(c)
0 ,B

)
L
= B

(c)
0 (1) + Γ(c)

n .

(ii) De plus,

Cov
(
B

(c)
0 (1), Γ(c)

n

)
6 0.

En prenant c =
√
n, on peut retrouver le premier ordre du modèle initial :

Corollaire 2

Ln(B)√
n

p.s.−−−→
n→∞

2.

6/20
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Modèle discret

Lignes de Hammersley ξn,b ⊂ J1, nK× ]0, b]

×××
×××

×××
×××

××××××
×××

×××
×××

×××

×××

ξn,b

k

t
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Sources et puits ξ′n,b ⊂ J0, nK× [0, b]

×××
×××

×××
×××

××××××
×××

×××
×××

×××

×××

sources
2 1 1

p
u

it
s

ξ′n,b
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Plus longue sous-suite croissante

Relation d’ordre sur N× R+ :

(k , t) ≺ (k ′, t ′)⇔


k 6 k ′ et t < t ′

ou

k < k ′ et t = t ′.

Lemme
La longueur de la plus longue sous-suite croissante de ξn,b [resp. ξ′n,b] pour ≺
est égale au nombre de lignes de Hammersley différentes construites avec ξn,b
[resp. ξ′n,b].
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Construction

×××
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Ajout d’aléa

(Xk)k>1 : processus de Poisson indépendants d’intensité 1, vus comme évoluant
sur {k} × R+ respectivement.

ξn,b : points de sauts des processus jusqu’au temps b.

X̃0 : autre processus de Poisson, indépendant des autres, d’intensité λ > 1 fixée,
vu comme évoluant sur {0} × R+

Puits : points de sauts de X̃0 jusqu’au temps b.

(Gk)k>1 : v.a. à valeurs dans N indépendantes des processus de loi à déterminer
pour rendre le modèle stationnaire en temps.

Sources : en nombre Gk au point (k , 0).
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Réécriture de L et L∗

Ln,b := Ln,b(X ) = sup
0=t0<t1<···<tn−1<tn=b

(
n∑

k=1

[Xk(tk)− Xk(tk−1)]

)
,

L∗n,b := L∗n,b(G , X̃0,X ) = sup
i,t0,...,tn

(
i∑

k=1

Gk + X̃0(t0) +
n∑

k=1

[Xk(tk)− Xk(tk−1)]

)
,

où le sup est effectué sur l’ensemble

{(i , t0, . . . , tn−1) : i ∈ J0, nK ; ∀j 6 i − 1, tj = 0 ; 0 < ti < · · · < tn = b}.
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Introduction Modèle & résultats Modèle discret Du discret au continu Approfondissements

Processus de Markov

Nk(t) : nombre de lignes de Hammersley traversant le point (k, t).

(Nk(t))k6n,t∈R+ est une châıne de Markov, de loi stationnaire

G
(

1− 1

λ

)⊗n
,

avec comme convention

G ∼ G(p)⇔ ∀i ∈ N, P(G = i) = p(1− p)i .
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Observation clé
Chaque ligne de Hammersley sort de J1, nK×]0, b] soit par un puits, soit par
J1, nK× {b} :

L∗n,b = X̃0(b)︸ ︷︷ ︸
∼P(λb)

+
n∑

k=1

Nk(b)︸ ︷︷ ︸
∼BN (n,1−λ−1)

(∗)

×××
×××

×××
×××

××××××
×××

×××
×××

×××

×××

2 1 1

k

t
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Du discret au continu

But : transformer les processus de Poisson en mouvements browniens.
On prend λ = 1 + c√

b
, avec c > 0, et on pose :

Yk,b(t) :=
Xk(tb)− tb√

b
; Ỹ0,b(t) :=

X̃0(tb)− tb√
b

; Hk,b :=
Gk√
b
.

On a alors :
(H·,b, Ỹ0,b,Y·,b)

L−−−→
b→∞

(
E (c),B

(c)
0 ,B

)
.
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Éléments de preuve du Théorème 1 (i)
Rappel : Il existe une v.a Γ

(c)
n de loi Γ(n, c) telle que L∗n

(
E (c),B

(c)
0 ,B

)
L
= B

(c)
0 (1) + Γ(c)

n .

Par continuité,

L∗n(H·,b, Ỹ0,b,Y·,b)
L−−−→

b→∞
L∗n

(
E (c),B

(c)
0 ,B

)
.

Grâce à l’observation clé (∗) :

L∗n(H·,b, Ỹ0,b,Y·,b) = Ỹ0,b(1) +
n∑

k=1

Nk(b)√
b

L−−−→
b→∞

B
(c)
0 (1) + Γ(c)

n .
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Approfondissements

Éléments de preuve du Théorème 1 (ii)
Rappel : Cov

(
B

(c)
0 (1), Γ

(c)
n

)
6 0.

Modèle discret, sources et croix fixées.

Relation d’ordre partielle sur les puits X̃0 =⇒ monotonie sur le nombres de
lignes qui sortent par le haut

∑n
k=1 Nk(b).

Inégalité de Harris =⇒ Cov
(
X̃0(b),

∑n
k=1 Nk(b)

)
6 0

Renormalisation + convergence L1 =⇒ Cov
(
B

(c)
0 (1), Γ

(c)
n

)
6 0.
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Éléments de preuve du Corollaire 2 (inspirée de [BEGG16])

Rappel :
Ln(B)√

n

p.s.−−−→
n→∞

2.

Idée : faire varier c avec n. Pour c =
√
n,

L
(
√
n)

n√
n

L1

−−−→
n→∞

2.

Encadrement entre les modèles : L(
√
n)

n −#puits−#sources 6 Ln 6 L(
√
n)

n .

Arguments de concentration : #puits = o(
√
n) p.s. et dans L1, idem pour

#sources.

18/20
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Perspectives

• Application du Corollaire 2 ?

• Géométrie du chemin optimal ?

• Convergence du processus

(
Nk(tb)√

b

)
t>0

pour b →∞ ?
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