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Introduction
On pose pour n € N* :

n

Ln(B) = sup > [Bi(te) = Be(te-1)] |,

O=to<t; <---<tp_1<tp=1 k=1

ou les (B;) sont des mouvements browniens standards indépendants.

Bi(t) Bs(t) Bs(t) Bu(t) Bs(t)
tA

\4
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Théoreme [Bar01, GTWO1]

Si AN, désigne la plus grande valeur propre d'une matrice GUE n x n, alors
LH(B) é )‘rr]nax'
Corollaire
e Ona | (B
n( ) p.s. 2

\/E n—o00

e Plus précisément,
n/8(Ly(B) — 2v/n) —=— B,
n—o0o

ol F, désigne la loi de Tracy—-Widom.
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Modeéle & résultats

On considere les variables et processus suivants, tous indépendants :
e B=(By,...,B,) des mouvements browniens standards,

J éc) un mouvement brownien standard drifté de drift ¢ > 0,

o £ = (E!9, ... E!)) des v.a. de loi exponentielle de paramétre c.

230 . Bi(t)  Bt)  Bi(t)  Bu(t)  Bs(t)
=
EY ) E;J (3(; EL(lc,w EL:(‘, k
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* .
On pose pour n € N*, ¢ > 0 :

L5(E@,BS) B):=  sup ZE + Bl +Z[Bk te) — Bi(te—1)] |
iytoyeestn—1

ou le sup est effectué sur I’ensemble

{(i,to, ..., the1) i €[0,n] ; Vj<i—1,t;=0;0<t;<ti1 <---<t,=1}

B ) ; Bi(t)  Bat)  Bi(t)  Ba(t)  Bs(t)
=+
) E'gd £0 £0 £ “k
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On a alors :
Théoreme 1

1 existe une v.a | ; e lol n, c) telle que
) 1l exi ) de loi I Il
Ly(E©, B, B) £ B (1) + (9.

(ii) De plus,
Cov(B{7(1),19) <.

En prenant ¢ = /n, on peut retrouver le premier ordre du modele initial :

Corollaire 2

Ln(B) p.s.

\/ﬁ n—o00 2.




Lignes de Hammersley

t

Modele discret

Modele dlscret

gn,b - [[17 n]] X ]07 b]

gn.b
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Sources et puits

puits

Modele discret

nb C [0, n] < [0, b]

/
n,b

©
1
sources
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Plus longue sous-suite croissante

Relation d'ordre sur N x R, :

k<kett<t
(k,t) < (K',t') < < ou
k<k'ett=t.

Lemme

Approfondissemer

La longueur de la plus longue sous-suite croissante de &, 1, [resp. &, ;] pour <
est égale au nombre de lignes de Hammersley différentes construites avec &,

[resp. &5 5]

1ts
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Construction

puits

— 1,

2 1 1
sources
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Modele discret
Ajout d'aléa
(Xk)k>1 : processus de Poisson indépendants d'intensité 1, vus comme évoluant

sur {k} x R respectivement.

&n b ¢ points de sauts des processus jusqu’au temps b.

Xo : autre processus de Poisson, indépendant des autres, d'intensité \ > 1 fixée,
vu comme évoluant sur {0} x Ry

Puits : points de sauts de )~<0 jusqu'au temps b.

(Gk)ik>1 : v.a. a valeurs dans N indépendantes des processus de loi a déterminer
pour rendre le modéle stationnaire en temps.

Sources : en nombre Gy au point (k,0).
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Réécriture de L et L*

Ln,b = L,,)b(X) = sup (Z[Xk tk Xk tk 1)])

O=to<t; < <tp_1<tp=

i,to,...,tn

i n
Ly = L5 5(G, X, X) = sup (Z Gk + Xo(to) + D [Xi(ti) — Xk(tkl)]> :
k=1 k=1
ou le sup est effectué sur I'ensemble

{(i,to, .., tac1) i €0,n] ; Vi<i—1,t=0;0<t; < <t,= b}
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Processus de Markov
Nk(t) : nombre de lignes de Hammersley traversant le point (k, t).
(Nk(t))k<n ter, est une chaine de Markov, de loi stationnaire

1\®"

G~G(p)eVieN, P(G=1i)=p(l-p).

avec comme convention

13/20



Introduction Modele & résultats Modele discret Du discret au continu Approfondissements

Observation clé
Chaque ligne de Hammersley sort de [1, n] x]0, b] soit par un puits, soit par

[1,n] x {b} :
Lnb - XO ZNk (*)

k=1
()\b) —_——
~BN(n,1—X—1)
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Du discret au continu

But : transformer les processus de Poisson en mouvements browniens.
On prend A =1+ ﬁ, avec ¢ > 0, et on pose :

Xo(tb) — tb

Xk(th) — tb .
— NG ;

NG ; S;O,b(t) =

Yk,b(t) = Hip =

SIe

On a alors : _ .
(H.b: Yo, Y.p) —— (E(C), B, B).

— 00
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Eléments de preuve du Théoreme 1 (i)
Rappel : Il existe une v.a I\ de loi [(n, c) telle que L (E(C)7 Béc), B) £ Béc)(l) +19,

Par continuité,

L:(H',ba S;O,b> Y,b) L} Lﬁ(E(c)7 B(()C)’ B)
b—o0

Gréace a |'observation clé (x) :

~ ~ "\ Nk(b)
Ly(Hop, Yor, Yop) = You(1)+ )
P
—~£ 5 B1) 4+
b—o0
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Approfondissements

Eléments de preuve du Théoreme 1 (ii)
Rappel : Cov(BéC)(l),rs,c)> <0.

Modele discret, sources et croix fixées.

Relation d'ordre partielle sur les puits )~(0 = monotonie sur le nombres de
lignes qui sortent par le haut >";_; Nk(b).

Inégalité de Harris —> cOv(f(o(b),z;:l Nk(b)> <0

Renormalisation + convergence [! — Cov(B((,C)(l), FE,C)) <0.
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Eléments de preuve du Corollaire 2 (inspirée de [BEGG16])

Rappel : M LY
\/E n—o00

L&ﬁ) I

— 2.
\/ﬁ n—o00o

Idée : faire varier ¢ avec n. Pour ¢ = /n,

Encadrement entre les modeles : Lf,ﬁ) — #puits — #sources < L, < Ls,ﬁ).

Arguments de concentration : #puits = o(/n) p.s. et dans L!, idem pour
#sources.
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Perspectives

e Application du Corollaire 27

e Géométrie du chemin optimal ?

N, (tb
e Convergence du processus <k(b)) pour b — o0 ?
>0
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