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Préface et mode d’emploi

L’objectif de ce document est de présenter ceux de mes travaux de recherche que j’ai e�ectués depuis
la soutenance de mon doctorat. L’une des premières questions auxquelles j’ai été confronté à l’époque
concernait les propriétés de la loi jointe des variations de quantités qui se trouvaient modéliser des �ux
de chaleur mais dont les observables associées ne commutaient pas. Fraîchement diplômé pour une thèse
sur les probabilités non commutatives, je savais que cette loi jointe n’existait pas mais j’avais quand même
envie de lui donner un sens.

Il m’a fallu quelques années de travail non commutatif pour arriver à faire apparaître des objets pro-
babilistes pertinents là où il n’y en avait pas, le plaisir d’avoir surmonté des di�cultés mathématiques
éclipsant mal le doute quant au sens physique du résultat. Il m’a fallu quelques années de plus pour com-
prendre qu’une nouvelle idée, que l’on appelle maintenant les mesures à deux temps, permettait d’avoir
dès le départ un problème de probabilités bien posé, un sens physique plus clair, et la possibilité de donner
des formulations statistiques de principes de la thermodynamique. Le prix à payer en a été un changement
de la dé�nition des variations considérées, par exemple de chaleur ou d’entropie, mais d’un point de vue
physique ce changement s’est lui-même avéré béné�que. Ces deux étapes m’ont donc mené à pratiquer
des probabilités exclusivement classiques dans le traitement de problèmes de mécanique statistique quan-
tique. Le développement de l’intérêt pour les mesures (indirectes) répétées de systèmes quantiques, motivé
en particulier par le développement d’expériences physiques permettant de manipuler individuellement
des particules (on citera les expériences d’électrodynamique en cavité, ou impliquant des ions piégés, qui
ont valu leur prix Nobel à Haroche et Wineland) m’a fourni une autre belle gamme de problèmes proba-
bilistes, concernant à la fois les mesures elles-mêmes et leur e�et (aléatoire) sur le système observé. En�n,
l’étude d’un autre principe de la thermodynamique, qui prend la forme d’une inégalité réputée devenir
une égalité dans la limite de transformations in�niment lentes, m’a mené à considérer des systèmes dé-
pendant du temps dans la limite dite adiabatique. Les quatre thèmes mentionnés ci-dessus : approche
non-commutative des variations, mesures à deux temps, mesures répétées, systèmes adiabatiques, consti-
tuent les quatre chapitres de ce document. Il faut pour être complet préciser que le non-commutatif reste
présent dans mes travaux, même les plus récents, puisque les systèmes dynamiques étudiés sont décrits par
le formalisme quantique, à coups d’observables, d’états et de groupes d’évolution. Ce formalisme apparaît
à la fois dans la dé�nition des lois de probabilités classiques que j’étudie, mais aussi dans l’expression de
certaines des lois physiques qui m’intéressent et qui relient souvent les propriétés de ces lois de probabi-
lités à celles du système dynamique. Dans les cas les plus simples, les objets intrinsèquement quantiques
restent essentiellement matriciels et je n’ai alors pas hésité à les mentionner ; en revanche, dans un cadre
thermodynamique on est souvent confronté à des systèmes comprenant des “réservoirs” décrits par des
algèbres d’opérateurs plus générales. Certains de mes travaux portent même très précisément sur l’étude
de systèmes dynamiques sur de telles algèbres d’opérateurs. Discuter de tels systèmes aurait mené trop
loin du �l directeur probabiliste de ce document ; j’ai donc fait le choix de ne pas les traiter en détail. Cela
signi�e d’une part que certains articles ne seront pas abordés ici, et d’autre part que je me livre parfois à un
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numéro d’équilibriste consistant à dire que si l’on avait dé�ni un certain objet, alors on pourrait montrer
une formule le concernant, tout en tentant de justi�er objet et formule par analogie. J’espère ne pas mé-
contenter ainsi à la fois les lecteurs qui connaissent les systèmes dynamiques quantiques et ceux qui ne les
connaissent pas.

Ajoutons quelques lignes en guise de mode d’emploi : ce document est constitué d’un chapitre 0
qui introduit et résume les chapitres 1 à 4 qui, eux, décrivent plus en détail mes travaux. La lecture de
ce chapitre 0 est évidemment recommandée au lecteur pressé, mais celui qui pense lire l’ensemble des
chapitres suivants devra tout de même commencer par là, car certaines notions y sont dé�nies. Les réfé-
rences bibliographiques du type [P8] renvoient à des publications auxquelles j’ai contribué, dont la liste
commence page 4; parmi celles-là, les références [P1] à [P5] sont issues de mes travaux de doctorat. Les ré-
férences bibliographiques du type [108] renvoient à des publications auquelles je n’ai pas contribué, dont
la liste commence page 11. Théorèmes, propositions et autres assertions sont numérotés par chapitre, le
théorème 1.11 se trouvant par exemple au chapitre 1. Sections et équations ne portent pas de numéro de
chapitre, la section 4 du chapitre 2 étant invoquée comme section 4 dans ce même chapitre et comme
section 2.4 dans les autres.
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Chapitre 0

Introduction et résumé

Dans ce chapitre, nous introduisons et motivons les notions qui vont nous intéresser dans la suite, et
résumons les résultats obtenus. Nous commençons par rappeler les bases de la modélisation orthodoxe de
la mécanique quantique puis, dans les sections 1 à 4, décrivons la problématique des chapitres portant le
même numéro. Nous travaillons principalement sur des espaces de Hilbert de dimension �nie mais ten-
tons de mettre en avant les objets pertinents dans le cas général, ce qui nous mène à des choix de notation
qui peuvent sembler inutilement lourds ou pédants. En particulier, à chaque fois que nous parlons dans
cette introduction d’hypothèses de régularité, celles-ci seront automatiquement véri�ées dans le cadre de
dimension �nie.

Modélisation des systèmes quantiques

Nous rappelons ici les bases de la modélisation de Dirac et von Neumann de la mécanique quantique,
et recommandons au lecteur les références [44,76] pour une description mathématique ou [116] pour plus
de physique. Dans ce cadre, l’espace d’état d’un système quantique est représenté par un espace de Hilbert
H, dont nous notons 〈·, ·〉 le produit scalaire (que nous supposons linéaire en la deuxième variable). On
considère (pour l’instant) que toute grandeur physique du système est représentée par un élément autoad-
joint d’une algèbreO d’opérateurs surH, qui sera sauf mention du contraireO = B(H) ; ces éléments
autoadjoints de O seront donc appelés des observables. Pour nous, l’état du système sera représenté par
une forme linéaire surO qui est positive (au sens où elle envoie les opérateurs positifs sur des réels posi-
tifs), envoie l’identité Id sur 1, et véri�e quelques propriétés de régularité s’apparentant à la convergence
monotone de la théorie des probabilités. QuandO = B(H), toute telle forme linéaire peut s’écrire sous
la formeX 7→ tr(ρX) avec ρ un opérateur positif à trace et de trace 1, appelé matrice densité, mais nous
appellerons indi�éremment état et noterons en général par le même symbole la forme linéaire et la ma-
trice densité. L’ensemble des matrices densité sur H sera noté S(H), et est donc une partie convexe de
l’idéal I1(HS) des opérateurs à trace. Un état pur sera un état de la formeX 7→ 〈φ,Xφ〉 pour φ ∈ HS
de norme 1. La matrice densité associée est alors le projecteur sur Cφ, qui s’écrit |φ〉〈φ| dans suivant la
convention de Dirac qui pour ψ, φ dansH, note |ψ〉〈φ| l’application υ 7→ 〈φ, υ〉ψ.

Si le système est fermé (au sens physique du terme), sa dynamique est décrite par un groupe (τ t)t d’au-
tomorphismes de B(HS), qui, si on le suppose fortement continu, a nécessairement la forme τ t(X) =

e+itHXe−itH oùH est une observable que l’on appellera alors le hamiltonien du système. Cette descrip-
tion de la dynamique dans laquelle les observables évoluent suivant le �ot X  τ t(X) =: Xt et les
états ne changent pas (dite représentation de Heisenberg) est équivalente à la description dans laquelle
les observables ne changent pas, et les états évoluent suivant ρ  ρ ◦ τ t =: ρt (dite représentation de
Schrödinger), l’équivalence étant donnée par la relation ρt(X) = ρ(Xt).
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Le dernier élément de notre modélisation concerne les mesures, ou plus précisément les mesures pro-
jectives dites de von Neumann. Si l’on mesure une observable X alors que le système est dans l’état ρ, la
règle de Born dit que le résultat est aléatoire et que les valeurs possibles sont les éléments du spectre deX .
Pour exprimer les probabilités associées, commençons dans le cas oùH est de dimension �nie ; dans ce cas
X , étant autoadjointe, est diagonalisable et donc s’écrit

X =
∑

x∈spX

xπX(x)

où les πX(x) sont des projecteurs orthogonaux. Alors la probabilité d’observer un résultat contenu dans
un borélienE s’écrit

tr
(
ρ πX(E)

)
=
∑
x∈E

tr
(
ρπX(x)

)
où πX(E) =

∑
x∈E

πX(x)

et, conditionnellement au fait que l’on ait observé un résultat dansE, on doit considérer (c’est le postulat
de projection, que nous ne commenterons pas ici) que l’état du système après la mesure est

πX(E)ρ πX(E)

tr
(
ρπX(E)

) .

Pour décrire le cas général de la mesure d’une observable X ∈ O lorsque le système est dans l’état ρ,
rappelons que le théorème spectral de von Neumann (voir par exemple le théorème VIII.6 de [44]) dit
queX peut s’écrire

X =

∫
x dπX(x)

où πX est une mesure à valeurs projections, c’est-à-dire une application de l’ensemble des boréliens de R
dans l’ensemble des projecteurs orthogonaux deH, qui est σ-additive et envoie R sur l’identité Id. Alors
la probabilité d’observer un résultat contenu dans un borélien E de R est simplement ρ ◦ πX(E). On
peut dé�nir un calcul fonctionnel pour les fonctions boréliennes bornées en donnant un sens à f(X) :=∫
f(x) dπX(x), qui véri�e alors ρ

(
f(X)

)
=
∫
f(x) d(ρ ◦ πX)(x), et ρ ◦ πX est une probabilité ; on

dira que la loi deX dans l’état ρ est ρ◦πX . L’espérance de cette loi sera alors
∫
x d(ρ◦πX)(x) = ρ(X).

De plus, conditionnellement au fait que l’on ait observé une valeur dans E, on doit considérer que l’état
du système devient après la mesure

X 7→
ρ
(
1E(X)X1E(X)

)
ρ
(
1E(X)

) . (1)

La mesure est donc le point d’irruption de l’aléa dans le modèle quantique ; elle sera le dénominateur
commun des questions considérées dans les chapitres 2, 3 et 4.

1. Fluctuation-dissipation et théorème non commutatif de la li-
mite centrale

Une situation canonique de la mécanique statistique hors équilibre est celle où plusieurs systèmes in-
�nis (en général appelés “réservoirs”)R1,. . . ,R` initialement à l’équilibre thermique à des températures
di�érentes sont mis en contact, de telle sorte que l’ensemble s’établit dans un “état permanent” ρ+ qui
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n’est pas un état d’équilibre et en particulier présente des �ux de chaleur non triviaux : on peut identi-
�er des observables Φ1,. . . ,Φ` représentant ces �ux de chaleurs, et on s’attend à ce que les �ux moyens
ρ+(Φi) ne soient pas tous nuls. L’étude générale de ces �ux s’est longtemps limitée (y compris dans le cas
classique) à des propriétés très générales disant essentiellement que la somme des �ux moyens est nulle (i.e.∑`

i=1 ρ+(Φi) = 0) et que l’entropie de Clausius moyenne associée est positive (i.e.
∑`

i=1 βiρ+(Φi) ≥ 0 ;
voir plus loin la signi�cation des βi). Une situation simpli�ée dans laquelle la théorie est mieux comprise
est celle de la réponse linéaire, où les températures initiales des réservoirs sont proches, donc toutes iden-
tiques, à un ε près. Les trois piliers de la théorie de la réponse linéaire concernent le coe�cient du premier
ordre de dépendance du �ux moyen sortant deRi, c’est-à-dire ρ+(Φi), en la température deRj . Ces trois
piliers sont la formule de Kubo, qui exprime ces coe�cients comme des corrélations temporelles de ces
�ux entre eux “à l’équilibre”, i.e. quand les réservoirs sont initialement tous à la même température ; les
relations de réciprocité d’Onsager, qui expriment une symétrie dans ces coe�cients ; et le théorème de
�uctuation-dissipation, qui relie ces coe�cients aux lois jointes asymptotiques des �uctuations tempo-
relles à l’équilibre des �ux Φi. Les articles [P6,P7] se sont intéressés aux formules de Kubo et aux relations
de réciprocité d’Onsager pour des systèmes quantiques. Ils sortent du cadre purement probabiliste de
cette introduction. En e�et, les formules de Kubo ne peuvent s’énoncer qu’en considérant le système dy-
namique qui décrit l’ensemble du système, qui est nécessairement “in�ni”, et il est alors nécessaire de sortir
du cadre où l’algèbre d’observablesO est de la formeB(H), et de considérer des états et dynamiques plus
généraux que nous ne l’avons fait ci-dessus. On entre dans le cadre des systèmes dynamiques sur des C*-
algèbres, que nous ne discuterons pas ici. Notons simplement qu’énoncé et preuve des formules de Kubo
et des relations d’Onsager posent des problèmes techniques mais aucun problème conceptuel.

Ce n’est pas le cas du théorème de �uctuation-dissipation puisque celui-ci concerne des lois jointes ;
or, dans le cadre quantique, il n’est pas possible de donner un sens satisfaisant à la loi jointe de deux ob-
servables qui ne commutent pas. Il est en revanche possible de donner un sens aux probabilités associées
à des mesures séquentielles, i.e. lorsque l’on mesure une observable, puis l’autre. Plus précisément, il est
possible de mesurer d’abordX , puis Y ; les règles de Born évoquées ci-dessus montrent que la probabilité
d’obtenir un résultat dansE puis un résultat dans F (pourE,F deux boréliens) est

ρ
(
1E(X)1F (Y )1E(X)

)
.

Cette quantité, comme fonction de E × F , ne dé�nit en général pas une mesure sur R2 (elle n’est pas
additive en E) ; on peut cependant l’interpréter, à E et F �xés, comme une valeur de probabilité, et se
poser la question de son asymptotique si X,Y sont remplacées par des familles Xt, Yt dépendant d’un
paramètre t.

On peut alors se demander s’il existe un critère simple, dans le goût du théorème de Lévy–Cramér, per-
mettant d’assurer une convergence en grand temps de ces probabilités de mesures séquentielles, à partir de
fonctions dites pseudo-caractéristiques – qui pourraient être par exemple (α1, α2) 7→ ρ(eiα1Xteiα2Yt).
Ces questions sont discutées dans la section 1.1, qui décrit les résultats de l’article [P9]. On identi�e alors,
dans le cas où les Xt, Yt sont des �uctuations “normalisées en 1/

√
t” une structure limite générique et

un critère permettant de ramener la preuve de la convergence des fonctions pseudo-caractéristiques à des
fonctions caractéristiques ; ceci est décrit dans la section 1.2, qui discute des résultats contenus dans [P9]
et [P10].

On applique alors l’ensemble du programme que nous venons de décrire pour donner dans la sec-
tion 1.3 les résultats de [P8] : un théorème de la limite centrale, au sens de la convergence des probabilités
de mesures séquentielles, pour une classe de modèles dits “systèmes fermioniques”. De plus, pour revenir
à la motivation initiale qui est celle de la réponse linéaire, quand on considère ces �uctuations dans l’état
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ρ d’équilibre (i.e. quand les réservoirsR1,. . . ,R` sont tous à la même température), ces limites de proba-
bilités de mesures séquentielles dé�nissent une vraie probabilité sur les couples de mesures. Ceci prouve,
en�n, une forme de théorème de �uctuation-dissipation pour ces modèles ; celui-ci va hélas s’avérer in-
adapté, mais pour des raisons physiques et non mathématiques.

2. Mesures à deux temps et formulations statistiques de la ther-
modynamique

Avoir réussi à prouver un théorème de �uctuation-dissipation pour les systèmes fermioniques ne doit
pas occulter une question fondamentale : les �uctuations considérées devraient physiquement être celles
de la variation de la chaleur dans chaque réservoir Ri, et cette dernière est représentée par le Hamilto-
nien Hi. Or, ce que nous avons fait revient à modéliser cette variation de Hi entre les temps 0 et t par
l’observable τ t(Hi) − Hi. Si mathématiquement cela ne pose pas problème, on peut se demander quel
procédé de mesure permettrait d’accéder à cette observable. De plus, une certaine combinaison linéaire
S =

∑`
i=1 βiHi devrait représenter l’entropie totale du système. Or, si l’on applique le même traite-

ment à l’entropie S qu’auxHi, sa variation devrait correspondre à l’observable τ t(S)− S ; mais alors on
peut voir que la loi de cet opérateur dans, par exemple, l’état initial, ne satisfait pas une relation a priori
fondamentale appelée relation de fluctuation véri�ée dans les systèmes classiques. Ceci est discuté dans la
section 2.1.

Plusieurs dé�nitions alternatives de la variation d’entropie ont été proposées, qui véri�ent la relation
de �uctuation : les plus satisfaisantes datent du début des années 2000, et sont dues à Matsui et Tasaki
dans [120] d’une part, à Kurchan dans [90] d’autre part. La proposition de Matsui et Tasaki dé�nit la loi de
la variation d’entropie comme la loi (au sens donné en page 20) de l’opérateur autoadjoint log ∆ρt|ρ dans
(une représentation de) l’état ρt, où ∆ρt|ρ est un opérateur modulaire relatif, issu de la théorie Tomita–
Takesaki pour les algèbres de von Neumann. Cette dé�nition a l’avantage de s’étendre par essence à un
choix très large d’algèbresO ; en revanche son sens physique n’était pas clair puisque log ∆ρt|ρ n’appartient
pas à l’ensemble O des observables (ni même à sa représentation standard – voir la remarque 2.9). La
proposition de Kurchan, elle, consiste à dé�nir la variation d’entropie entre 0 et t comme la di�érence
entre une première mesure, au temps initial, d’une “observable d’entropie ” qui appartient bien àO, et une
deuxième mesure de cette même observable mais sur le système perturbé par la première mesure et évolué
pendant un temps t. Cette proposition a donc un sens physique parfaitement dé�ni, même si la quantité
considérée n’est pas issue de la mesure unique d’une observable mais d’une mesure à deux temps, et dé�nit
une notion de trajectoire (liée aux mesures e�ectuées). En revanche, elle est essentiellement limitée au cas
de systèmes de dimension �nie. L’article [P11] montre que ces deux propositions sont en fait identiques
sur les systèmes �nis. On a alors une dé�nition d’une variable aléatoire de variation d’entropie entre les
temps 0 et t, qui a une interprétation physique satisfaisante, et s’applique dans de nombreux cas : la théorie
modulaire est assez robuste pour donner de bonnes convergences dans un schéma d’approximation d’une
algèbre générale par des algèbres �nies, ce qui permet d’étendre l’interprétation comme résultat de mesure
à deux temps. Nous discutons ces dé�nitions dans la section 2.2. La relation de �uctuation s’exprime alors
par la symétrie et(α) = et(1−α), satisfaite par la fonction génératrice et de cette variable aléatoire. Ceci
donne une expression probabiliste de la deuxième loi de la thermodynamique : une variation +s (où s est
positif) de l’entropie entre les temps 0 et t est plus probable d’un facteur universel e+st qu’une variation
de−s : voir la section 2.3.

Inspiré par cette réussite, on peut se demander si, en considérant une dé�nition des variations d’éner-
gie par une mesure à deux temps, on peut obtenir une expression probabiliste de la première loi de la ther-
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modynamique, et si celle-ci s’exprime par une nouvelle symétrie de fonctions génératrices χt associées.
Une telle symétrie a été proposée par Andrieux, Gaspard, Monnai et Tasaki dans [5] mais la démonstra-
tion mathématique présente une erreur, que nous avons comblée dans [P21] en faisant apparaître une
condition de régularité des interactions qui s’avère nécessaire. Contrairement au cas des symétries de et,
il n’existe pas de symétrie à temps �ni pour χt et il est nécessaire de considérer la limite t → ∞. Cette
symétrie et ses conséquences sont étudiées dans [P12] en ce qui concerne l’énergie totale du système, et
dans [P21] en ce qui concerne la chaleur détaillée dans chaque réservoir. Nous allons voir que combiner
les symétries des fonctionnelles χ+ et e+, obtenues dans la limite t → ∞, permet de prouver formule
de Kubo, relations de réciprocité d’Onsager et théorème de �uctuation-dissipation pour les �ux dans le
régime permanent, lorsque les variations sont au sens des mesures à deux temps. Nos deux types de symé-
tries seraient donc les propriétés universelles étendant la théorie de la réponse linéaire au-delà du “presque
équilibre”.

Notons que, même si des dé�nitions de et etχt peuvent être données directement pour des systèmes
in�nis grâce à la théorie modulaire de Tomita–Takesaki, nous faisons le choix de donner des dé�nitions des
variations d’entropie ou d’énergie par des mesures à deux temps sur des systèmes �nis, et de ne considérer
la “limite thermodynamique” (qui fait passer à des systèmes in�nis) qu’au niveau des lois de ces varia-
tions. Ceci nous permet de substituer des considérations probabilistes élémentaires à des considérations
algébriques compliquées.

3. Mesures répétées d’un système : les mesures et le système

Remarquons que les mesures dont il a été question au début de ce chapitre sont des mesures projec-
tives. Il existe une autre classe de mesures, dites mesures généralisées, qui apparaissent par exemple dans
le cadre des mesures indirectes. Pour présenter ces mesures indirectes, appelons S le système considéré et
notonsHS (au lieu deH) l’espace de Hilbert qui le décrit. Supposons alors que S est initialement dans
l’état ρ, et que l’on fait l’expérience suivante :

1. on couple le système S avec un “environnement” E décrit parHE initialement dans l’état ξ, et on
les laisse interagir suivant l’unitaireU deHS ⊗HE ;

2. on e�ectue une mesure d’une observable M qui agit uniquement sur HE , dont on suppose ici
qu’elle a un spectre discret, de sorte qu’elle s’écritM =

∑
m∈spM mπm ;

3. on se désintéresse du systèmeHE , au sens où il n’apparaîtra plus dans la suite de l’expérience (i.e. il
n’interagira plus et on n’e�ectuera pas de mesure sur lui).

Alors le résultat de l’étape 1. est qu’après l’interaction, la réunion des deux systèmes se trouve dans l’état
U(ρ⊗ ξ)U∗. L’application de la règle de Born montre que la probabilité d’observer le résultatm lors de
l’étape 2. est alors tr

(
IdHS ⊗πm U(ρ⊗ ξ)U∗

)
. On peut de même écrire explicitement l’état du système

après l’étape 2, conditionnellement à l’observation du résultatm ; et, après l’étape 3, on doit considérer que
l’état deHS est la trace partielle suivantHE de ce dernier état conditionnel 1. Les expressions obtenues sont
lourdes mais peuvent se simpli�er : si l’on note

Φm(ρ) := trHE
(
(IdHS ⊗ πm)U(ρ⊗ ξ)U∗ (IdHS ⊗ πm)

)
(2)

alors le résultat de l’expérience correspondant aux étapes 1,2. et 3. est que ce résultat de mesure, notém1,
vautm avec probabilité

Pρ(m1 = m) = tr
(
Φm(ρ)

)
, (3)

1. La trace partielle suivantHE , notée trHE est l’application Id⊗ tr deB(HS)⊗ B(HE) dansB(HS), dé�nie donc par
trHE (A⊗B) = tr(B)A
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et que conditionnellement au résultatm, l’état du système S devient

ρ1(m) =
Φm(ρ)

tr(Φm(ρ))
. (4)

Remarquons que, dans le cas où ξ est un état pur |Ω〉〈Ω| et queM est non dégénérée, chaque Φm est de
la forme ρ 7→ VmρV

∗
m, et l’évolution ci-dessus préserve la pureté, au sens où chaque ρn est pur si ρ l’est.

L’hypothèse de non-dégénérescence deM est assez naturelle puisqu’elle signi�e qu’un résultat de mesure
spéci�e un état pur. Celle de pureté de ξ le devient dès que l’on fait précéder l’étape 1. ci-dessus d’une
mesure non-dégénérée de l’étatHE , comme par exemple lorsque l’on e�ectue une mesure à deux temps de
M . Remarquons encore que les mesures indirectes ne sont pas les seules situations menant à des mesures
généralisées : si par exemple une mesure projective de M est suivie d’une évolution suivant l’unitaire U
(deHS seul, cette fois-ci) alors l’e�et de ces deux étapes est décrit par (3) et (4) avec Φm(ρ) = VmρV

∗
m où

Vm = Uπm.
Contrairement aux mesures projectives, les mesures généralisées ne déterminent pas les mesures e�ec-

tuées par la suite : si par exemple on revient au cas des mesures indirectes, et qu’après la première mesure
on répète l’expérience correspondant aux étapes 1. à 3. avec le système S mis à jour, mais avec un “nouvel”
environnement E2, alors on n’obtient pas en général le même résultat lors de la deuxième mesure que lors
de la première. Si l’on itère ainsi de suite n fois ces mesures généralisées avec des environnements E1,. . . ,
En, on obtient un n-uplet de résultats de mesurem1, . . . ,mn et un état ρn qui est l’état actualisé condi-
tionnellement auxnmesures ; le processus (ρn)n (ou parfois le processus (xn, ρn)n) est appelé trajectoire
quantique. Les environnements E1, E2,. . . sont souvent appelés des sondes puisqu’ils jouent ce rôle dans
des expériences d’électrodynamique quantique en cavité, comme celles de [70, 99, 122] ; ces expériences
sont la principale motivation pour l’étude présente des mesures indirectes répétées. Il semble naturel de se
demander quelles sont les propriétés statistiques de (mn)n, et quel est le comportement quand n→∞
de (ρn)n.

Pour étudier le comportement de (mn)n, nous étendons un peu le cadre ci-dessus et supposons que
les paramètres de la mesure généralisée (par exemple les ξ, U,M de la description des mesures indirectes)
peuvent dépendre des résultats de mesure précédents. On décrira alors les mesures non plus par mn ∈
spM mais par xn ∈ V , où V est un espace de con�guration discret, et les opérateurs (Φm)m∈spV sont
remplacés par des (Φi,j)i,j∈V , où pour chaque j les (Φi,j)i∈V sont les opérateurs appliqués pour lan+1-
ième mesure si lan-ième a mené àxn = j. Le processus ainsi obtenu a été appelé marche quantique ouverte
dans [7], et proposé comme analogue des chaînes de Markov pertinent pour les modèles quantiques, avec
des transitions a�ectées par le degré de liberté interne (ρn)n (précisons tout de suite que ni (xn)n, ni
(mn)n dans le cas précédent, ne sont en général des chaînes de Markov). Il est alors naturel de se demander
ce que l’on peut dire de la loi de (xn)n. On obtient loi des grands nombres, théorème de la limite centrale
et principe de grandes déviations en étudiant une certaine expression de la fonction génératrice de (xn)n ;
ceci correspond aux articles [P13, P15]. Pour pousser l’analogie avec les chaînes de Markov, on s’intéresse
aux temps d’atteinte ou nombre de visites par (xn)n d’une con�guration i de V et à l’universalité des
notions de récurrence pour (xn)n, ce qui est traité dans [P21]. Ces di�érents points sont décrits dans la
section 3.1.

Une autre question naturelle concernant (mn)n est “l’apparition de la �èche du temps”, i.e. l’asymé-
trie dans les résultats de mesure, qui peut se résumer ainsi : si l’on reçoit une liste (m1, . . . ,mn) dont on
ne sait si elle est à l’endroit ou à l’envers, pourra-t-on déterminer le sens correct? Cette question de test
d’hypothèses requiert l’étude de la régularité de l’entropie de Rényi relative de Pρ et P̂ρ, respectivement
loi de (m1, . . . ,mn) et loi des résultats renversés (qui peuvent être (mn, . . . ,m1), mais on peut consi-
dérer une notion plus subtile de renversement). Cette question de la régularité se traite par le formalisme
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thermodynamique (voir [28]), mais les mesures Pρ et P̂ρ n’entrent pas dans les classes classiquement étu-
diées, et il nous a fallu leur appliquer le “formalisme thermodynamique non-additif”. Nos résultats (issus
de [P20]) s’étendent immédiatement au cas où l’on souhaiterait déterminer si la liste (m1, . . . ,mn) pro-
vient de mesures indirectes e�ectuées avec le protocole induit par des paramètres ξ1, U1,M1, ou avec celui
induit par d’autres paramètres ξ2, U2,M2. Tous ces points sont discutés dans la section 3.2.

Dans la section 3.3, nous nous demandons ce qui peut être dit du comportement en temps long du
processus (ρn)n. Peu de résultats étaient connus à son sujet, la plupart dus à Kümmerer et Massen. L’un
d’entre eux concernait le fait que sous une condition assez générale, non seulement l’éventuelle pureté de
l’étatρ sera préservée pour toutes les valeurs successives de la suite, mais cet étatρn sera asymptotiquement
pur quandn→∞quelle que soit la condition initiale (voir [88]). Il est donc naturel de restreindre l’étude
au cas des états purs. La question du comportement de (ρn)n se ramène alors à l’étude asymptotique
d’une chaîne de Markov sur la sphère projective deHS , qui s’exprime en termes d’un produit aléatoire de
matrices. Nous montrons dans [P24] que la condition de puri�cation de [88] implique une convergence
de la loi de (ρn)n vers une distribution invariante à vitesse exponentielle pour la distance de Wasserstein
d’ordre 1.

En�n, nous terminons ce chapitre 3 avec les sections 3.4 et 3.5 qui présentent des extensions à temps
continu des résultats des sections 3.3 et 3.3, issues de [P25] et [P27] respectivement. Dans ces deux cas, nous
nous contentons de présenter une construction du modèle et indiquons comment étendre les preuves en
temps discret.

4. Dépendance en temps : le cas des régimes adiabatiques

Le principe de Landauer (énoncé en 1961 dans [91]) peut se résumer ainsi : la transformation irréver-
sible de l’état d’un systèmeS par interaction avec un environnementE initialement à l’équilibre thermique
à température T a un coût énergétique minimal, ce qui s’exprime synthétiquement par

β∆QE ≥ ∆SS (5)

où β = T−1 est la température inverse 2, ∆QE est la variation d’énergie libre de E et ∆SS la variation
d’entropie de S . De plus, on s’attend à une saturation de l’inégalité (5) lorsque l’interaction est adiaba-
tique, c’est-à-dire obtenue par une évolution in�niment lente à partir d’un ensemble S ∨ E initialement
à l’équilibre.

Une première preuve mathématiquement satisfaisante a été donnée par Reeb et Wolf dans [111] ; elle
s’exprime dans le formalisme quantique, et en dimension �nie, auquel cas on ne peut observer la saturation
adiabatique. L’article [79] a étendu l’approche ci-dessus au cas où l’environnement est décrit par une C*-
algèbre quelconque, permettant alors de montrer la saturation de (5), dans la limite adiabatique. L’article
[P19] étudie le même problème en modélisant l’environnement par un “système d’interactions répétées”.

Un système d’interactions répétées (SIR) est composé d’un système �xe S comme ci-dessus, qui inter-
agit pendant une unité de temps avec un système E1, suivant une dynamique hamiltonienne, avant que
le couplage de S et E1 soit désactivé et que S interagisse avec un système E2 pendant l’unité de temps
suivante, et ainsi de suite. Cette situation est similaire à celle de la section 3, et nous n’utilisons le terme de
système d’interactions répétées que pour souligner le rôle de la suite (En)n comme un environnement. En
e�et, cette situation a par dé�nition deux des caractéristiques attendues d’un réservoir : avoir une énergie

2. Il serait plus correct d’écrire queβ = (kBT )
−1 oùkB est la constante de Boltzmann, mais nous prendrons cette dernière

égale à 1
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totale in�nie, et (en tout cas quand tous lesEn sont identiques) un temps caractéristique de retour à l’équi-
libre petit devant celui de S . Le cas adiabatique est décrit en faisant varier lentement (avec des variations
de l’ordre de 1/T à chaque étape) les paramètres de En et de l’interaction entre S et En. L’article [P19]
étudie alors la question de la saturation pour ces SIR adiabatiques, avec les mêmes dé�nitions de ∆SS
et ∆QE que [111] et [79]. L’étude de la saturation a été menée dans [P19] ; cependant la question initiale
méritait d’être améliorée.

En e�et, les quantités ∆QE et ∆SS de [79, 111] sont des quantités moyennes. On pouvait espérer
ra�ner ce principe de Landauer en une relation entre les lois des deux variables aléatoires correspon-
dant aux variations, au sens des mesures à deux temps, de l’entropie du système S et de l’entropie de
la chaîne E1, E2, . . ., le long d’une trajectoire. Les fonctions génératrices de ces variables aléatoires s’ex-
priment alors en fonction d’un produit des déformations d’opérateurs du type de (2) pour les tempsn/T ,
n = 1, . . . , T ; pour étudier l’asymptotique de ces fonctions génératrices, nous développons deux résul-
tats techniques. Le premier est un “théorème adiabatique” exprimant la limite quand T → ∞ d’un tel
produit. Cette limite s’exprimant à partir du spectre périphérique des déformations, il a fallu expliciter la
forme de ce spectre périphérique. Ces deux résultats sont décrits dans les sections 4.2 et 4.3.

Nous obtenons ainsi une formulation statistique du principe de Landauer sur une trajectoire associée
à un système d’interactions répétées, avec saturation sous une condition bien identi�ée. Lorsque cette
condition n’est pas véri�ée, nos résultats s’apparentent à ceux de la section 3.2 sur l’entropie de Rényi
relative entre les lois de mesures à l’endroit et à l’envers. Tout ceci est discuté dans la section 4.4.

5. Quelques sujets passés sous silence

Plusieurs de mes travaux sont passés sous silence dans la suite de ce document ; nous les mentionnons
rapidement ici.

Les articles [P6] et [P7] étudient des systèmes quantiques composés de réservoirsR1,. . . ,R`, initia-
lement à l’équilibre thermique à des températures di�érentes, qui sont mis en interaction. Comme nous
l’avons écrit dans la section 1, on s’attend à ce que le système s’établisse dans un état permanent ρ+, et on
peut s’intéresser au �ux de chaleur moyen ρ+(Φi) sortant deRi et à sa dépendance en les températures
des autres réservoirs. Cette étude est faite ici dans un cadre C*-algébrique, dans le cas où la dynamique du
système est quasi-libre, de sorte que tout s’exprime à partir du scattering des évolutions à une particule et
que l’on peut obtenir des formules explicites pour les ρ+(Φi) sans supposer que l’on est proche de l’équi-
libre. Ces articles sont intégralement écrits dans le formalisme algébrique que nous avons cherché à éviter
ici.

L’article [P14] (auquel on fait appel dans la suite du texte, mais qui n’est pas détaillé) donne un résul-
tat général de décomposition d’un canal quantique (soit le type d’opérateur décrivant en temps discret
l’évolution d’un système ouvert, comme par exemple 2) en une somme directe de canaux irréductibles,
et décrit l’ensemble des états invariants, dont on montre qu’il n’est un simplexe que sous une condition
d’unicité de décompositions de l’espace de HilbertH en somme de supports de projecteurs réduisant Φ.
La nouveauté dans cet article tient dans cette description des états invariants, qui n’avait été donnée qu’en
temps continu, et avec un manque de rigueur qui pouvait faire douter de son exactitude. Ces dernières
précisions sur la forme des états invariants sont nécessaires pour obtenir la forme générale des mesures
invariantes pour l’évolution associée aux trajectoires quantiques, comme c’est discuté dans l’article [P24]
et décrit dans la section 3.3.

L’article [P16] concerne un ra�nement du lemme de Stein quantique. Supposons que l’on a une suite
d’algèbresOn = B(Hn), dont les “vrais” états sont donnés soit par la suite (ρn)n, soit par la suite (σn)n,
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et que l’on veuille déterminer quelle est la bonne suite en se basant sur la mesure d’observables-tests (Tn)n
où Tn ∈ On. Alors, pour tout τ strictement inférieur à S(ρ|σ) := limn→∞

1
nS(ρn|σn), on peut

trouver des tests (Tn)n où Tn ∈ On tels que l’erreur de deuxième espèce décroît comme e−nτ , et celle
de première espèce est arbitrairement petite. Si en revanche on veut que l’erreur de deuxième espèce dé-
croisse comme e−nτ avec τ strictement supérieur à S(ρ|σ), alors nécessairement l’erreur de première es-
pace va tendre vers 1 (c’est la “réciproque forte”). L’article [P16] ra�ne cette dépendance en montrant que
l’erreur de première espèce optimale sous la condition que l’erreur de deuxième espèce décroisse comme
e−nS(ρ|σ)−

√
nυ est proportionnelle à P(Z ≤ υ) où Z suit une loi normale centrée réduite – ceci sous

des conditions de régularité d’une extension à paramètre complexe de l’application qui à α associe la α-
entropie de Rényi relative des deux états. De manière étonnante nous n’avons trouvé aucune mention de
ce problème dans la littérature sur les tests d’hypothèses classiques.

En�n, l’article [P18] considère un semigroupe dynamique quantique (etL)t∈R+
sur un espace de di-

mension �nie, qui est vu dans la littérature comme engendrant une “di�usion quantique”. Ce semigroupe
de di�usion a la particularité de préserver le caractère gaussien (voir [76]) des états. Contrairement à ce
qui nous a intéressé dans d’autres articles, on n’a pas ici convergence de ρt := etL(ρ). Nous étudions la
vitesse de croissance vers l’in�ni de l’entropie de ρt par des inégalités fonctionnelles permettant de mon-
trer la vitesse de décroissance de la plus grande valeur propre de ρt. Cet article a été l’occasion de s’attaquer
aux inégalités fonctionnelles dans le cadre quantique.
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Chapitre 1

Fluctuation-dissipation et théorème non commutatif
de la limite centrale

Ce chapitre présente les résultats contenus dans les articles [P8, P9, P10]. Ceux-ci constituent une
première tentative de donner un sens aux lois jointes de �uctuations d’opérateurs dans un système quan-
tique ; ils sont les seuls, dans ce document, qui relèvent du domaine des “probabilités non commutatives”
ou “probabilités quantiques”. Le contexte qui a motivé ces études est celui de la réponse linéaire des sys-
tèmes ouverts quantiques hors équilibre, qui est le sujet des articles [P6, P7]. Détailler le contenu de ces
articles exigerait l’introduction de la théorie des systèmes dynamiques sur des C*-algèbres, ce qui serait
lourd et nous ferait dévier du �l directeur de ce document. Nous nous contenterons donc du strict néces-
saire pour motiver la question des lois jointes de �uctuations.

La mécanique statistique quantique des systèmes hors équilibre telle que pratiquée dans les articles
[P6, P7] (et avant eux dans [78, 115], références pour l’ensemble de ce paragraphe), considère un système
constitué de réservoirs in�nis R1,. . . ,R`, qui sont initialement dans des états d’équilibre thermique de
paramètres β1, . . . , β`, et que l’on fait interagir par des interactions locales à partir du temps t = 0,
éventuellement au travers d’un “petit” système S . Si ` = 1, ou de manière équivalente si β1 = . . . =
β` = β, alors on s’attend à ce que dans la limite t→∞, l’ensembleS∨R1∨ . . .∨R` se stabilise dans un
état d’équilibre thermique à la température β. Si en revanche ` > 1 et que les βi ne sont pas tous égaux –
c’est le cas dit “hors équilibre” – alors au mieux, le système s’établit quand t→∞ dans un état permanent
ρ+ (souvent appelé NESS pour “non-equilibrium steady state”), et on s’attend à observer un phénomène
de transport, avec des �ux de chaleur “sortant de Ri”, représentés par des observables Φi. Cependant,
étudier les propriétés de ρ+ et des �ux Φi dans le cas général est di�cile. Une première approche de la
situation hors équilibre utilise le fait que, sous des hypothèses assez générales, on peut montrer que si
β1 = . . . = β`, alors ρ+(Φi) = 0 pour tout i. Sous des hypothèses de régularité, on doit pouvoir
montrer que si supi |βi − βeq| < ε pour une certaine valeur de référence βeq de β, alors

ρ+(Φi) =
∑̀
j=1

Li,j(βj − βeq) + o(ε). (1)

Le centre de l’étude se déplace alors sur les coe�cients Li,j . C’est la théorie de la réponse linéaire (que
l’on peut faire remonter à Onsager dans les années 30, voir le chapitre 4 de [86]). Dans le cadre classique
(i.e. non quantique), la théorie de la réponse linéaire a trois piliers. Pour les formuler, ignorons un instant
la distinction classique/quantique, et supposons que sur une algèbre d’observablesO (qui devrait alors,
pour que les résultats ci-dessous puissent être vrais, décrire un système in�ni), on a un groupe d’automor-
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phismes (τ t)t. Les trois piliers, qui supposent une propriété d’invariance par renversement du temps (que
nous préciserons en temps voulu) sont alors :

• la formule de Kubo

Li,j =
1

2

∫ +∞

−∞
ρeq

((
Φi − ρeq(Φi)

)
τ t
(
Φj − ρeq(Φj)

)
dt (2)

où ρeq est le NESS dans le cas β1 = . . . = β` ;
• les relations de réciprocité d’Onsager

Li,j = Lj,i pour tous i, j ; (3)

• la relation de �uctuation-dissipation, qui dit que les �uctuations temporelles spontanées des Φi

dans l’état d’équilibre ρeq sont gaussiennes centrées, de matrice de covariance (2Li,j)i,j .
Prouver (1), la formule de Kubo et les relations d’Onsager (comme on le fait dans les articles [P6,P7] pour
certaines classes de modèles quantiques) exige d’avoir dé�ni le système dynamique (O, τ t) mais ne pose
pas de problème conceptuel. En revanche, formuler la relation de �uctuation-dissipation dans un cadre
quantique demande à clari�er le sens que l’on donne aux �uctuations. En e�et, admettons pour l’instant
que les �uctuations de Φi sur l’intervalle de temps [0, t] soient représentées par l’opérateur

Φ̃i,t =
1√
t

∫ t

0
τ s
(
Φi − ρ+(Φi)

)
ds.

L’énoncé standard du théorème de �uctuation-dissipation (dans le cadre classique en tout cas) concerne
des �uctuations jointes, donc la loi jointe limite de Φ̃i,t et Φ̃j,t quand t→∞. Hélas, dans le cadre quan-
tique, cette loi jointe ne peut être dé�nie de manière satisfaisante. C’est ce que nous expliquons mainte-
nant.

Comme on l’a expliqué en page 20, le théorème spectral de von Neumann et le calcul fonctionnel
borélien borné pour les opérateurs autoadjoints permettent de dé�nir la loi d’une observable X dans
l’état ρ : si X =

∫
x dξX(x) alors cette loi est la probabilité µρX := ρ ◦ ξX , qui véri�e ρ

(
f(X)

)
=∫

f(x) dµρX(x). On reste jusque-là dans le domaine des probabilités classiques et si, par exemple, on a
une suite d’observables (Xn)n et une suite d’états (ρn)n, on peut parler sans ambiguïté de l’asymptotique
(au sens de la convergence étroite) de la loi µρnXn deXn dans l’état ρn. De même, si deux opérateursX et
Y commutent, alors on peut les écrire comme intégrales d’une même mesure spectrale 1 ξ sur R2 :

X =

∫
R2
x dξX,Y (x, y) Y =

∫
R2
y dξX,Y (x, y)

et l’on peut donc dé�nir µρX,Y := ρ ◦ ξX,Y sur R2 véri�ant

ρ
(
f(X)g(Y )

)
=

∫
f(x)g(y) dµρX,Y (x, y) (4)

pour toutes f et g continues bornées, ce qui dé�nit une loi jointe deX etY dans l’état ρ. La non commu-
tativité entre en jeu dès que l’on tente de parler de loi jointe deX et Y qui ne commutent pas, le folklore

1. L’algèbre de von Neumann engendrée par X et Y étant commutative, on peut y dé�nir un calcul fonctionnel pour les
fonctions boréliennes et construire alors ξX,Y à partir des fonctions indicatrices.
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nous disant que cette loi jointe n’existe pas. Un énoncé précis (parmi d’autres) est le suivant : il n’existe pas
d’application ρ 7→ µρX,Y de l’ensemble des formes linéaires positives sur B(H), à valeurs dans l’ensemble
des probabilités sur R2, telle que pour tout ρ on a la relation (4) et

ρ
(
f(X)

)
=

∫
R2
f(x) dµρX,Y (x, y) ρ

(
g(Y )

)
=

∫
R2
g(y) dµρX,Y (x, y) (5)

pour toutesf etg continues bornées 2 (ceci peut se prouver grâce au théorème 3.2.1 de [44]). En particulier,
la relation (4) ne peut être vraie pour tout ρ.

Pour revenir à notre tentative de prouver un théorème de �uctuation-dissipation quantique, nous
voyons que les problèmes commencent dès que l’on tente d’en donner un énoncé : puisque les opérateurs
Φ̃i,t et Φ̃j,t ne commutent pas en général, on ne peut parler de leur loi jointe et, a fortiori, on ne peut
parler de la limite de cette loi.

1. Convergence de fonctions pseudo-caractéristiques et consé-
quences

Pour donner malgré tout un sens au comportement joint de Φ̃i,t et Φ̃j,t, on revient à une approche
opérationnelle : si (Xn)n et X sont des observables et (ρn)n et ρ sont des états, dire que la loi de Xn

dans l’état ρn converge vers µρX signi�e que, pour une large classe de boréliens E, il su�t de prendre n
assez grand pour que “observer si Xn prend une valeur dans E quand le système est dans l’état ρn” ait
une probabilité de succès proche celle qui consiste à “observer si X prend une valeur dans E quand le
système est dans l’état ρ”. Autrement dit, les observables (Xn)n et états (ρn)n fournissent une expérience
approchée de celle qui correspond à l’observableX et à l’état ρ.

D’après le canon de la mécanique quantique, l’absence de loi jointe dans un état ρ pour deux obser-
vables X et Y qui ne commutent pas est l’expression de l’impossibilité de mesurer ces deux observables
simultanément. Il reste en revanche possible de mesurer d’abordX , puis Y . Les règles de Born évoquées
en page 20 montrent que la probabilité d’observer que X est dans E, puis que Y est dans F (où E,F
sont deux boréliens) est

ρ
(
1E(X)1F (Y )1E(X)

)
. (6)

Cette quantité, comme fonction deE×F , ne dé�nit pas en général une probabilité sur R2 (elle n’est pas
additive enE 3) ; il n’empêche que (6) attribue une probabilité à une certaine expérience. Si l’on considère
par exemple des suites (ρn)n d’états, et (Xn)n, (Yn)n d’observables, alors on peut espérer que la quan-
tité ρn

(
1E(Xn)1F (Yn)1E(Xn)

)
converge vers une quantité de la forme ρ

(
1E(X)1F (Y )1E(X)

)
,

auquel cas on peut à nouveau penser que (Xn, Yn)n et (ρn)n fournissent une expérience approchée de
(X,Y ) et ρ.

Des quantités comme (6) étant di�cilement manipulables, il est naturel de se demander s’il peut
su�re de les considérer dans le cas où l’on remplace 1E , 1F par d’autres fonctions plus pratiques. Dans
le cas “classique” où l’on considère une unique suite de variablesXn, le théorème de continuité de Lévy–
Cramér dit que si

ρn
(
eiαXn

)
−→
n→∞

ρ
(
eiαX)

2. Bizarrement, la littérature ne précise jamais le sens de l’impossibilité de dé�nir des lois jointes et évoque parfois l’impos-
sibilité d’une loi jointe à ρ �xé (ce qui n’a pas de sens), voir [106] pour une discussion de ce point.

3. C’est pourquoi nous ne parlons pas de “mesurerX et véri�er si le résultat est dansE”, mais de “mesurer siX est dansE”
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pour tout α ∈ R, alors ρn
(
f(Xn)

)
−→
n→∞

ρ
(
f(X)

)
pour toute fonction f continue bornée. On peut

alors étendre cette convergence à toute fonction f mesurable bornée dont l’ensemble des points de dis-
continuité a une mesure nulle pour la probabilité µρX , donc à certaines fonctions indicatrices (voir par
exemple le théorème 29.2 de [22]). L’article [P9] cherche à obtenir un résultat de ce type, partant des fonc-
tions pseudo-caractéristiques qui seraient ici les fonctionnelles du type obtenues en considérant la moyenne
dans l’état ρn des produits d’opérateurs du type eiα1Xn et eiα2Yn .

Pour énoncer nos résultats rigoureusement, supposons que l’on ait pour tout t ∈ R ∪ { } :
1. une algèbre de von Neumann Mt agissant sur un espace de HilbertHt ;
2. un état ρt sur Mt ;

3. une famille Ã(1)
t , . . . , Ã

(p)
t d’opérateurs autoadjoints surHt a�liés à Mt.

(L’ajout de l’indice vide “t = ” signi�e simplement que nous avons également une algèbre de von Neu-
mann M agissant surH et munie d’un état ρ, etc.).

Le lecteur qui ne connaît pas les termes ci-dessus pourra remplacer ces points 1,2,3. par les suivants, à
condition d’accepter un peu de souplesse dans l’application de nos résultats dans la section 3 :

1. une algèbre B(Ht) ;
2. une matrice densité ρt ∈ S(Ht) ;

3. une famille d’opérateurs autoadjoints (non bornés a priori) Ã(1)
t , . . . , Ã

(p)
t .

Dé�nissons ce qui sera notre hypothèse usuelle dans la suite :
(CFP) Pour toutm dans N∗, tous α1, . . . , αm dans R, tous j1, . . . , jm dans {1, . . . , p}, on a

lim
t→∞

ρt
(
eiα1Ã

(j1)

t . . . eiαmÃ
(jm)

t
)

= ρ
(
eiα1Ã

(j1)

. . . eiαmÃ
(jm))

.

Cette hypothèse (CFP) signi�e donc que toute moyenne dans ρt de produits d’opérateurs eαkÃ
(k)
t (per-

mutations et répétitions étant autorisées) converge quand t → ∞ vers la moyenne dans ρ du même

produit d’opérateurs eαkÃ
(k)

.
On a alors le théorème suivant, où pour f une fonction borélienne, on noteD(f) l’ensemble de ses

points de discontinuité.

Théorème 1.1 ([P9]). Sous l’hypothèse (CFP), on a pour toutm ∈ N∗ et toutes fonctions continues bornées
f1, . . . , fm

lim
t→∞

ρt
(
f1(Ã

(1)
t ) · · · fm(Ã

(m)
t )

)
= ρ
(
f1(Ã(1)) · · · fm(Ã(m))

)
, . (7)

De plus, on peut étendre la convergence (7) à une classe de fonctions discontinues : il existe des familles
S1, . . . , Sm de probabilités telles que (7) est vraie pour toutes fonctions f1, . . . , fm mesurables bornées dès
que pour tout j = 1, . . . ,m on a µj

(
D(fj)

)
= 0 pour tout µj ∈ Sj .

Remarque 1.2. Si les variables Ã(1)
t , . . . , Ã

(p)
t commutaient, il su�rait de choisir Sj = {µρ

Ã
(j)} pour

tout j. En général, on ne peut choisir les Sj ni de manière unique, ni de manière indépendante pour
les di�érents j (mais des choix possibles et semi-explicites sont fournis par la preuve du résultat) et ceci
est illustré par des exemples dans la section 4 de [P9]. La preuve et ces exemples montrent bien que ce

phénomène est dû au fait que, par exemple, le support de la loi de e+iα2Ã
(2)

f1(Ã(1))e−iα2Ã
(2)

dans l’étatρ

dépend en général de α2 : l’unitaire e+iα2Ã
(2)

peut “rendre visible par ρ un sous-espace spectral de Ã(1)

qui ne l’était pas quand α2 = 0”.
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L’apparition de ces familles Sj fait qu’il est a priori di�cile de savoir quelles discontinuités sont auto-
risées pour les fonctions fj ; heureusement la situation est plus simple dès que l’état ρ est �dèle.

Proposition 1.3 ([P9]). Siρ est fidèle, alors sous l’hypothèse (CFP), on a (7) pour toutes fonctionsf1, . . . , fm
boréliennes bornées telles que µρ

Ã
(j)

(
D(fj)

)
= 0 pour tout j = 1, . . . ,m.

Remarque 1.4. La preuve du théorème 1.1 se fait essentiellement par des applications répétées du théorème
de Lévy–Cramér classique après une transformation de Fourier et des utilisations soigneuses de l’inégalité
de Cauchy–Schwarz. Nous n’en dirons pas plus sur cette preuve technique. La proposition 1.3 vient du fait
que si un état ρ est �dèle, alors les lois µρA et µρ

UAU
∗ sont mutuellement absolument continues lorsque

U est unitaire. Remarquons par ailleurs que, comme dans le cas classique, on peut étendre ce résultat
à des fonctions non bornées satisfaisant à des hypothèses de domination sous les mesures dans les Sj ,
hypothèses que nous n’énoncerons pas ici. Ceci sert dans l’extension de [89] que nous discutons dans la
remarque 1.9 ci-dessous.

Remarque 1.5. Si la convergence des fonctions pseudo-caractéristiques a été largement étudiée (voir [1, 2,
66,67,97]), il semble avoir été généralement considéré que leur convergence était une indication su�sante
de la pertinence de la “structure limite” donnée chez nous par les observables Ã(1), . . . , Ã(p) et l’état ρ
de M. Les seuls cas dans lesquels l’implication opérationnelle de leur convergence a été étudiée sont à
ma connaissance l’article de Cushen et Hudson [39] qui ne considère que des paires d’opérateurs Pt, Qt
satisfaisant une relation de commutation canonique [Pt, Qt] = i Id, de sorte que toutes nos fonctions
pseudo-caractéristiques se réduisent par la relation de commutation de Weyl à une fonction de Wigner ;
et l’article de Kuperberg [89] qui suppose que l’état ρ est tracial (c’est-à-dire que ρ(AB) = ρ(BA) pour
tousA,B) et utilise cette hypothèse dans le passage des fonctions pseudo-caractéristiques à des fonctions
plus générales. Remarquons par ailleurs que Kuperberg souligne en dernière page de [89] l’absence d’une
“analytic theory of non-commutative characteristic functions” qui est précisément ce que nous avons
développé ici.

Pour reprendre notre motivation initiale, donnée au début de ce chapitre : il su�rait pour obtenir
une convergence satisfaisante des mesures séquentielles des Φ̃1,t, . . . , Φ̃`,t, de montrer la convergence de
leurs fonctions pseudo-caractéristiques.

2. Théorème de la limite centrale – quantique ou non

Après avoir montré dans la section précédente que l’on pouvait obtenir un résultat de convergence
à partir de fonctions pseudo-caractéristiques, nous allons maintenant montrer que, lorsque les Ã(i)

t sont
de la forme

Ã
(i)
t =

1√
t

∫ t

0
τ s
(
A(i) − ρ(A(i))

)
ds ou Ã

(i)
t =

1√
t

t∑
s=0

τ s
(
A(i) − ρ(A(i))

)
(suivant que l’on travaille en temps discret ou continu), où chaque A(i) est une observable de B(H),
(τ t)t est un groupe d’automorphismes deO = B(H) et ρ un état τ -invariant, alors sous des hypothèses
d’ergodicité sur τ , la convergence des fonctions pseudo-caractéristiques de Ã(1), . . . , Ã(p) associées aux
états ρt ≡ ρ peut se réduire à la convergence de fonctions caractéristiques ρ

(
eiαB̃t

)
pour B̃t associée à

B, combinaison linéaire quelconque desA(1), . . . , A(p).
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Commençons par quelques dé�nitions, en supposant comme ci-dessus que l’on a un état τ -invariant
ρ. On dira qu’un espace vectoriel autoadjoint A est TLC-admissible si pour tous A, B dans A, t 7→∣∣ρ((A− ρ(A)

)
τ t
(
B − ρ(B)

))∣∣ est intégrable. Lorsque cette condition est véri�ée, on pose

L(A,B) =
1

2

∫ +∞

−∞
ρ
((
A− ρ(A)

)
τ t
(
B − ρ(B)

))
dt. (8)

Remarquons tout de suite que si t 7→
∣∣ρ((A− ρ(A)

)
τ t
(
B − ρ(B)

))∣∣ est intégrable, alors

ρ
(
ÃtB̃t

)
−→
t→∞

2L(A,B),

de sorte qu’il est clair que la fonctionnelle bilinéaireL joue un rôle dans la structure limite. Cette structure
limite sera décrite comme une algèbre de Weyl : pour cela remarquons que

ι(A,B) :=
1

2i

∫ ∞
−∞

ω
(
[τ t(A), B]

)
dt = 2 ImL(A,B) (9)

dé�nit une forme bilinéaire symplectique (i.e. ι(A,B) = −ι(B,A) pour tous A et B). On note alors
W(A) la C*-algèbre engendrée par les unitairesW (A),A autoadjoint dansA, véri�ant les relations

W (A)W (B) = e−iι(A,B)/2W (A+B), (10)

(voir [109] pour plus d’informations sur cette C*-algèbre dite “algèbre CCR”). Remarquons que l’on peut
dé�nir de manière unique (grâce au théorème de Stone) des opérateurs autoadjointsϕ(A) par la relation
W (αA) = eiαϕ(A). Si pour n ∈ N∗ on note Pn l’ensemble des permutations π de {1, . . . , 2n} telles
que pour j = 1, . . . , n on a π(2j − 1) < min

(
π(2j), π(2j + 1)

)
, alors les relations

ωL
(
ϕ(A)ϕ(B)

)
= 2L(A,B),

et

ωL
(
ϕ(A1) · · ·ϕ(An)

)
=


∑

π∈Pn/2

n/2∏
j=1

ωL
(
ϕ(Aπ(2j−1)), ϕ(Aπ(2j))

)
si n est pair;

0 si n est impair.

(11)

dé�nissent un état ωL surW(A) qui est dit quasi-libre (et véri�e ωL
(
W (A)

)
= e−L(A,A)). L’algèbre

W(A) munie de l’état ωL est appelée l’algèbre de �uctuation par [66, 67, 97] dans des cadres décrits plus
bas dans cette section.
Remarque 1.6. Dans le cas oùL(A,B) ∈ R, on a ι(A,B) = 0. Par conséquent, siL(A,B) est réel pour
tous A,B deA, la relation (10) montre que l’algèbreW(A) est commutative. Des opérateurs ϕ(A(1)),
. . . ,ϕ(A(p)), où lesA(j) sont dansA, admettent alors une loi jointe et on montre facilement à partir des
relations (2) et (11) que c’est celle d’un vecteur gaussien de matrice de covariance

(
L(A(i), A(j))

)
i,j

.
Le résultat principal de cette section, qui est prouvé dans [P8, P10], est le suivant. Précisons avant de

l’énoncer que le système est dit ergodique si pour tousA,B,C dansO on a

1

t

∫ t

0
ρ
(
Aτ s(B)C

)
ds −→

t→∞
ρ(AC)ρ(B)
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(cette dé�nition étend celle des systèmes dynamiques classiques), et qu’un sous-ensembleA deO est L1-
asymptotiquement abélien si pour tous A,B dansA, t 7→ ‖[A, τ t(B)]‖ est intégrable. L’ergodicité est
une propriété typiquement di�cile à prouver, mais il existe des critères pour les modèles usuels. L’abé-
lianité asymptotique L1 est également di�cile à prouver (et implique d’ailleurs l’existence d’une forme
de scattering, ce qui en fait en pratique une propriété ergodique) mais la propriété est connue pour des
systèmes fermioniques (voir [4, 24, 25]). En�n, nous ne dé�nirons pas la propriété de modularité d’un
état ρ et nous contentons de dire qu’elle est prouvée pour les états qui nous intéressent dans la suite (dans
l’application en (14) et dans le théorème 1.11).

Théorème 1.7. Si (O, ρ, τ) est ergodique, que ρ est modulaire, et queA est un espace vectoriel autoadjoint
TLC-admissible et L1-asymptotiquement abélien tel que pour toutA ∈ A,

lim
t→∞

ρ(eiÃ
(t)

) = ωL
(
W (A)

)
, (12)

alors pour toutm ∈ N∗, tous α1, . . . , αm de R, tousA(1), . . . , A(m) deA,

lim
t→∞

ρ(eiα1Ã
(1)
t . . . eiαmÃ

(m)
t ) = ωL

(
eiα1ϕ(A

(1)
) . . . eiαmϕ(A

(m)
)). (13)

Remarque 1.8. Le théorème montre que sous ses hypothèses, il su�t de montrer un théorème de la limite
centrale “classique” pour obtenir une convergence de fonctions pseudo-caractéristiques, associées à une
algèbre de Weyl (donc d’essence bosonique). Remarquons que si nous soulignons la nature classique de la
propriété (12), cela ne signi�e en aucun cas que la structure quantique en est absente, puisqu’elle intervient

dans la fonctionnelle ρ(eiÃ
(t)

).
Les théorèmes 1.1 et 1.7 ont une application simple aux �uctuations en espace (et non en temps) d’un

système de spins. Pour dé�nir ce cadre, supposons queN est une algèbre de von Neumann munie d’un état
normal η (on pourra prendre plus simplement N = B(H) et η un état donné par une matrice densité).
On considère alors l’algèbre de von Neumann produit

M =
⊗
t∈N∗

(η) N

(qui est le produit in�ni stabilisé par η, i.e. construit en passant à la représentation GNS de N associée
à η, voir la section 2.7.2 de [29]), que l’on munit de l’état produit noté ρ. On identi�e alors A ∈ N à
A⊗ Id⊗ . . . ∈M et on note τ le décalage à droite sur M. On dé�nit comme au début de cette section

Ã(t) =
1√
t

t∑
s=1

(
τ s(A)− η(A)

)
pour t ∈ N∗. On a alors avec les notations ci-dessus

L(A,B) = η(AB)− η(A)η(B) ι(A,B) = η
(
[A,B]

)
.

Les τ s(A) formant une famille commutative, ils ont une loi jointe sous ρ, qui est une loi produit. Le
théorème de la limite centrale classique implique alors (12). Le résultat principal de [P10] est obtenu par
une application directe des théorèmes 1.1 et 1.7 : pour toutes fonctions boréliennes bornées f1, . . . , fp et
tousA(1),. . . ,A(p), on a

lim
t→∞

ρ
(
f1(Ã

(t)
1 ) . . . fp(Ã

(t)
p )
)

= ωL

(
f1

(
ϕ(A(1))

)
. . . fm

(
ϕ(A(m))

))
, (14)
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si pour tout j ∈ {1, . . . ,m} l’ensemble des points de discontinuité D(fj) de fj a une mesure de Le-
besgue nulle, et que l’on suppose de plus si η(A2

j )− η(Aj)
2 = 0 que fj est continue en zéro.

Remarque 1.9. Ce résultat était déjà connu sous l’hypothèse que les fj sont continues bornées (voir [66]).
Notre apport ici est donc essentiellement l’extension aux fonctions discontinues grâce à [P9]. On peut par
ailleurs facilement étendre (14) pour obtenir la convergence de tout polynôme autoadjoint en les Ã(t)

j .
Remarquons que Kuperberg prouve dans [89] que tout polynôme autoadjoint en les Ã(t)

j converge en loi
vers son analogue en les composantes d’un vecteur gaussien de matrice de covariance

(
L(A(i), A(j))

)
i,j

,
sous l’hypothèse queη est tracial (auquel casL(A,B) ∈ Rpour tousA,B), et conjecture (voir la section 4
de [89]) que l’hypothèse de tracialité est super�ue. Notre résultat, même après l’extension aux fonctions
non bornées que nous évoquons dans la remarque 1.4, ne prouve pas à proprement parler la conjecture,
car les polynômes en des gaussiennes ne sont pas en général déterminées par leurs moments (voir [73]), de
sorte qu’une caractérisation par les polynômes ne su�t pas à prouver la convergence en loi.

On va maintenant appliquer les résultats des sections 1 et 2 à un système physique.

3. Théorème de la limite centrale pour les systèmes fermioniques

Dans cette section, nous allons travailler sur une C*-algèbreO = CAR(h), autrement dit une C*-
algèbre engendrée par des opérateurs ψ(f), f ∈ h, véri�ant les relations dites d’anticommutation cano-
nique 4 :

ψ(f)ψ(g) + ψ(g)ψ(f) = Re〈f, g〉 Id.

Notons que tous lesψ(f) sont bornés, donc on pourra sans mal s’imaginer travailler sur une algèbreB(H)
tout entière (qui serait liée à la représentation Araki-Wyss de l’algèbre CAR, voir [30]). Des exemples de
telshpour lesquels les hypothèses à venir peuvent être véri�ées sont donnés à la �n de la section 1.2 de [P8].

On noteraOe la C*-algèbre avec unité engendrée par les opérateurs de la formeψ(f)ψ(g), f, g ∈ h.
Remarquons pour des raisons d’invariance de jauge, les observables physiques du système doivent appar-
tenir àOe. Pour g un sous-espace de h, on noteA(g),Ae(g) les ∗-algèbres (et non C*-algèbres) avec unité
engendrées respectivement par les ψ(f) et par les ψ(f)ψ(g). Si g est dense dans h, alorsA(g) (respecti-
vementAe(g)) est dense en norme dansO (respectivementOe).

On �xe à partir de maintenant un opérateur autoadjoint (non nécessairement borné) h0 sur h et on
dé�nit un groupe d’automorphismes (τ t0)t de O par τ t0

(
ψ(f)

)
= ψ(eith0f) ; un automorphisme de

ce type est dit de Bogoliubov. Ce τ0 va représenter pour nous la dynamique libre, i.e. non couplée. Pour
dé�nir la dynamique couplée, on note δ0 le générateur de τ0, de sorte que τ t0 = etδ0 (voir la section 3.2.4
de [29]). Soit alors V ∈ Ae(g), qui peut donc s’écrire

V =

KV∑
k=1

nk∏
j=1

ψ(fkj )ψ(gkj ). (15)

On note n̄V := max(n1, . . . , nKV ) et F(V ) = {fkj , gkj , j = 1, . . . , nk, k = 1, . . . ,KV }. On
dé�nit une dynamique τλ pour λ ∈ R de module assez petit (voir ci-dessous) par

τ tλ = etδ où δ = δ0 + iλ[V, ·].

4. Nous notons iciψ(f) au lieu deϕ(f) les opérateurs de champ fermioniques pour éviter toute confusion avec les opéra-
teurs bosoniquesϕ de l’algèbre de �uctuation.
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Des conditions assurant que ceci dé�nit bien une dynamique fortement continue sur O sont données
dans la suite.

Le résultat ci-dessous peut être démontré suivant les techniques de [4, 24, 25] (voir [81] pour une
preuve) lorsque n̄V > 1 et de [P7] lorsque n̄V = 1.

Proposition 1.10. Supposons qu’il existe un sous-espace vectoriel g dense dans h tel que t 7→ 〈f, eith0g〉 est
intégrable pour tous f, g ∈ g. Posons alors `V =

∫
R supf,g∈F(V )

∣∣〈f, eith0g〉
∣∣dt et

λV :=
1

2n̄VKV `V

(2n̄V − 2)2n̄V −2

(2n̄V − 1)2n̄V −1 si n̄V > 1, λV :=
1

2KV `V
si n̄V = 1. (16)

Alors pour tousA ∈ Ae(g) etB ∈ A(g), on a

sup
|λ|≤λV

∫
R

∥∥[τ tλ(A), B]
∥∥dt <∞.

De plus, pour |λ| ≤ λV , la limite suivante existe pour toutA ∈ O :

γ+
λ (A) := lim

t→∞
τ−t0 ◦ τ

t
λ(A)

et définit un automorphisme γ+
λ deO appelé morphisme de Møller.

On peut dans ce cadre (voir [P7] dans le cas n̄V = 1 et [81] dans le cas n̄V > 1), montrer sous
l’hypothèse d’invariance par renversement du temps les formules de Kubo et la réciprocité d’Onsager.
Pour parler de notre théorème de la limite centrale, il nous faut décrire notre état initial. Soit donc T un
opérateur autoadjoint sur h satisfaisant 0 ≤ T ≤ I et [T, eith0 ] = 0 pour tout t. Soit ρ0 l’état quasi-
libre surO de densité T , c’est-à-dire que si l’on note ε(π) la signature d’une permutation π ∈ Pn (voir
page 34), alors ρ0 est l’unique état tel que

ρ0

(
ψ(f1)ψ(f2)

)
=

1

2
〈f1, f2〉 − i Im〈f1, Tf2〉,

et

ρ0

(
ψ(f1) · · ·ψ(fn)

)
=


∑

π∈Pn/2

ε(π)

n/2∏
j=1

ρ0

(
ψ(fπ(2j−1)), ψ(fπ(2j))

)
si n est pair;

0 si n est impair.

Nous voyons l’état ρ0 comme l’état initial (avant interaction) de notre système. Le système dynamique
quantique (O, τ0, ρ0) est ergodique (voir l’exemple 5.2.21 de [30]) ; la proposition 1.10 montre que le NESS
au sens de Ruelle (voir [115]) ρ+

λ := ρ0 ◦ γ
+
λ , est τλ-invariant et que le système (O, τλ, ρ

+
λ ) est également

ergodique pour |λ| ≤ λV . Cet état véri�e en particulier limt→∞ ρ0 ◦ τ
t
λ = ρ+

λ . Dans la suite, nous sup-
posons que kerT = ker(I −T ) = {0}, et cette hypothèse assure que les états ρ0 et ρ+

λ sont modulaires
(voir le théorème 43.6 de [46]).

On considère à partir de maintenant la forme bilinéaire L dé�nie par (8) avec ρ = ρ+
λ et τ t = τ tλ, et

l’algèbreW
(
Ae(f)

)
associée à L, munie de l’état ωL et composée d’opérateurs ϕ(A) pour A ∈ Ae(f).

Tous ces objets sont dé�nis en section 2. Le résultat principal de [P8] est le suivant.
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Théorème 1.11. Supposons qu’il existe un sous-espace vectoriel g comme dans la proposition 1.10, et un sous-
espace vectoriel f de g tel que t 7→ 〈f, eith0Tg〉 est intégrable pour tous f, g ∈ f. Alors pour tout λ ∈ R avec
|λ| ≤ 2−8(n̄V −1)λV , toutm ∈ N∗ et tousA1, . . . , Am ∈ Ae(f), on a

lim
t→∞

ρ+
λ

(
f1(Ã

(1)
t ) . . . fm(Ã

(m)
t )

)
= ωL

(
f1

(
ϕ(A(1))

)
. . . fm

(
ϕ(A(m))

))
(17)

pour toutes fonctions boréliennes bornées f1, . . . , fp telles que pour tout j ∈ {1, . . . ,m} l’ensemble des
points de discontinuité de fj a une mesure de Lebesgue nulle, et que l’on suppose de plus siL(A(j), A(j)) = 0
que fj est continue en zéro.

Remarque 1.12. Si T est de la forme F (h0) avec F ∈ L1 de transformée de Fourier également L1, alors
on peut choisir f = g. Cette remarque est utile dans l’application aux réservoirs fermioniques discutée
ci-dessous.

Discutons la preuve du théorème 1.11. D’après les théorèmes 1.1, et 1.7, il su�t de montrer que pour
toutA ∈ Ae(f) on a

ρ+
λ

(
eiαÃt

)
−→
t→∞

e−
1
2
α
2
L(A,A)

pour tout α ∈ R. La preuve est très di�érente suivant que n̄V > 1 ou n̄V = 1. Le premier cas est traité
dans [P8] ; la preuve est beaucoup trop longue pour être détaillée ici et nous nous contentons d’en donner
quelques idées ci-dessous. Le deuxième cas, beaucoup plus simple, est annoncé dans [P8] comme traité
dans un article à venir qui n’a jamais été écrit, et qui nous sert ici d’introduction au cas n̄V > 1.

Commençons donc par traiter le cas n̄V = 1 ; la grande spéci�cité de ce cas est qu’alors (τ tλ)t est
encore une dynamique de Bogoliubov, i.e. il existe hλ tel que τ tλ

(
a(f)

)
= a(eithλf), où hλ est une

perturbation de rang �ni de h0. Par conséquent, le théorème de Kato-Rosenblum (théorème XI.8 dans
[112]) prouve l’existence deW± = limt→∞ e+ith0e−ithλ . Cela implique que ρ+

λ est encore un état quasi-
libre, de densité T+ = W ∗−TW−. Si l’on considère A ∈ Ae(f), il peut s’écrire sous la forme d’une
combinaison linéaire de produits ϕ(f1) . . . ϕ(f2`). Si l’on développe Ãpt dans

∑
p∈N

i
p
α
p

p! ρ
+
λ (Ãpt ), on a

des termes de la forme ρ+
λ (Ã

(1)
t . . . Ã

(p)
t ), qui s’écrivent

t−p/2
∫

[0,t]
p
ρ+
λ

(
τ
s1
λ

(
A(1) − ρ+

λ (A(1)))
)
. . . τ

sp
λ

(
A(p) − ρ+

λ (A(p)))
))

ds1 . . . dsp, (18)

où chaque τ skλ (A(k)) est de la forme ϕ(eiskhλf
(k)
1 ) . . . ϕ(eiskhλf

(k)
2`k

) (il y a pour chaque p un nombre
exponentiel en p de tels termes, que leαp peut absorber). Si maintenant on utilise la propriété quasi-libre
de ρ+

λ , ceci est non nul uniquement pour p pair, et se développe alors en une somme indexée par des
appariements π ∈ P2` où 2` = 2`1 + . . . + 2`p, sur des points indexés par (j, k) où k = 1, . . . , p
et j = 1, . . . , 2`k. Si l’on considère alors le pseudographe obtenu en identi�ant tous les points associés
au même k, et que l’on note c(π) le nombre de composantes connexes de ce pseudographe, on peut voir
d’abord que le “centrage” par présence des ρ+

λ (A(k)) dans (18) se traduit exactement par l’interdiction des
π dont le pseudographe a un point isolé ; ensuite, par un changement de variable, que le terme associé à π
dans le développement de (18) peut se majorer en C2`tc(π)−p/2. Par conséquent, dans la limite t → ∞,
seuls les termes correspondants aux π avec c(π) = p/2 survivent, et une resommation de ces termes
montre que

ρ+
λ (Ãpt ) −→t→∞


p!

(p/2)!
L(A,A)p/2 si p est pair,

0 si p est impair,
(19)
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On obtient facilement des bornes uniformes en Cpp! pour ρ+
λ (Ãpt ), ce qui permet de conclure que

ρ+
λ (eiαÃt) →

t→∞
e−α

2
L(A,A).

Remarque 1.13. Une preuve similaire de ce cas n̄V = 1 est donnée dans un cadre di�érent dans [47],
article que nous avons découvert après que [P8] eut été accepté pour publication.

Dans le cas n̄V > 1, on commence par écrire

ρ+
λ

(
τ
s1
λ

(
A(1) − ρ+

λ (A(1)))
)
. . . τ

sp
λ

(
A(p) − ρ+

λ (A(p)))
))

= ρ0

(
τ
s1
0

(
γ+
λ (A(1))− ρ0 ◦ γ

+
λ (A(1))

)
. . . τ

sp
0

(
γ+
λ (A(p))− ρ0 ◦ γ

+
λ (A(p))

))
puis on peut écrire chaque γ+(A(k)) grâce à un développement de Dyson. Ce développement s’écrit
comme série d’intégrales itérées de commutateurs. Chaque commutateur peut s’écrire à son tour (voir [81]
ou [24]) comme une série indexée par des arbres avec un nombre de sommets égal à l’ordre du commu-
tateur, chaque terme de la série étant un monôme en des opérateurs de champ, monôme dont le degré
croît linéairement en l’ordre du commutateur. On peut alors tenter d’appliquer la même technique que
précédemment. Pour chaque choix des k paires d’ordres et arbres, on peut essentiellement appliquer (19),
mais on n’a plus de borne uniforme permettant d’appliquer le théorème de convergence dominée. Le gros
du travail dans [P8] est de montrer que∫

[0,t]
p

∣∣∣ρ0

(
τ
s1
0

(
A(1) − ρ0 ◦ (A(1))

)
. . . τ

sp
0

(
A(p) − ρ0 ◦ (A(p))

))∣∣∣ds1 . . . dsp, (20)

où les A(k) sont de la forme ϕ(f
(k)
1 ) . . . ϕ(f

(k)
2`k

) (avec ‖f (k)
m ‖ ≤ 1 pour normaliser) admet une borne

enCp t
p/2D

∑
`k , oùD est une constante, lesCp sont uniformes en `1, . . . , `p et tels que

∑
αpCp/p! a

un rayon de convergence non nul. Or,
• si l’on majore (20) directement par une inégalité |ρ0(A)| ≤ ‖A‖, l’intégrale fait que l’on a une

borne tpD
∑
`k , de sorte que la dépendance en t est mauvaise ;

• si l’on développe (20) grâce à la propriété quasi-libre, chaque terme se majore comme dans le cas
n̄V = 1 en tp/2D

∑
`k mais le nombre de termes est de l’ordre de (2

∑
`k)!, de sorte que la dépen-

dance en
∑
`k est mauvaise.

L’idée est donc de développer (20) grâce à la propriété quasi-libre mais de resommer a�n de pouvoir
contrôler la croissance du nombre de termes grâce à des inégalités |ρ0(A)| ≤ ‖A‖. Nous n’en dirons
pas plus ici et renvoie le lecteur à [P8].

4. Fluctuation-dissipation pour les systèmes fermioniques

Concluons donc l’application du programme ci-dessus à la question du théorème de �uctuation-
dissipation. Le théorème 1.11 montre que sous certaines hypothèses, l’algèbre d’opérateurs pertinente pour
décrire la limite des �uctuations d’observables d’un système fermionique (plus précisément, d’observables
éléments deAe(f)) est l’algèbre de WeylW

(
Ae(f)

)
surAe(f), pour la forme symplectique ι(A,B) =

2 ImL(A,B). La section 1.2 de [30] donne une liste d’exemples de systèmes ouverts fermioniques pour
lesquels les hypothèses du théorème 1.11 sont véri�ées. On peut alors se demander dans quel cas les obser-
vables de �uctuation ϕ(A) dé�nissent des lois jointes.
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Il est clair à partir de la relation (10) dé�nissantW
(
Ae(f)

)
que cette algèbre est commutative si et

seulement si ι ≡ 0 sur Ae(f). Une conséquence directe du théorème de Bratteli-Kishimoto-Robinson
(voir la proposition 5.4.20 de [30]) est la suivante :

Proposition 1.14 ([P8]). Supposons que ι ≡ 0 surAe(f), que f est dense dans h et L1-asymptotiquement
abélien pour τ0, et que ρ0 est un facteur, alors ρ est un état KMS.

Nous ne dé�nirons pas ici mathématiquement ce qu’est un état KMS : il nous su�t de dire que, quand
le système fermionique est constitué de ` bains, initialement à l’équilibre thermique aux températures
inverses β1, . . . , β`, alors l’état global ρ est KMS si et seulement si β1 = . . . = β`. Autrement dit, sous
les hypothèses de la proposition, l’algèbre de �uctuation est commutative si et seulement si le système
d’origine est à l’équilibre thermique. Or, le théorème de �uctuation-dissipation concerne justement les
�uctuations à l’équilibre, donc quand β1 = . . . = β`. Le théorème 1.11 montre que pour tous i, j, et
pour tous boréliensE, F (en supposant siL(Φi,Φj) = 0 que 0 n’est pas au bord deE) :

lim
t→∞

ρ
(
1E(Φ̃i,t)1F (Φ̃j,t)1E(Φ̃i,t)

)
= P(Ni ∈ E,Nj ∈ F )

où (N1, . . . , N`) est un vecteur gaussien centré de matrice de covariance
(
2L(Φi,Φj)

)`
i,j=1

. Tout me-
sure séquentielle des �uctuations d’énergie de deux réservoirs est donc donnée asymptotiquement par la
loi d’un couple de variables aléatoires gaussiennes, dont la covariance est bien 2L, oùL est la matrice des
coe�cients de transport de Kubo donnés par (2). Ceci semble donc compléter la preuve de la réponse
linéaire pour les systèmes fermioniques en interaction locale.

Remarque 1.15. On peut se demander pourquoi ce programme n’a pas été poursuivi, par exemple pour
des systèmes bosoniques. Une première réponse est technique : les resommations utilisées dans la preuve
“diagrammatique” sont très spéci�ques au cas fermionique. Une deuxième réponse bien plus importante
est que notre choix d’opérateurs de �uctuations Φ̃i,t est dicté par la relation

τ t(Hi)−Hi =

∫ t

0
τ s(Φi) ds

où lesHi sont les hamiltoniens de la dynamique libre deRi ; autrement dit, nous nous sommes intéressés
aux �uctuations de variations τ t(Hi)−Hi. Or, comme nous allons le montrer dans le chapitre suivant,
ces opérateurs n’ont pas de sens physique satisfaisant et ont le mauvais goût de ne pas véri�er certaines pro-
priétés de symétrie physiquement essentielles. La découverte d’une autre interprétation des �uctuations,
physiquement plus satisfaisante, a réorienté notre programme. Cette interprétation est présentée dans le
chapitre suivant.
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Chapitre 2

Mesures à deux temps et formulations statistiques de
la thermodynamique

Dans ce chapitre, nous discutons les résultats de [P11] et [P21], et mettons en place une partie de la
problématique de [P22]. Notons que [P11], s’il a été publié comme notes de conférences, a été le premier
à faire le lien entre mesures à deux temps et opérateurs modulaires relatifs, dé�nissant ainsi une méthode
e�cace pour considérer les limites (thermodynamiques et à grand temps) des statistiques de mesures à
deux temps. La technique consistant alors, en général, en une application de procédés déjà connus, nous
n’avons pas jugé utile de faire de l’exposition de ce programme une publication en revue.

1. Insuffisances de la quantification naïve

Nous avons jusqu’à maintenant, si A était une observable représentant une certaine quantité phy-
sique, modélisé les variations de cette quantité par l’observable τ t(A) − A. En particulier, dans le cadre
d’un système ouvert hors équilibre, nous avons modélisé la variation de l’énergie du réservoirRj entre les
temps 0 et t par l’observable τ t(Hj)−Hj . Il y a là deux problèmes cependant. Le premier concerne le sens
opérationnel de cette observable : on ne sait pas dé�nir de procédé expérimental permettant d’en e�ectuer
la mesure. Ensuite, quand on applique cette approche à l’observable d’entropie (voir ci-dessous), les lois
obtenues ne satisfont pas la relation de fluctuation, qui est une identité a priori fondamentale véri�ée par
les systèmes classiques. Dans le cas classique, cette relation a d’abord été observée dans des simulations
numériques dans [55], une première explication théorique a été donnée dans [57] et [64], et les premières
observations expérimentales ont été décrites dans [123] (nous renvoyons le lecteur à [114] pour un compte-
rendu historique des relations de �uctuation).

Pour décrire cette relation, considérons d’abord le cas classique ; a�n d’éviter un changement de no-
tation, nous considéronsO une C*-algèbre commutative, (τ t)t un groupe d’automorphismes qui est un
�ot hamiltonien τ t : f 7→ f ◦ etL, et ρ un état qui est maintenant l’intégration par une mesure de proba-
bilité, dont on suppose qu’elle admet une densité par rapport à une mesure de référenceL-invariante (en
pratique, cette mesure de référence est la mesure de Liouville de l’espace des phases). On dé�nit alors pour
t ∈ R une variable aléatoire Σt par dρ−t

dρ = e−tΣt . La variable Σt représente donc l’information relative
par unité de temps deρpar rapport àρ−t (voir [35]), et véri�e la relationS(ρt|ρ) = tρ(Σt). Cette identité
(ainsi que celle qui concerne l’entropie relative de Rényi voir (3) ci-dessous) justi�e de voir Σt comme la
variable de production d’entropie. On suppose de plus que le système est invariant par un renversement
du temps, c’est-à-dire qu’il existe une involution ϑ sur l’espace d’état, telle que {f ◦ϑ, g ◦ϑ} = −{f, g},
qui véri�e etL ◦ ϑ = ϑ ◦ e−tL et ρ ◦ ϑ = ρ. On va s’intéresser aux distributions Pt de +Σt et P̂t de
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−Σt, dans les deux cas par rapport à l’état de référence ρ. On montre facilement que l’on a la relation
Σt ◦ e−tL = Σ−t = −Σt ◦ ϑ. Alors pour toute fonction f continue bornée, par des manipulations
élémentaires on a

ρ
(
f(−Σt)

)
= ρt

(
f(−Σt) ◦ e−tL

)
= ρt

(
f(Σt) ◦ ϑ

)
= ρ−t

(
f(Σt)

)
= ρ
(
f(Σt) e−tΣt

)
. (1)

Par conséquent, Pt et P̂t véri�ent la relation universelle

dP̂t
dPt

(ς) = e−tς (2)

qui montre qu’une baisse de l’entropie d’une valeur ς est pénalisée (au sens probabiliste du terme) d’un
facteur e−tς par rapport à une hausse de la même valeur. Ceci dit en particulier que des trajectoires don-
nant lieu à une diminution de l’entropie ont une probabilité non nulle même si extrêmement faible (ceci,
y compris la relation (2) a été véri�é expérimentalement, voir [123]).

Remarquons en�n qu’il su�t de véri�er l’identité (1) ci-dessus dans le cas f(s) = eαts, de sorte
que (2) est équivalente à l’invariance de α 7→

∫
e−αx dPt(x) par α → 1 − α. Il est immédiat que dans

le cas où l’on a invariance par renversement du temps, l’entropie relative de Rényi s’écrit

Sα(ρt|ρ) = log ρ(e−tαΣt). (3)

Par conséquent, la relation (2) est équivalente à

Sα(ρt|ρ) = S1−α(ρt|ρ). (4)

Revenons maintenant au cadre quantique : supposonsH un espace de Hilbert de dimension �nie,
etO est B(H) muni d’un état ρ �dèle et d’une dynamique τ t(X) = e+itHXe−itH . Si l’on dé�nit une
observable Σt par τ t(log ρ)− log ρ = −tΣt, on a encore une fois 1

tρ(Σt) = S(ρt|ρ) (5)

(où l’entropie relative de deux états σ et τ est dé�nie essentiellement 2 par S(σ|τ) = tr
(
σ(log σ −

log τ)
)

) et une identité similaire pour l’entropie relative de Rényi, voir ci-dessous. Une entropie rela-
tive étant toujours positive, on a ρ(Σt) ≥ 0, ce qui est la formulation usuelle du deuxième principe
de la thermodynamique. De plus, dans le cas où ρ est un produit d’états de Gibbs, i.e. est proportion-
nel à exp−

∑
j βjHj , les Hj étant des observables qui commutent entre elles (ce sera le cas quand ρ

décrira l’état découplé de plusieurs réservoirs, chacun étant à l’équilibre thermique), alors on a immé-
diatement Σt = −1

t

∑
j βj
(
τ t(Hj) − Hj

)
; or dans une interprétation “à la Clausius” de l’entropie,∑

j βj
(
τ t(Hj) − Hj

)
devrait représenter la variation totale d’entropie des réservoirs, si l’on assimile

comme on l’a fait jusqu’ici la variation d’énergie de Rj à τ t(Hj) − Hj . On s’attend donc à ce que les
lois dans l’état ρ de +Σt et−Σt véri�ent des relations identiques à celles que nous avons observées dans
le cas classique.

Voyons donc si c’est le cas. On montre facilement que τ−t(Σt) = Σ−t = −ϑ(Σt). Encore une fois,
pour toute fonction f continue bornée,

ρ
(
f(−Σt)

)
= ρt

(
τ−t
(
f(−Σt)

))
= ρt

(
ϑ
(
f(Σt)

))
= ρ−t

(
f(Σt)

)
;

1. On fera particulièrement attention, dans ce paragraphe, au fait que si l’état ρ a pour matrice densité %, alors ρt := ρ ◦ τ t

a pour matrice densité τ−t(%).
2. Si l’on suppose par exemple σ et τ �dèles ; ceci n’est pas ici une limitation sérieuse.
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on peut encore écrire

ρ−t
(
f(Σt)

)
= ρ
(
f(Σt) elog τ

t
(ρ)e− log ρ) = ρ

(
f(Σt) elog ρ−tΣte− log ρ)

mais ceci n’est pas a priori égal àρ
(
f(Σt) e−tΣt

)
. Plus précisément, si cette relation était vraie pourf ≡ 1,

alors on aurait ρ(e−tΣt) = 1, donc

1 = tr(elog ρe−tΣt) ≥ tr(elog ρ−tΣt) = ρt(Id) = 1

où l’inégalité vient d’une application directe de l’inégalité de Golden–Thompson (voir par exemple IX.3.7
de [21]). Or, on ne peut avoir égalité que si les opérateurs concernés, ici log ρ et−tΣt, commutent (voir
la proposition II.7.13 de [105]), ce qui équivaut à ce que ρ et H commutent. Par conséquent, la relation
dP̂t
dPt

(ς) = e−tς ne peut être vraie que si ρt ≡ ρ pour tout t, ce qui limite fortement l’intérêt du mo-
dèle considéré. De plus, toute interprétation en termes de trajectoire est a priori exclue dans le domaine
quantique, puisque la notion même de trajectoire est problématique dans le cadre quantique (voir [113]).

Il faut donc une autre approche pour espérer retrouver des symétries universelles comme (1). Remar-
quons que dans le cas classique (1) est équivalente à la symétrie (4) de l’entropie relative de Rényi. L’en-
tropie relative de Rényi non commutative est dé�nie essentiellement 3 par Sα(ρt|ρ) = log tr(ραt ρ

1−α) ;
on dira ici que le système dé�ni par l’espaceH, l’état ρ et le hamiltonienH est invariant par renversement
du temps (IRT) s’il existe une involution antilinéaire ϑ de B(H) telle que ρ

(
ϑ(A)

)
= ρ(A∗) pour tout

A ∈ B(H), et ϑ(H) = H .
Sous cette hypothèse IRT, on a en utilisant l’antilinéarité de ϑ puis l’invariance de la trace par τ t :

tr(ραt ρ
1−α) = tr

(
ϑ(ρ1−αραt )

)
= tr(ρ1−αρα−t) = tr(ρ1−α

t ρα).

La fonctionnelle Sα(ρt|ρ) véri�e donc la symétrie par rapport à α 7→ 1 − α si le système est IRT. On
ne sait en revanche pas l’interpréter cette symétrie de manière “opérationnelle”. C’est ce que nous allons
discuter dans la prochaine section.

2. Opérateur modulaire relatif et mesures à deux temps

Aux débuts des années 2000, deux prépublications ont proposé des fonctionnelles qui véri�ent des
relations du type e(α) = e(1 − α) et qui sont reliées à des mesures projectives. La première que nous
allons aborder est due à Matsui et Tasaki [120]. Pour la détailler, nous commençons par dé�nir, dans le cas
oùO = B(H) avec dimH <∞, sa représentation standard : sur l’espace de HilbertK := B(H) muni
du produit scalaire de Hilbert–Schmidt 〈A,B〉K := tr(A∗B), on dé�nit pour ν un état deO le vecteur
Ων = ν1/2 deK, et si µ et ν sont deux états �dèles, un opérateur autoadjoint ∆µ|ν surK par

∆µ|ν(X) = µXν−1.

Matsui et Tasaki proposent de considérer la transformée de Laplace de la loi de l’opérateur log ∆ρt|ρ dans
l’état pur |Ωρt

〉〈Ωρt
|. Cette loi Pt véri�e alors bien l’invariance deα 7→

∫
e−αx dPt(x) parα 7→ 1− α :

ceci revient à une identité déjà observée, car par un calcul direct

〈Ωρt
, e−α log ∆ρt|ρ Ωρt

〉 = expS1−α(ρt|ρ).

3. Encore une fois, cette expression est rigoureuse si l’on suppose les deux états �dèles.
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Si la proposition de Tasaki et Matsui reliait bien la symétrie voulue à la loi d’un opérateur autoadjoint,
celui-ci n’était pas une observable au sens où il ne provenait pas de l’algèbre des observables initiale :
l’opérateur ∆ρt|ρ n’appartient en général pas à π(O) (ni même à l’algèbre de von Neumann engendrée
π(O)′′). Le sens physique de la symétrie n’est donc pas clair ; en revanche cette proposition avait l’avan-
tage de s’étendre immédiatement à toute algèbre de von Neumann (l’article [120] est rédigé dans ce cadre
général).

La deuxième proposition dont nous allons parler est celle de Kurchan, dans la prépublication [90]
(qui n’a jamais été publiée). Elle est liée à ce que nous appelons depuis la statistique des mesures à deux
temps 4 Puisqu’elle va nous servir à plusieurs reprises dans la suite, nous allons considérer un cadre plus
général que celui de Kurchan (i.e. pour d’autres quantités observées que l’entropie) : nous revenons à
l’algèbre O = B(H) munie de l’évolution unitaire dé�nie par le hamiltonien H , et considérons une
observableA. On peut e�ectuer l’expérience suivante :

• on mesureA au temps 0, ce qui donne un résultat aléatoire a1 et modi�e l’état du système suivant
le postulat de projection (1) ;

• on laisse ensuite le système évoluer pendant un temps t ;
• on mesure à nouveauA au temps t, ce qui donne un résultat aléatoire a2.

La statistique de la mesure à deux temps de A entre les instants 0 et t est dé�nie comme la loi de ς =
(a2−a1)/t. Elle a donc un sens opérationnel parfaitement dé�ni, mais elle fait appel de manière essentielle
à la dimension �nie du système.
Remarque 2.1. On pourrait mesurer deux observables di�érentes avant et après l’interaction,mais nous
nous limitons à des situations où l’on mesure deux fois la même observable.

On peut expliciter la loi de ς : pour cela, écrivons la décomposition spectrale A =
∑

a∈spA a πa de
A. Suivant les règles de Born, une mesure de A dans l’état initial ρ donne un résultat a1 avec probabilité
tr(ρ πa1), après quoi le système est dans l’étatπa1ρπa1

/
tr(ρπa1). On peut également écrire ces quantités

sous la forme tr(ρ̃Aπa1) et ρ̃Aπa1/ tr(ρ̃Aπa1), où ρ̃A est l’état a priori relatif àA, dé�ni comme

ρ̃A =
∑
a∈spA

πaρπa. (6)

Dans de nombreuses situations (en particulier celle considérée par Kurchan, voir ci-dessous), ρ etA com-
muteront entre eux et on aura donc ρ = ρ̃A. Après cette première mesure, le système évolue pendant un
temps t et son état devient donc e−itH ρ̃Aπa1e+itH/ tr(ρ̃Aπa1). La deuxième mesure deA, au temps t,
donne a2 avec, conditionnellement au premier résultat a1, la probabilité

tr
(

e−itH ρ̃Aπa1e+itHπa2

)/
tr(ρ̃Aπa1).

La probabilité d’obtenir a1 puis a2 dans ces deux mesures est donc

tr
(
e−itH ρ̃Aπa1e+itHπa2

)
.

La statistique de la mesure à deux temps deA est la loi de φ = (a2 − a1)/t, qui s’écrit donc

PA,t(φ) =
∑

a2−a1=tφ

tr
(
e−itH ρ̃A πa1e+itHπa2

)
.

4. Celle-ci est encore appelée pour raisons historiques la “full counting statistics” car sa première utilisation, par Lesovik et
Levitov (dans [93]) considérait des nombres d’électrons traversant un composant.
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Cette expression dePA,t semble peu pratique à manipuler. La magie opère quand on considère la fonction
génératrice χA,t(α) =

∫
e−αtφ dPA,t(φ) : on voit immédiatement que

χA,t(α) = tr
(
e−itH ρ̃A e+αAe+itHe−αA

)
. (7)

Cette construction s’étend immédiatement au cas où l’on mesure plusieurs observables A1,. . . ,A` : si
celles-ci commutent entre elles, on peut les mesurer simultanément et alors on obtient une probabilité
PA,t sur R`, véri�ant (7) avec α ∈ R` et α ·A :=

∑`
j=1 αkAk remplaçant αA.

Remarque 2.2. Relevons tout de suite une conséquence immédiate de (7) :

−
∂χA,t
∂α

∣∣∣
α=0

=

∫
φ dPA,t(φ) = ρ̃A

(
τ t(A)−A

)
,

∂2χA,t

∂α2

∣∣∣
α=0

=

∫
φ2 dPA,t(φ) = ρ̃A

((
τt(A)−A

)2)
,

(8)

qui montre que les deux premiers moments de PA,t sont les mêmes que ceux de la loi de τ t(A)−A dans
l’état ρ. Ceci contribue à expliquer pourquoi tant d’études “hors équilibre” ont été faite au niveau de ces
deux moments, et pourquoi le formalisme par mesure à deux temps à mis tant d’années à émerger.

Revenons à la proposition de Kurchan dans [90] : celui-ci considère le casA = − log ρ. Alors ρ̃A =
ρ, et la fonctionnelle et := logχA,t s’écrit

et(α) = log tr
(
e−itHρ1−αe+itHρ+α) = log tr

(
ρα/2e−itHρ1−αe+itHρα/2

)
. (9)

On remarque donc que cette dernière expression donne

et(α) = log tr
(
ρ1−α
t ρα

)
= S1−α(ρt|ρ).

Par conséquent, la fonctionnelle proposée par Tasaki et Matsui dans [120], et celle proposée par Kurchan
dans [90], sont essentiellement les mêmes. Les mesures à deux temps permettent donc d’avoir accès à
la loi de quantités qui ne sont pas des observables au sens mathématique du terme. On peut de manière
équivalente dé�nir une probabilitéPt comme la loi de la mesure à deux temps deA = − log ρ ou comme
la loi de 1

t log ∆ρt|ρ dans l’état pur |Ωρt
〉〈Ωρt

|, et alors Pt véri�e la propriété (2). Cette observation a été
faite pour la première fois dans [P11], et permet d’étendre dans un cadre plus général la construction des
mesures à deux temps, voir la section suivante.
Remarque 2.3. Il est utile à ce point de discuter des di�érences entre l’approche par mesure à deux temps
et celle par mesures séquentielles, adoptée au chapitre précédent. Une di�érence évidente tient en ce que
la statistique PA,t des mesures à deux temps de A est la loi d’une variation a2 − a1. On pourrait alors
croire qu’elle est simplement une marginale des statistiques de mesures séquentielles, de A puis de son
évoluée e+itHAe−itH . Rappelons que la probabilité d’obtenir deux mesures a1 puis a2 est

tr
(
e−itHπa1ρπa1e+itHπa2

)
qui est bien l’expression de la probabilité d’une mesure séquentielle (a1, a2) deA puis de e+itHAe−itH

(voir (1.6)). Cependant, sommer cette dernière expression sur les a1 ∈ E ne donne pas en général la pro-
babilité d’une mesure séquentielle, dansE puis égale à b (ce sera le cas si ρ commute avecA : remarquons
qu’à ce titre l’introduction de ρ̃A ci-dessus a tendance à obscurcir ce point). Le protocole de dé�nition des
mesures à deux temps ne suppose donc pas en général que l’on a accès à toutes les “questions” concernant
A lors de la première mesure, mais bien que l’on fait une mesure de la valeur de l’observable A. C’est ce
qui rend délicate une dé�nition opérationnelle des mesures à deux temps au-delà du cas �ni.
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Remarque 2.4. L’article [P11] dé�nit en fait dans le cadre deO = B(H), dimH <∞, toute une famille
de fonctionnelles : pour tout p ≥ 1, on pose

ep,t(α) = log tr
((
ρ(1−α)/pρ

2α/p
t ρ(1−α)/p)p/2),

de sorte que la fonctionnelle et ci-dessus est et = e2,t. Puisque log ρt = log ρ + tΣ−t, la formule de
Lie–Trotter montre

lim
p→∞

ep,t(α) = log tr(elog ρ+αtΣ−t) =: e∞,t(α).

L’inégalité d’Araki–Lieb–Thirring (inégalité (IX.13) dans [21]) montre que p 7→ ep,t(α) est une fonction
continue décroissante. On montre facilement que α 7→ ep,t(α) est convexe, analytique réelle, et véri�e
sous l’hypothèse d’invariance par renversement du temps la symétrie

ep,t(1− α) = ep,t(α) pour α ∈ R.

Ces fonctionnelles ep,t(α) ont été redécouvertes et étudiées sous le nom de (α, z)-entropies par Aude-
naert et Datta ( [10]) et les fonctionsα 7→ e2α,t(α) (qui ne véri�ent pas la symétrie parα 7→ 1−α) sont
les “sandwiched Rényi entropies” dé�nies par la suite dans [103, 124], qui ont des applications pour les
réciproques fortes en tests d’hypothèses quantiques, voir [75, 101, 102]. Les fonctionnelles ep,t pour p 6= 2
n’ayant pas à notre connaissance d’interprétation opérationnelle (hors, éventuellement, de l’interpréta-
tion peu immédiate donnée par ces réciproques fortes), nous n’en parlerons plus dans ce document.

3. Formulation statistique du deuxième principe

La section précédente a donné dans le cadre de O = B(H) avec dimH < ∞ une probabilité Pt
concernant le taux de variation de l’entropie entre 0 et t. Cependant, ce qui nous intéresse est le régime t→
∞, et de nombreux arguments montrent qu’il ne se passe essentiellement rien siH reste de dimension �nie
(on peut par exemple montrer queS(ρt|ρ) −→

t→0
0 siH a un spectre discret, voir la remarque 5.1 de [P11]),

ce qui montre que tout NESS ρ+ est normal – ce qui est analogue à l’absolue continuité – par rapport à
ρ). Par conséquent, avant de considérer la limite t → ∞, il faut prendre la limite thermodynamique du
système, pour en faire un système “in�ni”.

Une première approche est de considérer dès le départ une algèbre d’opérateurs décrivant ce système
in�ni. C’est possible, et comme nous l’avons écrit, l’un des intérêts du lien avec la dé�nition de Matsui et
Tasaki de la statistique des mesures à deux temps est qu’elle s’étendra dans ce cadre, voir la remarque 2.9.
On peut cependant éviter d’introduire le formalisme algébrique en modélisant le système in�ni comme
approché (en un sens qui dépendra des modèles) par une suite (H(N), ρ(N))N d’espaces �nis chacun
muni d’un état, et en supposant que la suite des fonctions e(N)

t associées à (H(N), ρ(N)) par (9) converge
en un sens su�sant : on supposera que pour tout t ∈ R,

et(α) := lim
N→∞

e
(N)
t (α) existe pour |α| < α0. (10)

Dans ce cas, il existe pour tout t une probabilité Pt sur R qui est limite au sens des moments exponentiels
de la suite des P(N)

t associé à (H(N), ρ(N)). On a en particulier par (8) et (10)∫
ς dPt(ς) = lim

N→∞
ρ(N)(Σ

(N)
t ) = lim

N→∞
S(ρ

(N)
t |S

(N)) (11)
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qui est donc une quantité positive. On verra Pt comme la loi du taux de variation de l’entropie entre 0
et t : la relation (11), qui est une expression du deuxième principe de la thermodynamique, nous dit que
la variation d’entropie moyenne est positive. Si maintenant on suppose que le système est invariant par
renversement du temps (au sens où tous les systèmesH(N), ρ(N), H(N) le sont), la symétrie e(N)

t (α) =

e
(N)
t (1− α) implique que la convergence (10) a lieu sur un ouvert contenant [0, 1], et que l’on a encore

et(α) = et(1− α) (12)

sur cet ouvert. Cette symétrie est appelée “symétrie de Evans–Searles” (en référence à [57]), et implique la
relation

dP̂t
dPt

(s) = e−ts (13)

qui exprime les probabilités relatives d’une hausse de l’entropie, ou d’une baisse de la même valeur, sur
[0, t]. Ce résultat sur la loi Pt est plus fort que la positivité de la moyenne : il implique que

∫
R e−ts dPt =∫

R dPt = 1 (relation analogue à l’identité de Jarzynski) ce qui par l’inégalité de Jensen implique à son tour∫
R s dPt ≥ 0. Nous voyons la relation (13) comme une expression statistique du deuxième principe, qui

s’applique à des trajectoires individuelles et non à des moyennes sur des grands nombres de réalisations.
Un avantage supplémentaire des relations de �uctuation est qu’elles donnent des égalités (par exemple∫
R e−ts dPt = 1) là où les formulations en moyenne donnent des inégalités (comme

∫
R sdPt ≥ 0).

Remarque 2.5. On pourra à juste titre objecter que dans la limite N → ∞, notre procédé expérimental
exige de mesurer une quantité non locale (entropie ou, plus bas, énergie d’un réservoir in�ni), ce qui
ne semble plus réalisable en pratique. Des procédés expérimentaux basés sur l’observation d’un seul spin
auxiliaire couplé au système et permettant d’accéder à et ont été proposés dans [33, 50, 98] et réalisés dans
[15].

Il reste a priori, pour tirer des informations d’ordre thermodynamique de nos fonctionnelles, à consi-
dérer la limite t→∞. Dé�nissons sans préjuger pour l’instant de son domaine de dé�nition :

e+(α) := lim
t→∞

1

t
et(α). (14)

On peut donner les résultats suivants :

Proposition 2.6 ([P11]). Supposons que (14) soit vraie pour tout α dans un intervalle ouvert I et que la
fonction limite e+ soit dérivable sur I . Alors :

1. si I est un voisinage de l’origine, ς converge exponentiellement vers 〈σ〉+ := −e′+(0) ≥ 0 ;
2. s’il existe un voisinage complexe V de l’origine tel que supt>1 supα∈V

1
t | log et(α)| < ∞, alors on

a la convergence en distribution
√
t
(
ς − 〈σ〉+

)
−→
t→∞

N
(
0, e′′+(0)

)
;

3. si l’on suppose que I contient [0, 1] (on suppose alors I symétrique par rapport à 1/2 pour simplifier
les notations), et que le système est invariant par renversement du temps, alors

e+(α) = e+(1− α) pour tout α ∈ I, (15)

et avec S := supα∈I e
′
+(α), on a que

I(ς) := − inf
α∈I

(
ας + e+(α)

)
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est positive, convexe, di�érentiable sur ]− S,+S[, s’annule uniquement en 〈σ〉+, et vérifie

I(−s) = s+ I(s). (16)

Enfin, ς vérifie un principe de grandes déviation local : par exemple, pour tout ouvert J de l’intervalle
]− S,+S[ :

lim
t→∞

1

t
logPt(J) = − inf

s∈J
I(s). (17)

Ce résultat découle directement du théorème de Gärtner-Ellis (voir les théorèmes 2.3.6 de [45] et les
théorèmes II.6.3–II.6.4 de [52]), du théorème de Bryc (voir [32]) et des symétries à temps �ni (12).

Remarque 2.7. La relation (16) satisfaite par la fonction de taux I est héritée de la symétrie (12). Re-
marquons cependant que le principe de grande déviations (17) ne nous apprend rien, puisqu’il est une
conséquence de la relation à temps �ni (13), qui est exacte. Les deux autres points sont des conséquences
de l’hypothèse d’existence de e+, sans lien avec les relations de symétrie. Nous n’avons énoncé cette pro-
position 2.6 que pour y faire référence plus loin.

Remarque 2.8. La symétrie e+(α) = e+(1 − α) n’est pas a priori la même que la symétrie Gallavotti–
Cohen (voir [64]). Cette dernière s’exprime elle aussi par une relation de symétrie eGC(α) = eGC(1 −
α) pour une certaine fonctionnelle eGC. La di�érence entre e+ et eGC concerne l’état de référence : la
première considère l’état initial ρ, tandis que la seconde considère l’état permanent ρ+. Cependant, dans
tous les modèles non triviaux pour lesquels nous avons pu calculer les deux fonctionnelles, elles se sont
avérées égales.

Remarque 2.9. Notre approche de la limite thermodynamique via l’existence de limite des fonctionnelles
e

(N)
t a l’inconvénient qu’elle nous prive de toute formule qui s’exprime en fonction des éléments du “vrai”

système dynamique. Nous allons donc discuter l’autre approche, qui utilise la dé�nition de Matsui et
Tasaki deet. Celle-ci utilise la théorie de Tomita–Takesaki, qui montre que toute algèbre de von Neumann
O admet une représentation standardπ : O → B(K) (voir la section 2.5.4 de [29]), unique à conjugaison
unitaire près, telle qu’existent des opérateurs autoadjoints ∆ρt|ρ sur K qui ont un certain nombre de
propriétés remarquables, et des vecteurs Ωη pour tout état η, tels que 〈Ωη, π(X)Ωη〉K = η(X). On
peut alors dé�nir la fonctionnelle

et(α) := log〈Ωρ,∆
α
ρt|ρΩρ〉K

et la probabilité Pt comme la loi de−1
t log ∆ρt|ρ dans l’état pur |Ωρ〉〈Ωρ|. De plus, dans de nombreuses

situations où le système physique considéré O peut être approché par des systèmes �nis O(N), on peut
montrer que les fonctionnelles associées e(N)

t (α) convergent pour tous t et α de R, vers ce et. Pour des
systèmes de spin ou des systèmes fermioniques, ceci se fait par des techniques standard développées dans
les années 70 (voir par exemple [30], ainsi que les sections 6.5 à 6.7 de [P11]). Dans ce cas, on peut montrer
par exemple que

〈σ〉+ = lim
t→∞

1

t
S(ρt|ρ) = lim

t→∞

1

t

∫ t

0
ρ(σs) ds

où σ est une certaine observable dite de flux d’entropie qui, lorsque le système est constitué de plusieurs
réservoirs, initialement découplés et à l’équilibre thermique, véri�e σ =

∑
i βiΦi où Φi est l’observable

de �ux sortant deRi, mentionnée au début du chapitre 1.
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Discutons maintenant des méthodes de preuve de la convergence (14), et des propriétés de e+. On
peut dans certains cas comme les systèmes fermioniques quasi-libres ou la chaîne de spin XY (qui peut
se ramener au cas quasi-libre par la transformation de Jordan–Wigner), obtenir des formules explicites
pour e(N)

t (α) à partir de formules de trace, et par conséquent suivre notre programme de ne discuter
la limite thermodynamique menant à et, puis la limite à grand temps menant à e+, qu’au niveau de ces
fonctionnelles. L’expression �nale de e+ s’exprime alors en termes de l’opérateur de scattering à une parti-
cule : voir les sections 6.6 et 6.7 de [P11]. Il semble généralement nécessaire pour e�ectuer ces passages à la
limite en dehors de ces cas exceptionnels, de se baser sur les outils spectraux déjà développés pour traiter
les sytèmes étendus ; on a donc intérêt à partir de l’expression de et obtenue dans le cadre algébrique de
la remarque 2.9. On peut ainsi traiter le cas spin-fermion en se basant sur le fait que et peut s’exprimer
en termes des Lp-Liouvilliens de Araki-Masuda ( [6]), ces Lp-Liouvilliens Lp étant dé�nis comme géné-
rateurs de groupes e−itLp qui implémentent la dynamique τ t et sont constitués d’isométries d’un espace
Lp non-commutatif. On a en e�et (c’est encore une fois immédiat à montrer dans le cas oùO = B(H)
avec dimH <∞),

et(α) = log〈Ωρ, e
−itL 1

α Ωρ〉K.

L’avantage de cette écriture est que le L
1
α -Liouvillien de la dynamique libre est simple et que celui de la

dynamique couplée, qui est notreL 1
α

, peut s’écrire comme une perturbation de ce dernier. On peut alors
utiliser des techniques de déformation complexe pour montrer que limt→∞

1
t et(α) s’exprime à partir de

la résonance deL 1
α

. On renvoie aux sections 5.5 et 6.5 de [P11], qui se basent sur [80].
Remarque 2.10. On a donc montré qu’une dé�nition par les mesures à deux temps des variations de l’en-
tropie mène à une formulation statistique du deuxième principe de la thermodynamique : cette variation
d’entropie peut être négative, mais avec une probabilité qui, comparée à la probabilité d’une variation po-
sitive de la même valeur, est plus faible d’un facteur exponentiel en cette valeur (encore une fois, ceci a été
observé expérimentalement, voir [123]). Cette comparaison des probabilités de hausse et de baisse de l’en-
tropie est précisément traduite par la relation de symétrie e+(α) = e+(1−α) des fonctions génératrices.

4. Formulation statistique du premier principe

Il est naturel de se demander alors si le premier principe de la thermodynamique peut avoir dans le
cadre quantique une formulation statistique grâce aux mesures à deux temps, puis s’il peut s’exprimer lui
aussi par une relation de symétrie de fonctions génératrices.

L’article [P12] répond à la première question. Pour mettre en place la question de la mesure à deux
temps de l’énergie d’un système, considérons encore une foisO = B(H) avec dimH < ∞, supposons
que le système est muni d’une dynamique “libre” dictée par un hamiltonien H0 et d’un état initial ρ
invariant par la dynamique libre, et qu’au temps t = 0 une force “extérieure” est activée, de sorte que le
nouvel hamiltonien estH = H0 + V . On s’intéresse à la loi du taux de variation deH0 entre les instants
0 et t, dé�nie comme la statistique de la mesure à deux temps deH0. On notera tφ0 cette variable aléatoire
et Pt la probabilité associée (qui devrait être notée PH0,t

suivant les notations de la section 2). Les deux
premiers moments de cette loi sont, par la remarque 2.2,

ρ
(
τ t(H0)−H0

)
et ρ

((
τ t(H0)−H0

)2)
et puisqueH0 + V est une quantité conservée, τ t(H0)−H0 = τ t(V )− V donc

|Et(φ0)| ≤ 2

t
‖V ‖ Et

(
(φ0 − Et(φ0))2) ≤ 2

t2
‖V ‖2 (18)
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de sorte que si, lors de la limite thermodynamique, le couplage V reste uniformément borné, alors les
deux premiers moments de tφ0 sont uniformément bornés en temps. Il est généralement considéré dans
la littérature (voir par exemple la section III.B.3 de [54]) que sous une telle hypothèse sur les couplages,
tous les moments deφ0 devraient tendre vers zéro, et même qu’il devrait exister des moments exponentiels
uniformément bornés pour tφ0. L’article [P12] a identifé des conditions sous lesquelles c’est le cas ; l’article
[20] a par la suite montré que ces conditions étaient nécessaires. Notons donc ξt(θ) = Et(e

−θtφ0), qui
est donnée d’après (7) par

ξt(θ) = tr(e−itHρe+θH0e+itHe−θH0) ;

on montre facilement (voir [P12]) par des inégalités de trace que si l’on dé�nit

SH0
(θ0) = sup

|θ|≤|θ0|
‖e+ 1

2
θH0 V e−

1
2
θH0‖, (19)

alors
e−2|θ|SH0

(θ) ≤ ξt(θ) ≤ e+2|θ|SH0
(θ). (20)

Cet encadrement a une conséquence élémentaire, que nous formulons encore une fois en supposant que
le système �nal est décrit par l’intermédiaire d’une suite (H(N), ρ(N), H

(N)
0 )N d’espaces �nis, chacun

muni d’un état et d’un hamiltonien libreH(N)
0 . Nous notons avec un exposant (N) tous les objets associés

auN -ième système �ni. Le résultat principal de [P12] est :

Théorème 2.11 ([P12]). S’il existe θ tel que

SH0
(θ) = sup

N
S

(N)
H0

(θ) <∞, (21)

on a
sup
N

Et(e
θtφ

(N)
0 ) ≤ 2 e2θSH0

(θ). (22)

En particulier, si l’on peut dé�nir une variable aléatoire φ0 limite quand N → ∞ (par exemple si
l’on a convergence limN→∞ ξ

(N)
t (θ) =: ξt(θ) pour θ dans un voisinage de zéro), alors cette variable

aléatoire φ0 a des moments exponentiels : Et(e
θtφ0) ≤ 2 e2θSH0

(θ) pour |θ| assez petit. Si la preuve ci-
dessus est mathématiquement élémentaire, elle a identi�é une condition optimale : l’article [20] donne des
exemples dans lesquels (21) est nécessaire pour avoirEt(e

θtφ0) <∞ (ainsi que des exemples dans lesquels
tφ0 n’admet pas de moments d’ordre supérieur à 4). Ce phénomène peut sembler étonnant : il est lié au fait
que même un V borné peut induire des transitions entre des niveaux d’énergie deH0 très éloignés : dans
une approximation “Fermi golden rule” , les transitions entre niveaux d’énergieE etE′ deH0 de vecteurs
propres respectifs ΨE , ΨE

′ induites par l’interaction ont des taux T (E,E′) = |〈ΨE
′ , VΨE〉〉|

2. La
borne (19) implique donc que les transitions vers des hauts niveaux d’énergie ont des probabilités qui
décroissent exponentiellement. Pour cette raison, nous voyons une condition comme S(α0, θ0) < ∞
comme une condition ultraviolette (ce qui est con�rmé par l’étude d’exemples dans [20]).

Passons maintenant à la question d’exprimer le premier principe au travers d’une symétrie de fonction
génératrice. Une proposition dans ce sens a été faite par Andrieux, Gaspard, Monnai et Tasaki dans [5].
Cet article présente cependant une faille mathématique, et l’article [P21] se proposait de la combler ; nous
avons cependant dû introduire une hypothèse supplémentaire, et les exemples issus de [20] montrent
qu’elle est nécessaire. Dans [P21], on suppose que le système est constitué de di�érents réservoirs, et on va
s’intéresser à la variation d’énergie détaillée, c’est-à-dire à la variation dans chaque réservoir.
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Une fois de plus, nous commençons dans un cadre de dimension �nie. On suppose donc, pour H
de dimension �nie, qu’on a une familleE = (H1, . . . ,H`) d’opérateurs deB(H) qui commutent entre
eux, et V une autre observable. On verra chaque Hj comme le hamiltonien libre d’un j-ième réservoir
Rj et V comme un opérateur de couplage, de sorte queH0 = H1 + . . .+H` est le hamiltonien libre du
système complet, etH = H0 + V le hamiltonien avec interactions. On notera ρ l’état initial du système,
dont on supposera en général (voir la remarque 2.17) que c’est un état multi-thermique, i.e. de la forme :

ρβ = Z−1 e−
∑
j βjHj = Z−1 e−β.E avec Z = tr(e−

∑
j βjHj ) = tr(e−β.E),

où β = (β1, . . . , β`) est un `-uplet de températures inverses. À chaque fois que nous supposerons que
l’état initial ρ est un état multi-thermique, nous le noterons ρβ ; dans ce cas, l’état ρ commute avecE.

Puisque lesHj commutent entre eux, il est possible de faire une mesure simultanée des composantes
deE. La statistique des mesures à deux temps dé�nit alors une variable aléatoireφ à valeurs dans R`, de
loi PE,t, dont la fonction génératrice χt(α) =

∫
e−α.φ dPE,t(φ) est donnée d’après (7) par

χt(α) = tr
(
e−itH ρ̃ e+α.Ee+itHe−α.E

)
.

Si l’on poseH0 = H1 + . . .+H`, alors on a avec les notations précédentes ξt(α) = χt(α1).
Remarque 2.12. De la même manière que lors de nos étude des variations d’entropie en section 2, on peut
donner en termes d’objets modulaires des dé�nitions de χt et de ξt valables pour un système in�ni, et
on peut prouver dans di�érents modèles que ces dé�nitions sont bien les limites thermodynamiques des
fonctionnelles associées aux modèles con�nés.

On va s’intéresser ici au lien entreχt(α) etχt(α+θ1) ; on rappelle que (α+θ1).E est égal àα.E+
θH0, ce qui explique que le lien en question puisse exprimer une forme de conservation de l’énergie.
Encore une fois on peut obtenir des informations pertinentes pour les systèmes con�nés par des inégalités
de trace. On a pour commencer (proposition 2.6 de [P21]) :

e−2|t|S(‖α‖) ≤ χt(α) ≤ e+2|t|S(‖α‖) (23)

où ‖α‖ := max |αj | et où pour α0 ∈ R on pose

S(α0) := sup
‖α‖≤α0

‖Vα‖ pour Vα := e+ 1
2
α.EV e−

1
2
α.E . (24)

En comparaison de l’inégalité (20) pour la fonction génératrice des moments de φ0, l’inégalité (23) ne
montre pas de borne uniforme pour les moments exponentiels deφ (remarquer le t dans l’exponentielle).
On peut montrer de plus suivant une preuve encore une fois élémentaire conceptuellement, mais plus
délicate (proposition 2.7 de [P21]) que si l’état initial est l’état multi-thermique ρβ , alors

χt(α) e−|θ| 3Sβ(θ,‖α‖) ≤ χt(α+ θ1) ≤ χt(α) e+|θ| 3Sβ(θ,‖α‖) (25)

où pour θ0 ∈ R et α0 ∈ R+,

Sβ(α0, θ0) = sup
|θ|≤|θ0|

sup
α∈B(α0)

‖Vα+θ1‖+ sup
|θ|≤|θ0|

sup
α∈B(α0)

‖Vβ+α+θ1‖ (26)

où
B(α0) := {α ∈ R` : α.1 = 0, ‖α‖ < α0}.
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Pour être plus visuel, dans le cas ` = 2, les quantités S(α0, θ0) et Sβ(α0, θ0) donnent des bornes
uniformes en norme sur les déformations Vα pour α dans, respectivement, la zone grise représentée ci-
dessous à gauche, et l’union des deux zones grises représentées à droite (et par convexité, dans la zone
hachurée).

α2

α1

θα

•(α0,−α0)

•(θ0, θ0)

α2

α1

θ

α

• β

•(α0,−α0)

•(θ0, θ0)

Supposons à nouveau que le système physique qui nous intéresse est décrit comme une suite d’espaces
�nis (H(N), ρ(N),E(N), V (N))N , chacun muni d’un état, d’un `-upletE(N) = (H

(N)
1 , . . . ,H

(N)
` ),

et d’un couplageV (N). Nous notons encore une fois avec un indice (N) tous les objets associés auN -ième
système �ni. Nous supposerons dans la suite que pour tout t ∈ R,

χt(α) := lim
N→∞

χ
(N)
t (α) existe pour ‖α‖ < α0. (27)

Dans ce cas, il existe pour tout t une probabilité PE,t sur R qui est limite, au sens des moments exponen-
tiels, de la suite des P(N)

E
(N)
, t

associé à (H(N), ρ(N),E(N), V (N)).

Remarque 2.13. Lorsque le système est multi-thermique, on a − log ρ =
∑

i βiHi + constante. La
variable aléatoire ς de la section 3 s’écrit donc ς =

∑
i βiφi et en particulier peut s’exprimer dans l’espace

de probabilité de cette section. Nous utiliserons donc la même notation Pt pour les mesures de proba-
bilités des deux sections. De plus, avec les notations de la section précédente, et(α) = χt(αβ), et sous
l’hypothèse d’invariance par renversement du temps, la symétrie et(α) = et(1− α) a un analogue :

χt(α) = χt(β −α). (28)

Une conséquence immédiate de (25) est le résultat suivant :

Théorème 2.14 ([P21]). Supposons que supN S
(N)
β (α0, θ0) < ∞. Alors la fonctionnelle définie par

χ+(α) = lim supt→∞
1
t logχt(α) vérifie

χ+(α) = χ+(α+ θ1) (29)

pour ‖α‖ ≤ α0 et |θ| ≤ θ0. En particulier, χ+(θ1) = 0 pour |θ| ≤ θ0.

Remarque 2.15. La symétrie (29) a été proposée par Andrieux, Gaspard, Monnai et Tasaki dans [5] et nous
l’appellerons donc symétrie AGMT. Cet article utilise cependant l’hypothèse supN S

(N)
β (α0, θ0) < ∞

en a�rmant que c’est une conséquence de supN ‖V
(N)‖ <∞, ce qui est en général faux.

Remarque 2.16. La relation de �uctuation (15) découlait directement de la relation à temps �ni (12). L’in-
variance par translation (29), elle, n’est vraie que dans la limite t→∞.
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Pour s ∈ R`, on dé�nit

Ī(s) = sup
α∈R`

(
α.s− χ+(α)

)
∈ [0,+∞].

Si supN S
(N)
β (α0, θ0) <∞, on a immédiatement par (29)

Ī(s) ≥ θ0

∑
i

si = θ0 |s.1|. (30)

En particulier, si pour tout θ0 ≥ 0 il existe α0 pour lequel Sβ(α0, θ0) <∞, alors Ī(s) = +∞ à moins
que s ∈ Σ. Si supN S

(N)
β (α0, θ0) <∞ et que le système est invariant par renversement du temps, alors

Ī(s) = Ī(−s)− β.s. (31)

Remarque 2.17. On peut également prouver une relation AGMT

χ+(α) = χ+(α+ θ1)

pour ‖α‖ < α0 et pour tout θ, pour un système non nécessairement multi-thermique si l’on a la borne
uniforme supN S

(N)(α0, θ0) <∞ pour un certainα0 et pour tout θ0, mais nous n’avons pas d’exemple
non trivial dans lequel une telle hypothèse peut être prouvée.

Pour énoncer les autres conséquences de l’invariance (29), supposons que la quantité χ+(α) =
limt→∞

1
t logχt(α) existe à chaque fois que nous l’invoquons ci-dessous. Alors les théorèmes 3.14, 3.15

et 3.16 de [P21] montrent :

Théorème 2.18 ([P21]). Supposons que le système est multi-thermique aux températures inverses β et que
supS

(N)
β (α0, θ0) <∞ pour α0 et θ0 non nuls. Alors :

1. Siχ+ est di�érentiable en 0, la variableφ converge exponentiellement vers le vecteur 〈Φ〉+ de R` de
composantes

〈Φj〉+ = −
∂χ+

∂αj

∣∣∣
αj=0

pour j = 1, . . . , `, et ce vecteur vérifie
∑

j〈Φj〉+ = 0.
2. S’il existe un voisinage complexeV de l’origine tel que supt>1 supα∈V

1
t | logχt(α)| <∞, alors on

a la convergence en distribution
√
t
(
φ− 〈Φ〉+

)
−→
t→∞

N (0,D) (32)

où

Di,j =
∂2χ+

∂αi∂αj

∣∣∣
α=0

= lim
t→∞

1

t

( ∂2χt
∂αi∂αj

− ∂χt
∂αi

∂χt
∂αi

)∣∣∣
α=0

. (33)

La matrice de covarianceD est dégénérée puisque
∑

i,j Di,j = 0 par (18).

3. Si χ+(α) existe dans [−∞,+∞] pour toutα ∈ R`, alors pour tout borélienB de R`,

− inf
s∈int(B)∩F

I(s) ≤ lim inf
t→∞

1

t
logPt(B) ≤ lim sup

t→∞

1

t
logPt(B) ≤ − inf

s∈fer(B)
I(s) (34)

oùF , l’ensemble des points exposés 5 de I , est égal à R` siχ+ est supposée partout finie et dérivable. De
plus, I(s) ≥ θ0 |s.1| et si le système est invariant par renversement du temps, I(s) = I(−s)−β.s.

5. Voir la dé�nition 2.3.3 de [45].
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Remarque 2.19. Encore une fois, dans de nombreuses situations où le système physique considéréO peut
être approché par des systèmes con�nés O(N), on peut montrer non seulement que les fonctionnelles
associées e(N)

t (α) convergent pour tous t etαdeR, mais aussi que 〈Φj〉+ = limt→∞
1
t

∫ t
0 ρ◦τ

s(Φj) ds,
qui est égal à ρ+(Φj) quand le NESS ρ+ existe et est unique, et

Di,j = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

∫ t

0
ρβ

(
τ s1
(
Φi − ρβ(Φi)

)
τ s2
(
Φj − ρβ(Φj)

))
ds1ds2,

où Φi est l’observable de �ux sortant deRi, mentionnée au début du chapitre 1. Par conséquent, contrai-
rement à ce que l’on a observé au chapitre 1, la dé�nition des variations de chaleur par mesure à deux temps
permet de décrire la loi asymptotique des �uctuations jointes de ces variations même hors équilibre. Cette
loi asymptotique est gaussienne, et ses covariances s’expriment comme une corrélation qui dans les situa-
tions d’équilibre (i.e. lorsque β est de la forme βeq = (β0, . . . , β0)) sont les coe�cients de transport de
Kubo (sur cette identité, voir la proposition 5.8 de [P11]).

Discutons rapidement l’application à des modèles explicites : les hypothèses de borne uniforme comme
supN S

(N)(α0, θ0) < ∞ ou supN S
(N)
β (α0, θ0) < ∞ sont en général assurées par des “hypothèses

ultraviolettes” : par exemple, dans un modèle de type spin-fermion comme en section 1.3, l’hypothèse
pertinente sera que les facteurs de forme fk et gk apparaissant dans le terme de couplage V sont dans le
domaine de eαh0 pour α dans un voisinage réel de l’origine. Avec ce type d’hypothèse, on sait en général
montrer que supN S

(N)(α0, θ0) < ∞ soit pour tous α0 et θ0, soit pour α0 et θ0 su�samment petits.
Dans ce deuxième cas, on obtient supN S

(N)
β (α′0, θ

′
0) < ∞ pour β su�samment petit (et des α′0, β′0

inférieurs à α0, β0), donc notre résultat est souvent “à haute température”. Prouver que χ+ existe est un
problème similaire à celui que nous avons rencontré en section 3 concernant e+, et nous renvoyons à la
discussion à la �n de cette section.
Remarque 2.20. Le point 2. du théorème 2.18 est précisément le type de résultat que visait le chapitre 1. Il
décrit bien une loi jointe, et ce sans di�culté conceptuelle. Dans un modèle du type spin-fermion, on peut
appliquer à la fois les résultats du chapitre 1 et ceux de ce chapitre ; on obtient alors que dans les situations
d’équilibre β = (β0, . . . , β0), les deux dé�nitions des variations d’entropie (naïve et par mesures à deux
temps) ont des �uctuations gaussiennes, et leurs covariances sont alors les mêmes (ce qui était attendu à
cause de la relation (8)).

5. Application : la réponse linéaire

Il est connu que dans le cadre classique, les relations de �uctuation permettent de retrouver la théorie
de la réponse linéaire, ce qui permet de les voir comme la bonne extension de cette théorie dans les situa-
tions éloignées de l’équilibre. Nous allons prouver ce résultat à partir des deux symétries : les relations de
�uctuation (15) et la symétrie par translation (29). Supposons donc que l’on considère un système para-
métré par β ∈]β0 − δ, β0 + δ[`, satisfaisant (27) et supN S

(N)
β (α0, θ0) < ∞ pour tous ces β. Si l’on

suppose que les quantités χ+(β,α) correspondantes existent et sont C1 en β et C2 en α au voisinage
de βeq = (β0, . . . , β0) et (0, . . . , 0) respectivement, alors les coe�cients de transport s’écrivent

Li,j =
∂〈Φj〉β
∂βi

∣∣∣
βeq=0

.

Les symétries ES (28) et AGMT (29) montrent que

χ+

(
β,α

)
= χ+

(
β,α+ βeq

)
= χ+

(
βeq + ζ, (β − βeq)−α

)
. (35)
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En dérivant deux fois cette identité on obtient

−
∂2χ+(β,α)

∂βj∂αk

∣∣∣
α=0,β=βeq

=
1

2

∂2χ+(β,α)

∂αj∂αk

∣∣∣
α=0,β=βeq

.

Or d’après (8) le premier terme estLi,j et d’après (33) le deuxième estDi,j . On a donc

2Li,j = Di,j(βeq),

et en particulierLi,j = Lj,i. On a donc prouvé la formule de Kubo et la relation de réciprocité d’Onsager.

Remarque 2.21. On a utilisé une symétrieχ+

(
β,α

)
= χ+

(
βeq + ζ, (β−βeq)−α

)
qui est analogue

à la “generalized Evans-Searles symmetry” (GES) de [P11]. Celle-ci n’avait été cependant été montrée que
pour la fonctionnelle e∞, qui n’avait pas d’interprétation opérationnelle (cf. section 2.4).

Remarque 2.22. Les deux symétries observées, la symétrie ES (15) et la symétrie AGMT (29), ne sont sans
doute pas exploitées à leur juste valeur. Comme nous l’avons écrit, (15) découle de la symétrie à temps
�ni (12) et les informations supplémentaires apportées par e+ dans la proposition 2.6 proviennent ex-
clusivement de l’hypothèse d’existence de e+, et non de la symétrie dont il est évident qu’elle survit au
passage en temps in�ni. D’un autre côté, (29) n’est vraie qu’en temps in�ni mais l’information utile du
théorème 2.18 se réduit essentiellement à celle du théorème 2.11, qui concerne l’énergie totale et n’utilise
pas (29). On a vu que (15) et (29) entraînent à elles deux la formule de Kubo et la relation de réciprocité
d’Onsager, mais ceci n’exploite qu’une in�me partie de l’information qu’elles contiennent. Nous pensons
qu’il est possible d’en tirer d’autres conséquences de ces deux symétries, par exemple des contraintes sur la
fonction de taux deE qui incorporeraient à la fois la première et la deuxième loi.

Remarque 2.23. On a donc pu montrer, dans ce chapitre, des résultats concernant les �uctuations des
variations d’entropie et d’énergie, totale ou détaillée réservoir par réservoir, donnant ainsi dans le cadre
quantique des formulations statistiques des premier et deuxième principe qui vont au-delà des propriétés
des moyennes. On peut alors se demander si l’on peut appliquer le même programme à d’autres principes
physiques. Un candidat naturel a été le principe de Landauer pour des systèmes dits d’interaction répétées.
C’est la question que nous allons aborder dans le chapitre 4.
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Chapitre 3

Mesures répétées d’un système : les mesures et le sys-
tème

Dans cette section, nous allons discuter les propriétés des résultats de mesure et de l’état aléatoire du
systèmeS dans le cadre de mesures répétées (remarquons que nous ne nous intéresserons pas à l’état induit
sur la chaîne d’environnements E1, E2, . . ., ce qui est le sujet des articles [59,60]). Nous allons commencer
par préciser le formalisme introduit en section 0.3. Ce formalisme concerne des évolutions à temps discret ;
des extensions à temps continu seront introduites dans les sections 4 et 5.

On considère un espace de Hilbert séparable H, et on suppose son état initial représenté par une
matrice densité ρ. On suppose donnée une famille (Φi)i∈V d’applications complètement positives (voir
l’annexe A) telles que Φ :=

∑
i∈V Φi préserve la trace. Une telle famille est appelée un instrument (voir

[44, 76]), et une application complètement positive et préservant la trace, comme Φ, est appelée un canal
quantique. Remarquons qu’un exemple d’instrument est donné par (2) en section 0.3.

On dé�nit une probabilité sur V n par

Pρ(i1, . . . , in) = tr
(
Φin
◦ . . . ◦ Φi1

(ρ)
)
. (1)

Le fait que Φ∗(Id) = Id montre que cette dé�nition est cohérente avec la dé�nition sur V n+1, de sorte
que (par le théorème d’extension de Kolmogorov), la prescription (1) dé�nit une probabilité sur V N. On
notera alors, sur Ω = V N muni de sa σ-algèbre produit, les variables aléatoires

mn(ω) = in ρn(ω) =
Φin
◦ . . . ◦ Φi1

(ρ)

tr
(
Φin
◦ . . . ◦ Φi1

(ρ)
) (2)

si ω = (i1, i2, . . .). La suite (mn)n ne forme pas en général une chaîne de Markov, mais la suite (ρn)n
en est une. On a l’identité immédiate

Eρ(ρn) = Φn(ρ). (3)

Le processus (ρn)n est appelé trajectoire quantique ; les trajectoires quantiques ont été introduites (avec
paramètre de temps continu, comme discuté dans les sections 4 et 5) comme modèle pour la “projection
du paquet d’ondes” (1) par Diosi et Gisin dans [49] et [65] respectivement, et comme outil de simulation
numérique dans [40] par Dalibard, Castin et Mølmer.

Remarque 3.1. Deux propriétés remarquables sont immédiates :
• si Φ(ρ) = ρ, alors Pρ est invariante par le décalage à gauche,
• si de plus Φ admet ce ρ comme unique état invariant, alors Pρ est ergodique.
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Ces deux observations sont dues à Fannes, Nachtergaele et Werner dans [59], et permettent d’exploiter la
théorie des processus ergodiques, à condition de supposer que l’état initial ρ est Φ-invariant.

Les deux résultats fondamentaux concernant les mesures répétées sont dus à Kümmerer et Maassen.
Le premier est le théorème ergodique pour les états issu de [87], mais ici donné dans sa version de dimen-
sion in�nie signalée par Lim dans [94].

Théorème 3.2. Supposons que le canal Φ admet un unique état invariant ρinv. Alors quel que soit l’état ρ,
on a Pρ-presque-sûrement la convergence faible

1

n

n−1∑
k=0

ρk → ρinv

(au sens où on a la convergence de ces fonctionnelles évaluées en n’importe quelX ∈ B(H)).

Le deuxième résultat fondamental est le théorème de puri�cation (voir [88]). Celui-ci concerne des
instruments parfaits, au sens où chaque Φi est de la forme Φi(η) = LiηL

∗
i , comme c’est le cas lorsque la

mesure indirecte est à deux temps et concerne une observable non dégénérée, voir l’exemple 3.36. Dans ce
cas, il est clair que si ρn est pur, alors ρn+1 sera pur ; plus précisément, si ρn = |xn〉〈xn|, alors ρn+1 =
|xn+1〉〈xn+1| où

P
(
xn+1 = Lixn

‖Lixn‖
| xn

)
= ‖Lixn‖

2. (4)

Par conséquent, l’évolution préserve la pureté des états. Le théorème de puri�cation de Kümmerer et
Maassen donne une condition sous laquelle ρn est asymptotiquement pur quel que soit l’état initial ρ :

Théorème 3.3. Supposons que l’instrument (Φi)i∈V considéré est parfait et associé à des opérateurs (Li)i∈I
qui ont la propriété que tout projecteur orthogonal π tel que πL∗i1 . . . L

∗
in
Lin . . . Li1π ∝ π pour tous

(i1, . . . , in) et tout n de I et N∗ est de rang 0 ou 1. Alors quel que soit l’état initial ρ, on a Pρ-presque-
sûrement tr(ρ2

n) −→
n→∞

1.

Ici X ∝ Y signi�e qu’il existe λ ∈ C tel que X = λY ou λX = Y . Puisque les seuls états η
véri�ant tr(η2) = 1 sont les états purs, limn→∞ tr(ρ2

n) = 1 signi�e que la suite (ρn)n est approchée
asymptotiquement par une suite d’états purs. On peut voir que l’hypothèse du théorème 3.3 signi�e qu’il
n’existe pas de sous-espace de dimension supérieure à 2 sur lequel tous lesLin . . . Li1 sont proportionnels
à des unitaires. Sans cette hypothèse, un état initialρde rang supérieur à 2 mais à support dans un tel espace
induira une suite (ρn)n de rang constant, donc cette hypothèse est clairement nécessaire à la puri�cation.
La même remarque montre que si dimH = 2 alors l’hypothèse du théorème 3.3 est véri�ée à moins que
tous lesLi ne soient proportionnels à des unitaires.

1. Mesures répétées d’un système : les mesures

Dans cette section, nous allons généraliser le cadre des mesures répétées décrit ci-dessus, en permettant
à l’instrument (Φi)i∈V considéré au temps n+ 1 de dépendre des mesuresm1, . . . ,mn déjà e�ectuées.
Ceci permettra de traduire les situations dans lesquelles, par exemple, les paramètres ξ, U , M de la me-
sure indirecte telle que décrite dans la section 0.3 sont choisis en fonction des mesures précédentes. Cela
semble en particulier utile pour étudier le contrôle des états du système par rétroaction à partir des me-
sures indirectes. Pour cela, nous allons intégrer le résultat de mesure à l’espace d’état, et supposons donc

58



que l’espace de Hilbert considéré s’écritH =
⊕

i∈V hi où V est un ensemble discret représentant l’infor-
mation retenue des mesures passées (par exemple, V = spM si l’on ne retient que la dernière mesure, ou
V = NspM si l’on retient les nombres d’occurrences de chaque résultat possible).

On va simpli�er la notation en notant x⊗ |i〉 un vecteur x ∈ hi, de sorte queH s’écrit
⊕

hi ⊗ |i〉.
On interprète alors souvent la coordonnée i comme la position d’une particule sur l’ensemble V , et la
coordonnée dans hi comme un degré de liberté interne de la particule quand elle est en i. On suppose
qu’on a une famille (φi,j)i,j∈V d’applications complètement positives de I1(hj) dans I1(hi) telles que
pour tout j ∈ V ,

∑
i∈V trhi

(
φi,j(η)

)
= trhj (η) pour tout η ∈ I1(hj). On peut alors dé�nir un

instrument
(
Φi,j

)
i,j∈V par

Φi,j

(∑
k,l

ρk,l ⊗ |k〉〈l|
)

= φi,j(ρj,j)⊗ |i〉〈i|. (5)

L’application complètement positive Φi,j traduit alors à la fois la probabilité et l’e�et sur les degrés de
liberté internes de la transition j  i.

Puisque l’expression (5) ne dépend que des termes bloc-diagonaux ρj,j et produit un opérateur bloc-
diagonal, on supposera à partir de maintenant que tous les états sont de la forme ρ =

∑
i∈V ρi⊗|i〉〈i| (ce

sera le cas après une application d’un Φi,j) ; autrement il su�t de remplacer ρ par sa partie bloc-diagonale
dans toutes les expressions.

On dé�nit comme en (1) une probabilité sur Ω = V N par

Pρ(i1, . . . , in) = tr
(
φin,in−1

◦ . . . ◦ φi2,i1(ρi1)
)

(6)

et comme en (2) les variables aléatoires

vn(ω) = in %n(ω) =
φin,in−1

◦ . . . ◦ φi2,i1(ρi1)

tr
(
φin,in−1

◦ . . . ◦ φi2,i1(ρi1)
) (7)

si ω = (i1, i2, . . .). Notons que le ρn de (2) serait %n ⊗ |vn〉〈vn| : nous utilisons une notation di�érente
pour souligner que %n est un état de hvn et non deH. À présent ni (vn)n, ni (%n)n ne sont des chaînes
de Markov en général, mais la suite des couples (vn, %n)n en est une.
Remarque 3.4. Il est clair que ce modèle étend celui des chaînes de Markov classiques : précisément, si
l’on a une matrice de transition Π = (Πi,j)i,j∈V (où Πi,j est la probabilité de passer en j quand on
est en i), alors avec hi ≡ C et φi,j = Πj,i, tout état diagonal

∑
i∈V pi ⊗ |i〉〈i| est envoyé sur un état∑

i∈V qi ⊗ |i〉〈i|, avec q = pΠ. Nous appellerons ce cadre une “réalisation minimale” de la chaîne de
Markov.

Le cas où chaque φi,j est pur, i.e. de la forme ρ 7→ Li,jρL
∗
i,j (oùLi,j est un opérateur de hj dans hi)

est appelé “marche quantique ouverte” (MQO). L’étude des marches quantiques ouvertes a été amorcé
dans [7] où elles sont présentées comme une nouvelle version quantique des chaînes de Markov, et a donné
lieu à une littérature conséquente. Pour cette raison, les articles [P13,P15,P17] sont écrits pour desφi,j purs,
et le cas deφi,j généraux y est appelé “marche quantique ouverte étendue”. Tous les résultats de ces articles
s’étendent immédiatement au cas de transitions φi,j non pures.
Remarque 3.5. Malgré leur nom, les marches quantiques ouvertes sont très di�érentes des marches quan-
tiques unitaires très étudiées, à l’origine dans le cadre de l’algorithmique quantique (voir [84]) : en particu-
lier, le fait que l’on mesure la “position” à chaque pas fait que, contrairement au cas des marches unitaires,
il n’y a pas dans les marches ouvertes d’interférence entre les di�érentes trajectoires possibles (voir [P23]).
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Remarque 3.6. Outre l’utilisation pour le contrôle de systèmes quantiques, l’application la plus naturelle
des marches quantiques ouvertes (étendues, et à temps continu – voir la section 4) peut venir du fait
qu’on les obtient par limite de couplage faible (à la Davies [43]) à partir d’un système dont le hamiltonien
est dégénéré (ici aussi, voir [P23]).

L’idée des articles [P13,P15,P17] était d’étudier les propriétés des marches quantiques par analogie avec
les chaînes de Markov. Or comme dans le cas classique, les propriétés d’ergodicité de la probabilitéPρ sont
liées à celles de l’application Φ, qui dépendent en particulier de son spectre périphérique. L’outil standard
pour étudier ce dernier est le théorème “de Perron–Frobenius” pour les canaux quantiques, prouvé ini-
tialement dans [56] et étendu (partiellement) au cas de dimension in�nie dans [53, 68]. Nous rappelons
ces résultats dans l’annexe A; ils dépendent essentiellement de la propriété d’irréductibilité de Φ. Un canal
quantique surH est dit irréductible (au sens de Davies, [42]) s’il n’existe aucune projection non triviale π
deH telle que Φ

(
πI1(H)π

)
⊂ πI1(H)π. Il est facile de montrer que si un canal quantique admet un

unique état invariant et que celui-ci est �dèle, alors le canal est irréductible ; l’annexe A rappelle que si le
canal est irréductible, alors 1 est valeur propre de multiplicité au plus 1, et qu’un vecteur propre éventuel
associé est strictement positif. En particulier, un canal irréductible admet au plus un état invariant, qui
est alors �dèle.

Une application du théorème de Kümmerer–Maassen aux marches quantiques ouvertes donne donc
les résultats suivants : si Φ =

∑
i,j Φi,j est irréductible et admet un état invariant ρinv (qui sera automa-

tiquement �dèle), alors celui-ci est de la forme ρinv =
∑

i∈V ρinv(i) ⊗ |i〉〈i|, et pour tout état initial ρ,
tout i de V , la fréquence empirique en i dé�nie parNi,n := card{k ≤ n | vk = i}, véri�e

Ni,n

n
−→
n→∞

tr
(
ρinv(i)

)
Pρ-presque-sûrement,

1

Ni,n

n−1∑
k=0

ρk 1vk=i −→
n→∞

ρinv(i)

tr
(
ρinv(i)

) Pρ-presque-sûrement.
(8)

L’article [P15] caractérise “en termes de chemins” l’irréductibilité de Φ. Pour cela, on dé�nit pour i, j
de V un chemin de i à j comme une suite i0, . . . , i` in V où ` ≥ 1, tel que i0 = i et i` = j ; un tel
chemin est dit de longueur `. On note P(i, j) (respectivement P`(i, j)) l’ensemble des chemins de i à j
de longueur quelconque (respectivement de longueur `). Un chemin de i à i est appelé une boucle. Pour
π = (i0, . . . , i`) dansP(i, j) on noteLπ l’opérateur de hi dans hj dé�ni par

Lπ = Li`,i`−1
. . . Li1,i0 = Lj,i`−1

. . . Li1,i. (9)

On a alors :

Proposition 3.7 ([P15]). Le canal quantique Φ est irréductible si et seulement si, pour tous i et j de V , on
a l’une des conditions équivalentes

• pour tout x de hi \ {0}, l’ensemble {Lπx |π ∈ P(i, j)} est total dans hj ,
• pour tout x de hi \ {0} et y de hj \ {0}, il existe un chemin π deP(i, j) tel que 〈y, Lπx〉 6= 0.

Remarque 3.8. Une chaîne de Markov est irréductible si, sur le graphe induit par les transitions de proba-
bilité non nulle, tout point est accessible depuis tout point. La proposition 3.7 étend ce résultat en ajoutant
à la notion d’accessibilité celle des degrés de liberté interne. Il se réduit au critère usuel si la marche quan-
tique ouverte considérée est une dilatation minimale d’une chaîne de Markov (ce n’est plus le cas si l’on
considère des dilatations non minimales comme dans [7]). Remarquons cependant que l’irréductibilité
de Φ n’est pas la même chose que l’irréductibilité de (vn)n comme chaîne de Markov, et que cette dernière
notion n’est en fait pas bien dé�nie, voir la remarque 3.41.
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Aussi visuel qu’il puisse être, le critère donné par la proposition 3.7 n’est en général pas d’un usage
facile : voir l’exemple 3.9 ci-dessous.

Exemple 3.9. Appelons marche quantique ouverte simple sur V = {1, . . . , d} (respectivement V = Z)
la marche quantique ouverte avec hi ≡ C2 pour tout i et Li,i+1 = L−, Li+1,i = L+ pour tout i (où
i + 1 est compris modulo d si V = {1, . . . , d}), et L−, L+ sont deux opérateurs sur h qui véri�ent
L∗−L− + L∗+L+ = IdC2 . On peut montrer alors par une preuve longue et ennuyeuse que :

• la MQO simple sur {1, . . . , d} est irréductible si et seulement si l’ensemble des Lπ , π ∈ P(0, 0),
n’a pas de vecteur propre commun;

• la MQO simple sur Z est irréductible à moins qu’il n’existe un vecteur propre commun à L+L−,
L−L+, et L− ; ou un vecteur propre commun à L+L−, L−L+, et L+ ; ou qu’il n’existe deux
vecteurs linéairement indépendants e0 et e1 tels queL+e0, L−e0 ∈ Ce1 etL+e1, L−e1 ∈ Ce0.

Remarque 3.10. La proposition 3.7 peut s’adapter au cas d’une MQO étendue, i.e. au cas où les transitions
de j à i sont représentées par une application complètement positive Φi,j . En e�et, ce Φi,j admet une
décomposition dite de Kraus Φi,j(η) =

∑
Ki
L

(k)
i,j ηL

(k) ∗
i,j (voir par exemple [110]). La proposition 3.7

reste vraie si le chemin π est choisi non plus sur le graphe de sommets V mais sur le multigraphe dont
les di�érentes arêtes de j à i correspondent aux di�érents L(k)

i,j , k ∈ Ki, l’opérateur Lπ étant dé�ni en
conséquence comme un produit d’opérateursL(k)

i,j .

Le théorème de Perron–Frobenius a permis de s’assurer que 1 est valeur propre de multiplicité au plus
1 ; comme pour les matrices de transition, la notion de période permet de préciser la forme du spectre
périphérique et, dans le cas apériodique avec dimH <∞, de montrer que Φn converge quand n→∞.
La notion de période donnée dans [56, 68] se réduit dans le cas des marches quantiques ouvertes à la
dé�nition suivante (qui étend encore une fois la dé�nition classique) :

Définition 3.11 ([P15]). La période de Φ est le plus grand d ∈ N pour lequel il existe pour chaque i ∈ V
une résolution de l’identité 1 pi(0), . . . , pi(d− 1) de hi telle que pour tous k = 0, . . . , d− 1, on a

pi(k)Li,j = Li,jpj(k − 1) (10)

(où k − 1 est à comprendre modulo d).

L’apériodicité permet d’obtenir un résultat de convergence en loi dans le cas dimH <∞ :

Proposition 3.12 ([P15]). Si la marche quantique ouverte est irréductible et apériodique surH de dimen-
sion finie, alors pour tout état initial ρ et tout i de V ,

P(Xn = i) −→
n→∞

tr
(
ρinv(i)

)
.

Encore une fois, déterminer en général la période d’une marche quantique ouverte est di�cile. Comme
dans le cas classique, on peut cependant obtenir une condition su�sante simple d’apériodicité :

Proposition 3.13 ([P15]). S’il existe i de V tel que pour tout x de hi,

pgcd{` ≥ 1,∃π ∈ P`(i, i) tel que 〈x, Lπx〉 6= 0} = 1,

alors la marche quantique ouverte est apériodique.
1. Une résolution de l’identité est une famille de projecteurs orthogonaux dont la somme vaut l’identité.
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Exemple 3.14. En excluant les cas triviaux oùL+ = 0 ouL− = 0 :
• la MQO simple sur {1, . . . , d} avec d impair a pour période 1 ;
• la MQO simple sur {1, . . . , d} avec d pair, ou sur Z, a pour période 2 ou 4.

Dans le deuxième cas, la période est 4 uniquement s’il existe une base orthonormée de C2 dans laquelle
L+ est diagonale etL− antidiagonale (ou réciproquement).
Remarque 3.15. Encore une fois, la dé�nition 3.11 et la proposition 3.13 restent vraies pour des marches
quantiques ouvertes étendues, à condition de considérer des chemins sur un multigraphe.

L’hypothèse d’irréductibilité et le théorème de Perron–Frobenius permettent facilement de montrer
loi des grands nombres, théorème de la limite centrale et principe de grande déviation d’un seul coup.
Nous donnons la preuve dans le cas d’une MQO sur un grapheV �ni, puis énonçons un résultat similaire
dans le cas d’une MQO homogène sur un réseau. Supposons donc V = {1, . . . , d} et notons Nn le d-
uplet

(
N1,n, . . . , Nd,n

)
. Alors pour tout α ∈ Rd on a

Eρ
(

exp(〈α,Nn〉Cd)
)

=
∑
i1,...,in

exp
(
(αi1 + . . .+ αin)

)
tr
(
φin,in−1

◦ . . . ◦ φi2,i1(ρi1)
)

= tr
(
Φ(α) ◦ . . . ◦ Φ(α)(eα1ρi1 ⊗ |i1〉〈i1|)

)
où

Φ(α) =
∑
i,j∈V

eαiΦi,j .

Par le critère de la proposition 3.7, l’opérateur Φ(α) reste irréductible si Φ l’est, donc son rayon spectral
λ(α) est une valeur propre simple, de vecteur propre associé strictement positif. On peut alors montrer
en utilisant la structure périodique de la dé�nition 3.11 (ou la proposition 4.9, voir la remarque 4.11) que

1

n
logEρ

(
exp(〈α,Nn〉Cd)

)
→

n→∞
log λ(α). (11)

De plus, par la théorie de perturbation des valeurs propres en dimension �nie (voir le premier chapitre
de [83]), λ(α) est localement analytique en α au voisinage de tout α ∈ R. Par conséquent, α 7→ λ(α) est
in�niment dérivable sur R. On obtient donc immédiatement une loi des grands nombres et un principe
de grande déviations pour (vn)n. De plus, un e�ort supplémentaire permet de montrer que le terme
de gauche dans (11) est uniformément borné en n pour u dans un voisinage complexe de l’origine. On
peut alors appliquer le théorème de Bryc multidimensionnel (voir l’annexe A.4 de [P11]) pour obtenir un
théorème de la limite centrale. Les moyenne et variance limite peuvent s’exprimer en fonction de λ, et de
là on obtient des expressions plus explicites. On peut ensuite étendre facilement ce résultat au cas où Φ a
un unique état invariant non �dèle. On obtient le résultat suivant :

Proposition 3.16 ([P13]). Soit Φ une marche quantique ouverte sur V = {1, . . . , d}, qui admet un
unique état invariant ρinv. Définissonsm = (m1, . . . ,md) ∈ Rd etC une matrice symétrique d× d par

mi = tr
(
ρinv(i)

)
, 〈u,Cu〉 = λ′′u − (λ′u)2

où λ′u et λ′′u sont les dérivées au sens de Gâteaux en 0, dans la direction u. On a alors

Nn

n
→

n→∞
m Pρ-presque-sûrement,

Nn −m√
n

→
n→∞

N (0, C) en distribution,
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etNn vérifie un principe de grande déviations pour la bonne fonction de taux

I(ν) = sup
α∈Rd

(
〈α, ν〉 − log λ(α)).

On peut donner un énoncé similaire pour une marche quantique ouverte telle que :

• V est un réseau de Rd engendré positivement par une famille S de p vecteurs s1, . . . , sp,
• hi ≡ h pour h de dimension �nie �xée,
• la marche est homogène au sens où Φi,j est égal à un certain Φs si i− j = s pour un s ∈ S, et est

nul autrement.
Dans ce cas on peut dé�nir un canal quantique dit “auxiliaire” sur h par ψ =

∑
s∈S φs. Une preuve

identique à celle du théorème 3.16 montre que

Proposition 3.17 ([P17]). Supposons que dans le cas décrit ci-dessus,ψ admet un unique état invariantηinv.
Définissons un vecteurm de Rd etC une matrice d× d réelle symétrique par

m =
∑
s∈S

s tr
(
φs(ηinv)

)
, 〈u,Cu〉 = λ′′u − (λ′u)2

On a alors

vn
n
→

n→∞
m Pρ-presque-sûrement,

vn −m√
n

→
n→∞

N (0, C) en distribution,

et (Nn)n vérifie un principe de grande déviations pour la bonne fonction de taux

I(ν) = sup
α∈Rv

(
〈α, ν〉 − λ(α)).

La preuve est essentiellement identique à celle que nous avons donnée pour le théorème 3.16.

Remarque 3.18. Un théorème de la limite centrale pour (vn)n ci-dessus avait déjà été donné pourV = Zd

dans [8]. La formule donnée pour la covariance prend une forme a priori di�érente, mais la remarque 5.15
de [P13] montre qu’elle coïncide avec la nôtre.

Remarque 3.19. Quand la MQO est une dilatation minimale d’une chaîne de Markov classique, l’appli-
cationψ est triviale (c’est la multiplication par la constante 1) mais l’applicationα 7→ ψ(α) ne l’est pas. La
technique de preuve ci-dessus est d’ailleurs standard dans le cadre classique (voir la section 3.1 de [45]).

Remarque 3.20. Les résultats concernant les décompositions d’un Φ général en MQO irréductibles décrits
dans la section 6 de [P15] (et développés ensuite dans [P14]) permettent d’étendre ces résultats dans des
cas où les canaux quantiques pertinents ont plusieurs états invariants.

Poursuivons l’étude des marches quantiques ouvertes en analogie avec celle des chaînes de Markov :
l’une des premières questions abordées dans un traitement classique de ces dernières concerne la récur-
rence. Supposons donc un instant que (vn)n est une chaîne de Markov classique sur un ensemble discret
V . Pour tout i de V , on dé�nit

Ti = inf{n ≥ 1 | vn = i}, Ni = card{n ≥ 1 | vn = i}.
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Les résultats classiques (voir par exemple [51] ou [104]) concernant les temps de retour ou de passage
(Ti)i∈V et nombre de visites (Ni)i∈V montrent que pour tout i de V ,

Pi(Ti <∞) = 1⇔ Ei(Ni) =∞. (12)

Cette équivalence permet donc de dé�nir une notion de récurrence en partant, au choix, des quantités
Pi(Ti <∞) ou Ei(Ni). De plus, si la chaîne de Markov est irréductible,

Pi(Ti <∞) < 1 pour tout i ∈ V, ou Pi(Ti <∞) = 1 pour tout i ∈ V, (13)
Ei(Ni) <∞ pour tout i ∈ V, ou Ei(Ni) =∞ pour tout i ∈ V. (14)

De même, pour une chaîne de Markov irréductible,

Ei(Ti) <∞ pour tout i ∈ V, ou Ei(Ti) =∞ pour tout i ∈ V. (15)

Si de plus la chaîne de Markov admet une mesure de probabilité
(
ρi
)
i∈V , invariante, alors

Ei(Ti) = ρ−1
i <∞ pour tout i ∈ V. (16)

L’article [P17] étudie en particulier les analogues des propriétés (12) à (16) pour les marches quantiques
ouvertes. On va voir que ces propriétés ne sont pas toutes véri�ées. Pour énoncer nos résultats, on va
noter Pi,% la probabilité Pρ dans le cas où ρ = %⊗ |i〉〈i| avec % un état sur hi (de même pour Ei,%).

On peut donner des résultats pour des MQO générales (voir [P17]) mais on obtient des alternatives
intéressantes lorsque l’on fait sur la marche une hypothèse qui assure que la mémoire contenue dans les de-
grés de liberté interne est en un sens limitée. On dira qu’une marche quantique ouverte surH =

⊕
i∈V hi

est semifinie si dim hi <∞ pour tout i ∈ V .
Le premier résultat traite des analogues de (13) et (14) :

Théorème 3.21 ([P17]). Soit Φ une marche quantique ouverte irréductible et semifinie. On a alors une
alternative entre les trois situations suivantes :

1. pour tous i, j de V et % dans S(hi), on a Ei,%(Nj) =∞ et Pi,%(Tj <∞) = 1 ;
2. pour tous i, j de V et % dans S(hi), on a Ei,%(Nj) <∞ et Pi,%(Ti <∞) < 1 ;
3. pour tous i, j de V et % dans S(hi), on a Ei,%(Nj) < ∞mais il existe i dans V , %, %′ dans S(hi)

(% nécessairement non fidèle) tels que Pi,%(Ti <∞) = 1 et Pi,%′(Ti <∞) < 1.

Remarque 3.22. La remarque 3.2 de [P17] donne des exemples des trois situations décrites ci-dessus et
montre donc que (12) et (13) ne sont pas véri�ées pour les MQO. La situation 3. est évidemment spéci�que
à ce cas non-commutatif.

La preuve du théorème 3.21 fait appel à trois arguments di�érents. Tout d’abord, on montre qu’on
peut construire pour tous i, j de V une contraction complètement positive Pi,j de I1(hj) dans I1(hi)
telle que

Pi,%(Tj <∞) = tr
(
Pj,i(%)

)
, Ei,%(Nj) =

∑
k≥0

tr
(
Pk
j,j ◦Pj,i(%)

)
, (17)

puis quePi,%(tj <∞) = 1 si et seulement siP∗i,j(Idhi
) est de la forme

(
Id 0
0 ∗

)
dans la décomposition

hi = Ran % ⊕ (Ran %)⊥, ce qui explique l’importance des % �dèles. Par ailleurs, on peut voir que pour
tout j de V ,

DN (j) =
{
x =

∑
i∈V

vi ⊗ |i〉 tel que
∑
i∈V

∑
π∈P(i,j)

‖Lπϕi‖
2 <∞

}
(18)
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est un espace vectoriel stable par tous les Lk,l ⊗ |k〉〈l| pour k, l in V . Ceci signi�e que le projecteur or-
thogonal π sur la fermeture de DN (j) véri�e Φ

(
πI1(H)π

)
⊂ πI1(H)π. Si Φ est irréductible, alors

π = 0 ou IdH ; or si vi ∈ DN (j) ∩ hi, on a Ei,|vi〉〈vi|(Nj) < ∞ et ceci permet de conclure (no-
tons qu’il n’y a pas d’argument analogue concernant la probabilité Pi,%(tj < ∞)). En�n, le troisième
argument consiste à montrer que si dim hi < ∞ et que Φ est irréductible, alors pour tout j de V on a
inf%∈S(hi)

Pi,%(tj < ∞) > 0, ce qui permet d’utiliser des arguments “à la Markov” pour montrer que
Ei,%(Nj) =∞ implique Ei,%(Nj

′) =∞ pour tout j′.

On a bien en revanche pour les marches quantiques ouvertes un résultat analogue à (15) :

Théorème 3.23 ([P17]). Soit Φ une marche quantique ouverte irréductible et semifinie. On a alors une
alternative entre les deux situations suivantes :

1. pour tout i de V et % de S(hi), on a Ei,%(Ti) <∞,
2. pour tout i de V et % de S(hi), on a Ei,%(Ti) =∞.

Ce résultat s’établit en remarquant que

DT (j) =
{
ϕ =

∑
i∈V

ϕi ⊗ |i〉 tel que
∑
i∈V

∑
π∈PV \{j}(i,j)

`(π) ‖Lπϕi‖
2 <∞

}
est stable par tous lesLk,l ⊗ |k〉〈l| pour k, l in V et en utilisant un argument d’irréductibilité.

On peut en�n établir un résultat concernant les temps de retour analogue à (16). Pour l’énoncer, dé-
�nissons pour j ∈ V un temps de k-ième retour par récurrence sur k ∈ N :

T
(k)
j = inf{n > T

(k−1)
j | vn = j}.

On a alors :

Théorème 3.24 ([P17]). Soit Φ une marche quantique ouverte irréductible et semifinie, admettant un état
invariant ρinv =

∑
i∈V ρinv(i)⊗|i〉〈i|. Alors cette marche est dans la situation 1 du théorème 3.23, et pour

tous i, j de V et % dans S(hi), la suite (T
(k)
j /k)k converge Pi,%-presque-sûrement et dans L1(Pi,%) vers

E
j,

ρinv(j)

tr ρinv(j)

(Tj) =
(

tr ρinv(j)
)−1

. (19)

Discutons la preuve de ce théorème. Tout d’abord, (8) montre que 1
Nj,n

∑Nj,n
k=1 ρt(k)j

→
n→∞

ρinv(j)

tr
(
ρinv(j)

) ,

ce qui montre que l’on est dans la situation 1 du théorème 3.23 et que par conséquent l’opérateur Pj,j est
complètement positif, préserve la trace par (17) et a l’opérateur �dèle ρinv(j)

tr
(
ρinv(j)

) pour invariant, donc est

irréductible. Or, si l’on notePV \{j}(j, j) l’ensemble des boucles de j à j qui ne passent pas par j sauf en
leurs extrémités, l’opérateur Pj,j peut s’écrire Pj,j(%) =

∑
π∈PV \{j}(j,j) Lπ%L

∗
π . La famille φπ : % 7→

Lπ%L
∗
π pour π ∈ PV \{j}(j, j) dé�nit bien un instrument et la probabilité (6) sur

(
PV \{j}(j, j)

)N
associée est donc ergodique par la remarque 3.1. On voit que t(k)

j s’identi�e à la longueur totale des k
premiers éléments de ω ∈

(
PV \{j}(j, j)

)N ; c’est donc est une fonctionnelle additive et on obtient le
résultat �nal grâce au théorème ergodique de Birkho�.
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Le dernier sujet abordé par [P17] est celui du problème de Dirichlet. Cette question étant moins na-
turelle que les précédentes dans le contexte des mesures répétées, nous ne le décrirons pas ici : disons
simplement que les résultats précédents permettent de construire des solutions à des problèmes du type(
(Id − Φ)(Z)

)
i

= Ai pour i dans un domaine discretD, et Zj = Bj pour j sur le bord ∂D deD, où
(Ai)i∈D et (Bj)j∈∂D sont les données du problème.
Remarque 3.25. Encore une fois, les propositions 3.16 et 3.17, les théorèmes 3.21, 3.23 et 3.24 se généralisent
immédiatement au cas des MQO étendues. Par ailleurs, les décompositions de Φ en MQO irréductibles
de [P15] permettent d’obtenir des expressions pour les quantités comme Pi,%(tj < ∞) introduites ci-
dessus, sans hypothèse d’irréductibilité. Nous ne détaillons pas ces expressions ici.

2. Entropie des statistiques de mesure répétées

Cette section décrit les résultats obtenus dans les articles [P20] 2 et [P26]. L’objectif de l’article [P20]
était de comprendre la production d’entropie des mesures indirectes, ce que l’on peut décrire moins for-
mellement comme “l’apparition de la �èche du temps” : si l’on reçoit une liste (i1, . . . , in) dont on sait
qu’elle est une liste de résultats de mesure lue soit à l’endroit, soit à l’envers, pourra-t-on déterminer quel
est le sens correct?

On considère un instrument I = (Φi, i ∈ V ) sur un espace de HilbertH de dimension �nie, et la
mesure de probabilité Pρ sur Ω = V N dé�nie par (1). Pour construire la mesure renversée, il nous faut
faire l’hypothèse suivante :
(A) L’état initial ρ est Φ-invariant et �dèle : Φ(ρ) = ρ et ρ est dé�nie positive.
On considère une involution θ de V . L’hypothèse (A) assure que

P̂ρ
(
i1, . . . , in

)
= Pρ

(
θ(in), . . . , θ(i1)

)
(20)

dé�nit via le théorème d’extension de Kolmogorov une probabilité sur V N qui est invariante par transla-
tion à gauche, notée τ . Déterminer la �èche du temps comme nous l’évoquons ci-dessus revient à e�ectuer
un test d’hypothèse entre Pρ et P̂ρ.

Remarque 3.26. Il existe (au moins) un instrument Î tel que la statistique des mesures associées à (Î, ρ̂)

est P̂ρ avec ρ̂ = ρ. Cet instrument a été identi�é par Crooks, voir [36], et est dé�ni par Î = (Φ̂i, i ∈ I)
où

Φ̂i(η) = ρ+1/2Φ∗θ(i)(ρ
−1/2ηρ−1/2)ρ+1/2. (21)

On a encore que Φ̂(ρ̂) = ρ̂ si Φ̂ :=
∑

i∈I Φ̂i.

Pour simpli�er les notations, nous noterons simplement P et P̂ ces deux mesures, et Pn, P̂n respec-
tivement leurs marginales sur V n. Pour pouvoir dé�nir la variable aléatoire centrale à cette étude, nous
faisons une hypothèse supplémentaire :
(B) Pour tout n on a suppPn = supp P̂n
(remarquons que suppPn 6= supp P̂n implique suppPn+1 6= supp P̂n+1). On dé�nit alors sans am-
biguïté une variable aléatoire ςn égale P-presque-partout sur Ω à

ςn(ω) = log
P(i1, . . . , in)

P̂(i1, . . . , in)
. (22)

2. Cet article a été écrit “dans l’interprétation de Heisenberg”, autrement dit les φi de [P20] sont nos φ∗i .
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Cette variable est appelée la variable aléatoire d’information relative (voir [35]), ou log-vraisemblance. Elle
a la propriété que

E(ςn) = S(Pn| P̂n) logE(e−αςn) = S1−α(Pn| P̂n) = Sα(Pn| P̂n) (23)

(ici et dans toute la suite, les espérances notées E sont calculées par rapport à P). On peut montrer les
résultats suivants :

Théorème 3.27 ([P20]). Supposons vérifiées les hypothèses (A) et (B). Alors :
1. La limite

ep = lim
n→∞

1

n
E(ςn) (24)

existe dans [0,+∞]. Cette quantité est appelée le taux moyen de production d’entropie.
2. La limite

σ = lim
n→∞

1

n
ςn (25)

existe P-presque-sûrement dans R et vérifie σ ◦ τ = σ. Si de plus ep <∞ alors la limite (25) a lieu
au sens L1(P). La quantité σ(ω) est appelée la production d’entropie le long de la trajectoire ω ∈ Ω.

Le premier point de cette proposition découle facilement du lemme de Fekete sur les suites numé-
riques sous-additives. Le second provient du théorème ergodique sous-additif de Kingman (que l’on peut
voir comme une version presque-sûre du lemme de Fekete, voir le théorème 10.1 de [121]), et du théo-
rème de Shannon–McMillan–Breiman (théorème 16.8.1 de [35]). La sous-additivité provient de l’inégalité
simple suivante :

P(i1, . . . , im+n) = tr
(
Φim
◦ . . . ◦ Φi1

(ρ) Φ∗im+1
◦ . . . ◦ Φ∗im+n

(Id)
)

≤ tr
(
Φim
◦ . . . ◦ Φi1

(ρ)
)

tr
(
Φ∗im+1

◦ . . . ◦ Φ∗im+n
(Id)

)
≤ λ−1

0 P(i1, . . . , im
)
P
(
im+1, . . . , im+n)

(26)

où λ0 = min sp ρ. On peut alors montrer que sous une hypothèse d’irréductibilité, l’annulation de ep

caractérise l’égalité de la mesure P et de la mesure renversée P̂. On rappelle (voir remarque 3.1) que le
système dynamique (Ω,P, τ) est ergodique si Φ est irréductible.

Théorème 3.28 ([P20]). Supposons le système dynamique (Ω,P, τ) ergodique. Alors σ = ep, et on a
P = P̂ si et seulement si σ = 0 P-presque-sûrement.

Quand l’instrument I est associé à une chaîne de Markov de matrice de transition Π = (Πi,j)i,j∈V
comme dans la remarque 3.4, c’est-à-dire qu’on a I = (Φi,j , i ∈ V ) avecH = C et φi,j = Πj,i, et que
ρ est l’état diagonal de coe�cients (ρi, i ∈ V ) supposé invariant par Π, alors le théorème ergodique de
Birkho� montre immédiatement que

σ =
∑
i,j∈V

ρiΠi,j log
Πi,j

Πj,i
=
∑
i,j∈V

ρiΠi,j log
ρiΠi,j

ρjΠj,i
,

de sorte que σ = 0 si et seulement si la chaîne véri�e la relation de bilan détaillé ρiΠi,j = ρjΠj,i. Il est
naturel de se demander s’il existe une caractérisation similaire dans le cas général ; cette question est l’objet
de l’article [P26]. Il existe dans la littérature plusieurs notions de bilan détaillé dans le cas quantique, qui
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concernent le canal quantique Φ et non l’instrument (Φi, i ∈ V ). Nous choisissons de dire qu’un canal
quantique Φ véri�e le bilan détaillé quantique si, notant Φ̃ le dual de Φ pour le produit scalaire (η1, η2) 7→
tr(ρ

1
2 η∗1ρ

1
2 η2), il existe une involution unitaire ou antiunitaire J telle que Jρ = ρJ et JΦ(η)J =

Φ̃(JηJ) pour tout η (on peut montrer que les autres notions usuelles de bilan détaillé quantique sont
équivalentes entre elles, et entraînent celle-ci). Il est naturel d’étendre cette notion aux instruments, en
disant que (Φi, i ∈ V ) véri�e le bilan détaillé 3 s’il existe un tel J et une involution θ de V tels que
Φ̃i = Φθ(i).

Il existe alors une notion de complétude d’un instrument (Φi, i ∈ V ) qui revient à dire que, si
l’on écrit chaque Φi sous la forme Φi(ρ) = trHE

(
U(ρ ⊗ ξ)U∗Πi

)
avec Πi un opérateur positif tel

que
∑

i∈V Πi = IdHE (c’est toujours possible, voir le théorème 2.4 de [125]) et véri�ant la condition
vect(Πi, i ∈ V ) = B(HE). Dans le cadre de mesures indirectes tel que présenté en section 0.3, cette
hypothèse de complétude n’est pas véri�ée à moins que dimHE = 1. Il nous faudrait donc étendre le
protocole de mesure en supposant qu’il existe non pas une observable de mesureM mais une familleMj ,
j ∈ V d’observables que l’on suppose encore une fois par facilité non dégénérée, de projecteurs spectraux
πi,j , i = 1, . . . ,dimHE et que l’on choisit à chaque itération du cycle évolution-mesure suivant une loi
(pj)j∈J quelle observableMj sera mesurée, de sorte que l’on a un instrument donné par les Φi,j suivants :

Φi,j(ρ) := pj trHE
(
(IdHS ⊗ πi,j)U(ρ⊗ ξ)U∗ (IdHS ⊗ πi,j)

)
.

L’hypothèse de complétude revient alors à dire que vect(πi,j , i = 1, . . . ,dimHE , j ∈ J) = B(HE).
Remarquons que cette notion est véri�ée trivialement par les dilatations minimales de chaînes de Markov,
pour lesquelles dimHE = 1, voir la remarque 3.4.

Cette notion permet d’énoncer que les notions ci-dessus sont équivalentes :

Théorème 3.29 ([P26]). Supposons le canal quantique Φ irréductible ; alors les points suivants sont équi-
valents :

1. le canal Φ vérifie le bilan détaillé pour J ;
2. il existe un instrument complet (Φi, i ∈ V ) avec Φ =

∑
i∈V Φi, et une involution θ de V , tels que

(Φi, i ∈ V ) vérifie le bilan détaillé pour J et θ ;
3. il existe un instrument complet (Φi, i ∈ V ) avec Φ =

∑
i∈V Φi, et une involution θ de V , tels que

la production d’entropie ep définie dans la proposition 3.27 est nulle.

L’hypothèse de complétude permet de remonter de la probabilité Pρ induite par des instruments,
comme en (1), à un état sur la chaîne d’environnements E1, E2, . . . état qui est un finitely correlated state
au sens de Fannes, Nachtergaele et Werner (voir [59, 60]). On béné�cie alors des résultats d’unicité qui
existent dans le cadre de cette théorie (voir à nouveau [59, 60], ainsi que [74]). Ce théorème 3.29 montre
que le bilan détaillé quantique pour Φ équivaut à l’existence d’un protocole de mesure indirecte complet
au sens des informations qu’il fournit, qui induit une évolution moyenne décrite par Φ, et qui donne une
production d’entropie ep nulle.

Revenons à la question de discriminer entre P et P̂ ; le théorème 3.27 permet de donner une première
réponse. Dans les théorèmes 3.30 et 3.33, nous considérons la question du test d’hypothèse en construisant,
pour chaquen, un “test”, événementTn dont l’observation nous mènerait à conclure que les données ont
été échantillonnées parP, et la non-observation qu’ils ont été échantillonnés par P̂. Dans ce cadre,Pn(T cn)

est l’erreur “de conclure à tort à P̂” et P̂n(Tn) l’erreur “de conclure à tort à P”.

3. On aimerait parler alors de bilan détaillé détaillé.
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Théorème 3.30 ([P20]). Supposons vérifiées les hypothèses (A) et (B), et soit ε ∈]0, 1[. Pour n ∈ N∗ on
définit

sn(ε) = min
(
P̂n(Tn) pour Tn ∈ Ωn avec Pn(T cn) ≤ ε

)
.

Si le système dynamique (Ω,P, τ) est ergodique, alors

lim
n→∞

1

n
log sn(ε) = −ep.

Ce résultat montre que le taux optimal de décroissance de P̂n(Tn) si l’on contraint Pn(T cn) à rester
inférieure à ε est ep (et on peut remplacer dans cette phrase “rester inférieure à ε” par “tend vers zéro”).
C’est une application standard du théorème 3.27, voir la section 3.4 de [45].

Pour être plus précis en termes de détermination de la �èche du temps, il nous faut introduire de
nouvelles hypothèses. L’hypothèse ci-dessous n’est pas exactement celle qui est donnée dans [P20] mais
on montre facilement qu’elle lui est équivalente (voir [18]).
(C) Il existeC > 0 et τ ≥ 0 tels que pour tous i1, . . . , im et j1, . . . , jn il existe k1, . . . , k` avec ` ≤ τ ,

tels que

P(i1, . . . , im, k1, . . . , k`, j1, . . . , jn) ≥ C P(i1, . . . , im)P(j1, . . . , jn)

P̂(i1, . . . , im, k1, . . . , k`, j1, . . . , jn) ≥ C P̂(i1, . . . , im) P̂(j1, . . . , jn).

Remarque 3.31. On peut montrer (voir la proposition 2.8 de [62]) que si Φ est irréductible, alors la condi-
tion ci-dessus est vraie pour P seul (et la même chose est vraie pour P̂). Ceci su�t à étudier par exemple
les entropies de Rényi de P et de P̂, mais nous nous intéressons ici aux propriétés relatives de P et P̂ et
avons besoin de la condition (C) qui renforce la propriété générale en permettant un choix commun de
k1, . . . , k` pour P et pour P̂.

On va considérer également un renforcement de (C) qui consiste à imposer ` = 0 :
(D) Il existeC > 0 tel que pour tous i1, . . . , im et j1, . . . , jn,

P(i1, . . . , im, j1, . . . , jn) ≥ C P(i1, . . . , im)P(j1, . . . , jn)

P̂(i1, . . . , im, j1, . . . , jn) ≥ C P̂(i1, . . . , im) P̂(j1, . . . , jn).

On peut alors prouver :

Théorème 3.32 ([P20]). Supposons vérifiées les hypothèses (A), (B) et (C). Alors :
1. Pour tout α ∈]0, 1[, la limite

e(α) = lim
n→∞

1

n
logE(e−αςn) (27)

existe dans ]−∞,+∞]. La function e est convexe, nulle en 0 et 1, et vérifie la symétrie

e(α) = e(1− α), α ∈ R. (28)

Elle est dérivable sur ]0, 1[ et admet des dérivées à droite en 0 et à gauche en 1, qui valent respective-
ment−ep et +ep. La suite (ςn)n vérifie un principe de grandes déviations local sur ]− ep,+ep[.
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2. Si de plus (D) est vraie, alors e est finie et dérivable surR. La suite (ςn)n vérifie un principe de grandes
déviations (global) pour la fonction de taux

I(s) = sup
α∈R

(αs− e(−α)), s ∈ R,

qui vérifie la relation I(−s) = I(s) + s pour tout s ∈ R.

Ces résultats ont été renforcés par [38], où les auteurs montrent les hypothèses (A), (B) et (C) su�sent
à ce que quantité e(α) dé�nie par (27) existe dans ] −∞,+∞] pour tout α ∈ R, et qu’un principe de
grandes déviations soit véri�é. Leur approche des grandes déviations se fait par la théorie Ruelle–Lanford
et non par le théorème de Gärtner–Ellis, comme dans [P20].

En termes de détermination de la �èche du temps, le théorème 3.32 a la conséquence suivante :

Théorème 3.33 ([P20]). Supposons vérifiées les hypothèses (A), (B) et (C). Alors :
1. Si l’on définit l’erreur totale

cn = min
Tn∈Ωn

(
P̂n(Tn) + Pn(T cn)

)
,

dans le test d’hypothèses de P contre P̂, on a

lim
n→∞

cn = min
α∈[0,1]

e(α) = e
(
1/2
)
. (29)

2. Si l’on définit pour s ≥ 0

h(s) = inf
{

lim
n→∞

1
n log P̂n(Tn), Tn ∈ Ωn tel que lim sup

n→∞
1
n log P̂n(T cn) < −s

}
,

le taux de décroissance optimal de P̂n(Tn) sous la contrainte que P̂n(T cn) décroît avec un taux s, alors

h(s) = inf
α∈[0,1[

sα+ e(α)

1− α
(30)

(et cette dernière quantité est nulle si s > ep).

Remarque 3.34. L’objectif de l’article [P20] était l’étude de l’apparition de la �èche du temps lors des me-
sures indirectes et c’est pourquoi, quand on parle de l’instrument Î et de l’état ρ̂, on suppose toujours
qu’ils induisent le renversement dePρ. On peut cependant presque immédiatement étendre nos résultats
a�n de discuter le test d’hypothèse entre des probabilités Pρ et P̂ρ̂ induites par (I, ρ) et (Î, ρ̂) respective-
ment, dans un cadre plus général. En e�fet, les théorèmes 3.27 et 3.30, et par conséquent les théorèmes 3.32
et 3.33, restent vrais si l’on remplace (A) par l’hypothèse que Φ(ρ) = ρ et Φ̂(ρ̂) = ρ̂ avec ρ et ρ̂ �dèles,
avec l’exception que (28) et la dernière identité “= e(1/2)” de (29) ne sont plus vraies en général.

Nous devons dire un mot des preuves du théorème 3.32 (le théorème 3.33 est alors une application
standard, voir la section 3.5 de [45]). Cette preuve utilise le cadre du formalisme thermodynamique non-
additif. Elle consiste à montrer que e(α) s’écrit comme le supremum d’une certaine fonctionnelle sur
l’ensemble des probabilités de V N invariantes par le décalage à gauche θ ; ceci s’obtient en exploitant un
principe variationnel, puis en montrant que le maximum est atteint, cela étant fait par des constructions
utilisant le théorème de Kolmogorov–Sinai. On peut alors montrer en suivant la preuve du théorème 1.2
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de [61] que les dérivées à droite et à gauche de e(α) s’écrivent comme les in�mum et supremum d’une
autre fonction sur l’ensemble des probabilités τ -invariantes sur lesquelles le supremum précédent est at-
teint. Tout ceci utilise uniquement le “découplage supérieur” prouvé en (26). On montre ensuite que ce
dernier ensemble évoqué est un singleton en utilisant la propriété de “découplage inférieur” fournie par
l’hypothèse (C).

Remarquons en�n que les théorèmes ci-dessus reposent sur des hypothèses ((B) et surtout (C) ou
(D)) dont nous n’avons pas encore montré qu’elles étaient véri�ées par des modèles non triviaux. Aucun
modèle n’a été traité dans [P20], les exemples étant renvoyés à l’article [18] (auquel je n’ai pas contribué).
Ce dernier article propose de nombreux modèles servant d’exemple aux résultats de [P20] et [38], et de
contre-exemple à d’éventuels énoncés plus forts. Je cite ici tout de même deux exemples : les chaînes de
Markov classiques et les mesures à deux temps.

Exemple 3.35. On considère une chaîne de Markov sur V = {1, . . . , `} de matrice de transition Π =
(Πi,j) et de probabilité invariante π. On peut construire (comme dans la remarque 3.4) un instrument
tel que la probabilité Pρ associée par (1) est la loi de la chaîne de Markov ci-dessus, en posant Φi(ρ) =∑

j Πj,iρj,j |i〉〈i| pour tout i ∈ V . Alors si la chaîne est irréductible, (A) est véri�ée, et si l’involution θ
véri�e Πi,j = 0 ⇔ Πθ(j),θ(i) = 0 alors (B) et (C) sont véri�ées. Remarquons cependant que l’on peut
dans ce cas, par des techniques classiques semblables à ce qui a été fait en page 62, montrer que e(α) est
dé�ni et in�niment dérivable sur R.

Exemple 3.36. On considère une situation de mesure indirecte à deux temps d’une observable M : ceci
revient à ajouter à la procédure décrite en section 0.3 un préalable à l’étape 1, qui est de mesurerM avant
interaction avecHS (qui est ici notéH). Le résultat associé à cette nouvelle expérience est alors un couple
(i, j) d’éléments de spM , et l’instrument correspondant est (Φi,j , i, j ∈ spM), avec

Φi,j(ρ) = trK
(
U(ρ⊗ πiξπi)U

∗(Id⊗ πj)
)
.

L’article [17] montre que si ξ est dé�nie positive, alors il existe ρ dé�nie positive telle que Φ(ρ) = ρ ; si l’on
considère un telρ comme état initial, alors l’hypothèse (A) est véri�ée. On dira que le système considéré est
invariant par renversement du temps (IRT) s’il existe deux unitairesWH etWK deH etK respectivement,
tels que [M,WK] = 0 et (WH⊗WK)U(WH⊗WK) = U∗. On peut alors montrer (voir [18]) que si le
système est IRT, et que l’on choisit l’involution θ(i, j) = (j, i), alors l’hypothèse (B) est véri�ée et que si
de plus Φ est irréductible, alors l’hypothèse (C) est véri�ée également. On peut ensuite montrer que e(α)
est dé�ni et in�niment dérivable sur R, encore une fois suivant les mêmes techniques qu’en page 62, et
que e(α) est égal au logarithme du rayon spectral de

Φ(α) =
∑

i,i
′∈spM

( tr(Πiξ)

tr(Πi
′ξ)

)α
Φi,i

′ . (31)

On reprendra cet exemple au chapitre 4, où l’on considérera des mesures répétées similaires à cet exemple,
mais avec des paramètres dépendant du temps.

3. Mesures répétées d’un système : le système

On va maintenant s’intéresser au comportement de l’état aléatoire ρn après n mesures indirectes,
quand le nombre de mesuresn tend vers l’in�ni, et plus précisément à une éventuelle convergence. Remar-
quons dès maintenant que le cas des chaînes de Markov (qui est un cas particulier de la présente situation,
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voir la remarque 3.4) indique que l’on ne peut espérer qu’une convergence en loi. Par ailleurs, lorsque
le théorème 3.3 s’applique, une convergence en loi éventuelle de (ρn)n ne peut se faire que vers un état
pur. On va donc s’intéresser au processus (xn)n induit sur les états purs (au sens de la relation (4)) que
nous allons voir comme points de la sphère projective. Introduisons pour cela un peu de notation : pour
x ∈ H, on note x̂ sa classe correspondante dans l’espace projectif PH. Pour L un opérateur surH, on
note siLx 6= 0 parL · x̂ la classe L̂x. On va généraliser le cadre de notre étude en supposant donnée une
mesure µ surB(H) (qui n’est pas �nie en général), munie de sa σ-algèbre borélienne, et l’on suppose que
µ véri�e ∫

L∗Ldµ(L) = IdH. (32)

On pose alors

Φ(ρ) =

∫
LρL∗ dµ(L). (33)

L’application Φ est complètement positive et (32) implique qu’elle préserve la trace. Le cas considéré pré-
cédemment d’instruments parfaits (Φi)i∈V avecV �ni, où Φi(η) = LiηL

∗
i pour tout i ∈ V correspond

au cas où µ a support �ni, et où µ est la mesure image par i 7→ Li de la loi sur les résultats de mesure i
(auquel cas (32) est simplement la condition

∑
L∗iLi = IdH) ; on gardera à l’esprit cet exemple.

On pourrait alors dé�nir un processus stochastique sur Ω = B(H)N (muni d’une probabilité dé�nie
ci-dessous) véri�ant une relation similaire à (2) en posant

ρn(ω) =
Ln . . . L1ρL

∗
1 . . . L

∗
n

tr
(
Ln . . . L1ρL

∗
1 . . . L

∗
n

)
si ω = (L1, L2, . . .), et ce processus aurait la propriété que ρn est pur pour tout n si ρ l’est. Nous allons
nous placer dans une situation où ce processus (ρn)n serait presque-sûrement asymptotiquement pur, et
travaillons donc directement avec des états purs, représentés comme éléments de l’espace projectif PH.

Dé�nissons l’hypothèse analogue à celle du théorème 3.3 (on rappelle que X ∝ Y signi�e que X et
Y sont proportionnels, i.e.X = cY ou cX = Y ) :

(Pur) Tout projecteur orthogonal π tel que pour tout n ∈ N, πL∗1 . . . L
∗
nLn . . . L1π ∝ π pour µ⊗n-

presque tout (L1, . . . , Ln), est de rang 0 ou 1.

Remarque 3.37. Quand dimH = 2, l’hypothèse (Pur) équivaut à dire que µ n’est pas à support dans les
unitaires. En dimension supérieure, cette hypothèse essentielle est di�cile à véri�er, même lorsque µ est
une mesure à support �ni. La remarque 3.42 montrera que ce n’est pas étonnant.

Nous allons considérer la chaîne de Markov (x̂n)n sur PH associée à la matrice de transition

Π(x̂, S) =

∫
B(H)

1S(L · x̂)‖Lx‖2 dµ(L) (34)

(où x est un représentant arbitraire de x̂). Une première étape naturelle dans l’analyse du comportement
asymptotique de la loi de x̂n est d’étudier le ou les probabilité(s) invariante(s) de Π. Remarquons que, PH
étant compact et le noyau Π étant Feller, le théorème de Markov–Kakutani montre qu’il existe au moins
une probabilité invariante. Nous allons montrer que si l’hypothèse (Pur) est vraie et que Φ est irréductible,
alors cette probabilité invariante est unique. Nous montrerons ensuite la convergence de (x̂n)n vers cette
probabilité invariante, qui aura lieu à vitesse exponentielle pour la distance de Wasserstein d’ordre 1.
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Remarque 3.38. Notre chaîne de Markov s’écrit sous la formeLn . . . L1·x̂0, où les opérateursLi sont aléa-
toires. Notre étude entre donc dans le cadre général des produits aléatoires de matrices. De tels produits
ont été largement étudiés dans le cas où lesLi sont inversibles, indépendants et identiquement distribués,
voir [26, 63, 72, 92]. L’article [71] s’intéresse cependant au cas où le choix de Ln+1 conditionnellement à
xn se fait avec une probabilité proportionnelle à ‖Ln+1xn‖

s ; notre noyau de transition (34) correspond
donc au cas s = 2. Nous comparons nos hypothèses à celles de [71] dans la remarque 3.42 ci-dessous.

Pour énoncer notre théorème, dé�nissons une métrique sur PH par

dist(x̂, ŷ) =
(
1−

∣∣ 〈x,y〉
‖x‖ ‖y‖

∣∣2) 1
2 , (35)

où x et y sont des représentants de module 1 de x̂, ŷ. La distance de Wasserstein d’ordre 1 entre deux
probabilités sur PH peut alors être dé�nie grâce à la dualité de Kantorovich–Rubinstein par

W1(σ, τ) = sup
f∈Lip1(PH)

∣∣∣ ∫
X
f dσ −

∫
X
f dτ

∣∣∣,
où Lip1(PH) = {f : PH → R telle que |f(x) − f(y)| ≤ dist(x, y)} est l’ensemble des fonctions
lipschitziennes de constante égale à 1. Le résultat principal de [P24] est le suivant :

Théorème 3.39 ([P24]). Supposons queµ vérifie l’hypothèse (Pur) et que Φ admet un unique état invariant.
Alors Π admet une unique probabilité invariante νinv et il existe m ∈ {1, . . . ,dimH}, C > 0 et 0 <
λ < 1 tels que pour toute mesure de probabilité ν sur

(
PH,B

)
,

W1

( 1

m

m−1∑
r=0

νΠmn+r, νinv

)
≤ Cλn. (36)

Remarque 3.40. La convergence en distanceW1 est équivalente à la convergence en loi par compacité de
PH. On ne peut en revanche pas obtenir en général de convergence en variation totale : supposons par
exemple que µ est à support �ni dans l’ensemble des opérateurs inversibles. Alors si νa est une mesure
atomique et νb une mesure di�use, la variation totale ‖νaΠ

n−νbΠ
n‖VT vaut 1 pour toutn ; on ne peut

donc avoir ‖νaΠ
n − νinv‖VT →

n→∞
0 et ‖νbΠ

n − νinv‖VT →
n→∞

0.

Remarque 3.41. L’hypothèse “Φ admet un unique état invariant” est véri�ée en particulier si Φ est irré-
ductible, et une variation sur les résultats de l’annexe A montre qu’elle est vraie si et seulement si il existe
un unique projecteur π minimal non nul tel que Φ(πI1(H)π) ⊂ πI1(H)π, ou encore qu’il existe un
unique sous espace minimalE deH tel queLE ⊂ E pour toutL ∈ suppµ. C’est donc une hypothèse
de nature algébrique qui porte sur Φ, ce qui est di�érent d’une éventuelle irréductibilité de (x̂n)n comme
chaîne de Markov sur PH. De la même manière, le coe�cient m ci-dessus est la période de Φ (ou plutôt
de sa restriction à πI1(H)π ci-dessus) au sens rappelé dans l’annexe A. Les dé�nitions usuelles de la pé-
riode d’une chaîne de Markov ne s’appliquent pas, à notre connaissance, à (x̂n)n qui n’est en général pas
ϕ-irréductible (voir [100]).
Remarque 3.42. L’article [71] prouve l’existence d’un trou spectral pour le noyau de transition (34), qui
implique l’unicité de la probabilité invariante et la convergence exponentielle en distanceW1 (avecm = 1,
voir ci-dessous) sans supposer (32) mais sous les hypothèses suivantes :

• µ est à support dans l’ensemble des opérateurs inversibles,
• suppµ est fortement irréductible, au sens où il n’existe aucune union �nie non triviale de sous-

espaces deH qui soit globalement stable par tous lesL ∈ suppµ,
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• le sous-groupe fermé Tµ engendré par suppµ est contractif, au sens où il existe une suite (an)n
dans Tµ telle que an/‖an‖ converge vers un opérateur de rang un.

Il est immédiat que la forte irréductibilité de la chaîne implique que Φ est irréductible de périodem = 1.
Il est un peu moins immédiat (voir l’annexe A de [P24]) que, si l’on suppose que µ est à support dans
les inversibles et la forte irréductibilité, alors la contractivité est équivalente à (Pur). Hormis l’hypothèse
l’hypothèse (32), très spéci�que mais motivée par notre modèle de mesures indirectes, les hypothèses du
théorème 3.39 sont donc plus faibles que celles nécessaires à une application de [71].

Remarque 3.43. Si l’on ne suppose que l’unicité de l’état invariant et pas (Pur), on peut avoir une unique
probabilité Π-invariante comme on peut en avoir une in�nité : voir l’annexe C de [P24] pour des exemples.

Remarque 3.44. Si l’on ne suppose que (Pur) et pas l’unicité de l’état invariant, l’ensemble des probabilités
invariantes de Π est un simplexe, dont les points extrémaux sont les probabilités invariantes associées à des
composantes irréductibles de Φ. Ceci est montré dans l’annexe B de [P24], et utilise les décompositions de
canaux développées dans [P14]. On peut de même montrer une convergence du type (36) vers une mesure
invariante νinv, mais qui dépend alors de la distribution initiale de x̂0.

Remarque 3.45. Nous ne savons absolument rien des propriétés de la probabilité invariante νinv.

Pour prouver le théorème 3.39, nous considérons de manière jointe l’état pur, élément de PH, et les
“résultats de mesure” représentés ici par Ω = B(H)⊗N. On munit PH de sa σ-algèbre borélienne B
et Ω de la σ-algèbre cylindrique C (on notera Cn la σ-algèbre des événements dépendant des n premières
coordonnées). Un élémentω de Ω s’écrit (v1, v2, . . .) ; on noteraL1, L2, . . . les applications coordonnées
etKn := Ln . . . L1. On identi�era les fonctionsC-mesurables (commeLn ouKn) à des fonctionsB⊗C-
mesurables ne dépendant pas de la variable x̂. Pour ν une probabilité sur PH, on dé�nit une mesure Qν

sur (PH,B) par

Qν(S ×On) :=

∫
S×On

‖Kn(ω)x‖2dν(x̂)dµ⊗n(ω) (37)

pour tousS ∈ B et toutC ∈ Cn. Encore une fois, la propriété (32) assure que (37) dé�nit une probabilité
sur PH×Ω. De plus, la marginale de Qν surB est par construction ν. Nous allons exprimer la marginale
de Qν sur C ; pour cela dé�nissons

ρν = Eν
(
|x̂〉〈x̂|

)
où |x̂〉〈x̂| est |x〉〈x| pour n’importe quel représentant x de x̂, et Eν est l’espérance par rapport à Qν .
Dé�nissons pour ρ ∈ S(H) une probabilité sur Ω (analogue à Pρ de (3.1)) en posant pour toutOn ∈ Cn

Pρ(On) :=

∫
On

tr
(
Kn(ω)ρK∗n(ω)

)
dµ⊗n(ω). (38)

Alors en particulier, pour tous S ∈ B etA ∈ C,

Qν(S ×A) =

∫
S
P|x̂〉〈x̂|(A) dν(x̂). (39)

Comme par ailleurs on voit facilement que Φ(ρν) = ρνΠ, on obtient le résultat suivant :

Proposition 3.46 ([P24]). Pρν est la marginale de Qν sur C, et si ν est Π-invariante alors ρν est un état
invariant de Φ.
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En particulier, si Φ admet un unique état invariant ρinv, alors pour toute ν invariante par Π, la mar-
ginale sur C de Qν est Pρinv .

Un élément crucial de la suite de notre preuve est l’introduction d’une martingale bien choisie. Cette
martingale est donnée par

Mn :=
K∗nKn

tr(K∗nKn)
(40)

qui dé�nit Mn au sens Qν -presque sûr, pour tout ν. En e�et, si l’on note Pch la probabilité Pρ pour
ρ = 1

dimH Id, on voit immédiatement que Pch

(
tr(K∗nKn) = 0

)
= 0. Or, d’une part tout ρ ∈ S(H)

étant dominé par ‖ρ‖Id, la probabilité Pρ est absolument continue par rapport à Pch ; d’autre part Kn

étant Cn-mesurable, on a Qν( tr(K∗nKn) = 0
)

= Pρν
(

tr(K∗nKn) = 0
)

= 0.
On peut alors montrer la propriété suivante pour (Mn)n :

Proposition 3.47 ([P24]). Pour toute probabilité ν sur (PH,B), le processus (Mn) convergeQν -p.s. etL1

vers une variable aléatoire C-mesurableM∞, et on a pour tout ρ ∈ S(H)

dPρ
dPch

= dimH× tr(ρM∞). (41)

De plus, la mesure µ vérifie (Pur) si et seulement si pour toute probabilité ν, la limiteM∞ est Qν -presque-
sûrement une projection de rang 1.

La preuve consiste à montrer que (Mn)n est unePch-martingale ; puisque c’est un processus d’opéra-
teurs bornés surH de dimension �nie, il converge Pch-p.s. et par conséquent Qν -p.s. pour tout ν. L’équi-
valence entre (Pur) et le fait queM∞ soit Qν -p.s. de rang 1 est un peu plus technique et nous renvoyons
le lecteur à [P24].

On peut à présent construire un processus (Cn)n-adapté qui approche (x̂n)n. En e�et, Kn admet
une décomposition polaire Kn = UnDn où Dn =

(
tr(K∗nKn)

)1/2
M1/2
n . Comme tr(K∗nKn) est

Qν -p.s. non nul, on a x̂n = (UnM
1/2
n ) · x̂0. Si (Pur) est véri�ée, alors M1/2

n converge Qν -p.s. vers un
projecteur aléatoire |ẑ〉〈ẑ|. Or les relations (39) et (41) impliquent

dQν

dν ⊗ dPch
= dimH×

∣∣〈x0, z〉
∣∣2

et par conséquent Qν(〈x0, z〉 = 0) = 0. On a donc limn→∞ dist(x̂n, Un · ẑ) = 0. Ceci su�t alors
à montrer l’unicité de la mesure invariante : en e�et, Un · ẑ étant C-mesurable, sa loi est uniquement
déterminée par le fait que x̂0 suive une loi Π-invariante. Dans le même tempsUn · ẑ approche x̂n qui a la
même loi que x̂0. Par conséquent il ne peut exister qu’une loi Π-invariante.

On sait maintenant qu’il existe une unique probabilité invariante νinv. Prouvons maintenant la dé-
croissance exponentielle (36). Une première étape utilise la structure du canal quantique Φ telle que dé-
crite dans l’annexe A : celle-ci nous dit qu’il existe m ∈ N∗ (la période de Φ) telle que le spectre péri-
phérique de Φ est l’ensemble des racinesm-ième de l’unité. Ceci implique immédiatement que pour tout
état η, on a ∥∥∥ 1

m

m−1∑
r=0

Φmn+r(η)− ρinv

∥∥∥ ≤ Cλn (42)
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oùλ est le module de la plus grande valeur propre non périphérique. Introduisons maintenant le décalage
à gauche τ sur Ω ; on voit immédiatement que pour toute fonction C-mesurable f ,

Eρ(f ◦ τ) = EΦ(ρ)(f).

On peut en déduire (c’est la proposition 3.4 de [P24]) que pour toute probabilité ν sur PH et toute fonc-
tion C-mesurable et essentiellement bornée f ,

∣∣∣Eν( 1

m

m−1∑
r=0

f ◦ τmn+r)− Eρinv(f)
∣∣∣ ≤ C‖f‖∞λn (43)

pourC et λ qui ne dépendent que de Φ.
Une deuxième étape introduit les processus

ẑn(ω) = argmax
x̂∈PH

‖Knx‖
2

et

ŷn = Kn · ẑn.

Une autre manière de dé�nir ŷn est comme la classe d’équivalence du vecteur de norme maximale dans
l’image de la sphère unité parKn. On va montrer que ŷn approche x̂n à vitesse exponentielle, l’intuition
étant que par dé�nition la loi deKn favorise les valeurs qui rendentKnx0 grand. Nous allons pour cela
utiliser le produit alterné de vecteurs et d’opérateurs, dont nous rappelons seulement deux propriétés
utiles : d’une part, si A est un opérateur sur H alors l’opérateur ∧2A sur H ∧ H dé�ni par (∧2A) :
x ∧ y 7→ Ax ∧ Ay a pour norme le produit des deux plus grandes valeurs singulières de A, i.e. des
deux plus grandes valeurs propres (comptées avec multiplicité) de (A∗A)1/2. D’autre part, la distance (35)
véri�e dist(x̂, ŷ) = ‖x∧y‖

‖x‖ ‖y‖ (nous renvoyons le lecteur au chapitre XVI de [96] pour plus de détails sur
les produits alternés).

En exploitant le fait que ‖Knzn‖ = ‖Kn‖, on peut alors montrer que

Eν
(

dist(x̂n, ŷn)
)
≤
∫

Mk(C)
n

∥∥ ∧2 (Ln . . . L1)
∥∥dµ⊗n(L1, . . . , Ln).

Notons f(n) le majorant ; il peut s’écrire dimH × Ech

(
∧2Kn

tr(K
∗
nKn)

)
, et l’intégrande dans cette dernière

espérance est proportionnelle aux deux plus grandes valeurs propres de M1/2
n , donc tend vers zéro Pch-

p.s. tout en restant borné, donc f(n) −→
n→∞

0. Par ailleurs, on montre facilement que f(n) est sous-
multiplicatif ; par le lemme de Fekete on obtient f(n) ≤ λn pour un certain λ ∈]0, 1[. On a donc
montré que Eν

(
dist(x̂n, ŷn)

)
≤ λn ; par la propriété de Markov de (x̂n)n on a alors pour tout ` ∈ N

Eν
(

dist(x̂n+`, ŷn ◦ τ
`)
)
≤ λn. (44)
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On peut maintenant conclure la preuve du théorème 3.39 : soit donc f ∈ Lip1(PH). Nous allons appro-
cher x̂mn+r par ŷmp ◦ θ

mq+r où p = bn2 c et q = dn2 e, de sorte que p+ q = n. Alors∣∣∣Eν( 1

m

m−1∑
r=0

f(x̂mn+r)
)
− Eνinv

(
f(x̂0)

)∣∣∣
≤ 1

m

m−1∑
r=0

∣∣Eν(f(x̂m(p+q)+r)
)
− Eν

(
f(ŷmp ◦ θ

mq+r)
)∣∣

+
1

m

m−1∑
r=0

∣∣Eνinv(f(ŷmp ◦ θ
mq+r)

)
− Eνinv

(
f(x̂m(p+q)+r)

)∣∣
+
∣∣∣ 1

m

m−1∑
r=0

Eν
(
f(ŷmp ◦ θ

mq+r)
)
− Eνinv

(
f(ŷmp)

)∣∣∣.
On peut borner les deux premiers termes du majorant en utilisant (44) et le fait que f est 1-Lipschitz.
Comme la quantité à majorer est invariante par translation de f , on peut supposer ‖f‖∞ ≤ 1 ; le dernier
terme se majore alors par (43). On obtient en �n de compte∣∣∣Eν( 1

m

m−1∑
r=0

f(x̂mn+r)
)
− Eνinv

(
f(x̂0)

)∣∣∣ ≤ 3Cλb
n
2
c, (45)

ce qui prouve le théorème 3.39.
Remarque 3.48. Le λ de l’inégalité (45) est le plus grand des deux λ précédemment apparus, celui de (43)
et celui de (44). Le premier est la plus grande valeur propre non périphérique de Φ, donc est accessible.
Le deuxième en revanche provient d’une application du lemme de Fekete, donc est en général inconnu.
On ne sait par conséquent pas expliciter le λ du théorème 3.39.
Remarque 3.49. Les résultats de [P24] permettent de donner une extension du théorème ergodique de
Kümmerer–Maassen (théorème 3.2) à des fonctionnelles non linéaires de ρn ; ceci sera fait dans une pro-
chaine publication.

4. Marches quantiques ouvertes à temps continu

On décrit ici les résultats de [P25] qui s’intéresse à un analogue des théorèmes 3.21 et 3.23 pour des
marches quantiques ouvertes à temps continu. La dé�nition des MQO à temps continu est due à Pelle-
grini dans [107]. Le paramètre d’espace y est encore contraint à un ensemble discret V (contrairement au
cas du “mouvement brownien ouvert” de Bauer, Bernard et Tilloy dans [16]) : les MQO à temps continu
sont aux MQO dont nous avons parlé en section 1 ce que les chaînes de Markov à temps continu sont
aux chaînes de Markov à temps discret (voir cependant la remarque 3.51). Ces MQO à temps continu
sont des processus de mesure en continu, mais sont des processus à saut, ce qui simpli�e grandement leur
construction par rapport au cas plus général considéré en section 5 puisque l’on peut utiliser les processus
de comptage introduits par Davies dans [41].

On considère donc encore un ensemble discret V , un espace de Hilbert de la formeH =
⊕

i∈V hi,
et des opérateurs Li,j de hj dans hi pour tous i, j de V , ainsi que des opérateurs autoadjoints Hi de hi
pour tout i ∈ V . On dé�nit pour tout t ∈ R+ l’ensemble

Ξ
(n)
t =

{
ξ = (i0, . . . , in; t1, . . . , tn) ∈ V n+1 × Rn avec t1 < . . . < tn

}
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muni de l’algèbre borélienne et de la mesure produit obtenue à partir du comptage sur V n+1 et de la
mesure de Lebesgue sur le n-simplexe (normalisée de sorte que le volume des (t1 < . . . < tn) avec
tn < t est tn/n!). On étend ceci en une mesure �nie νt sur Ξt =

⋃
n∈N Ξ

(n)
t . On pose alors pour tout

élément ξ = (i0, . . . , in; t1, . . . , tn) de
⋃
t∈R+

Ξt :

Tt(ξ) := e(t−tk)Gik Lik,ik−1
e

(tk−tk−1)Gik−1 · · · e(t2−t1)Gi1 Li1,i0 et1Gi0 . (46)

sik est le plus grand indice tel que tk ≤ t, avecGi = −iHi− 1
2

∑
j∈V L

∗
j,iLj,i. CeTt(ξ) est un opérateur

de hi0 dans hik , et ∫
Ξt

Tt(ξ)ρTt(ξ)
∗ dνt(ξ) = etL(ρ) (47)

où
L(ρ) = −i[H, ρ] +

∑
i,j

(
Mi,jρM

∗
i,j −

1

2
M∗i,jMi,j ρ−

1

2
ρM∗i,jMi,j

)
, (48)

avecH =
∑

iHi⊗|i〉〈i| etMi,j = Li,j⊗|i〉〈j|, est un générateur de semigroupe dynamique quantique
(donné sous sa forme de Lindblad, voir [95]). La relation (47) est donc l’analogue de (3).

On dé�nit alors pour tout état ρ =
∑

i∈V ρ(i)⊗ |i〉〈i| une probabilité sur Ξ :=
⋃
t∈R+

Ξt par

Pρ(E) =

∫
E

tr
(
Tt(ξ)ρTt(ξ)

∗) dνt(ξ)

si E ∈ Ξt. Le fait que etL préserve la trace assure que la famille ainsi dé�nie est cohérente, et on peut
l’étendre à Ξ.

Remarque 3.50. Une évolution de générateur (48) est typiquement obtenue par limite de couplage faible
à partir d’un modèle hamiltonien (voir [43]). L’article [48] établit un lien rigoureux entre des probabilités
comme Pρ ci-dessus, et les statistiques de mesures à deux temps sur ce modèle hamiltonien.

On dé�nit alors deux processus aléatoires (xt)t et (%t)t sur l’espace probabilisé (Ξ,Pρ) en posant
pour ξ = (i0, . . . , in; t1, . . . , tn)

xt(ξ) =

{
ik si tk ≤ t < tk+1

in si tn ≤ t
%t(ξ) =

Tt(ξ)ρTt(ξ)
∗

tr
(
Tt(ξ)ρ(i0)Tt(ξ)

∗) .
Ces processus dé�nissent alors la marche quantique ouverte à temps continu.

On peut montrer que ρt = %t ⊗ |xt〉〈xt| véri�e l’équation di�érentielle stochastique

dρt =M(ρt−) dt+
∑
i,j

( Mi,jρt−M
∗
i,j

tr(Mi,jρt−M
∗
i,j)
− ρt−

)
dN i,j

t (49)

où
M(ρ) = L(ρ)−

∑
i,j

(
Mi,j ρM

∗
i,j − ρ tr(Mi,j ρM

∗
i,j)
)

etN i,j
t est le processus

N i,j
t (i0, . . . , in; t1, . . . , tn) = card

{
k = 1, . . . , n tel que tk ≤ t et (ik−1, ik) = (i, j)

}
,
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dont on peut prouver (voir [13]) qu’il a la même loi que le processus∫ t

0

∫
R
10<y<tr(Mi,jρs−M

∗
i,j)

Ñ i,j(dy,ds)

si Ñ i,j est un processus de Poisson homogène sur R2. Ceci montre que l’on peut comprendre la descrip-
tion trajectorielle ci-dessus de la manière suivante : si la “particule” est initialement observée en i0, alors

elle évolue suivant % 
etGi0%etG

∗
i0

tr(etGi0%etG
∗
i0 )

tant qu’elle reste au point i0 ; elle sautera au point i1 après un

temps “exponentiel” d’intensité tr
(
Li1,i0ρs−(i0)L∗i1,i0

)
(cette intensité dépend donc de l’évolution du

degré de liberté interne), et son état interne subira alors la transformation %  
Li,j%L

∗
i,j

tr(Li,j%L
∗
i,j)

. Un élé-

ment ξ ∈ Ξ représente une trajectoire possible de la particule, les temps tk indiquant les temps de saut
et le ik correspondant indiquant la destination du saut. On renvoie le lecteur à la section 1 de [P25] pour
des précisions techniques.

Remarque 3.51. À cause des degrés de liberté interne, une MQO à temps continu arrêtée à la suite de ses
temps de saut n’est pas une MQO à temps discret. Le passage du temps discret au temps continu est donc
plus délicat pour les MQO que pour les chaînes de Markov.

Cette dernière remarque oblige, pour obtenir des analogues des théorèmes 3.21 et 3.23, à reprendre les
démonstrations. Une fois le formalisme mis en place, les preuves se traduisent cependant facilement, l’e�et
% Lπ%L

∗
π d’une trajectoire π (voir (9)) étant remplacé par l’e�et % Tt(ξ)%Tt(ξ)

∗ d’une trajectoire
ξ. Les techniques de concaténation de trajectoires peuvent être adaptées et on obtient des analogues exacts
des théorèmes 3.21 et 3.23, pour les temps de retour Ti et les temps d’occupationNi, dé�nis par

τi = inf{t ≥ T1|Xt = i} Ni =

∫ ∞
0

1xt=i
dt

(où T1 est le premier temps de saut) qu’il ne semble pas utile d’énoncer ici.

5. Mesures invariantes pour les équations de Schrödinger sto-
chastiques

Cette section décrit les résultats de l’article [P27], qui étend ceux de [P24] en temps continu. Ici,
on souhaite considérer des trajectoires quantiques faisant intervenir à la fois des termes di�usifs et des
termes de saut. La construction du modèle sera plus compliquée que dans le cas des MQO continues ; en
revanche, ici aussi, les preuves à temps discret s’étendront facilement au cas du temps continu.

On considère ici aussi un espace de HilbertH de dimension �nie, et on suppose qu’on a H un ha-
miltonien, et des opérateursLi, i ∈ V . Supposons que notre ensemble V d’indices est �ni et partitionné
en V = Vb ∪ Vp, et considérons

(
Ω, (Ft)t,P

)
un espace �ltré satisfaisant aux conditions standard, sur

lequel sont dé�nis des mouvements browniensWi pour i ∈ Vb, et des processus de Poisson standardNj

pour j ∈ Vp, tels que la famille
(
Wi, Nj ; i ∈ Vb, j ∈ Vp

)
est indépendante. On dé�nit un processus

(St)t par

dSt =
(
K +

#Vp
2 Id

)
St− dt+

∑
i∈Vb

LiSt− dWi(t) +
∑
j∈Vp

(Lj − Id)St− dNj(t), (50)
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avecS0 = Id (ci-dessus #Vp est le cardinal deVp), oùK = −iH− 1
2(
∑

i∈Vb L
∗
iLi+

∑
j∈Vp L

∗
jLj). Les

coe�cients étant lipschitziens, cette équation admet une unique solution forte. Soit maintenant ρ ∈ Sk ;
on obtient facilement par le calcul d’Itô que

E(StρS
∗
t ) = etL(ρ)

où
L(ρ) = −i[H, ρ] +

∑
i∈Vb∪Vp

LiρL
∗
i −

1

2
L∗iLiρ−

1

2
ρL∗iLi. (51)

On pose alors
Zρ,t = tr(S∗t Stρ)

et
ρt =

StρS
∗
t

tr(StρS
∗
t )

si Zρ,t 6= 0 (on aura ci-dessous comme en section 3, que cette condition sera presque sûrement véri�ée).
On peut alors montrer que (Zρ,t)t est une martingale pour P, et dé�nir une nouvelle mesure de proba-
bilité Pρ par

dPρ|Ft = Zρ,t dP|Ft .

Une application du théorème de Girsanov nous dit alors que si l’on pose

Bρ
i (t) = Wi(t)−

∫ t

0
tr
(
(Li + L∗i )ρs−

)
ds,

alors sous Pρ, lesBρ
i , i ∈ Ib, sont des processus de Wiener indépendants, et chaqueNj est un processus

ponctuel d’intensité t 7→ tr(C∗jCjρt−). De plus, (ρt)t véri�e

dρt =L(ρt−)dt

+

∞∑
i=0

(
Liρt− + ρt−L

∗
i − tr

(
ρt−(Li + L∗i )

)
ρt−

)
dBρ

i (t)

+

∞∑
j=0

( Ljρt−L
∗
j

tr(Ljρt−L
∗
j )
− ρt−

)(
dNj(t)− tr(Ljρt−L

∗
j ) dt

)
.

(52)

On a de plus
Eρ(ρt) = etL(ρ).

Comme dans le cas discret, si ρ0 est un état pur, i.e. de la forme ρ0 = |x0〉〈x0|, alors pour tout t, ρt =

|x̂t〉〈x̂t|, avec xt = Stx0
‖Stx0‖

.

Remarque 3.52. Cette propriété, conjuguée à la relation (3), est à la base de la technique de Monte-Carlo
par fonctions d’onde, voir [40].

Une version à temps continu du théorème 3.3 (qui se trouve par exemple dans [88]) montre encore
une fois qu’une mesure invariante pourρt sera portée par les états purs, et on s’intéresse donc au processus
(x̂t)t sur PH. On peut alors donner un énoncé similaire à celui du théorème 3.39. Pour cela, il faut adapter
la condition (Pur). Une traduction directe de cette condition serait que tout projecteur orthogonal π tel
que πS∗t Stπ ∝ π P-presque sûrement pour tout t ≥ 0 est de rang 0 ou 1. Cependant, cette condition
est di�cile à véri�er en pratique. On la remplace donc par la condition su�sante suivante :
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(cPur) Tout projecteur orthogonal π tel que pour tout i ∈ Vb, π(Li +L∗i )π ∝ π et pour tout j ∈ Vp,
πL∗jLjπ ∝ π, est de rang 0 ou 1.

On a alors le résultat suivant :

Théorème 3.53 ([P27]). Supposons que la famille (Li)i∈Vb∪Vp vérifie l’hypothèse (cPur) et que 0 soit valeur
propre simple deL définie par (51). Alors la chaîne (x̂t)t admet une unique probabilité invariante νinv et il
existeC > 0 et τ > 0 tels que pour toute distribution initiale ν, la distribution νt de x̂t vérifie

W1(νt, νinv) ≤ Ce−τt.

La preuve est essentiellement identique à celle du théorème 3.39, exploitant le fait que le processus

Mt =
S∗t St

tr(S∗t St)

est une martingale sous Pch.

Remarque 3.54. L’article [14] de Barchielli et Paganoni avait déjà montré que la condition (cPur) im-
pliquait la puri�cation de (ρt)t. Le même article donnait des conditions su�santes pour l’unicité de la
mesure invariante dans le cas di�usif (i.e. quand les équations (50) ou (52) ne comportent pas de termes
de saut), mais ces conditions étaient di�ciles à véri�er et n’étaient donc pas satisfaisantes.
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Chapitre 4

Dépendance en temps : le cas des systèmes adiabatiques

Dans ce chapitre, nous étudions des situations dans lesquelles l’instrument considéré dépend du
temps. Notre motivation initiale provient de l’étude du principe de Landauer pour les systèmes d’interac-
tions répétées, dans le cas adiabatique. Nous allons d’abord expliquer les trois éléments de cette dernière
phrase : le principe de Landauer, les systèmes d’interactions répétées, et les évolutions adiabatiques.

Comme nous l’avons écrit en section 0.4, le principe de Landauer peut se résumer ainsi : lors de la
transformation irréversible de l’état d’un systèmeS par interaction avec un environnement E initialement
à l’équilibre thermique à température inverse β on a la relation

β∆QE ≥ ∆SS (1)

où ∆QE est la variation d’énergie libre de E et ∆SS la variation d’entropie de S . De plus, on s’attend à
une saturation de l’inégalité (1) lorsque l’évolution est adiabatique, c’est-à-dire essentiellement qu’elle est
in�niment lente, et part d’un S ∨ E initialement à l’équilibre (voir plus bas). La surprenante diversité des
commentaires sur le principe de Landauer peut sans doute être imputée à l’absence d’une preuve de (1),
voire à l’absence d’un énoncé précis (notons par exemple que nous n’avons pas encore dé�ni précisément
les quantités ∆QE et ∆SS ). La première preuve satisfaisante, due à Reeb et Wolf dans [111], s’exprime dans
le formalisme quantique, ce qui n’a rien d’étonnant compte tenu des ordres de grandeurs concernés 1. Pour
exposer cette preuve, on suppose que le système S (respectivement l’environnement E) est décrit par un
espace de Hilbert de dimension �nieHS (resp.HE ) muni d’un hamiltonienHS , (resp.HE ) et d’un étatρi

(resp. ξ). On suppose que l’état ξ est un état de Gibbs à température inverse β, soit ξ = exp(−βHE)/Z
avec Z = tr

(
exp(−βHE)

)
. On couple alors S et E via l’unitaire U ∈ B(HS ⊗ HE), puis on les

découple après interaction. Le système S est alors dans l’état

ρf = trE
(
U(ρi ⊗ ξ)U∗

)
. (2)

On dé�nit

∆SS := S(ρi)− S(ρf), ∆QE := tr
(
U(ρi ⊗ ξ)U∗HE

)
− tr

(
(ρi ⊗ ξ)HE

)
,

la diminution d’entropie du système et l’augmentation d’énergie de l’environnement. On a alors par un
calcul direct de quelques lignes (voir [111] ou [P19]) le bilan d’entropie :

β∆QE = ∆SS + σ (3)

1. Par exemple, le coût énergétique de la réinitialisation (dans un état pur connu) d’un bit d’information aurait un coût
minimal à température ambiante de 3.10−21 joules environ; la littérature prévoit que les technolologies actuelles atteindront
cette borne vers 2035, voir [34].
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où
σ = S

(
U(ρi ⊗ ξ)U∗| ρf ⊗ ξ

)
. (4)

Puisqu’une entropie relative est toujours positive, l’égalité (3) implique la borne de Landauer (1). Cette
preuve limpide a l’inconvénient de supposer que l’environnement est décrit par un espaceHE de dimen-
sion �nie ; l’article [79] a étendu l’approche ci-dessus au cas où il est décrit par une C*-algèbre quelconque,
étape nécessaire à la discussion de la saturation de l’inégalité (voir ci-dessous). L’article [P19] étudie le même
problème quand l’environnement est décrit par un système d’interactions répétées.

Un système d’interactions répétées (SIR) est composé d’un système �xe S , qui interagit pendant un
temps �xé avec un système E1, suivant une dynamique hamiltonienne, avant que le couplage de S et E1

soit désactivé ; tout se passe donc comme ci-dessus, sauf qu’après cette première étape, S interagit avec
un système E2, et ainsi de suite. Les paramètres décrivant la k-ième interaction sont HEk , βk et vk, ces
paramètres déterminant l’unitaire

Uk := exp
(
−iτ(HS ⊗ Id + Id⊗HEk + vk)

)
(on suppose donc pour simpli�er les notations que HEk ≡ HE et que les temps d’interaction sont
constants et égaux à τ ). On a en particulier ξk = e−βkHEk/ tr(e−βkHEk ). Il est clair que ce modèle
est fortement lié aux modèles de mesures indirectes du chapitre 3. Les SIR sont également utilisés pour
modéliser l’interaction deS avec un environnement, constitué ici de suite E1, E2, etc., qui a par dé�nition
deux des caractéristiques attendues d’un environnement : une énergie totale in�nie, et (en tout cas quand
tous les états ξk sont identiques) un temps caractéristique de retour à l’équilibre petit devant celui deS (il
est par dé�nition égal à τ ). L’intérêt pour une modélisation des environnements par des SIR a été relancé
mathématiquement par les articles [P2], [9] et surtout par les expériences de physique comme celles de
l’électrodynamique quantique à cavité ; voir la revue [31] pour plus d’informations. Considérons donc un
SIR; une application directe de (3) donne

∆Stot
E = ∆Stot

S + σtot
T

où

∆Stot
E :=

T∑
k=1

βk∆QEk ∆Stot
S :=

T∑
k=1

∆Sk,S σtot
T :=

T∑
k=1

σk.

Notons que la quantité βk∆QEk s’apparente à une entropie de Clausius, ce qui justi�e notre notation
∆Stot
E . On a évidemment σtot ≥ 0.
En�n, le régime adiabatique est la situation dans laquelle on considère en temps long T → ∞ une

dynamique dont les paramètres varient lentement – typiquement par dilatation sur [0, T ] de paramètres
qui sont des fonctions régulières sur [0, 1]. L’importance physique de cette limite vient du “théorème”
adiabatique de Born et Fock (dans [23]) qui dit que si la dynamique est hamiltonienne, alors l’évolution
entre les temps 0 et T qui résulte de cette déformation lente des paramètres a la propriété d’envoyer tout
état propre du hamiltonien initial sur un état propre du hamiltonien �nal. On a écrit plus haut que l’on
s’attendait à avoir saturation de l’inégalité (1) dans la limite adiabatique. Or, on peut montrer (voir [79])
que dans le cadre à dimension �nie de [111], on a égalité dans (1) si et seulement si ∆SS = ∆QE = 0,
auquel cas ρi et ρf sont unitairement équivalents, et ξ = trE

(
U(ρi ⊗ ξ)U∗

)
. Par conséquent, dans ce

cadre, la saturation de (1) ne se produit que dans des cas triviaux. Dans le cadre C*-algébrique, l’article [79]
montre la saturation de (1), donc l’annulation de σ, dans la limite adiabatique (sous des hypothèses de
stabilité des systèmes dynamiques déformés).
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Notre objectif était donc initialement l’étude du comportement de σtot
T pour des systèmes d’inter-

actions répétées, quand T → ∞ dans la limite adiabatique. Les résultats correspondants sont décrits
dans [P19] (et donnés ici dans les remarques 4.17 et 4.19). Ils apparaissent ci-dessous comme corollaires de
résultats plus précis obtenus dans [P22], et motivés à nouveau par les mesures à deux temps et l’objectif de
formulations statistiques de lois de la thermodynamique. En e�et, le principe de Landauer tel qu’énoncé
ci-dessus concerne les quantités moyennes que sont ∆QE et ∆SS . Dans le cadre du programme amorcé
au chapitre 2, on peut espérer le ra�ner en une relation entre les lois des variables aléatoires correspon-
dant à la variation d’énergie propre, ou d’entropie, le long d’une trajectoire. Un tel résultat a été obtenu
dans [19] dans un cadre hamiltonien avec réservoir modélisé par une C*-algèbre. Nous avons voulu étudier
la question analogue pour les systèmes d’interactions répétées. Commençons donc par mettre en place le
formalisme des mesures à deux temps dans ce cadre.

1. Mesures à deux temps des systèmes d’interactions répétées

Supposons que nous avons un système d’interactions répétées pour des temps allant de k = 1 à T ,
décrit par les paramètres HEk , βk, vk et par conséquent ξk = e−βkHEk/ tr(e−βkHEk ). On notera par Ξ
le produit ξ1 ⊗ . . .⊗ ξT . On va dé�nir sur ces objets deux protocoles d’expérience, qui dépendent de la
donnée de deux observablesAi etAf de S , et T observablesM1,. . . ,MT de E1,. . . ,ET respectivement.

Le premier protocole, dit “protocole en avant” est dé�ni de la manière suivante :
1. on e�ectue la mesure de l’observableAi de S , le résultat est noté ai ;
2. à chacune des étapes k = 1↗ T :

a. on e�ectue sur Ek la mesure de l’observableMk, le résultat est noté ik ;
b. on fait évoluer l’ensemble S ∨ Ek suivant l’unitaireUk ;
c. on e�ectue une nouvelle mesure deMk, le résultat est noté jk ;

3. on e�ectue la mesure de l’observableAf de S , le résultat est noté af.
La liste complète des résultats de mesures peut donc s’écrire comme un élément

(ai,~ı,~, af) := (ai; (i1, j1), . . . , (iT , jT ); af)

de
ΩT = spAi × (spM1)2 × . . .× (spMT )2 × spAf,

et d’après la règle de Born, la probabilité associée à ω dans cette expérience “en avant” est

PFT (ai,~ı,~, af) := tr
(
UT . . . U1(πi

a
i ⊗Π~ı)(ρ

i ⊗ Ξ)(πi
a

i ⊗Π~ı)U
∗
1 . . . U

∗
T (πf

a
f ⊗Π~)

)
, (5)

où πi
a

i (respectivement πf
a

f ) est le projecteur spectral de Ai (resp. Af) associé à la valeur propre ai (resp.
af), et Π~ı est le produit Π

(1)
i1
⊗ . . . ⊗ Π

(T )
iT

des projecteurs spectraux de M1 ⊗ . . . ⊗ MT associés à
~ı = (i1, . . . , iT ) (et de même pour Π~).

Le deuxième protocole, dit “protocole en arrière” est dé�ni de la manière suivante :

1. on e�ectue la mesure de l’observableAf de S , le résultat est noté af ;
2. à chacune des étapes k = T ↘ 1 :

a. on e�ectue sur Ek la mesure de l’observableMk, le résultat est noté jk ;
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b. on fait évoluer l’ensemble S ∨ Ek suivant l’unitaireU∗k ;
c. on e�ectue une nouvelle mesure deMk, le résultat est noté ik ;

3. on e�ectue la mesure de l’observableAi de S , le résultat est noté ai.
La probabilité associée aux résultats (ai; (i1, j1), . . . , (iT , jT ); af) (où l’ordre des indices ne traduit plus
l’ordre chronologique des mesures) est alors

PBT (ai,~ı,~, af) := tr
(
U∗1 . . . U

∗
T (πf

a
f ⊗Π~)(ρ

f
T ⊗ Ξ)(πf

a
f ⊗Π~)UT . . . U1(πi

a
i ⊗Π~ı)

)
. (6)

On dé�nit alors trois variables aléatoires sur ΩT . Les deux premières sont naturelles :

∆aT (ai,~ı,~, af) := ai − af, (7)

∆mtot
T (ai,~ı,~, af) :=

T∑
k=1

(y
(k)
jk
− y(k)

ik
). (8)

Remarque 4.1.
1. La dé�nition de ∆aT comme ai−af, donc comme diminution de la quantité a, est cohérente avec

la dé�nition de ∆SS ci-dessus, qui suit l’usage concernant le principe de Landauer.
2. Dans ce cadre de systèmes dépendant du temps, la dépendance en T des Uk = U( kT ) fait que la

famille (PFT )T n’est pas cohérente en général ; elle ne dé�nit donc pas a priori de probabilité PF sur
l’ensemble des suites in�nies, comme c’était le cas au chapitre 3.

3. Si l’on ignore les étapes de mesure 2.a. et 2.c. du protocole en avant, alors le protocole obtenu cor-
respond à T itérations de la situation dé�nie en page 83 au début de ce chapitre, à ceci près que l’on
applique maintenant lors de l’étape k une interaction unitaire Uk entre S et Ek. L’état de S après
la k-ième étape de ce protocole sans mesure des sondes est

ρk = trE
(
Uk(ρk−1 ⊗ ξ

i
k)U

∗
k

)
(nous notons trE à la place de trHE pour simpli�er les notations), qui peut s’écrireρk = Lk(ρk−1),
oùLk est un canal quantique. On a par conséquent

ρk = Lk ◦ . . . ◦ L1(ρi).

On notera en particulier ρf
T := LT ◦ . . . ◦ L1(ρi).

On suppose dans la suite que les états ρi et ρf
T sont �dèles (la �délité de ρf

T découlera de celle de ρi).
Ceci assure que

PFT (ai,~ı,~, af) = 0 si et seulement si PBT (ai,~ı,~, af) = 0. (9)

Cette propriété (9) joue le rôle de l’hypothèse (B) du chapitre 3, et permet de dé�nir une troisième variable
aléatoire :

ςT (ω) := log
PFT (ai,~ı,~, af)

PBT (ai,~ı,~, af)
,

que l’on appelle la production d’entropie le long de la trajectoireω = (ai,~ı,~, af). Cette variable analogue
à ςn de la section 3.2 peut encore une fois être vue comme une log-vraisemblance.

On va supposer à partir de maintenant que Ai, Af et les Mk sont respectivement des fonctions de
ρi, ρf et ξk (donc, de manière équivalente, de HEk ). On a alors le résultat suivant, obtenu par un calcul
direct :
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Lemme 4.2 ([P22]). On a l’identité

ςT (ω) = log
( tr(ρiπi

a
i)

tr(ρf
Tπ

f
a

f)

dimπf
a

f

dimπi
a

i

)
+

T∑
k=1

βk(E
(k)
jk
− E(k)

ik
), (10)

où lesE(k)
ik

sont les valeurs propres (répétées avec multiplicité) deHEk .

Ce calcul prend tout son intérêt dans le cas particulier où les observables de mesures sont des obser-
vables d’entropie :

Proposition 4.3 ([P22]). Supposons Ai = − log ρi, Af = − log ρf et M(s) = β(s)HE(s) (ou
M(s) = − log ξ(s)). On a alors si ρi =

∑
ri
aπ

i
a et ρf

T =
∑
rf
aπ

f
a :

ςT (ω) = (− log rf
a

f)− (− log ri
a

i) +
T∑
k=1

βk(E
(k)
jk
− E(k)

ik
) = −∆aT + ∆mtot

T . (11)

De plus, notant ET l’espérance par rapport à PFT , on a

ET (∆aT ) = S(ρi)− S(ρf) = ∆Stot
S ET (∆mtot

T ) =
T∑
k=1

βk∆Qk = ∆Stot
E (12)

et par conséquent
ET (ςT ) = σtot

T . (13)

L’identité (11) donne un bilan d’entropie au niveau des trajectoires, et découle directement de (10).
Si l’on supprime de notre protocole les mesures initiales et �nales sur S , alors (11) se réduit à une version
quantique de la formule de Tasaki–Crooks (voir [37]). Les relations (12) s’obtiennent par un calcul direct,
et donnent avec (3) l’identité (13).
Remarque 4.4. L’idée de dé�nir la production d’entropie le long d’une trajectoire comme la di�érence
des log-vraisemblances d’une trajectoire et de la trajectoire renversée remonte à [58] ; il reste en revanche
dans des cas comme le nôtre un choix à faire concernant la dé�nition de la trajectoire renversée (voir [77]).
En particulier, le choix fait ici (la trajectoire renversée est celle obtenue par le protocole “en arrière”) n’est
pas le même que celui de l’exemple 3.36 issu de [18], qui applique la théorie de [P20]. Notre choix de
dé�nition de la production d’entropie d’une trajectoire a l’avantage d’avoir pour espérance la production
d’entropie moyenne σtot (voir aussi [3] pour une justi�cation des mesures initiale et �nale sur S) et de
donner les résultats satisfaisants énoncés ci-dessous. On peut par ailleurs remarquer que, si l’on considère
un SIR indépendant du temps (les fonctions HE , β, v sont constantes) et ρ = ρi �dèle et L-invariant,
alors ρf = ρi et avec les notations de la section 3.2, on a bien

Pρ
(
(i1, j1), . . . , (iT , jT )

)
=
∑
a,b

PFT (a,~ı,~, b) = tr
(
UT . . . U1 (ρ⊗ Ξ Π~ı)U

∗
1 . . . U

∗
T (Id⊗Π~)

)
mais en général

∑
a,b P

B
T (a,~ı,~, b) 6= P̂ρ

(
(i1, j1), . . . , (iT , jT )

)
car∑

a,b

PBT (a,~ı,~, b) = tr
(
U∗1 . . . U

∗
T (ρ⊗ Ξ Π~)UT . . . U1(Id⊗Π~ı)

)
P̂ρ
(
(i1, j1), . . . , (iT , jT )

)
= tr

(
U1 . . . UT (ρ⊗ Ξ Π~)U

∗
T . . . U

∗
1 (Id⊗Π~ı)

)
.
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En revanche, sous l’hypothèse d’invariance par renversement du temps décrite en (19) (hypothèse qui est
faite par [18]), ces deux expressions sont égales. Dans ce cas, les protocoles liés à l’exemple 3.36 reviennent
donc à supprimer les mesures sur S de nos protocoles avant et arrière.

On va maintenant chercher à étudier le comportement en loi des variables ∆aT , ∆mtot
T et ςT . Une

fois encore, c’est la fonction génératrice des moments qui s’écrit de manière exploitable.

Proposition 4.5 ([P22]). Supposons queAi,Af et lesMk sont des fonctions de ρi, ρf et ξk . Alors la fonction
génératrice de (∆mtot

T ,∆aT ) s’écrit

Γ(∆m
tot
T ,∆aT )(α1, α2) = tr

(
e−α2A

f
L(α1)
M [T ] . . .L(α1)

M [1](e+α2A
i
ρi)
)

(14)

où L(α)
M [k] est une application complètement positive qui admet une décomposition de Kraus d’opérateurs

K
(α)
i,j [k], i, j ∈ {1, . . . ,dimHE} :

K
(α)
i,j [k] = e

α
2

(mj [k]−mi[k])Ki,j [k]

oùKi,j [k] est défini par

〈x,Ki,j [k] y〉HS = 〈x⊗ µj [k], Uk y ⊗ ξ
1/2
k µi[k]〉

siµi[k], i = 1, . . . ,dimHE est une base orthonormée de vecteurs propres deMk associées aux valeurs propres
mi[k], i = 1, . . . ,dimHE .

Supposons un instant que notre SIR ne dépende pas du temps ; dans ce cas le comportement asymp-
totique de 1

T log Γ(∆m
tot
T ,∆aT )(α1, α2) dans la limiteT →∞peut être étudié comme on l’a fait pour ob-

tenir (3.11). L’expression (14) de cette quantité, qui implique un produit des valeurs successives deL(α)
M [k],

indique qu’un théorème adiabatique pourrait donner cette asymptotique si lesL(α)[k] étaient obtenues
par échantillonnage d’une fonction régulière, i.e. avecL(α)

M [k] = L(α)
M ( kT ). Nous allons supposer dans la

suite que c’est le cas, en considérant des systèmes d’interactions répétées adiabatiques (SIRA).

SIRA Un SIRA est une famille de SIR indexée par un “paramètre adiabatique”T ∈ N∗, telle qu’il existe
des fonctions deux fois continûment di�érentiables 2 s 7→ HE(s), β(s), v(s) sur [0, 1] telles que
pour chaque valeur du “paramètre adiabatique” T ∈ N∗ on a

HEk = HE(
k
T ), βk = β( kT ), vk = v( kT ) pour tous k = 1, . . . , T.

On notera en conséquence ξ(s) = e−β(s)HE(s)/ tr(e−β(s)HE(s)) etL(α)
M (s) un opérateur complètement

positif de décomposition de Kraus lesK(α)
i,j (s) = e

α
2

(mj(s)−mi(s))Ki,j(s) où

〈x,Ki,j(s) y〉HS = 〈x⊗ µj(s), Uk y ⊗ ξ
1/2
k µi(s)〉

si lesµi(s) forment une base orthonormée de valeurs propres deM(s) associées àmi(s). Autrement dit,
L(α)
M (s) est dé�ni de telle manière queL(α)

M [k] = L(α)
M ( kT ).

2. Nous dirons qu’une fonction f est C2 sur [0, 1] si elle est C2 sur ]0, 1[, et que f ′ et f ′′ admettent des limites �nies en
0
+, 1−.

88



2. Théorème adiabatique non unitaire à temps discret

Dans cette section, nous développons un théorème adiabatique qui s’applique au produit d’opéra-
teursL(α1)

M (TT ) . . .L(α1)
M ( 1

T ) qui apparaît dans (14). Commençons par considérer le cas α1 = 0, auquel
cas lesLM ( kT ) sont des canaux quantiques et par conséquent des contractions. Or, les théorèmes adiaba-
tiques les plus classiques s’appliquent aux familles continues d’unitaires (voir [82]), et s’il existait dans la
littérature des théorèmes adiabatiques s’appliquant à des familles continues de contractions (voir [11, 12]),
ou à des familles discrètes d’unitaires (voir [119]), il n’en existait pas pour les familles discrètes de contrac-
tions. Nous avons donc développé un premier théorème adiabatique dans [P19], qui s’applique à des fa-
milles discrètes de contractions comme

(
LM ( kT )

)
k

. Ce théorème ne permettait donc de traiter que le
cas α = 0, ce qui a restreint les résultats de [P19] au niveau des espérances, i.e. des quantités ∆SS , ∆SE
et σtot

T . Un théorème amélioré, qui remplace des hypothèses en norme par des hypothèses spectrales (et
qui est donc moins sensible aux perturbations), et s’appliquant à (L(α)

M ( kT ))k, a été développé ensuite
dans [P22] ; c’est lui que nous présentons ci-dessous.

On considère une famille (F (s))s∈[0,1] d’applications linéaires sur un espace de BanachB, qui véri�e
les conditions suivantes :
(a1) L’application s 7→ F (s) de [0, 1] dans B(X) est continue ;
(a2) Pour tout s ∈ [0, 1], le rayon spectral sprF (s) de F (s) est égal à 1 ;
(a3) Le spectre périphérique de F (s) consiste pour tout s ∈ [0, 1] en un nombre �ni constant z de

valeurs propres semi-simples ;
(a4) Si l’on note P (s) le projecteur spectral de F (s) associé à l’ensemble des valeurs propres périphé-

riques, l’application s 7→ FP (s) := F (s)P (s) est deux fois continûment dérivables de [0, 1]
dans B(X) ;

(a5) Si l’on noteQ(s) := Id− P (s), alors

` := sup
s∈[0,1]

sprF (s)Q(s) < 1.

Une famille véri�ant toutes ces hypothèses sera dite admissible. Les hypothèses (a3), (a4) et la théorie
de perturbation standard (voir [83]) assurent que l’on peut paramétrer les valeurs propres périphériques
λ(m)(s) et les projecteurs spectraux associésP (m)(s) de telle manière que s 7→ λ(m)(s) et s 7→ P (m)(s)

sontC2. On peut alors dé�nir une famille d’opérateurs pertinents pour énoncer notre théorème adiaba-
tique : on noteW : [0, 1]→ B(X) l’unique famille véri�ant

W ′(s) =

z∑
m=1

d

ds
P (m)(s)P (m)(s)W (s), W (0) = Id. (15)

Les W (s) véri�ent alors la propriété d’entrelacement W (s)P (m)(0) = P (m)(s)W (s) (voir la section
II.5 de [83]). On peut alors énoncer :

Théorème 4.6 ([P22]). Si la famille
(
F (s)

)
s∈[0,1]

est admissible, alors pour tout `′ ∈]`, 1[ il existeC > 0

et T0 ∈ N tels que pour T ≥ T0 on a

sup
k=1,...,T

∥∥F ( kT ) . . . F ( 1
T )−

z∑
m=1

( k∏
n=1

λ(m)( nT )
)
W ( kT )P (m)(0)− FQ( kT ) . . . FQ( 1

T )Q(0)
∥∥

≤ C

T (1− `′)

89



pour tout T ≥ T0, où FQ(s) := Q(s)F (s). De plus,

‖FQ( kT ) . . . FQ( 1
T )Q(0)‖ ≤ C`′k,

oùC dépend uniquement de

CP := sup
s∈[0,1]

sup
m=1,...,z

max
(
‖Pm(s)‖, ‖Pm′(s)‖

)
de manière continue, et T0 dépend deCP et `′ uniquement.

Nous montrerons dans la section 3 que les valeurs propres périphériques de L(α) sont simples ; cela
justi�e de préciser la forme du théorème 4.6 dans ce cas.

Corollaire 4.7 ([P22]). Si la famille
(
F (s)

)
s∈[0,1]

est admissible, et que son spectre périphérique est

simple, la valeur propre λ(m) ayant pour projecteur spectral P (m)(s) = φm(s)ψ∗m(s), alors pour tout
`′ ∈]`, 1[, il existeC > 0 et T0 ∈ N, tels que pour T ≥ T0 et k ≤ T ,

∥∥F ( kT ) . . . F ( 1
T )−

z∑
m=1

( k∏
n=1

λ(m)
n

)
e−

∫ k/T
0 ψ

∗
m(t)
(
φ
′
m(t)
)

dtφm(1)ψ∗m(0)− FQ( kT ) . . . FQ( 1
T )Q(0)

∥∥
≤ C

T (1− `′)
.

(16)
De plus,

‖FQ( kT ) . . . FQ( 1
T )Q(0)‖ ≤ C`′k

oùC dépend uniquement de

cP = sup
s∈[0,1]

max
m=1,...,z

max
(
‖φm(s)‖, ‖φ′m(s)‖, ‖ψ∗m(s)‖, ‖ψ∗m

′(s)‖
)

de manière continue, et T0 dépend de cP et `′ uniquement.

Donnons une idée rapide de preuve du théorème 4.6. Si l’on écritF (s) = FP (s) +FQ(s), alors un
produit F (TT ) . . . F ( 1

T ) se développe comme une somme de produits de FP et de FQ. On commence
par obtenir des bornes pour des produits consécutifs de termes de l’un ou l’autre type : il existeT0,D > 1
etD′ > 1 dépendant uniquement deCP , tels que pour T ≥ T0

‖FQ(a+L
T ) . . . FQ(a+1

T )‖ ≤ D (`′)L, ‖FP ( b+LT ) . . . FP ( b+1
T )‖ ≤ D′.

La première inégalité se prouve en utilisant la formule du rayon spectral, qui implique que pour tous s et `′

il existeL tel que ‖F (s)L‖ ≤ `′ ; si l’on choisit par compacité unL uniforme en s, on peut utiliser le fait
que F (s)L ' F (k+L

T ) . . . F (k+1
T ) et la régularité (a1) de F . La seconde inégalité se prouve en utilisant

le fait qu’un produit P (m
′
)(k+1

T )P (m)( kT ) a une norme majorée par CP /T si m 6= m′, un argument
combinatoire et un théorème adiabatique pour les produits de projecteursP (m)( kT ). Par ailleurs, la régu-
larité supposée en (a4) implique que des produits FP (k+1

T )FQ( kT ) ou FQ(k+1
T )FP ( kT ) ont aussi des
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normes majorées parCP /T . Un argument combinatoire sur le nombre de P et deQ consécutifs dans le
développement de F (TT ) . . . F ( 1

T ) permet de contrôler∥∥F ( kT ) . . . F ( 1
T )− FP ( kT ) . . . FP ( 1

T )P (0)− FQ( kT ) . . . FQ( 1
T )Q(0)

∥∥.
Il reste alors à comparer FP ( kT ) . . . FP ( 1

T )P (0) à
∑z

m=1

(∏T
k=1 λ

(m)( kT )
)
W (TT )P (m)(0) en s’ins-

pirant de la preuve de [119].

Remarque 4.8. Les résultats de cette section s’appliquent sur tout Banach B, donc en particulier en di-
mension in�nie. Le théorème adiabatique 4.6 devrait avoir d’autres applications, par exemple dans les
chaînes de Markov dont le générateur dépend de façon adiabatique du temps, en tout cas dès que les
propriétés considérées peuvent être caractérisées de manière spectrale. Nous pensons par exemple pou-
voir donner une preuve des résultats de [P24] lorsque le générateur Π de (3.34) (donc, physiquement, les
mesures e�ectuées sur les systèmes annexes Ek, k = 1, . . . , T ) évolue adiabatiquement.

3. Spectre périphérique de déformations de canaux quantiques

Comme nous l’avons annoncé ci-dessus, nous pouvons montrer que les valeurs propres périphériques
deL(α)(s) sont simples. Il nous faudra aussi, pour appliquer e�cacement le corollaire 4.7, avoir de bonnes
expressions pour les projecteurs spectraux périphériques associés. Remarquons d’abord que les opérateurs
L(s) = L(0)(s) sont complètement positifs et préservent la trace.

Considérons donc une application complètement positive et préservant la trace Φ sur I1(H), oùH
est de dimension �nie, et supposons Φ irréductible. On �xe une représentation de Kraus de Φ(ρ) =∑

i∈I LiρL
∗
i de Φ. Alors (voir l’annexe A), il existe un entier z, un état �dèle ρinv et un unitaire u de la

forme
∑m−1

z=0 θmpm où θ = e2iπ/z , tels que le spectre périphérique de Φ est de la forme Sz := {θm |
m = 0, . . . , z − 1}, que chacune de ces valeurs propres périphériques est simple, et que le projecteur
spectral de Φ associé à θm est η 7→ tr(u−mη) ρinvu

m.
Soit maintenant (li)i∈I une famille de réels strictement positifs. On dé�nit pour α ∈ R une appli-

cation Φ(α) sur I1(H) par
Φ(α)(ρ) =

∑
i

lαi LiρL
∗
i .

Alors Φ(α) est complètement positive et véri�e les propriétés suivantes :

Proposition 4.9 ([P22]). Il existe trois applications infiniment dérivables α 7→ λ(α), I(α), ρ(α) de R
dans, respectivement, R∗+, l’ensemble des opérateurs définis positifs, et l’ensemble des états fidèles, telles que
pour tout α dans R,

• le spectre périphérique de Φ(α) est λ(α)Sz = {λ(α)θm |m = 0, . . . , z − 1},

• on a les relations de commutation [I(α), u] = 0 et [ρ(α), u] = 0,

• on a tr(ρ(α) I(α)) = 1 pour tout α ∈ R,

• l’unique vecteur propre (à homothétie près) de Φ(α) (respectivement de Φ(α)∗) associé à la valeur
propreλ(α)θm estρ(α)um (respectivement I(α)u−m), et le projecteur spectral de Φ(α) associé àλ(α)θm

est
η 7→ tr(I(α)u−mη) ρ(α)um.
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Remarque 4.10. Pour α = 0 on a λ(α) = 1, I(α) = Id et ρ(α) = ρinv. Précisons par ailleurs que les
applications λ(α), I(α), ρ(α) dépendent de (li)i∈I .

La preuve de la proposition 4.9 est un peu longue mais passe principalement par le fait que, d’une
part, on connaît une bijection entre les vecteurs propres de Φ(α) et ceux d’une déformation Φ̂(α) de Φ(α)

qui préserve la trace (bijection que l’on trouve déjà dans [56]) ; d’autre part, que le spectre périphérique
d’une application qui préserve la trace, et une partie des propriétés des projecteurs spectraux associés, sont
caractérisés par des relations de commutation entre les opérateurs de Kraus et les projecteurs spectraux de
l’unitaireu associé. On se sert alors du fait que les opérateurs de Kraus de Φ(α) sont proportionnels à ceux
de Φ pour montrer que ces relations de commutation restent vraies, avec les mêmes projecteurs, et que de
nombreuses propriétés sont par conséquent conservées.

Remarque 4.11. La proposition 4.9 ne semble pas avoir été connue avant nous, peut-être par manque d’in-
térêt pour les déformations de canaux quantiques (voir néanmoins [69]). On a vu que ces déformations
sont intéressantes dès que l’on étudie les fonctions génératrices associées à des mesures indirectes. Le simple
fait que la structure du spectre périphérique est préservée simpli�e des arguments perturbatifs puisqu’elle
assure que le statut de valeur propre de module maximal est conservé au �l de la déformation, ce qui o�re
de la continuité dans nos arguments perturbatifs. Cette proposition peut par exemple simpli�er la preuve
donnée dans [P15] des résultats du théorème 3.16. Elle sert de la même manière dans [27].

La caractérisation via les relations de commutation permet de montrer que la forme du spectre péri-
phérique reste également stable sous les perturbations avec α complexe de partie imaginaire assez petite
pour qu’aucune valeur propre non périphérique ne soit déformée en valeur propre périphérique. On a
ainsi :

Corollaire 4.12 ([P22]). Sous les hypothèses de la proposition 4.9, il existe pour tout α0 de R, un voisi-
nage complexe Nα0

de α0, tel que pour tout α dans Nα0
, le spectre périphérique de Φ(α) est de la forme

{λ(α)θm |m = 0, . . . , z − 1} pour un λ(α) ∈ C.

4. Applications : production d’entropie et principe de Landauer
trajectoriels

Nous allons reprendre l’étude du principe de Landauer sur la base de la proposition 4.5. Pour cela,
nous ferons à partir de maintenant l’hypothèse que les paramètres β(s), HE(s) et v(s) sont tels que
L(s) est irréductible pour tout s ∈ [0, 1]. Alors, si l’on suppose ρi �dèle, ρf = L(TT ) . . .L( 1

T )(ρi) est
�dèle aussi, comme on l’a supposé pour obtenir (9). On suppose également que les Mk sont de la forme
Mk = M( kT ) où s 7→ M(s) est deux fois continûment dérivable sur [0, 1] et pour tout s, M(s) est
une fonction de ξ(s) (ou, de manière équivalente, de HE(s)). On notera λM (α), IM (α), ρM (α) les
fonctions obtenues par application de la proposition 4.9, pour souligner leur dépendance en M , et on
dé�nit L̃(α)

M = (λ
(α)
M )−1 L(α)

M qui a donc un rayon spectral égal à 1.

Proposition 4.13 ([P22]). Soit un SIRA tel queL(s) est irréductible pour tout s ∈ [0, 1], avec z(s) ≡ z.
Alors il existe des fonctions continues `′,C , T0 de R dans ]0, 1[, R+ et N respectivement, T0 bornée sur tout
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compact de R, telles que pour α ∈ R, T ≥ T0(α), et k ≤ T ,

∥∥∥L̃(α)
M ( kT ) . . . L̃(α)

M ( 1
T )ρi − z e−ϑ

(α)
M

z−1∑
m=0

tr
(
I(α)(0)pm(0)ρi) ρ(α)

M ( kT )pm−k(
k
T )
∥∥∥

≤ C(α)

T (1− `′(α))
+ C(α)`′(α)k

(17)

où l’indicem− k du projecteur spectral pm−k( kT ) de u( kT ) doit être compris modulo z, et

ϑ
(α)
M :=

∫ k/T

0
tr
(
I
(α)
M (s)

∂

∂s
ρ

(α)
M (s)

)
ds.

Cette proposition s’obtient en combinant le corollaire 4.7 et la proposition 4.9. On prouve ensuite
que l’intégrale dans l’exponentielle de (16) ne dépend pas dem. L’expression �nale s’obtient par un calcul
de Fourier discret.

On va maintenant pouvoir s’intéresser à 1
T log Γ(∆m

tot
T ,∆aT ). On a :

log Γ(∆m
tot
T ,∆aT )(α1, α2) = log

T∑
k=1

λ(α1)( kT ) + log tr
(
(ρf
T )α1L̃(α1)

M (TT ) . . . L̃(α1)
M ( 1

T )
(
(ρi)1−α1

))
.

On utilise alors (17) et l’expression de limT→∞ ρ
f
T pour montrer que

0 < lim inf
T→∞

tr
(
L̃(α)
M (TT ) . . . L̃(α)

M ( 1
T )ρi) ≤ lim sup

T→∞
tr
(
L̃(α)
M (TT ) . . . L̃(α)

M ( 1
T )ρi) <∞,

ce qui implique immédiatement que

lim
T→∞

1

T
log Γ(∆m

tot
T ,∆aT )(α1, α2) =

∫ 1

0
log λ(α1)(s) ds. (18)

Remarque 4.14. On retrouve ici une expression similaire à celle qui a été donnée dans l’exemple 3.36 pour
le cas indépendant du temps.

On obtient dès lors :

Théorème 4.15 ([P22]). Soit un SIRA tel queL(s) est irréductible pour tout s ∈ [0, 1], avec z(s) ≡ z et
que l’état initial ρi est fidèle. Posons

ΛM (α) =

∫ 1

0
log λ(α)(s) ds.

Alors 1
T ∆mtot

T converge exponentiellement vers

Λ′M (0) =
∑
i,j

∫ 1

0

(
yj(s)− yi(s)

)
tr
(
Ki,j(s)ρinv(s)K∗i,j(s)

)
ds,

on a la convergence en loi

1√
T

(
∆mtot

T − TΛ′M (0)
)
→

T→∞
N
(
0,Λ′′M (0)

)
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(où on a une expression implicite pour Λ′′Y ), et ∆mtot
T satisfait un principe de grandes déviations avec fonction

de taux Λ∗M obtenue comme transformée de Fenchel–Legendre de ΛM

Λ∗M (x) = sup
α∈R

(
αx− ΛM (α)

)
.

Dans tous ces énoncés, on peut remplacer ∆mtot
T par ∆mtot

T + γ∆aT pour n’importe quel γ ∈ R.

Encore une fois, le principe de grandes déviations découle immédiatement du théorème de Gärtner–
Ellis grâce à (18) et la convergence exponentielle en est une conséquence habituelle. Le théorème de la
limite centrale est obtenu grâce au théorème de Bryc, les corollaires 4.7 et 4.12 permettant de donner une
borne uniforme sur 1

T log Γ(∆m
tot
T ,∆aT )(α1, α2) pour α1, α2 dans un voisinage complexe de l’origine.

En particulier, quand on choisit M(s) = β(s)HE(s), le théorème 4.15 porte sur la variable ςT . On
dira que le SIRA est invariant par renversement du temps si pour tout s ∈ [0, 1] il existe deux involutions
antiunitaires ϑS(s) : HS → HS et ϑE(s) : HE → HE telles que ϑ(s) = ϑS(s) ⊗ ϑE(s) véri�e pour
tout s ∈ [0, 1]

[HS , ϑS(s)] = 0, [HE(s), ϑE(s)] = 0, [v(s), ϑ(s)] = 0. (19)

Corollaire 4.16 ([P22]). Soit un SIRA tel queL(s) est irréductible pour tout s ∈ [0, 1], avec z(s) ≡ z
et que l’état initial ρi est fidèle. La variable ςT vérifie une convergence exponentielle, un théorème de la
limite centrale et un principe de grandes déviations dont les paramètres sont donnés par le théorème 4.15 avec
M(s) = β(s)HE(s) ; en particulier

Λ′βHE (0) =

∫ 1

0
β(s) tr

(
X(s) Id⊗HE(s)

)
ds,

où
X(s) := U(s)

(
ρinv(s)⊗ ξ(s)

)
U(s)∗ − ρinv(s)⊗ ξ(s). (20)

Si le SIRA est invariant par renversement du temps, alors la fonction de taux ΛβHE vérifie

ΛβHE (α) = ΛβHE (1− α) pour tout α ∈ R.

Si l’on aX ≡ 0 (i.e.X(s) = 0 pour tout s ∈ [0, 1]) alors 1
T ςT et ∆SE convergent exponentiellement

vers 0 ; si au contraireX 6≡ 0, ils convergent exponentiellement vers une constante strictement positive.
Remarque 4.17. En particulier, si X 6≡ 0, σtot

T croît linéairement en T vers +∞. Ceci est la première
moitié du résultat principal de [P19]. Dans le cas où le système est indépendant du temps et invariant par
renversement du temps, cela découle du théorème 3.27 et de la discussion dans l’exemple 3.36.

On va donc continuer en supposantX ≡ 0 puisque c’est dans ce cas que l’on peut avoir saturation;
on cherche alors à expliciter le lien entre les lois limites de ∆sE,T et ∆sS,T . On commence par remarquer
que pour un s ∈ [0, 1] donné,X(s) = 0 si et seulement si il existe une observable kS(s) deHS telle que
[U(s), kS(s) +HE(s)] = 0 (c’est le lemme 6.5 de [P19]), auquel cas on peut véri�er que

ρ(α)(s) =
e−(1+α)β(s)kS(s)

tr
(
e−(1+α)β(s)kS(s)) I(α)(s) =

tr
(
e−(1+α)β(s)kS(s))

tr
(
e−β(s)kS(s)) eαβ(s)kS(s)

(il su�t de véri�er que chacun de ces termes est invariant par L(α), L(α)∗ respectivement, et que l’on a
la normalisation tr(ρ(α)I(α)) = 1). On obtient alors λ(α)(s) = 1. Par conséquent, si X ≡ 0, alors la
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moyenne et la variance dans le corollaire 4.16 sont nuls, et la fonction de taux Λ∗βHE vaut 0 en 0 et +∞
ailleurs. On peut en revanche dans ce cas étudier la convergence en loi de la paire ∆sE ,∆sS en reprenant
l’étude de la fonction génératrice, à condition de supposer lesL(s) primitifs (sans quoi on a des oscillations
dues aux périodes). On prouve :

Théorème 4.18 ([P22]). Soit un SIRA tel que pour tout s ∈ [0, 1],L(s) est irréductible avec z(s) = 1,
X(s) = 0, et que l’état initial ρi est fidèle. Alors la distribution du couple (∆sS,T ,∆sE,T ) converge étroi-
tement vers la mesure de probabilité de fonction génératrice

M(∆sE ,∆sS)(α1, α2) = tr
(
ρinv(0)−α1(ρi)1−α2

)
tr
(
ρinv(1)1+α1+α2

)
,

qui a un support fini. En particulier, ςT converge en loi vers une probabilité de fonction génératrice des cu-
mulants

logMς(α) = S−α(ρinv(0) | ρi).

Si de plusρi = ρinv(0) alors la loi limite de ςT est un Dirac en zéro, donc la loi limite du couple (∆sE,T ,∆sS,T )
est portée par la diagonale.

Ce résultat dit essentiellement que dans la limite adiabatique on a égalité de ∆sS et de ∆sE . Un
résultat similaire dans le cadre hamiltonien a été montré par [19].

Remarque 4.19. Ceci montre en particulier que σtot
T →

t→∞
S(ρinv(0) | ρi) si X ≡ 0. Le fait que σtot

T

convergeait vers une limite �nie était l’autre moitié du résultat principal de [P19], mais nous n’avions alors
pas pu identi�er la limite.

Remarque 4.20. SiX ≡ 0 et que le SIRA est invariant par renversement du temps, alors le système véri�e
une relation de bilan détaillé : le dual L̃ deL pour le produit scalaire

(η1, η2) 7→ tr
(
ρ

1/2
inv η

∗
1ρ

1/2
inv η2

)
véri�e, avec les notations de (19),

L̃(ϑSηϑS) = ϑSL(η)ϑS .

qui est l’une des dé�nitions standard du bilan détaillé quantique (voir [P26] et la section 2). En revanche,
la conditionX ≡ 0 est plus forte que le bilan détaillé, car elle ne porte pas uniquement sur la dynamique
réduiteL.

95



96



Projets de recherche

Mes principaux projets de recherche concernent les trajectoires quantiques. Une première question
naturelle serait d’étudier ce qui peut être dit du comportement des états aléatoires (ρn)n dans le cas où les
instruments ne sont pas parfaits (autrement dit, ne sont pas de la forme Φi(ρ) = LiρL

∗
i ) : dans ce cas,

les transitions de la chaîne de Markov ne préservent pas les états purs et la suite (ρn)n n’a aucune raison
d’être asymptotiquement pure. Cette question semble di�cile à traiter et nous croyons de plus que les
questions les plus intéressantes concernent le cas où les instruments sont parfaits, ce qui, rappelons le, est
le cas lorsque l’on e�ectue des mesures à deux temps sur les sondes. Dans ce cas, l’étude de la suite (ρn)n se
réduit à celle des états purs aléatoires (πx̂n)n et cependant, même pour un choix donné de mesureµ à sup-
port �ni véri�ant les relations (32) et (33) (par exemple si l’on �xe l’observableM mesurée sur les sondes),
il reste beaucoup à dire sur le comportement asymptotique. Tout d’abord sur le comportement de la suite
(x̂n)n au-delà de la convergence en loi : les résultats de [P24] nous permettent déjà de montrer une “loi
des grands nombres” améliorant le théorème ergodique de Kümmerer–Maassen pour prendre en compte
par exemple des moyennes 1

n

∑n
k=1 f(vk, x̂k), ainsi qu’un théorème de la limite centrale fonctionnel. Il

serait utile d’obtenir un principe de grande déviations pour (x̂n)n mais celui-ci est pour l’instant hors
d’atteinte, les informations que nous avons sur le spectre du noyau de transition étant insu�santes : on
peut donc imaginer d’identi�er des propriétés de sous-additivité pour utiliser une approche à la Ruelle–
Lanford. De la même manière, nous ne savons encore rien des propriétés de la mesure invariante νinv et
il serait intéressant de pouvoir en dire un peu plus. Le cas général étant sans doute di�cile, on peut s’in-
téresser au comportement de νinv pour un choix “typique” de l’observable mesurée M (on reprend ici
le formalisme de la section 0.3 ; remarquons que l’évolution moyenne Φ, et par conséquent son état inva-
riant ρinv, ne dépendent pas deM siU et ξ sont �xés). Puisque seule la base orthonormée de ses vecteurs
propres importe, on peut par exemple choisir à chaque itération du protocole de mesure un unitaire de
manière aléatoire, cet aléa s’intégrant à la mesureµ (qui n’est alors plus en général à support �ni). Dans ces
deux cas, on peut se demander comment se comporte νinv dans di�érents régimes, par exemple lorsque
la dimension deH (que nous avons aussi notéHS ) est grande, et en particulier s’il y a concentration de
la mesure vers des con�gurations d’états purs qui seraient alors “génériques”. On peut de plus imaginer
qu’il existe un lien entre les propriétés de (x̂n)n ou celles de νinv et celles de la statistique des mesures à
deux temps sur les sondes. L’intérêt à plus long terme de ces questions est d’étudier et de caractériser l’évo-
lution des systèmes quantiques via les suites (x̂n)n, qui joueraient le rôle de trajectoires dans l’espace des
phases. Le pari est que la décomposition

∫
|x〉〈x|dν(x̂) d’un étatρ a un sens physique pertinent grâce aux

mesures indirectes. En�n, on pourrait étudier des versions non markoviennes des trajectoires quantiques,
dans l’optique d’étudier le contrôle de systèmes quantiques sur la base de mesures indirectes induisant une
rétroaction.

Mes autres projets de recherche concernent des questions qui n’ont pas été décrites ici. Il y a tout
d’abord, dans des thèmes connexes à ce qui précède, la poursuite de l’étude des propriétés de transport
et de propagation de l’intrication ou de l’information dans d’autres modèles de systèmes quantiques. Un
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premier modèle intéressant est celui des “circuits quantiques aléatoires” extrêmement simples à décrire et
où l’aléa permet de rendre “typique” une évolution sur une chaîne de spins quantiques. Un autre modèle
intéressant est celui de chaînes de spins auquelles on ajoute un bruit fort, et qui semblent présenter des
propriétés d’universalité. En�n, d’autres problèmes plus éloignés des thèmes de ce document, qui sont ap-
parus comme des questions techniques au �l de mes travaux passés, semblent o�rir des questions mathé-
matiques intéressantes. Je pense tout d’abord à des tentatives de généraliser le résultat de test d’hypothèses
de [P16] à des algèbres de von Neumann générales, qui semble passer par l’obtention de décompositions
de type QR sur de telles algèbres. Je pense également à des travaux plus récents sur des généralisations
quantiques des distances de Wasserstein, abordées sous l’angle des couplages d’états quantiques, et qui
même dans les cas les plus simples, posent des question étonnamment di�ciles en lien avec les problèmes
quantiques de marginales, usuels en théorie de l’information quantique.
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Annexe A

Applications complètement positives et leur spectre
périphérique

Commençons par rappeler que pourH un espace de Hilbert séparable, une application Φ de I1(H)
dans lui-même est :

• complètement positive si pour tout n ∈ N∗, son extension Φ ⊗ IdB(Cn) à I1(H) ⊗ B(Cn) est
positive ; la complète positivité implique donc la positivité.

• irréductible si les seuls projecteurs orthogonaux P deH satisfaisant Φ
(
PI1(H)P

)
⊆ PI1(H)P

sont 0 et IdH,

Pour une motivation à considérer des applications complètement positives, voir [85]. Une application
complètement positive et qui préserve la trace (i.e. telle que tr

(
Φ(η)

)
= tr(η)) est souvent appelée canal

quantique. On rappelle que toute application complètement positive admet une décomposition de Kraus,
c’est-à-dire qu’il existe des applicationsLi ∈ B(H), où i appartient à une famille au plus dénombrable I ,
telles que Φ(ρ) =

∑
i∈I LiρL

∗
i pour tout ρ (voir [85] ou [110] pour une présentation plus moderne).

L’irréductibilité de Φ est alors équivalente au fait que les seuls sous-espaces vectoriels E de H tels que
LiE ⊂ E pour tout i ∈ I sont {0} etH.

Supposons Φ complètement positive et irréductible. Un premier résultat est valable en dimension
arbitraire (théorème 3.1 de [117]) : si le rayon spectral λ(Φ) de Φ est égal à sa norme d’opérateur ‖Φ‖ et
est valeur propre de Φ, alors c’est une valeur propre simple et un vecteur propre est dé�ni positif. On a
‖Φn‖ = sup tr

(
Φn(X)

)
où le supremum est pris sur l’ensemble des X positifs de trace 1, donc si Φ

préserve la trace, alors ‖Φ‖ = 1 et λ(Φ) = limn→∞ ‖Φ
n‖1/n = 1 ; on a bien alors λ(Φ) = ‖Φ‖ = 1.

SiH est de dimension �nie, alors la condition λ(Φ) = ‖Φ‖ est automatiquement vraie.

À partir de maintenant nous supposons queH de dimension �nie. Si Φ est complètement positive,
irréductible, et préserve la trace (auquel cas Φ∗ est complètement positive, irréductible et préserve Id),
alors comme Evans et Hoegh-Krøhn l’ont montré dans [56] :

• le spectre périphérique de Φ est un sous-groupe �ni Sz = {θm |m = 0, . . . , z − 1} (où θ =

e2iπ/z) du cercle unité, et chaque θm est valeur propre simple,

• il existe un état �dèle ρinv et un unitaire u (appelé unitaire de Perron–Frobenius de Φ) satisfaisant
[ρinv, u] = 0, uz = Id et uk 6= Id pour k = 0, . . . , z − 1, tels que

Φ(ρu) = θΦ(ρ)u ∀ρ ∈ I1(H)

Φ∗(uX) = θuΦ∗(X) ∀X ∈ B(H).
(1)

99



Une conséquence immédiate est que l’unique (à constante multiplicative près) vecteur propre de Φ (res-
pectivement Φ∗) associé à la valeur propre θm est ρinvu

m (respectivement u−m), et le projecteur spectral
de Φ associé à θm est η 7→ tr(u−mη)ρinvu

m.
Remarquons que les relations (1) sont équivalentes à Liu = θuLi pour tout i ∈ I . De plus, u

s’écrit u =
∑z−1

m=0 θ
mpm, où les projecteurs pm satisfont pmLi = Lipm+1 pour tous i et m (m + 1

étant compris modulo z). Chaque sous-espace B(Im pm) de B(H) est par conséquent invariant par Φ∗z

et la restriction de Φ∗z à ce sous-espace est primitive, i.e. irréductible avec 1 comme unique valeur propre
périphérique.
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