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Résultat de convergence

Graphe (29, E9).

Paramétre p € [0, 1].

Probabilité sur {0, 1}Ed :

Py = ((1=p)o +p61)®Ed

Pour w ~ P, et e € E,

o Siw(e) =1, I'aréte est dite ouverte,

e Siw(e) =0, l'aréte est dite fermée.
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Résultat de convergence

Boites finies A(n) = [—2, 2[ N Z9. Ensemble d'arétes noté E,.

Définition
Soit 0 < a<d.
Pour w : E, — {0, 1}, notons

Ll

na

Pn(w) = eXP(
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Construction du modeéle et résultat Construction du modéle
Résultat de convergence

Boites finies A(n) = [—2, 2[ N Z9. Ensemble d'arétes noté E,.

Définition
Soit 0 < a<d.
Pour w : E, — {0, 1}, notons

na

Pn(w) = exp (—‘Cmax(w)’) :

On considére la distribution de probabilité :

1
Hn - WE{O’ 1}En — 7PPn(W)(w)'
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fin(w) = 7P avec pp = e |Cmaxl/n®
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1 e
pn(w) = prn(w) avec  p, = e |Cmaxl/r®

Théoréme
S I loi <N
ous fin, nous avons la convergence en loi py joo e

v
Heuristique avec les mains

1 Po(|Cnax| = n?(—Inp
“"(Pnzp)ﬁf Z Pp(w) =~ p(l |Z ( )),

A\
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1 e
pn(w) = prn(w) avec  p, = e |Cmaxl/r®

Théoréme

. L
Sous pin, nous avons la convergence en loi p, —+> G
n——+00

v
Heuristique avec les mains

1 Po(|Cnax| = n?(—Inp
Mn(Pnzp) = > Z Pp(w) =~ p(| |Zn ( )),

n
w: pn(w)=p

ce qui est « trés petit » quand p est éloigné de p..

A\
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pn(w) = S Pp() avec Pn

Nicolas Forien 3 iticité auto-organisée en percolation



Décroissance exponentielle loin du point critique
Minoration de la fonction de partition

Esquisse de démonstration Un lemme de séparation

1 a
pn(w) = —P avec  p, = e |Cmaxl/n®

1
Ve>0 pm(pa<pe—e) =5 D, Phww)

_ Zi S Pevie (1G] = b)

" b=[na(~In(pc—¢))]
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tn(w) = —Ppw) avec P @ |Cmax|/n®

1
Ve>0 pm(pa<pe—e) =5 D, Phww)

_ Zi S Pevie (1G] = b)

" b=[na(~In(pc—¢))]

deCE( | Cmax| = na( —In(pc — 5)))

n
Zn

N
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1 a
pn(w) = =P avec pp = e |Cmaxl/n®

1
Ve>0 pm(pa<pe—e) =5 D, Phww)

_ zl > Pe-b/ne ( | Cimax| = b>
b=[n3(—In(pc—¢))]
) d

j Pprs(lcmax\ > na(—|n(pc—5))> < 0 oKE)n*

Zy

N
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tn(w) = —Ppw) avec P e |Cmax|/n®

1
Ve>0 pm(pa<pe—e) =5 D, Phww)

_ Zln Z Po—b/n2 ( | Cinax| = b)
b=[n3(—In(pc—¢))]

d
2 PPC*E( |Cmax‘ = na( - |n(pc — 5))) <

i —K(e)n?
Zy ’

N

nd
Zn

d
De méme,  pn(pn = pc +€) < %G—K(g)nd—l '

n
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NIx
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nd
Zn

Ainsi, Mn( |pn — pc| > E) < (efK(g)na 4 e*K(E)nd_1> .

K>0 Vnz1  Zy > exp(—K(nn)n@ /)

nd
& = Z Pp"(w)(w) - Z Pe—b/ne ( ‘Cmax‘ = b) .
b=1

we{0,1}En
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nd
Zn

Ainsi, Mn( |pn — pc| > E) < (efK(g)na 4 e*K(E)nd_1> .

K>0 Vnz1  Zy > exp(—K(nn)n@ /)

nd
& = Z Pp"(w)(w) - Z Pe—b/ne ( ‘Cmax‘ = b) .
b=1

we{0,1}En

Siwi, ..., w,d est un couplage décroissant avec wp ~ P _p/na,
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nd
Zp

Ainsi, Mn( |pn — pc| > E) < (efK(g)na 4 e*K(E)nd_1> .

IK>0 Vn>1 Z, > exp (_K(|nn)na(d—1>/d) .

I7d

Zo= X Po)®) = X Pesim (|Cnax| = b).
we{0,1)En b=1

Siwi, ..., w,d est un couplage décroissant avec wp ~ P _p/na,

d

Zy = S P(|Crax(ws)| = b)
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nd
Zp

Ainsi, Mn( |pn — pc| > E) < (efK(g)na 4 e*K(E)nd_1> .

IK>0 Vn>1 Z, > exp (_K(|nn)na(d—1>/d) .

nd
& = Z Pp"(w)(w) - Z Pe—b/ne ( ‘Cmax‘ = b) .
b=1

we{0,1}En
Siwi, ..., w,d est un couplage décroissant avec wp ~ P _p/na,

d

Zy = > P(|Crax(ws)| = b) = P(Hb, |cmax(w,,)y:b).
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Z, = P(3b, |Crmax(wp)| = b)

ou wp ~ P b/ma

avec wi = ... = Wpd .
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| Cmax(wb)|

Z, = P(3b, |Crmax(wp)| = b)
ndt e o
[ ]
[ ]
ou wp ~ Pe_b/,,a L4
[ ]
avec wi = ... = Wpd . )

Nicolas Forien & iticité auto-organisée en percolation



Décroissance exponentielle loin du point critique
Minoration de la fonction de partition

Esquisse de démonstration Un lemme de séparation

| Cmax(wb)|

Z, = P(3b, |Crmax(wp)| = b)
ndt e o
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[ ]
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T e

° ,
[ ] ’

ou wp ~ P b/ma 4

avec w1 = n
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&
Q.
e
2
°
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Comment forcer |'apparition d'un point fixe ?
@ On construit le couplage (wp);<p<nd au fur et a mesure, en
fermant certaines arétes a chaque étape.
@ Quand b < |Crax(wp)| < 2b, on s'arréte.
@ On force la fermeture de certaines arétes a |'étape b pour
tomber pile sur | Cpax(wp)| = b.
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@ On construit le couplage (wp);<p<nd au fur et a mesure, en
fermant certaines arétes a chaque étape.

@ Quand b < |Crax(wp)| < 2b, on s'arréte.

@ On force la fermeture de certaines arétes a |'étape b pour
tomber pile sur | Cpax(wp)| = b.

Combien d’arétes a-t-on besoin de fermer?
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Comment forcer |'apparition d'un point fixe ?

@ On construit le couplage (wp);<p<nd au fur et a mesure, en
fermant certaines arétes a chaque étape.

@ Quand b < |Crax(wp)| < 2b, on s'arréte.

@ On force la fermeture de certaines arétes a |'étape b pour
tomber pile sur | Cpax(wp)| = b.

Combien d'arétes a-t-on besoin de fermer? Combien ca « coiite » 7

@ Premiére remarque : avec grande proba, cet instant b est
d'ordre n?.
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Un lemme de séparation

Il existe K = K(d) > 0 tel que, pour tout sous-graphe connexe
fini G = (V, E) de (29,EY), pour tout m € {|V|/2, ..., |V|},
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Un lemme de séparation

Il existe K = K(d) > 0 tel que, pour tout sous-graphe connexe
fini G = (V, E) de (29,EY), pour tout m € {|V|/2, ..., |V|}, il
existe un ensemble d'arétes Eg C E tel que

|Eo| < K |Vv|td=1/d
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Un lemme de séparation

Il existe K = K(d) > 0 tel que, pour tout sous-graphe connexe
fini G = (V, E) de (29,EY), pour tout m € {|V|/2, ..., |V|}, il
existe un ensemble d'arétes Eg C E tel que

Eo| < K|V D9 et |Crax(V, E\Eo)| = m.
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Un lemme de séparation

Il existe K = K(d) > 0 tel que, pour tout sous-graphe connexe
fini G = (V, E) de (29,EY), pour tout m € {|V|/2, ..., |V|}, il
existe un ensemble d'arétes Eg C E tel que

Eo| < K|V D9 et |Crax(V, E\Eo)| = m.

Quand b < |Cmax(wp)| < 2b, on trouve un ensemble d'au
plus K(2b)(9=1)/9 arétes a fermer pour tomber sur Crax(wp) = b.
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Un lemme de séparation

Il existe K = K(d) > 0 tel que, pour tout sous-graphe connexe
fini G = (V, E) de (29,EY), pour tout m € {|V|/2, ..., |V|}, il
existe un ensemble d'arétes Eg C E tel que

Eo| < K|V D9 et |Crax(V, E\Eo)| = m.

Quand b < |Cmax(wp)| < 2b, on trouve un ensemble d'au
plus K(2b)(9=1)/9 arétes a fermer pour tomber sur Crax(wp) = b.

Comme b = n?, ¢a fait O(n?(4=1)/9) arétes a fermer.
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o Combien ca « coite » de fermer n?(@=1)/d zrates?
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o Combien ca « coite » de fermer n?(@=1)/d zrates?

wp ~ Pe—byna, Wht1 ~ Pe(bray/na .
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a(d—1)

@ Combien ca « coiite » de fermer n /d arétes?

wp ~ Pgb/na, Why1 ~ Po—(br1y/na -

e De wp a wp1, chaque aréte ouverte reste ouverte avec
proba e~/
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o Combien ca « coite » de fermer n?(@=1)/d zrates?

wp ~ Pe—byna, Wht1 ~ Pe(bray/na .

e De wp a wp1, chaque aréte ouverte reste ouverte avec
proba e~1/"° et est fermée avec proba 1 — e~ V" ~ 1/n°.
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o Combien ca « coite » de fermer n?(@=1)/d zrates?

wp ~ Pe—byna, Wht1 ~ Pe(bray/na .

e De wp a wp1, chaque aréte ouverte reste ouverte avec
proba e~1/"° et est fermée avec proba 1 — e~ V" ~ 1/n°.

pald—1)/d

1
~ - _ _ a(d-1)/d
= Colt <n3> = exp( a(lnn)n ) .
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o Combien ca « coite » de fermer n?(@=1)/d zrates?

wp ~ Pe—byna, Wht1 ~ Pe(bray/na .

e De wp a wp1, chaque aréte ouverte reste ouverte avec
proba e~1/"° et est fermée avec proba 1 — e~ V" ~ 1/n°.

pald—1)/d

1
~ - _ _ a(d-1)/d
= Colt <n3> = exp( a(lnn)n ) .

= Z, > exp(—K(Inn)na(d_l)/d> .

O
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Récapitulons :

tn(w) = —Ppw) avec pn = e |Cmaxl/n®

Nous avons bien démontré :

Théoréme

. £
Sous (i, nous avons la convergence en loi p, — dp,.
n
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Récapitulons :

tn(w) = —Ppw) avec pn = e |Cmaxl/n®

Nous avons bien démontré :

Théoréme

. £
Sous (i, nous avons la convergence en loi p, — dp,.
n

Merci pour votre attention !
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