Quelques avatars

du groupe alterné sur 5 lettres

Le groupe alterné As est bien connu ainsi que sa représentation usuelle
comme le sous-groupe des rotations de O (3, R) qui laissent stable un icosaédre
ou un dodécaedre. Mon objectif ici est d’en donner une description comme
sous-groupe de PSU(2,C), sans passer par l'isomorphisme de O7(3) et de
PSU(2). Le ressort de la preuve est une description par générateurs et rela-
tions qui remonte a Hamilton.

0.1 Le théoreme de Hamilton

0.1.1 Enoncé et schéma de preuve

On suppose que le lecteur sait ce qu'est le groupe libre F,; a deux
générateurs. Le résultat de Hamilton (Letter to John T. Graves on the Ico-
sian, 17 octobre 1856, (Euvres, Tome III, page 612) est le suivant (méme s’il
n’est pas formulé ainsi dans Hamilton) :

0.1.1 Théoreme. Soit N le sous-groupe distingué de F,; engendré par les
éléments a?, b* et (ab)®. Alors, le quotient G = F,,/N est isomorphe a As.

Démonstration. Notons déja qu’on obtient un homomorphisme ® : G — Aj
en associant a a la permutation a = (12)(45) et a b la permutation 8 = (134).
En effet, « est bien d’ordre 2 et 8 d’ordre 3 et le produit a5 = (13542) d’ordre
5. Cet homomorphisme est surjectif car I'image contient des éléments d’ordres
2,3,5, de sorte qu’elle est de cardinal multiple de 30 et il n’y a pas dans Aj;
(simplicité oblige) de sous-groupe non trivial aussi gros. Il reste & montrer
que ® est injectif. Pour cela on va montrer que G est fini de cardinal < 120.
Comme son cardinal est aussi multiple de 60, G ne pourra étre que As.

0.1.2 Les calculs

La majoration du cardinal de G n’est pas triviale et demande quelques
calculs.



0.1.2 Lemme. On peut écrire tous les éléments non triviaux de G sous ['une
des formes suivantes :
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avecn > 1, (et méme > 1 pour le dernier) iy, = 1 et ji, = 1 ou 2 pour tout
k. La longueur d’une telle écriture est le nombre de termes en a et en b ou
b? (respectivement ici, 2n, 2n — 1, 2n — 1, 2n — 2). Une écriture sera dite
mainimale si sa longueur [’est.

Démonstration. C’est clair avec les seules relations a? = b® = 1.

0.1.3 Notations. On pose x = ab, y = ab®, z =ba =y~ ' et t = b?’a = 271
0.1.4 Lemme. On a les formules suivantes :

)=y =25=1=1,

2) 2% =12, P = 22, 25 =y, 13 = 22,

3) 2ty = t2b, yPx = 22%, 2% = b?a?, 22 = by?,

4) xyx? = t*2t, yry® = 2%tz et ces éléments sont d’ordre 2,

5) (xy)” = (yz)° = (21)° = (t2)° = 1.

Démonstration. 1) On a 25 = 1 par hypotheése, d’ott t5 = 1. Comme on a
y = ata = ata™' on en déduit 3® = 1, puis 2° = 1.

2) On a 2° = 1, donc z° = 272 = t? et de méme pour les autres.

3) Comme on a y = xb, on a z’y = x3b = b par 1). De méme pour les
autres.

4) Comme on a t?zt = (zyx?)~" il suffit de montrer que zyz? est d’ordre
2. Pour cela on part de la relation bt = 20> = a et on tient compte de
t = 27! = 2*. Cela donne bz* = xb?, puis bz*b = . Avec 2b = y on a
bx3y = x et en multipliant & gauche par z, yz®y = 22, relation équivalente a
ryr?ryxr? = 2° = 1. De méme pour l'autre.

5) On note que ababa est d’ordre 5 comme conjugué de ab® : ababa =
(ab)(ab®)(b*a), puis que babab est d’ordre 5 comme inverse du précédent.
Mais on a zy = b*(babab)b, d’ou le résultat.

0.1.5 Lemme. Les éléments de G ont une écriture minimale de 'une des
formes suivantes :

1) Alz,y) = l,z,y, 22, y% 2y, zy? ya?, ayx, yoy, sye?, yzy®, cyry, yry,
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ryzy?, yryx?, xyryx, yryxy, ryrys’ et yryry?,

2) A(z,y)a,

3)B(t,z) =1, z,t, 22,12, 2t, 2%, 122, 2tz t2t, 2%tz 1221, 2tzt, totz, 222t 122t 2,
tatat, 2tatz, 22tat et t22tz,

4) B(t, 2)b ou B(t, 2)b?.

Démonstration. Soit g € G écrit avec une écriture minimale. Le lemme 0.1.2
montre que les éléments qui commencent par a (resp. b ou b*) s’écrivent
comme produits de x et y en alternance avec éventuellement avec un a a
droite (resp. produits de z et t avec éventuellement b ou b? & droite). Traitons
le cas des formes en z,y, I'autre est analogue. Il suffit d’établir le résultat
pour les formes qui n’ont pas de a a droite. Le lemme 0.1.4.2 montre qu’il n’y
a pas de termes % ni y3 (sinon I'écriture ne serait pas minimale puisqu’on
peut remplacer z3 par t? qui est plus court). Le point 3 du méme lemme,
montre que les éventuels termes en 22 ou y? sont nécessairement a droite de
I’écriture. Sinon, s’il y a par exemple un terme en z*y = ababab® (longueur
6), on le remplace par tb = b*ab®ab (longueur 5).

Par ailleurs, comme on a (zy)® = 1, tout produit de six termes zy ou plus
se rameéne & un produit de moins de 5 : par exemple ryzyry = (zyzy) ' =
ztzt. 1l reste donc a énumérer les produits d’au plus 5 termes ce qui est fait
dans le lemme.

0.1.6 Corollaire. On a |G| < 100.

Démonstration. En effet, il y a 20 formes du type A(z,y) et autant du type
B(t, z) et il faut doubler ce nombre pour tenir compte des éléments A(zx, y)a
et le tripler pour tenir compte des éléments B(t, 2)b et B(t, z)b*.

0.1.7 Remarque. Bien entendu, il y a des relations entre ces différentes
formes. Par exemple, cf. 0.1.4, on a xyx? = t22t.

Cela acheve de prouver le théoreme de Hamilton.

0.2 Le sous-groupe du groupe unitaire

0.2.1 Théoreme. Soit { une racine primitive cinquieme de [‘unité. On
considere le sous-groupe G de GL(2,C) engendré par
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Alors, H/{xId} est isomorphe a As.



Démonstration. Appelons p et 7 les deux matrices ci-dessus et notons p et 7
leurs images dans H. On vérifie qu’on a p° = Id et 7> = —Id (donc 72 = 1

dans H) et
2 1 (C2_C —C1+1).

U:pT:% _1+C _C71+€2

Cette derniere matrice est de déterminant 1 et de trace —1. Elle vérifie donc
0?40 +1d =0, donc o3 = Id.

Onposealorsa=Tet f=Tp 2= . Onaca’=1, 3 =1, (af)’ =
(p7%)° = 1. On considere 'homomorphisme ¥ : F,;, — H qui & a,b associe
a, B. 11 est surjectif (car on a (aB)? = p) et son noyau contient N. Il en
résulte que le groupe H est un quotient de G = F,;/N ~ As. Mais Aj est
simple, et comme H n’est pas réduit a 1, il est isomorphe a As.

0.2.2 Remarque. Bien entendu, H est contenu dans PSU(2,C).



