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Introduction

En géométrie algébrique, les variétés projectives les plus simples sont les
ensembles finis, dont nous étudierons la cohomologie. Comme pour beau-
coup de problémes, une idée naturelle consiste & regarder dans un premier
temps les petits ensembles finis, puis de voir si on ne peut pas se ramener
& ce cas pour les ensembles plus grands. C’est ici que la notion de liaison
algébrique prend toute son importance : elle va nous permettre de relier la
cohomologie de deux ensembles finis. Ceci constitue le théoréme de Davis-
Geramita-Orecchia, qui fera 'objet de la deuxiéme partie de ce document.

Afin de prouver ce résultat, nous commencerons notre étude par un pre-
mier chapitre général sur la cohomologie des faisceaux, qui culminera avec
le théoréme de dualité de Serre. Les conséquences multiples du théoréme de
Davis-Geramita-Orecchia seront présentées dans le troisiéme chapitre. Ceci
donnera lieu & deux théorémes, un de liaison, et 'autre de Cayley-Bacharach,
puis a des exemples plus concrets, comme ’associativié de la loi de groupe sur
une cubique, ou encore le théoréme des six cercles de Miquel. Aprés avoir fait
tout cela, nous essaierons d’étudier les ensembles finis de P? en les stratifiant,
ce qui conduira a la notion de spécialité d’un ensemble fini. Ceci se révélant
compliqué, nous ne présenterons dans ce qui suit que les ensembles dont la
spécialité vaut 0 ou 1, les résultats présentés portant sur 'irréductibilité et
la dimension.



Chapitre 1

Cohomologie

Sauf mention explicite du contraire, et dans tout ce document, k dési-
gnera un corps (commutatif) algébriquement clos.

1.1 Complexes

Outre quelques brefs rappels sur la cohomologie et I’homologie des com-
plexes, 'objectif principal de ce paragraphe est de présenter le complexe de
Koszul, dont nous décrirons précisément I’homologie dans un cas particulier.

1.1.1 Rappels

Définition 1. Une catégorie 2 est appelée catégorie abélienne si, pour
tous objets A et B, Hom(A, B) a une structure de groupe abélien, telle que
la loi de composition est un homomorphisme.

Définition 2. Un complexe cohomologique A® dans une catégorie abé-
lienne 2A est une collection d’objets A%, i € Z, et de morphismes d’ : A* —
A1 telle que, pour tout 4, 'on ait d*T' o d® = 0. On définit alors le i—éme
objet de cohomologie du complexe, que 1’on note H*(A*) comme étant
égal au quotient de Ker d*! par Im d'.

Définition 3. Un complexe homologique B, dans une catégorie abélienne
B est une collection d’objets B;, i € Z, et de morphismes J; : Bjy1 — B;
telle que, pour tout 4, 'on ait §; o §;4.1 = 0. On définit alors le i—éme
objet d’homologie du complexe, que 'on note H;(A4,) comme étant égal
au quotient de Ker d; par Im ;1.

Remarque 4. Ces deux définitions sont extrémement proches 'une de 'autre,
mais serviront a des endroits différents. Nous rencontrerons ainsi un complexe
cohomologique dans la définition 23, et un complexe homologique dans le pa-
ragraphe 1.1.2. Pour alléger I’écriture, nous parlerons simplement de com-
plexe, le sens des fléches indiquant le reste.



1.1.2 Complexe de Koszul

Définition 5. Soient A un anneau commutatif, et fi,..., f; des éléments de
A. On définit le complexe de Koszul , que 'on note K.(f1,..., f) de la
maniére suivante : on commence par considérer un A-module libre de rang r,
noté K1, dont on fixe une base eq, ..., e, puis on pose, pour tout p € 0, ..., 7,
K, = AP K1, qui est le p-iéme terme de l'algébre extérieure correspondante.
On définit alors, pour tout 1 <p <r:

dp : Kp — Kp_1
iy A Neiy = D=1 e AL AE N Aey,

De plus, si M est un A-module, on pose :

K1y frs M) = K.(f1, oo 1) @4 M.

Théoréme 6. Gardons les notations introduites ci-dessus, et supposons que
les f; forment une suite réguliére® pour M. On a alors :

Démonstration. Pour une preuve détaillée, le lecteur pourra se reporter a
[Mat70], théoréme 43, ou a [Ser65], partie IV.A, proposition 2.
O

1.2 Faisceaux

1.2.1 Définition

Définition 7. Soit X un espace topologique. Un préfaisceau .# de groupes
abéliens sur X consiste en la donnée, pour tout ouvert U de X, d’un groupe
abélien .Z# (U), et pour tous ouverts V C U de X d’un morphisme de restric-
tion ryy + F(U) — F(V), tels que :

1. Z(0) est le groupe trivial,
2. ryy est l'identité de . (U),
3. pour tous ouverts W CV C U de X, on a ryw = ryw © Tyy.

Pour alléger la rédaction, on notera fj,; € Z (V) I'élément ryy (f).
On dit que .% est un faisceau s’il vérifie de plus :

1. Dans notre cas, cela signifie que, pour tout ¢ entre 1 et r, la dimension de V' (f1, ..., fi)
est égale & r — 1.



4. pour tout ouvert U de X recouvert par une famille d’ouverts (U;);er,
et tous f; € Z(U;) tels que, pour tous ¢, j € I, favinu; = fjuinu;» il
existe un unique f € Z#(U) dont la restriction a chaque U; vaut f;.

Remarque 8. De maniére analogue, on parle de faisceau d’anneaux, de
faisceaux d’algébres, etc.

1.2.2 Faisceaux de modules

Dans tout ce paragraphe, X désigne une variété projective plongée dans
P,

Définition 9. Un faisceau .# sur X est appelé Ox-module si, pour tout
ouvert U de X, .#(U) est un Ox(U)-module, et si les fleches de restriction
sont linéaires.

Définition 10. Soient % et 4 deux Ox-modules. On définit le faisceau
produit tensoriel de .# et ¢ au-dessus de Ox, que I'on note .# ®p, ¥,
comme le faisceau associé au préfaisceau :

Définition 11. Soient .% et ¥ deux Ox-modules. Un homomorphisme
de Ox-modules ¢ : . F — ¥ consiste en la donnée, pour tout ouvert U
de X, d’'un homomorphisme de Ox(U)-modules ¢(U) : Z(U) — 4(U)
compatible avec les applications de restriction. On définit alors le faisceau
noyau de ¢ par (Ker ¢)(U) = Ker(p(U)).

Remarque 12. On pourrait avoir envie de définir, de la méme maniére, un
faisceau image. Cela ne définit, en général, qu'un préfaisceau, et il faut donc
passer au faisceau associé. Pour plus de détails, on se reportera a [Per95|,
chapitre III, exemple 6.5 et définition 6.6.

Définition 13. Posons I'y(X) = k[Xo, ..., Xm]/I(X) et fixons un module
gradué M sur cet anneau. On définit un O x-module M sur les ouverts stan-
dard en posant, pour f € I'y(X) homogéne de degré strictement positif,

M(D™*(f)) = My, ce dernier étant le sous-module du localisé My formé
des éléments homogénes de degré 0.

Remarque 14. Ce qui précéde suffit pour définir un faisceau sur X. Pour
s’en convaincre, on pourra voir [Per95|, chapitre 111, lemme 2.1.

Proposition 15. L’application qui a M associe M définie ci-dessus est fon-
ctorielle, exacte, commute aux sommes directes et aux produits tensoriels.

Démonstration. La preuve de ce résultat est détaillée dans [Per95], chapitre
III, proposition 9.3.
L]



Définition 16. Soit .% un Ox-module. On dit que .% est quasi-cohérent
8l existe un recouvrement de X par des ouverts affines U;, et des Ox (U;)-
modules M; tels que, pour tout ¢, on ait ﬁlUi ~ ]\Z On dit alors que .% est
cohérent si les modules M; sont (tous) de type fini.

Nous allons & présent définir une derniére notion, qui sera cruciale dans toute
la suite de ce document : les modules et faisceaux décalés.

Définition 17. Soient A un anneau commutatif, et M un A-module gradué,
que l'on écrit sous la forme :

M:@Mn.

nez

Soit d € Z. On définit alors le A-module M (d) comme étant égal & M, mais
avec la graduation décalée, c’est-a-dire, pour tout n € Z, on a M(d), =
Miin.

Définition 18. Soit S = I'y(X). Le faisceau Ox (d) est, par définition, égal

a S(d). Soit alors .# un Ox-module. On pose :
F(d) =.F @0, Ox(d).

Cette opération de décalage, que 'on appelle aussi tensorisation par d ,
respecte les suites exactes.
Définition 19. 931/ définit le faisceau £x de Opm-modules comme étant
égal au faisceau I(X). On dispose alors de la suite exacte fondamentale
du fermé X :

0— Ix — Opm — Ox — 0.

Considérons a présent un fermé de W, et notons Ix (W) I'idéal des éléments
de S nuls sur W. On définit alors le Ox-module #y,/x comme étant égal a

Ix(W).

Remarque 20. Une définition alternative existe pour les faisceaux .#, que le
lecteur pourra trouver dans [Per95|, chapitre I1I, exemple 6.10. Les deux défi-
nitions sont bien entendu équivalentes (il s’agit d’une vérification d’égalité de
faisceaux sur les ouverts standards), et nous serviront dans la démonstration
du théoréeme 54.

1.3 Théorie des foncteurs

Définition 21. Un foncteur covariant F' entre deux catégories abéliennes 2
et B est dit additif si, pour tous objets A et A’ de 2, 'application induite
Hom(A, A’) — Hom(F A, FA’) est un homomorphisme de groupes. On dit



alors que F est exact a gauche s’il est additif, et tel que, pour toute suite
exacte (dans ) :
0— A —A— A" —0,

la suite obtenue en appliquant F :
0— FA — FA— FA"

est exacte (dans B).

Remarque 22. On dispose d’une définition tout a fait similaire pour les
foncteurs contravariants, ainsi que d’une notion d’exactitude & droite et
d’exactitude.

Définition 23. Un objet I de A est dit injectif si le foncteur contravariant
Hom(+, I) est exact. Soit A un objet de 2. Une résolution injective de A
est un complexe I* tel que la suite :

0—A-ST10 —T1t— ...
soit exacte.

Avant de passer & la définition des foncteurs dérivés a droite, nous allons
voir quelques exemples de catégories abéliennes.

Exemple 24. 1. b, la catégorie des groupes abéliens

2. 2Ab(X), la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur un espace
topologique X.

Toutes les catégories que nous utiliserons dans la suite de ce document seront
abéliennes, et leurs objets auront tous des résolutions injectives.

Définition 25. Soient 2, 9B deux catégories abéliennes, et F : A — B un
foncteur covariant exact & gauche. On définit alors les foncteurs dérivés a
droite , que ’'on note R*F, pour i > 0, par :

R'F(A) = H'(F(I")),
ol A est un objet de 2l admettant 7* comme résolution injective.

Remarque 26. Il est ici question de la cohomologie usuelle des complexes,
présentée dans la définition 2. Pour la définition du foncteur de cohomologie,
voir 1.4.

Remarque 27. Un objet d'une catégorie abélienne admet en général plu-
sieurs résolutions injectives, mais la définition des foncteurs dérivés n’en
dépend pas. Pour cela, on peut consulter [Har77], III.1, théoréme 1.1A et
proposition 1.2A.



Théoréme 28. Soit 2 une catégorie abélienne. Pour toute suite exacte
courte 0 — A" — A — A" — 0 et tout i > 0, il existe un morphisme
§: RIF(A") — RTIF(A') tel qu’on ait la suite evacte longue :

S RIF(A) — RF(A") 25 RIFIP(A)) — RFIF(A) — -
Ces morphismes sont dits de connezion .

Démonstration. Il s’agit d’une chasse au diagramme. Pour plus de détails,
on pourra adapter la preuve de la proposition 1.4 du chapitre VII de [Per95|.
O

1.4 Cohomologie des faisceaux

Dans ce paragraphe, nous verrons successivement deux types de foncteurs
extrémement importants : le foncteur des sections globales, puis les foncteurs
de cohomologie.

Définition 29. Soit X un espace topologique. On appelle foncteur des
sections globales sur X | que l'on note I'( X, -), le foncteur défini par :

Ab(X) —>  Ab
F = FX)

Les foncteurs de cohomologie , notés Hi(X ,+), sont alors définis comme
étant les foncteurs dérivés a droite du foncteur des sections globales.

Le théoréme suivant sera constamment utilisé dans la suite de ce texte. Nous
énongons ici la version présente dans [Per95|, chapitre VII, théoréme 3.1,
mais une version plus compléte peut étre trouvée dans [Har77]|, chapitre III,
théoréeme 2.7.

Théoréme 30. Soient X une variété projective de dimension n, et F un
faisceau quasi-cohérent. Pour tout i > n, H' (X, F) est nul.

1.5 Cas de ’espace projectif

Nous avons vu dans le paragraphe 1.4 la nullité de certains groupes de
cohomologie. Dans le cas de l'espace projectif P, cela nous donnerait la
nullité de H'(P™, Opm(d)) pour tout i > m et tout d € Z. Mais le cas de
I’espace projectif est en réalité beaucoup plus simple que cela, comme nous
le voyons dans le théoréme suivant :
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Théoréme 31. Soient n € N* et d € Z. On note R l'anneau k[Xo, ..., Xi],
et Ry le sous-espace de R formé des éléments homogénes de degré d (avec la
convention Rg =0 si d < 0). Pour tout d € Z, on a :

Rg st 1=0

Hi(Pm’OPm(d)):{ 0 si 0<i<m

De plus, pour tout d € Z, H™(P™, Opm (d)) est isomorphe au dual de ’espace
vectoriel HO(P™, Opm (—d —m — 1)) .

Définition 32. On appelle faisceau dissocié tout faisceau de Opm-modules
Z de la forme @, Opm (—n)*™ ot les a(n) sont, comme d’habitude, des
entiers positifs presque tous nuls. Le rang du faisceau .Z est alors le nombre
de a(n) non nuls.

Remarque 33. Il est bon de noter que la cohomologie commute avec les
sommes directes. La cohomologie des faisceaux dissociés, que nous utiliserons
par la suite, est par conséquent tout aussi simple que celle des espaces pro-
jectifs.

1.6 Foncteurs Hom et Ext

Donnons-nous, jusqu’a la fin de ce chapitre, une variété projective X
plongée dans P™.

Définition 34. Soient % et ¥ deux Ox-modules. On définit Hom(.#,9)
comme étant le groupe des homomorphismes de Ox-modules de .F vers ¢,
et Homoy (F,9) comme étant le faisceau qui & un ouvert U de X associe
le groupe abélien Homep (17 (F (U), ¥4 (U)).

Remarque 35. La définition générale du faisceau 7 omo, (% ,%), que I'on
peut retrouver dans [Har77|, chapitre II, début du paragraphe 5, est un peu
plus compliquée, mais ce qui est présenté ci-dessus suffira pour ce texte.

Définition 36. Soit .# un Ox-module. On définit les foncteurs Ext’(.%, -)
comme étant les foncteurs dérivés a droite de Hom(.%, -).

Définition 37. Soit % un faisceau. On définit le faisceau dual de #, que
I'on note .#V, comme étant égal au faisceau J#om(F#,Ox).

Proposition 38. Fizons £ un faisceau dissocié de rang fini. Pour tous
faisceaur de Ox-modules F et 4, on a un isomorphisme :

Ext!(Z @ £,9) ~ Exti{(Z, 2" @ 9).

Démonstration. Pour une démonstration détaillée, on pourra consulter [Har77|,
chapitre III, proposition 6.7.
L]
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Prenons un instant pour remarquer que nous avons défini les foncteurs
Ext comme étant les foncteurs dérivés a droite des foncteurs Hom, et les fonc-
teurs de cohomologie comme étant les foncteurs dérivés & droite du foncteur
des sections globales. La proposition suivante va lier ces deux notions.

Propositiqn 39. Soit 4 un Ox-module. Pour tout i > 0, on a l’isomor-
phisme Ext'(Ox,¥) ~ H(X,9).

Démonstration. Une preuve de cette proposition est réalisée dans [Har77],
chapitre III, proposition 6.3.
O

1.7 Dualité de Serre

Posons w = Opm (—m — 1).

Théoréme 40. Soit .F un faisceau cohérent sur X . Pour tout entier i positif,
on a un isomorphisme :

Ext!(Z,w) ~ [H™(X,.7)]",
ou * désigne le dual au sens des espaces vectoriels.
Démonstration. Voir [Har77|, chapitre III, théoréme 7.1.
O

Notation. Les cas que nous étudierons dans la suite de ce document ne
présentant pas la moindre ambiguité, nous noterons désormais H*(.%), ou
méme H'.Z | le groupe de cohomologie H*(X,.%).
Corollaire 41. Soient % un faisceau cohérent et £ un faisceau dissocié.
Pour tout entier positif j, on a un isomorphisme :

Ext/(F, L) ~ [H"(F @ LY (—m — 1))]*.

Démonstration. Soient .# un faisceau cohérent, £ un faisceau dissocié, et
j un entier positif. La cohomologie commutant avec les sommes directes,
il suffit de traiter le cas . = Opm(—q), ce que nous supposons pour cette
preuve. Par définition de la graduation de faisceaux, nous disposons de 1'éga-
lité suivante :

Ext! (., Opm(—q)) = Ext!(Z, Opm(m + 1 — q) ® Opm(—m — 1)),
ce qui est égal, par la proposition 38, a :
EXt‘y(ﬂ ® O]P"L (q —m — 1), O]an(—m — 1))

Le théoréme 40 nous dit alors que ce dernier terme est isomorphe au dual
de H™ (% @ Opm(q — m — 1)). Ceci est exactement le résultat souhaité,
puisque nous avons Opm(q —m — 1) = ZV(—m — 1).

O
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Chapitre 2

Liaison algébrique

2.1 Intersections complétes et liaison d’ensembles
finis

Nous allons commencer ce chapitre en définissant ce qu’est une intersec-
tion compléte, notion qui sera absolument cruciale dans toute la suite de ce
document.

Définition 42. On se place dans 'espace P™. Un ensemble fini X est dit
intersection compléte d’hypersurfaces définies par des polynémes homo-
génes f1,..., fm de degrés di, ..., d,, si I'idéal qui lui est associé est engendré
par (fi,..., fm). On dira de plus que X est lisse si toutes les multiplicités
d’intersection sont égales a 1.

Remarque 43. L’étude des ensembles non lisses, qui est moins simple, re-
quiert la notion de schéma. Bien que ceci soit un langage qui facilite les
discussions, il nous emménerait trop loin pour les considérations de ce texte.

Remarque 44. Ce que nous venons de définir correspond en réalité a I'inter-
section compléte schématique. Il existe une autre notion, plus faible, qui
est l'intersection compléte ensembliste. Dans le cas général, la premiére
implique la seconde, alors que la réciproque est fausse, mais les deux sont
équivalentes dans le cas des ensembles finis lisses.

Remarque 45. Nous pouvons remarquer que la notion d’intersection com-
pléte empéche, dans le cas m = 2, la présence de composante commune, ce
qui permet 'utilisation du théoréme de Bezout. De maniére générale, et en
gardant les notations de la définition ci-dessus, le cardinal de X est égal au
produit des degrés des f; (si X est lisse).

Proposition 46. Soit X un ensemble fini de P™, intersection compléte de
m hypersurfaces d’équations fi, ..., fm, dont on note dy, ..., d,, les degrés res-

13



pectifs. On a la suite exacte :
0—>0Pm(—d)—>"'—>@OPm(— —>@(’)Pm i) — Ix — 0,
1<j

ot d est la somme des d;. Cette suite est appelée une résolution projective
de fx.

Démonstration. Nous allons voir que cette proposition découle du théoréme
6, dont nous reprenons les notations, sur I’homologie du complexe de Koszul.
Posons en effet M = A = k[Xy, ..., X;n]. Considérons a présent pour K le
A-module libre de rang m défini par :

Pour tout p € {1,...,m}, nous avons :

p
K,= \Ki= €@ A(-di, —..—dy).

11 <...<ip

De plus, l'intersection considérée étant compléte, les f; forment une suite
réguliére pour A. Avant d’appliquer le théoréme 6, il ne nous reste plus qu’a
faire une simple constatation :

K.(fl, ,fm,A) = K.(fl, ,fm) ®A A ~ f{.(fl7 ,fm)

On écrit alors la suite (pour le moment « presque exacte ») :
0— A(—d —>@A —d; — dj) —>@A ) — A—0.
1<j

La partie qui résiste ici a ’exactitude concerne A, et vient de la non-nullité
de HY dans le théoréme 6. Nous corrigons ce probléme en écrivant :

0— A(—d —>@A —dj) = P A(=di) = I(X) - 0,

et on vérifie sans peine que cette suite est bien exacte. Le résultat vient alors
d’un simple passage aux faisceaux associés a ces A-modules.
O

Remarque 47. En décalant les indices d’une unité, nous écrirons désormais
la suite exacte de la proposition 46 sour la forme :

0—>$m_1—>"'—>$1 —>$0—>fx—>0,

ou chaque .Z; est égal au terme correspondant dans I’énoncé de la proposi-
tion.

14



Remarque 48. On pourra se rappeler que la notion de résolution injective
a été présentée a la définition 23. Les résolutions injectives n’ont qu’un in-
térét théorique, et il est extrémement difficile de faire des calculs avec. En
revanche, les résolutions projectives, que nous utiliserons désormais, sont trés
bien adaptées au calcul, ce que nous verrons plus bas.

Nous allons & présent passer & I'un des concepts les plus importants de
ce que nous aborderons : la liaison algébrique, qui fut introduite pour la
premiére fois dans [PS74|, de maniére bien plus générale que ce que nous
présenterons ici.

Définition 49. Soient X, V', et W trois ensembles finis lisses de P™. On dit
que V et W sont algébriquement liés par X si ce dernier est intersection
compléte de m hypersurfaces, avec V et W disjoints de réunion égale & X.

Nous allons conclure ce paragraphe par le calcul de l'idéal Sy, x, qui
nous sera utile dans ce qui suit. Nous traiterons dans un premier temps le
cas affine, puis le cas des ensembles finis projectifs dans un second temps.

Proposition 50. Soit X une variété affine d’anneau A, et V., W, deuz sous-
variétés fermées d’idéauz respectifs I et J. Alors V et W sont disjointes si et
seulement si I+J = A, et X est réunion de'V et W si et seulement si I.J = 0.
Si ces conditions sont vérifiées, on a de plus Annl = J et AnnJ = I, ou
Ann désigne Uannulateur' d’un idéal.

Démonstration. Par Nullstellensatz, dire que I + J = A revient a dire que
V(I + J) est vide, c’est-a-dire que V' (I) et V(J) sont disjoints, ce qui donne
la premiére équivalence. Il est possible de traiter la seconde de la méme
fagon, car alors, dire que I.J est nul revient a dire que V(I.J), qui est égal a
V(I)UV(J), est égal & X.
Supposons & présent ces conditions vérifiées. Par symétrie des roles de I et
J, il suffit de prouver I'une des deux égalités, disons Ann I = J. Remarquons
qu’on a I'inclusion I C Ann J. Réciproquement, soit f € Ann J. Fixons a € T
etbe Jtelsquel =a+b. On a f = fa+ fb, et fbest nul car f est dans
Ann J, ce qui donne f = fa € I.
O

La proposition suivante permet de faire le lien avec les Hom.

Proposition 51. Soient A un anneau et I un idéal de A. On a un isomor-
phisme 0 : Hom(A/I, A) ~ Annl1.

Démonstration. On note m: A — A/I la projection canonique. Soient ¢ un
homomorphisme de A, et ¢ = ¢pom. On pose 0(p) = P(1) =: f, qui est dans

1. L’annulateur d’un idéal I de A est ’ensemble des f € A tels que fg = 0 pour tout
gel.
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Ann . En effet, pour tout a € I, on a af = @(a) = 0. Réciproquement, si
on se donne f € Ann I, on définit un élément ¢ € Hom(A/I, A) en posant
¥(a) = af.

O

Cette derniére proposition va nous donner le résultat dans le cas projectif
grace au lemme suivant :

Lemme 52. Tout ensemble fini X de P est contenu dans un ouvert affine.

Nous pouvons & présent énoncer et démontrer le résultat tel qu’il sera
utilisé dans la preuve du théoréme 54.

Proposition 53. Soient V et W deux ensembles finis de P™ algébriquement
liés par X. On a la formule Sy x = A omo,. (Ov, Ox).

Démonstration. 1l suffit d’appliquer la proposition 51 & un ouvert affine U
contenant X, en remarquant que Homp, et Home,,, coincident dans notre
cas, car les faisceaux sont portés par X.

O

2.2 Théoréme de Davis-Geramita-Orecchia

Nous avons & présent tous les outils nécessaires pour énoncer et démon-
trer le théoréme de Davis-Geramita-Orecchia. Pour des références sur ce
théoréme, le lecteur pourra se reporter a [DGOS85|, ou le résultat est pré-
senté dans un langage trés différent de celui que nous adoptons ici, et, pour
des sources plus proches de ce que nous allons faire, [GLS05|, théoréme 1.2,
et [Per|, chapitre 6, paragraphe 6.4.

Nous adoptons, dans la suite de ce paragraphe, les notations de la défini-
tion 19, et, si % est un faisceau de modules, nous noterons h'.% la dimension
du k-espace vectoriel H.% .

Théoréme 54. Soient X, V, et W trois ensembles finis de P™. On suppose
que V et W sont algébriqguement liés par X, on fixe fi1,..., fm, de degrés
respectifs dy, ..., dm, des équations des hypersurfaces dont X est l'intersection,
et on note d la somme des d;. La formule suivante lie alors la cohomologie
deV et de W :

R Ay (n) — h® Zx(n) = kA (d —m —n —1).

Démonstration. Nous traiterons ici le cas m = 3. Le cas m = 2 est en effet
plus simple, et le cas général utilise les mémes arguments que ceux que nous
présenterons, mais avec une rédaction plus lourde. Nous noterons dans cette
preuve P I'espace projectif P3.
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Commencgons par remarquer que W C X, ce qui nous donne [(X) C I(W),
puis 'isomorphisme Ix (W) ~ I(W)/I(X). Nous pouvons alors écrire la suite
exacte :

0 —I(X) —I(W) — Ix(W)—0,

de laquelle nous tirons, en passant aux faisceaux associés (cf proposition 15) :

—_—~

0 —I(X) —I(W) — Ix(W)—0,
ce qui n’est rien d’autre que, par la définition 19 :
0—>/X—>]W—>ﬂW/X—>O.
Tensorisons cette suite exacte par n, puis passons en cohomologie :
0 — HZx(n) — H Sy (n) 25 HO Ay x (n) 55 H I (n) — -

Revenons un instant & I’énoncé de ce théoréme. L’objectif est de calculer
la quantité h°.#y (n) — hY.#x (n), sur laquelle la suite exacte ci-dessus nous
donne des informations. En effet, nous avons :

RO Ay (n) — Y. Ix(n) = KW' Fy(n) —rgi

hY Zy (n) — dim Ker p
dim Coker p

= dimKerg.

Ceci nous pousse a calculer les espaces S = H'.#y x(n) et B = H'.%x(n).
L’isomorphisme donné par la proposition 53 :
Homo,(Ov,Ox) =~ Iy x

va nous permettre de calculer précisément le faisceau Sy x(n), qui, par
définition, est égal & S/ x ®o, Ox(n). Nous avons en effet :

Homo, (Ov,O0x) ®oy Ox(n)
%OmOP(OVa Ox (TL))

Fwx(n)

~
~

Pour le dernier isomorphisme, le lecteur se reportera & [Har77|, chapitre III,
exercice 5.1. Nous obtenons alors un premier renseignement sur ’espace S :

I'(X, Ay x(n))
['(P, £ omo, (Ov,Ox(n))
Homp, (Ov, Ox(n)).

H° #yx (n)

110 R

Nous allons & présent passer a l’espace B. La proposition 46 (cf remarque
47) nous donne la suite exacte :

0—% —Y4 — %L — Ix — 0.
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Nous définissons alors un faisceau & tel que les deux suites :

0O — L — 49 — & — 0
0o — & — HKH — Ix — 07

soient exactes. Remarquons par ailleurs que c’est ici que la rédaction se serait
compliquée dans le cas m quelconque. 11 aurait fallu définir plus de faisceaux
de type & et raisonner par récurrence.

Apres avoir tensorisé par n et étre passé en cohomologie, nous obtenons la
suite exacte :

co — H' %y(n) — H' Ix(n) — H?*E(n) — H>*Ly(n) — ---

Les résultats sur la cohomologie de l'espace projectif (voir a cet effet le
théoréme 31 et la remarque 33) nous donnent la nullité de H'.%(n) et de
H?%y(n), ce qui implique (voir proposition 39) :

B = H' x(n) ~ H*&(n) ~ Ext*(Op, &(n)).
Par ailleurs, la suite exacte fondamentale :
00— Ix — Op — Ox —0

nous donne, aprés tensorisation par n et application du foncteur Hom(QOy, -)
(cf théoréme 28, ou, plus précisément, [Har77|, chapitre III, proposition 6.4) :

e = HOHI(OV, Op(n)) — HOHl(OV, Ox(n)) — Eth(Ov, fx(n)) — Eth(Ov, O]p(n)) —

Le corollaire 41 nous dit alors que Hom(Oy, Op(n)), qui est égal & Ext®(Oy, Op(n)),
est isomorphe au dual de H3(Oy ® Op(n)¥(—4)), que nous allons calculer :

H?(Ov ® Op(n)¥(—4)) H*(Oy ® H omo,(Op(n), Op)(—4))
HS(OV & C’)p(—n - 4))

HB(OV(—TZ - 4))7

1 R

et ce dernier espace est nul, par application du théoréme 30, car dim V = 0.
Des arguments tout  fait similaires nous donnent la nullité de Ext!(Oy,, Op(n)),
et nous en déduisons donc que S est isomorphe a Ext!(Oy, Zx(n)).

Par ailleurs, la suite exacte :
0—&8 —%— Ix —0
nous donne, aprés tensorisation par n et application du foncteur Hom(Oy, -) :

cee — Eth(Ov,fo(n)) — Eth(Ov, jx(n)) — EXtQ(Ov, éa(n)) — EX’B2(O\/,$0(TI)) —
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Cependant, le corollaire 41 nous donne la nullité de Ext!(Oy, % (n)) et de
Ext?(Oy, %(n)) (Pargument est le méme que celui utilisé plus haut), et
nous en déduisons :

S ~ Ext'(Oy, #x(n)) ~ Ext?(Oy, &(n)).

Rappelons que notre objectif était de calculer les espaces S et B, ce qui
est chose faite, puisque nous avons montré dans ce qui précéde que S est
isomorphe & Ext?(Oy,&(n)) et que B est isomorphe & Ext?(Op, &(n)), ce
qui nous dit que ¢ est une flache Ext?(Oy, &(n)) — Ext?(Op, &(n)). De
plus, la suite exacte fondamentale :

0— Sy — Op — Oy — 0

nous donne, aprés tensorisation par n et application du foncteur Hom(-, &(n)) :

s ExtH(Op, &(n)) — Ext!(Ay, &(n)) — Ext2(Ov, &(n)) L5 Ext2(Op, &(n)) — ---.

Cependant, Ext!(Op, &(n)) est isomorphe a H'&(n), qui est nul, car coincé
dans une suite exacte entre H'.Z;(n) et H2.%(n), qui sont tous deux nuls
d’aprés les résultats sur la cohomologie de 'espace projectif. Au prix de
manipulations de diagrammes assez pénibles, on peut montrer que le noyau
de ¢ est isomorphe a celui de ¢/, ce que nous admettons ici par souci de
clarté. Nous avons ainsi Ker ¢ ~ Ext! (., &(n)).

Afin de calculer ce dernier espace, partons de la suite exacte :
0—% —LA —8&—0,

qui nous donne, aprés tensorisation par n et application du foncteur Hom(.#y, -) :

cee = Extl(fv,.iﬂl(n)) — Eth(/V, &(n)) — EXtZ(jv,gg(n» — ExtQ(]V,.iﬂl(n)) —

En appliquant le corollaire 41 aux trois termes de cette suite contenant un
faisceau dissocié, nous obtenons la suite exacte :

0 — Ext! (A, 6(n)) = [H' Sy @ LY (—n—4)]* 5 [H' Ay @ L) (—n—4)]F,

et nous allons montrer que la fléche u ainsi définie est nulle. Un simple calcul
nous donne les isomorphismes suivant :

12

H' %y @ L)Y (—n —4) H' %y (d—n—4)
H' %y @ LY (-n—4) ~ @) H' Fy(d—di—n—4)
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en remarquant une fois encore que la cohomologie commute avec les sommes
directes. L’application u induit donc une application transposée (qui n’est
rien d’autre que la derniére fleche de Koszul) :

3
tu H'Jy(e—e;—n—4) — H' Jy(e—n—4)
i=1
al ai )
as — i f2 f3] |a2
as as

qui provient d’une application :

3
v : @HOyle—e;—n—4) — HOy(e—n—4),

=1

donnée par la méme formule. Soient alors U un ouvert de V', et, pour tout
entier ¢ entre 1 et 3, a; € Oy (d — d; —n —4). Nous avons alors :

v(ay,az,a3)(U) = f1-a1(U) + f2 - a2(U) + f3 - a3(U).

Ceci est une application de U dans k, qui est nulle sur V, donc sur U. En
effet, les f; sont nuls sur V, car ce dernier est inclus dans X = V(fi, fa, f3),
ce qui donne la nullité de *u, puis celle de u. Nous tirons de tout cela la suite
exacte :

0 — Ext!(Jy,E(n)) — [HY(Jy @ LY (—n — 4)]* — 0,
ce qui donne Ext'(Jy,&(n)) ~ [HY(Jy @ Ly (—n — 4)]*. 1 en découle :
dimKerq = h' Ay (d —n — 4),

ce qui est exactement le résultat attendu.
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Chapitre 3
(Généricité et spécialité

Nous garderons dans ce chapitre les notations introduites pour le théo-
réme 54. L’objectif de ce chapitre est d’introduire les notions de généricité
et de spécialité, puis d’en voir des applications. Nous verrons dans le pa-
ragraphe 3.2 que ces notions donnent des résultats intéressants lorsqu’elles
sont utilisées avec le théoréme 54.

En géométrie algébrique, on dit qu’'une propriété, dépendant d’un para-
métre algébrique, est générique si elle est vérifiée sur un ouvert partout dense
de 'espace des paramétres (au sens de la topologie de Zariski). Dans le cas
ou l'espace des paramétres est irréductible, il suffit qu’elle soit vraie sur un
ouvert non vide. Dans le cas contraire, on dit que la propriété est spéciale.

Par exemple si I'on considére ’ensemble des matrices & p lignes et ¢ co-
lonnes, étre de rang maximal est une propriété générique, car cela correspond
a la non-nullité de certains mineurs. Voici un résultat, que nous utiliserons
par ailleurs dans la preuve du théoréme 95, de semi-continuité :

Théoréme 55 (semi-continuité). Soient Z une variété irréductible, p : X —
Z un morphisme projectif, et F un Ox-module cohérent. On pose, pour
2 € Z, F(2) = F ®o, k(). On suppose de plus que F est plat sur Z 1.
Alors, pour tout i > 0, la fonction z — h'.F(z) est semi-continue supérieu-
rement sur Z.

Démonstration. Ce théoréme, qui est loin d’étre évident, est démontré (dans
un cas plus général) dans le paragraphe 12, chapitre III, de [Har77].
O

Remarque 56. Le théoréme précédent nous dit que, pour tout entier positif
n, 'ensemble des z vérifiant h*'.#(z) < n est un ouvert, i.e. que la propriété
h'F(z) < n est générique.

1. Ici, cela revient a supposer que la caractéristique d’Euler-Poincaré x(z) est
constante sur Z.
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3.1 Définition

Définition 57. On dit qu'un ensemble fini V' de P™ est générique en
degré n si 'application r mentionnée ci-dessus est de rang maximal, i.e. au
choix :

1. 'application r est injective ou surjective,
2. I'un des espaces H°.#y(n) ou H'.#(n) est nul,
3. K04y (n) = h°0p(n) — POy (n) ou ht Ay (n) = h°Oy(n) — h°Op(n)

Si ces conditions, qui sont, rappelons-le, toutes équivalentes, ne sont pas
vérifées, on dit que V est spécial en degré n.

Remarque 58. Notons, dans la définition précédente, que pour un ensemble
fini V fixé, et pour chacune des conditions évoquées, une seule des deux
occurrences est possible (ou bien les deux sont équivalentes). Cela dépend
des valeurs de h°Op(n) et de h°Oy (n).

Remarque 59. Considérons un ensemble V' de v points de P, et supposons
qu’il est contenu dans une hypersurface de degré n, i.e. que H°.#,(n) est
non nul. Nous avons alors la suite exacte :

0 — H°#y(n) = HOpn(n) = H'Oy(n) = H' Ay (n) — 0,

et h°0pm(n) = ("I™), °Oy(n) = v. Siv > ("I™), l'espace H' .y (n) est
non nul, et V est spécial en degré n. Ceci n’est qu’'une formalisation d’un
résultat intuitif : si, en général, une hypersurface de degré n ne passe pas par
v points (comme 6 points ne sont en général pas sur une conique), mais que

c’est le cas pour un ensemble W alors cet ensemble est spécial.

Afin de vérifier que nos considérations sont bien conformes a ce que nous
avions évoqué au début de ce paragraphe, le lecteur pourra se reporter a
[Per|, partie VI, chapitre 6, proposition 6.4.4.

3.2 Théorémes de liaison et de Cayley-Bacharach

Théoréme 60 (de liaison). Soient V et W deux ensembles finis de P™
algébriquement liés par X, ce dernier étant intersection compléte de m hy-
persurfaces de degrés respectifs di, ..., dp,. Notons d la somme de ces degrés,
et firons un entier positif n tel que n et d—m —n—1 soient inférieurs stricts
a tous les e;. Alors W est générique en degré n si et seulement si V' 1’est en
degré d —m —n —1.
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Démonstration. Nos hypothéses sur 'entier n nous donnent la nullité de
hY Zx(n) et de h® Fx(d—m —n—1), et le théoréme 54 fournit alors les deux
égalités suivantes :

O Ay (n) = h'Fy(d—m—n—1)
r* Ay (n) = RSy (d—m-—n—1)"

ce qui prouve que V et W sont génériques en méme temps (en leurs degrés
respectifs).
O

Une autre application du théoréme 54 est le théoréme de Cayley-Bacharach,
que nous présentons ci-dessous.

Théoréme 61 (Cayley-Bacharach). Soient V' et W deux ensembles finis de
P™ algébriquement liés par X, ce dernier étant intersection compléte de m
hypersurfaces de degrés respectifs dy, ..., dp,. Notons d la somme de ces degrés,
N lentier d—m —n —1, et v le cardinal de l’ensemble V. Supposons que :

(m—i—N) >,
m

et que V est générique en degré N. Alors toutes les hypersurfaces de degré n
qui contiennent W contiennent X tout entier.

Démonstration. Considérons la suite exacte fondamentale de V', qui, une fois
tensorisée par N et passée en cohomologie, nous donne :

0 — H°#,(N) — HOp(N) — HOy(N) — H'.%/(N) — 0,

et 'inégalité (m::lN ) > v empéche alors HY.#, (V) d’étre nul, ou bien rend les
nullités de H°.#y(N) et de H'.#,/(N) équivalentes. Dire que V est générique
en degré N revient donc & dire que h'.#(N) est nul. Le théoréme 54 nous
donne de plus ’égalité :

R Ay (n) — hY Zx (n) = h* Ay (N) = 0,
de laquelle nous tirons :
Hofw(n) = Hofx(n),

car I'une des inclusions est évidente, et que ces deux espaces sont de méme
dimension finie. Pour conclure, il suffit alors de remarquer que les hypersur-
faces de degré m contenant W sont exactement les éléments de H? #y (n),

i.e. les éléments de H?.#x (n), i.e. les hypersurfaces de degré n contenant X.
O
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3.3 Applications

Les résultats qui suivent sont des applications des théorémes présentés ci-
dessus, et peuvent donc étre démontrés en utilisant au choix le théoréme 60
ou le théoréme 61. La derniére de ces applications est un peu différente, puis-
qu’elle touche principalement & l'informatique, et suppose que les résultats
établis précédemment pour k algébriquement clos soient encore vrais pour
les corps finis (ce qui est vrai), et sera étudiée en appliquant directement le
théoréeme 54.

3.3.1 Théoréme de Pascal

La premiére des applications que nous étudierons est le théoréme de Pas-
cal, qui pourrait certes étre prouvé de bien d’autres maniéres, mais constitue
une manifestation de la liaison algébrique qui se voit bien.

Théoréme 62 (Pascal). Considérons une conique €, sur laquelle nous pre-
nons six points A, B, C, A', B', et C'. Notons A" le point d’intersection
des droites (BC") et (B'C), B" le point d’intersection des droites (AC") et
(A’C), et C" le point d’intersection des droites (AB') et (A'B). Alors les
points A", B, et C" sont alignés.

Démonstration. Voici un dessin résumant la situation :

Prenons pour X les neuf points mentionnés dans I’énoncé, pour V les six
points pris sur %, et pour W les trois points restant. Alors X est intersection
de deux cubiques dégénérées formées respectivement par les droites (A'C),
(AB’), (BC') d’une part, et (AC"), (A'B), (B'C) d’autre part, et V est
spécial en degré 2, car contenu dans la conique € (nous sommes dans le cas
favorable de la remarque 59). Nous avons donc, en reprenant les notations
précédemment introduites, d = 6, n = 2, et, bien entendu, m = 2. Le
théoréme 60 nous dit alors que W est spécial en degré d —m —n—1 =1,
i.e. qu’une droite contient W, ce qui achéve la preuve.

O
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3.3.2 Loi de groupe sur une cubique

Considérons une cubique %, sur laquelle on fixe un point O. Fixons deux
points A et B de €, auxquels est associé un point R(A, B), qui est le troisiéme
point d’intersection de la droite (AB) avec €. Nous construisons alors le
point A4+ B comme étant le troisiéme point d’intersection de la droite passant
par R(A, B) et O avec €. L’opération que nous venons de définir est une loi
de composition interne sur la cubique %, et méme une loi de groupe. Nous
allons ici en montrer ’associativité. Pour cela, considérons trois points A, B,
et C sur €. La situation est résumée sur ce dessin :

Remarquons que l'on a (A+ B) +C = A+ (B+C) si et seulement si les
points C, A+ B, et R(A, B + C) sont alignés, ce que nous allons montrer
avec le théoréme de liaison. Prenons pour X les neuf points de la figure, pour
V les points A, B, O, R(A,B), R(B,C), B+ C et pour W les points C,
A+ B, R(A, B+C). Alors X est intersection compléte de la cubique € et de
la cubique dégénérée formée par les droites (BC), (A, B+ C), (R(A, B)O).
L’ensemble V' est spécial en degré 2 car contenu dans la conique dégénérée
constituée des droites (AB) et (O, R(B,C)). Le théoréme 60 nous dit alors
que W est spécial en degré d—m —n—-1=6—-2—-2—-1=1,ie W est
contenu dans une droite, ce qui achéve la preuve.

3.3.3 Théoréme des six cercles de Miquel

Le théoréme suivant, qui est une autre application du théoréme 60, nous
demande de parler de cocyclicité, ce que nous allons faire avant d’aborder le
théoréme. Plus de considérations sur ce point pourront toutefois étre trouvées
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dans [Per|, partie VI, chapitre 3. Nous nous plagons ici sur le corps des
complexes. Partons des équations de courbes du plan affine définies par :

a- (2 +y*)—2b-2—2c-y+d=0,

qui décrivent un cercle si @ # 0 et une droite sinon. Ces équations étant de
plus homogeénes en a, b, ¢, d, on identifie I’ensemble des courbes considérées
a lespace projectif P3, que 'on munit de la forme quadratique dite « carré
du rayon » définie par :

q(a,b,c,d) = b* + % — ad,

dont on note P le cdne isotrope, qui correspond aux points de la droite
projective complexe. Soient alors P et C' respectivement un point et un
cercle du plan affine, qui définissent des éléments de P3 notés P’ et C’, avec
P’ € P. Dire que P appartient a C revient a dire que P’ est orthogonal a
C' au sens de ¢, donc dire que des points de P sont cocycliques ou alignés
revient & dire qu'ils sont tous dans I’orthogonal d’un méme point de P?, donc
qu’ils sont coplanaires.

Théoréme 63 (des six cercles de Miquel). Soient a, b, ¢, d, ', V', ¢, d
huit points distincts de P. Les points (a,b,c,d); (a,b,a’,b'); (b,c,b,c);
(¢,d,c,d); (d,a,d,a") sont supposés cocycliques ou alignés. Alors les points
(', V,c,d") sont cocycliques ou alignés.

Démonstration. Prenons pour V les points a, b, ¢, d, et pour W les points
restants, i.e. a/, V', ¢, d’. L’union de ces deux ensembles, que nous appelons
X, est alors intersection compléte de trois coniques : le cone P, 'union des
plans contenant respectivement (a,b,a’,V’) et (¢,d,c,d") d’une part, et de
ceux contenant respectivement (b, ¢, b, ') et (d,a,d’,a’) d’autre part. Nous
disposons de la suite exacte :

0— H'.# (1) — H'Op(1) — H°Oy (1) — H' #/(1) — 0,

pour laquelle nous avons h°Op(1) = 4 et h°0y (1) = 4, ce qui nous donne
R 7, (1) = h'.#,(1). L’ensemble V étant de plus contenu dans un plan,
I'espace H?.#,(1) est non nul, et par suite, 'espace H'.#y/(1) est également
non nul, ce qui donne V spécial en degré 1. Le théoréme 60 nous dit alors
que W est spécial en degré d —m —n—-—1=6—-3—-1—1=1, donc W est
contenu dans un plan, ce qui revient a dire que les points (a’,V/, ¢/, d’) sont
cocyliques ou alignés.

L]

3.3.4 Codes correcteurs d’erreurs

Cette application du théoréme 54, contrairement aux précédentes, touche
a 'informatique, et plus particuliérement aux codes correcteurs d’erreurs. Le
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principe général est de prendre un message, de le coder, puis de I'envoyer &
une personne. Cependant, les méthodes de transmission de données ne sont
jamais parfaites, et le message recu est & priori différent du message transmis,
ce qui est trés problématique. Le but des codes correcteurs d’erreurs, comme
leur nom l'indique, est de retrouver le message d’origine & partir de celui
comportant des erreurs, en supposant bien entendu que la déformation n’ait
pas été trop importante, ce qui sera quantifié dans la suite.

Avant de commencer, voici quelques résultats généraux qui nous seront
utiles dans la suite. Les deux premiers, qui sont trés simples, servent unique-
ment & prouver le troisiéme.

Proposition 64. Soient x et y deuz points distincts de P™. Alors il existe
une forme linéaire nulle en x et non nulle en y.

Démonstration. 1l s’agit d’un résultat évident d’algébre linéaire une fois que
I'on est passé dans ’espace affine de dimension m + 1.
O

Proposition 65. Soit W = {x1,...,x4} un ensemble fini de P™. Pour tout
entier i entre 1 et d et tout n > d—1, il existe un polyndme de degré n valant
1 en x; et nul sur le reste de W.

Démonstration. 11 suffit de prendre pour f le produit des d—1 formes linéaires
de la proposition précédente, en en mettant une a l'exposant n — d + 2.
O

Proposition 66. Soit W = {x1,...,z4} un ensemble fini de P"™. Pour tout
n>d—1, on ah!Sy(n)=0.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que h'.#y(n) est nul, ce qui revient a
dire que I'application de restriction de H°Op(n) vers H°Oyy(n) est surjec-
tive, en vertu de la suite exacte fondamentale de W passée en cohomologie,
ce qui revient encore a dire que pour tout (A, ..., \g) € k%, il existe un poly-
nome f homogéne de degré n valant A; en z;, pour tout ¢. Il suffit alors de
prendre pour f une somme pondérée par les \; des polynémes de la propo-
sition précédente.

O

La suite de ce paragraphe sera composée de quelques rappels sur les codes,
que le lecteur pourra retrouver dans la partie III, chapitre 9 de [Dem97],
puis des théorémes centraux, qui cette fois peuvent également étre trouvés
dans |GLS05| et [Han94]. Ce qui suit étant de nature informatique, nous
travaillerons dans k = Fs. Il est alors possible de vérifier que tous les résultats
prouvés dans le cas algébriquement clos sont encore valables.
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Définition 67. Un code linéaire de longueur d est un sous-espace vec-
toriel C' de k. Pour chacun de ses éléments x, que 'on décompose dans
la base canonique de k¢, on note |z| le nombre de composantes non nulles.
La distance minimale d'un code C est alors le minimum des |z| pour x
décrivant C' privé de 'origine.

Définition 68. Soient X = {x1,...,24} un ensemble fini de P™, et a un
entier positif. On définit alors un code linéaire que 1'on note Cy(X) en pre-
nant le sous-espace de H'Ox (a) (qui est bien un k-espace de dimension d)
image de HOpm (a) par I'application de restriction, c’est-a-dire I’ensemble
des (f(x1),..., f(zq)), ot f décrit 'ensemble des polynéomes homogénes de
degré a.

Il s’agit, dans la pratique, de prendre Cy(X) comme ensemble de mots,
d’en prendre un élément, qui n’est rien d’autre qu’une certaine suite de 0 et
de 1, puis de le transmettre. Comme nous I’avons mentionné plus haut, cette
transmission est accompagnée d’erreurs, plus précisément certains 0 seront
changés en 1 et vice-versa. Le mot ainsi obtenu sera & priori différent du mot
d’origine. Supposer que le nombre d’erreurs n’ait pas été trop grand veut dire
que le mot regu est proche du mot transmis au sens de |- |. Pour retrouver le
mot d’origine, il suffira alors de prendre I’élément de C,(X) le plus proche
du mot regu. Plus la distance minimale de C,(X) est grande, plus le nombre
d’erreurs toléré sera grand, ce qui se traduira par une grande fiabilité de la
correction.

Les résultats qui vont suivre auront pour but de minorer la distance
minimale d’'un code, en utilisant des outils de géométrie algébrique, dont
le théoréme 54. On se donne donc un ensemble X et un entier a comme
ci-dessus.

Proposition 69. Soit § un entier positif. La distance minimale du code
Co(X) est supérieure a § si et seulement si pour tout sous-ensemble V' de X
de cardinal strictement supérieur a d — 6, on a h® #y(a) — h° Ix (a) = 0.

Démonstration. Dire que la distance minimale du code C,(X) est stricte-
ment inférieure & 0 revient a dire qu'il existe un élément (f(x1), ..., f(xq)),
ou f est un polynome homogéne de degré a, dont le nombre de composantes
différentes de 0 est strictement compris entre d — 4 et d, ce qui revient a dire
qu’il existe un polynéme homogéne f de degré a nul sur un nombre stricte-
ment supérieur & d — § d’éléments de X, mais non nul sur X tout entier. En
prenant pour V I’ensemble des points de X oul un tel élément f est nul, on
voit que la majoration sur la distance minimale de C,(X) revient a trouver
un sous-ensemble V' de X de cardinal strictement plus grand que d — ¢ pour
lequel on ait H°.#y(a) € H° #x(a), ce qui achéve la preuve.

O
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Nous pouvons a présent voir le résultat principal de ce paragraphe.

Théoréme 70. Soit X un ensemble fini de P, de cardinal d, intersection
compleéte d’hypersurfaces de degrés ey, ...,em. On pose e = e1 + ... + ey, et
s =e—m — 1. Pour tout entier a compris 1 et s, la distance minimale du
code Co(X) est supérieure ou égale a s + 2 — a.

Démonstration. Fixons un entier a compris entre 1 et s. Il s’agit d’appliquer
la proposition 69 avec § = s + 2 — a. Soit V un sous-ensemble de X de
cardinal strictement supérieur & d — s — 2+ a. On note W le complémentaire
de V dans X. Le théoréme 54 donne alors I’égalité :

hO 7y (a) — h° Fx(a) = ' Ay (s — a),

ce qui est nul, par la proposition 66, car s —a est supérieur ou égal a |W|—1,
car W est de cardinal inférieur ou égal & s + 1 — a. On peut donc bien

appliquer la proposition 66, ce qui achéve la preuve.
O
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Chapitre 4

Stratification des ensembles
finis

Nous avons défini dans le chapitre précédent deux notions importantes :
la généricité et la spécialité. Il s’agit a présent de quantifier cette notion,
et d’étudier les ensembles de spécialité 1, c’est-a-dire ceux qui sont encore
« assez proches » des ensembles génériques. Dans tout ce chapitre, nous nous
placerons dans P = P2, et nous poserons R = k[X,Y,T].

4.1 Résolutions numériques et virtuelles

Le mot résolution a déja été abordé dans ce document, dans la proposition
46, mais pour le moment uniquement dans le cas des intersections complétes.
Nous formaliserons ceci dans un premier temps, avant de voir deux autres
types de résolutions. L’objet de ce paragraphe sera alors de voir les différents
liens qui existent entre ces notions.

Définition 71. Soit Z un ensemble fini de P? de cardinal d. Une résolution
graduée de Z est une suite exacte de Op-modules de la forme :

T T
00— @Op(—mj) — @OP(—TLZ) — fz — 0,
j=1 1=0
out les m; et les n; sont des entiers positifs.

Remarque 72. Tout ensemble fini de P admet une telle résolution. Pour
cela, le lecteur pourra se rapporter a [Per95]|, chapitre X, exemple 1.2.2,
théoréme 1.6 et corollaire 1.9.

4.1.1 Résolutions numériques

Définition 73. On appelle résolution numérique la donnée d’un entier

strictement positif r et d’entiers positifs ng < ... < n,, m; < ... < m,
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vérifiant Z;Zl m; = y.i_,n;. Le degré de cette résolution numérique est

alors Dentier d = 5(3°7_, m? = > nd).

i
Nous allons a présent voir le lien entre résolutions numériques et résolu-
tions graduées.

Proposition 74. Considérons une résolution graduée telle que définie ci-
dessus. Alors les entiers m; et n; forment une résolution numérique de degré

d.

Démonstration. Pour ce résultat, le lecteur pourra encore se reporter a [Per95],
chapitre X, proposition 2.4, et en adapter la preuve.
O

Le théoréme ci-dessous, que 1’on appelle théoréme de Bertini, nous donne
une réciproque conditionnelle.

Théoréme 75 (Bertini). Considérons une résolution numérique, donnée par
des entiers m; et n; comme dans la définition 73, et supposons que, pour
tout i € {1,...,r}, on ait m; > n;. Il existe alors un homomorphisme injectif
u: B =@ R(-mj) — F = Dy R(—n) dont les mineurs de taille
r définissent un ensemble fini Z formé de d points distincts admettant une
résolution graduée du type :

0O—F—F —1;—0

Démonstration. Le lecteur pourra adapter la preuve du lemme 2.7 du cha-
pitre X de [Per95|.
O

Remarque 76. Notons bien que, dans le théoréme 75, 'entier ng n’est pas
considéré dans la comparaison des entiers.

4.1.2 Répétition

L’intérét principal des résolutions virtuelles va étre de pouvoir simplifier
les répétitions dans les résolutions graduées et numériques, comme nous le
verrons dans la remarque 82. Nous allons donc commencer par parler de cette
notion de répétition.

Définition 77. On considére une résolution graduée telle que dans la défi-
nition 71. On dit qu’elle admet une répétition s’il existe deux entiers i et j
entre 1 et r tels que m; = n;.

Proposition 78. Considérons une résolution graduée de la forme :
0—ZAd O]}D(—S) LN ) 0]}»(-8) — Sy — 0,
ot Z est un ensemble fini lisse. Notons X\ le coefficient de la matrice de u

entre les Op(—s). Deux cas se produisent :
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1. Si A #0, la résolution se simplifie, i.e. Z admet une résolution graduée
du type :
0—4 — %L — Sz —0,

ou Z est le méme qu’au départ.

2. Si A =0, on ne peut plus simplifier directement, mais il existe un en-
semble fini lisse Z' de méme cardinal admettant la résolution simplifiée.
Les ensembles Z et Z' ont alors la méme cohomologie.

Démonstration. Le cas A # 0 est une adaptation de la preuve de la propo-
sition 1.8, chapitre X de |Per95|. Nous allons & présent traiter le cas A = 0.
L’existence de I’ensemble Z’ résulte directement du théoréme 75. Pour ce qui
est de la cohomologie, il s’agit uniquement de passer en cohomologie dans

les suites exactes donnant les résolutions.
O

Nous reparlerons briévement de répétitions au début du pragraphe 4.5.

4.1.3 Reésolutions virtuelles

Définition 79. Une fonction f : Z — 7Z est appelée caractére si elle est
a support fini, et telle que ) f(n) = 0.

Définition 80. Une résolution virtuelle est un caractére p : Z — Z nul
sur les entiers strictement négatifs, et valant —1 en 0. On appelle alors rang
de p 'entier r défini par :

r=-1+ [o(n)]*

Notons ni,...n; les entiers ou p est strictement positif, avec 3; = p(n;), et
mi,...,ms les entiers ol p est strictement négatif, avec a; = —p(m;). La
résolution virtuelle sera alors notée :

mit, ..., mys — nfl, ...,nl’B’.
Le caractére associé & une telle résolution, noté v, est la primitive de p,
c’est-a-dire qu’on a, pour tout n € Z, y(n) = >, _,, p(k).

Nous allons & présent voir le lien entre résolution virtuelle et résolution
numérique, ce qui conduira ensuite a la formulation d’un théoréme de Bertini
« version caractere ».

Proposition 81. 1. Partant d’une résolution numérique donnée par des
entiers m; et n; comme dans la définition 73, on construit une ré-
solution wvirtuelle en posant p(0) = —1, et, pour tout entier n > 0,
p(n) = [{i,n; = n}| — |{j,m; = n}|. On appelle ¢ Uapplication qui
associe, comme ci-dessus, une résolution virtuelle a une résolution nu-
METrique.
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2. Réciproquement, a partir d’une résolution virtuelle, on construit une ré-
solution numérique donné par les entiers m; et n;, mais en les faisant
apparaitre respectivement o; et 3; fois chacun. L’application corres-
pondante est notée 1.

Remarque 82. On remarque dans la proposition précédente que ¢ o 1 est
I’identité, mais que 1 o ¢ correspond a 'opération de simplification des ré-
solutions.

Avant de passer a la suite, nous avons besoin d’une définition supplémen-
taire.

Définition 83. Un caractére v est dit positif si, pour n < 0, on a y(n) =0,
et qu’il existe ng > 0 tel que y(n) = —1 pour 0 < n < ng, et y(n) > 0 pour
n > ng.

Ceci nous conduit & formuler le théoréme suivant, qui n’est qu'une autre
version du théoréme 75.

Théoréme 84 (Bertini - version caractéres). Considérons une repésenta-
tion virtuelle p de caractére v, pour laquelle nous adoptons les notations de
la définition 80. Il existe alors un ensemble Z fini et lisse admettant une
résolution graduée de la forme :

s l
0— @O[@(—mj) — @Op(—nl) — Iz — 0
j=1 i=1

si et seulement si le caractére v est positif. Le degré d de l’ensemble Z est
alors donné par d =", ~ony(n).

4.2 Spécialité d’un ensemble fini

Ce paragraphe a pour objet la quantification du défaut de généricité d’un
ensemble, ce qui ménera dans la suite de ce chapitre a I’étude des ensembles
finis de P qui sont les plus proches des ensembles génériques, afin de voir
quelles propriétés sont conservées par cette « petite » variation.

Définition 85. Soient d € N* et Z un ensemble de d points de P. On définit
la spécialité de Z en un entier n > 0 comme étant :

spen(2) =7z (("57) = )

et la spécialité de Z par :

spe(Z) = Z spe,(Z).

n>0
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Remarque 86. Cette définition peut paraitre étrange, mais elle est en réalité
naturelle. En effet, prenons un entier n > 0 et un ensemble fini Z de P. Nous
disposons de la suite exacte :

0 — H°.7;(n) — H°Op(n) — H°Oz(n) — H'.I7(n) — 0,
qui nous donne :
hofz(n) — hlfz(n) = hOO]p(n) — hOOZ(TL)
(n+2> —d )
2
d’oul nous tirons :
spe,(Z) = hlfz(n) = hlfz(n) — [hofz(n) — hlfz(n)]*,

ce qui n'est rien d’autre que le minimum de h%.#z(n) et de h'.#z(n). En
particulier, 'ensemble Z est générique si et seulement s’il est de spécialité 0,
ce qui est rassurant.

4.3 Lien entre irréductibilité et résolution

Ce paragraphe, qui n’est constitué que d’une proposition, est néanmoins
crucial dans la suite de ce texte.

Proposition 87. Soient £y et £ deux faisceaux dissocié€s de rang respectifs
r+1 etr, sans répétition. L’ensemble H des d-uplets de points de P admettant
une résolution de la forme :

0—)31 —>$()—>fz—>0
est une partie vide ou irréductible de (P?)2.

Démonstration. Notons €2 'ouvert de Hom(.%;,.%p) formé des éléments ¢
dont les mineurs de la matrice associée sont tous non nuls et sans facteurs
communs. Alors H est 'image de cet ouvert par une application continue.
Comme Hom(.Z], %)) est un espace vectoriel, il est irréductible, ce qui donne
I'irréductibilité de €2 et donc celle de H. Pour plus de détails, se reporter a
[Per95], chapitre X, lemme 2.7.

O

4.4 Ensembles génériques

Au paragraphe précédent, nous avons défini la spécialité d’un ensemble
fini. Avant détudier les ensembles de spécialité 1, il convient d’étudier ceux
de spécialité 0, c’est-a-dire les ensembles génériques. Nous allons donc com-
mencer par déterminer les résolutions virtuelles possibles des ensembles gé-
nériques.
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Proposition 88. Soient d € N*, et a l'unique entier tel que (“;“1) <d<

(a42_2)' Posons s = d— (“;1), r= (a;rz) —d. Alors la seule résolution virtuelle

p pouvant correspondre & un ensemble générique de degré d est donnée par :

|0 1 .. a-2 a—1 a a+1 a+2 a+3
en P -1 0 .. 0 0 r 1+s—r —s 0
gen yl-1 -1 . -1 -1 r—1 s 0 0

Démonstration. Soit Z un ensemble générique de d points. Considérons une
résolution graduée de Z donnée par :

0—4A — % — I, —0,

que ’on suppose, dans un premier temps, sans répétitions, et ot les faisceaux
X et &£ sont dissociés. Fixons les entiers a, r, et s comme dans 1’énoncé.
Notons [ le plus petit entier apparaissant dans un des faisceaux dissociés de
la résolution. Le théoréme 75 nous dit que cet entier [ apparait uniquement
dans %, sans quoi les inégalités du type m; > n; ne seraient pas vérifiées.
Aprés avoir tensorisé la suite précédente par [ et étre passé en cohomologie,
nous obtenons :

0 — HA(l) — H 4 (1) — H°.77(1) — 0.

Remarquons que HY.%Z () est nécessairement nul. En effet, écrivons .4 =
®j>l Op(—7), ce qui donne :

H £(1) = @ HOs(1 - j) = 0,
g>l
d’ol nous tirons :
0% (1) = h'.77(1) > 1.

Considérons a présent la suite exacte fondamentale de Z, qui, aprés avoir été
tensoriée par [ et passée en cohomologie, nous donne :

0— H°75(1) = H'Op(l) — H°Oz(1) — H'.77(1) — 0,

et remarquons que, Z étant générique (en tout degré), I'un des termes aux
extrémités de cette suite est nul. Si [ < a, nous avons, pour des raisons de
dimension, la nullité de H°.#(1), ce qui nous donne la nullité de H°.%(1),
ce qui est impossible par définition de I. Prenons alors [ = a. Nous avons
cette fois la nullité de H'.#z(a), ce qui donne h’.#z(a) = r, et la résolution
graduée prend la forme suivante :

0—+2A —ZL0®0p(—a)" — Iz — 0.

Pour obtenir les termes suivants, nous tensorisons alors par a + 1, et nous
utilisons des raisonnements similaires (en faisant une distinction selon le
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signe de r —s—1), et le dernier terme s’obtient par tensorisation par a+ 2. Il
ne peut y avoir de termes faisant intervenir des entiers plus grands sans qu'’il
n’y ait de répétition, ce que nous avons supposé impossible. Ceci achéve la
preuve, car les répétitions n’ont aucune influence sur la résolution virtuelle
associée.

O]

Pour terminer ce paragraphe, voici une proposition qui est une consé-
quence directe du théoréme 75 et de la proposition 87.

Proposition 89. Soient d € N* et a, r, s comme dans la proposition 88.

1. On suppose r < s+ 1. Alors pour tout € entre 0 et r — 1, il existe un
ensemble lisse Z formé de d points admettant la résolution :

0 = Op(—a—2)*®0p(—a—1) = Op(—a)"®Op(—a—1)"T1""T¢ & 7, - 0.

De plus, l’ensemble des Z convenables est une partie irréductible de
(P2)?, ouverte si € est nul.

2. On suppose r > s+ 1. Alors pour tout € entre 0 et s, il existe un
ensemble lisse Z formé de d points admettant la résolution :

0 = Op(—a—2)*®O0p(—a—1)*T17"¢ & Op(—a)" POp(—a—1) — F; — 0.

De plus, l’ensemble des Z convenables est une partie irréductible de
(P2)?, ouverte si € est nul.

4.5 Critére d’irréductibilité pour les ensembles de
spécialité 1

L’objet de ce paragraphe est d’obtenir un critére concernant l'irréducti-
bilité de I'ensemble H, défini ci-dessus.

Il s’agit & présent de savoir quelles sont les résolutions possibles pour un
élément de Hy. Commencgons par une proposition.

Proposition 90. Soit Z un élément de Hy. Il existe alors un unique entier
p tel que spe,(Z) = 1, et cet entier est soit a soit a — 1, ou a est l'entier
associé o d de la méme facon que dans la proposition 88.

Démonstration. Comme Z est de spécialité 1, il est clair qu’il existe un
unique entier p tel que spep(Z ) = 1 et que la spécialité de Z en tous les
autres n est nulle.

Supposons qu’on ait p > a. On sait que Z est générique en a, ce qui
donne h'.#z(a) = 0, en utilisant la suite exacte fondamentale de Z que 1'on
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passe en cohomologie. Mais la fonction n + h'.#z(n) est décroissante, ce qui
donne h'.#z(p) = 0 donc spe,(Z) = 0, ce qui est absurde.

Supposons & présent que I'on ait p < a — 1. On a spe,(Z) = 1, ce qui
donne en particulier h°.#(p) > 0, et donc h®.#(a — 1) > 0, par croissance
de n + hY.Zz(n). Mais Z est générique en degré a — 1, car la spécialité
est en p < a — 1, donc h!.#z(a — 1) = 0. Considérons alors la suite exacte
fondamentale de Z, qui, une fois tensorisée par a—1 et passée en cohomologie,
nous donne :

0— H°77(a — 1) — H°Op(a — 1) — H°Oz(a — 1) — 0,

d’oul nous tirons :

a+1

0<h0fz(a—1):< 9

) —d=—-s5<0,
ce qui est absurde.
O

Notation. La proposition précédente nous pousse & introduire une notation.
Soit d € N*. On note Hgy 41 (resp. Hg ) les éléments de H,y dont la spécialité
se trouve en a — 1 (resp. en a).

Passons & présent a la prochaine étape, qui est de déterminer les résolu-
tions possibles d'un ensemble de spécialité 1.

Proposition 91. Soient d € N*, et a l'unique entier tel que (a—gl) <d<
(‘HQ'Q). Posons s = d — (a'gl), r = (af) — d. Alors les seules résolutions
virtuelles pouvant correspondre & un ensemble de spécialité 1 sont récapitulées

dans le tableau sutvant :

0 1 ... a—2 a-1 a a+1 a+2 a+3
gen pl -1 0 .. 0 0 r 1+s—r —s 0
vyl -1 -1 .. -1 -1 r—-1 s 0 0
1% pl—1 0 .. 0 1 r—3 s—r+4 —-s-—1 0
da=l 11 -1 .. -1 0 r—3 s+1 0 0
% pl—-1 0 .. 0 0 r+1 s—r—2 3-—s -1
da N1 -1 .. -1 -1 r s —2 1 0

En particulier, Hy .1 est non vide si et seulement st v > 3, et Hyq est
non vide st et seulement si s > 2.

Démonstration. Fixons un élément Z de Hg, ainsi que les entiers a, r, et
s comme dans 1’énoncé. La proposition 90 nous dit que cet ensemble Z est
générique en tous les degrés strictement inférieurs & a — 1, donc le début de
la preuve de la proposition 88 peut encore étre appliqué, ce qui nous dit qu’il
ne peut pas y avoir d’entier strictement inférieur & a — 1 dans la résolution
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graduée de Z, que 'on suppose par ailleurs sans répétition (du moins dans
un premier temps), et que nous écrivons sous la forme :

0—4A —LH — S — 0.

Supposons que la spécialité se trouve en a — 1. Nous avons, comme dans
la preuve de la proposition 88, hY.%(a — 1) = h®#z(a — 1). La suite exacte
fondamentale, une fois tensorisée par a — 1 et passée en cohomologie, nous
donne :

0— H77(a—1) = HOp(a — 1) = H°Oz(a —1) — H .#5(a — 1) — 0,

mais cette fois-ci, nous n’avons plus la nullité de H'.#7(a —1). En revanche,
nous savons que spe,_;(Z) = 1, ce qui nous donne h'.#z(a—1) = 1+ s, puis
h°.77(a — 1) = 1. Nous écrivons alors la résolution de Z sous la forme :

0— A — Lo®0p(—a+1) — Iz — 0,
puis nous tensorisons par a et passons en cohomologie :
0 — H°Z(a) — H°Z'4(a) ® H'Op(1) — H°.Z7(a) — 0,

et nous faisons une distinction de cas, selon que a apparaisse dans £ ou dans
%. Traitons le cas oil a apparait dans .%;. Nous avons alors H°.#"o(a) = 0,
ce qui nous donne h'.%(a) = 3 — h®.#z(a), et la suite exacte fondamentale
de Z nous donne h%.#z(a) = r : on retrouve bien ce qui est dans le tableau.
Pour la suite, on procéde exactement de la méme facon.

Nous obtenons ainsi les représentations virtuelles énoncées. En appli-
quant le théoréme 84, nous pouvons exactement savoir quelle résolution
convient selon le degré d de notre ensemble.

O]

Remarque 92. Le théoréme précédent dit que le premier Hy,_1 apparait
pour d = 3, tandis que le premier H,, apparait pour d = 5. De plus, pour
reconnaitre si un ensemble Z de spécialité 1 est dans Hgq ou Hg,—1, on
peut en général se contenter de regarder la dimension de H°.#z(s), ot s est
le minimum des degrés de courbes contenant Z.

Remarque 93. Nous avons parlé dans la proposition précédente de résolu-
tion virtuelle, afin de ne pas nous préoccuper des répétitions, chose que nous
pouvons faire maintenant. Partant des résolutions mentionnées ci-dessus, et
appliquant le théoréme 75, nous trouvons que :

e Si la spécialité se trouve en a — 1, une répétition ne peut avoir lieu

qu’en a + 1, avec un exposant au plus égal &4 s+ 1sir—s—4 >0 et
a r — 3 sinon.
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e Si la spécialité se trouve en a, les choses se compliquent un peu. Si
s —1r —2 > 0, la répétition ne peut avoir lieu qu’en a + 1 avec un
exposant au plus égal & r, ou en a + 2 avec un exposant au plus égal a
1, et si s —r —2 <0, la répétition ne peut avoir lieu qu’en a + 1 avec
un exposant au plus égal & s — 2, ou en a + 2 avec un exposant au plus
égal a 1.

Proposition 94. Soit d € N*. Le sous-ensemble de Hy formé des d-uplets
de points (distincts) admettant une résolution sans répétition est dense dans
Hy,.

Démonstration. Considérons un ensemble Z n’admettant pas de résolution
sans répétition, dont nous écrivons une résolution graduée :

0 — L @& Op(—i) = L & Op(—i) — Iz — 0,

et supposons que le coefficient dans la matrice de x correspondant & la ré-
pétition, i.e. le coefficient a la ligne et a la colonne de I’ajout, est nul (sans
quoi il est possible de supprimer la répétition, cf proposition 78). Il est alors
possible d’approcher la matrice de x par des matrices identiques mais pos-
sédant un coeflicient A non nul & l'endroit de la répétition. Chaque matrice
de cette famille définit alors un ensemble Z appartenant & Hy et possédant
une résolution sans répétition, ce qui achéve la preuve.

O]

Nous pouvons a présent énoncer et démontrer le résultat principal de ce
chapitre.
Théoréme 95. Soient d € N*, et a l'unique entier tel que (“;1) <d< (anrz)'
Posons s = d — (aérl), r= (a;Z) —d. L’ensemble Hy est alors irréductible si
et seulement si s € {0,1} our € {1,2}.

Démonstration. La proposition 94 nous permet dés a présent de simplifier
le probléme. En effet, il suffit de montrer le théoréme en remplagant Hy par
I’ensemble des d-uplets de points de spécialité 1 admettant une résolution
sans répétition, que nous notons Fy. La preuve de notre résultat se résume
alors & une application du théoréme 84 dans les différents cas, en s’aidant du
tableau donné dans la proposition 91. Seul le premier cas, que nous traiterons,
est différent.

Dans le cas r > 3 et s > 2, le théoréme 84 nous dit qu’il existe des
éléments de Fy, et donc dans Hy, dont la spécialité se trouve en a, mais
qu’il en existe aussi dont la spécialité se trouve en a — 1. Nous obtenons
alors une partition de Hy par U = {Z € Hy, spe,_1(Z) =1} et V. ={Z €
Hy, spe,(Z) = 1}, et ces deux ensembles sont des ouverts de Hy par le
théoréme 55.
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Passons au cas s = 0. Soit Z un élément de Fy. Le théoréme 84 nous dit
que la seule résolution numérique possible pour Z est donnée par :

2

(a+1)23, a+2—a"2 a—1.

De maniére équivalente, Fj; est dans ce cas I’ensemble des d-uplets de points
ayant une résolution graduée associée a celle ci-dessus. La proposition 87
nous donne alors l'irréductibilité de F,;. Mais Fy est dense dans Hy par la
proposition 94, donc H, est irréductible.
Les autres cas sont similaires au cas s = 0, seule 'unique résolution
possible change.
O

Avant de poursuivre, voici un théoréme qui nous sera utile dans toute la
suite de ce document : le théoréme de Peskine-Szpiro, que nous admettrons,
mais que le lecteur pourra retrouver dans [PS74], proposition 4.1, dans un
cas trés général. L’utilité de résultat est de nous assurer que certaines liaisons
algébriques sont possibles.

Théoréme 96 (Peskine-Szpiro). On considére un ensemble fini lisse V' de
P™  admettant pour résolution numérique :

MYy eeey My —> N0y eeey N,y

ot les entiers m; et m; sont comme dans la définition 73, et v est au moins
égal & 2. Pour tous entiers s > ng et t > n,, on peut lier V par s X t.

Remarque 97. En particulier, le premier entier d pour lequel Hy est réduc-
tible est d = 12. Cherchons une description géométrique des composantes
irréductibles de His, qui sont au nombre de 2.

1. Cas de la composante Hi23 :

Les éléments de cette composante ont pour résolution numérique :
6> — 3, 5°.

Fixons un tel ensemble V', qui a 12 éléments. Afin de le décrire géomé-
triquement, nous allons effectuer une liaison 3 x 5, ce qui est possible
d’aprés le théoréme 96. Notons W I’ensemble auquel V est ainsi lié. La
résolution numérique de W est donnée par :

32 — 23,

ce qui correspond & trois points génériques. Un calcul de dimension
tel que ceux menés dans le paragraphe suivant permet de montrer la
réciproque, et ce qui donne finalement une caractérisation géométrique
des éléments de Hya 3 : ce sont les ensembles de 12 points pouvant étre
liés & trois points génériques.
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2. Cas de la composante Hig 4 :

Les éléments de cette composante ont pour résolution numérique :
53, 7 — 4%, 6.

Fixons un tel ensemble V. La matrice de 'application linéaire entre
R(-5)3 @ R(—T7) et R(—4)* ® R(—6) associée & cet ensemble est de la
forme :

53 7

dont les mineurs 4 x 4 fournissent des équations de V. Notons my, ..., my
les mineurs de taille 3 x 3 de M, et posons f = 2321 bym;. On a
V = V(m,..,mq) UV(f,g), ce qui permet de décrire géométrique-
ment 'ensemble V. En effet, les m; sont tous non nuls et sans facteur
commun, donc ’ensemble qu’ils engendrent est formé de 6 points gé-
nériques, et I'ensemble V (f, g) est formé de 6 points alignés.

4.6 Dimension des composantes irréductibles

Dans le paragraphe précédent, nous avons étudié le nombre de compo-
santes irréductibles de ’ensemble H;. Il est alors naturel de se poser des
questions sur ces composantes irréductibles, et nous chercherons donc & ob-
tenir leur dimension, ou plutét leur codimension dans (P?)<.

Voici le théoréme dont la démonstration fera I'objet de ce paragraphe :

Théoréme 98. Soit d € N*. On définit les entiers a, r, et s de la maniére
usuelle. Plusieurs cas se présentent :

1. Sir >3, la codimension de Hj o1 est égale a s+ 1.
2. Sis > 2, la codimension de Hy, est égale a r+ 1.

Nous donnerons trois preuves de ce résultat. La premiére est basée sur une
utilisation directe de la formule d’Ellingsrud. Cette méthode n’est cependant
pas trés commode, car le calcul & effectuer n’est pas des plus commodes, et
doit étre effectué pour chaque composante irréductible. La deuxiéme preuve
constitue en réalité une amélioration de ce qui précéde. En partant de la
formule d’Ellingsrud, nous regarderons la théorie dite des pas élémentaires,
qui ne demande qu’un unique calcul, et peut ensuite étre utilisée simple-
ment pour chaque composante. La troisiéme démonstration est différente,
et est sans doute plus intéressante pour nous, puisqu’elle utilise la liaison
algébrique.
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4.6.1 Formule d’Ellingsrud

La proposition suivante, qui constitue le point de départ de cette méthode
(et de la suivante) est admise, car la démonstration nous entrainerait trop
loin.

Proposition 99 (Formule d’Ellingsrud). La dimension ¢, de l’ensemble des
parties finies de P associées a une représentation virtuelle p est donnée par

la formule :
1= oo ("7, 7).

q,0>0

pour peu que l’ensemble en question soit non vide.

Démonstration. 11 s’agit du théoréme 2 de l'article [ENI75], présenté toutefois
dans un cas plus général (et donc de maniére plus compliquée). On peut
également adapter la preuve (et aussi 1’énoncé) de la proposition 3.2 du
chapitre IX de [MDP90].

O

Nous pouvons alors entamer la preuve du théoréme 98.

Démonstration du théoréme 98. Nous ne traiterons dans cette preuve que
le cas de la codimension de Hg,_1 avec r > 3, 'autre étant parfaitement
similaire. Souvenons-nous un instant de la proposition 91. Dans le cas que
nous considérons, I'ensemble Hy,_1 est non-vide, et ses éléments ont tous
pour résolution virtuelle :

‘ 0 1 .. a—2 a-1 a a+1 a+2 a+3
Hyo pl—1 0 .. 0 1 r—3 s—r+4 —s—1 0
e B R I | 0 r—3 s+1 0 0

Appliquons la proposition 99 :

Gy = 1=, m0r@pD)(T75")
—r? — 52 —2rs+ 1+ 2
= —(a+1)24+7r+2

et la codimension de Hy,—1 vaut dont 2d + (a+ 1)> =7 — 2 = s + 1, ce qui
achéve la preuve.

O]

4.6.2 Formule des pas

Nous allons & présent passer a la théorie des pas élémentaires. Notons que
ce qui suit, en plus d’étre utile dans notre cas, pourrait servir aux mémes
types de calculs pour des spécialités strictement plus grandes que 1.
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Définition 100. Soient v un caractére vérifiant v(0) = —1 et p un entier
strictement supérieur 4 1. On appelle pas élémentaire p X p 'opération qui
a vy associe le caracteére ' défini par v/(p—1) =~v(p—1)+1, 7' (p) = v(p) — 2,
Y(p+1)=7(p+1)+1 et+(n)=7(n) sinon.

Il est alors possible de calculer la dimension de I’ensemble obtenu aprés
l'opération de pas élémentaire en fonction de la dimension avant, en utilisant
la formule ci-dessous dite formule des pas :

Proposition 101. Si v/ est obtenu a partir de v par un pas élémentaire
p X p, on a la formule :

Oy =0y =7v(p—1)=v(p—2)+vp+1) —v(p+2) +1,

ol 6 (resp. d) est la dimension associée & la représentation virtuelle dont
le caractére est vy (resp. 7).

Démonstration. 1l s’agit d’un calcul utilisant la formule d’Ellingsrud.
O

En étudiant les résolutions virtuelles possibles pour les ensembles géné-
riques et ceux de spécialité 1, que nous rappelons dans le tableau ci-dessous :

0 1 ... a—2 a-1 a a+1 a+2 a+3

on pl—1 0 .. 0 0 r 14+s—r —s 0
& yl-1 -1 .. -1 -1 r-1 s 0 0
I pl—-1 0 .. 0 1 r—3 s—r+4 —-s—1 0
da=l ol 1 -1 .. -1 0 r—3 s+1 0 0
pl—-1 0 .. 0 0 r+1 s—r—2 3-—s -1

Hda
’ vy|l-1 -1 .. -1 -1 T §—2 1 0

nous remarquons que le passage du générique au spécialité 1 correspond &
un pas élémentaire a X a pour mettre une irrégularité en a — 1, et & un pas
élémentaire (a + 1) x (a + 1) pour mettre une irrégularité en a.

Avant de passer a la preuve du théoréme 98, nous remarquons que la
dimension de ’ensemble des d-uplets de points génériques est égale a 2d. En
effet, le théoréme 55 nous dit que les ensembles génériques forment un ouvert
de 'ensemble des d-uplets.

Démonstration du théoréeme 98. Nous ne traiterons dans cette preuve que le
cas de la codimension de Hg,, ou le caractére de la seule représentation
virtuelle est noté 4/ (v pour les génériques), avec s > 2, 'autre étant parfai-
tement similaire. Les considérations précédentes nous donnent alors :

oy = 2d—~(a)+v(a—1)—y(a+2)+~v(a+3)—1
= 2d—1-r+1-1 ,
= 2d—r—1

et nous obtenons donc bien une codimension égale a r + 1.
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4.6.3 Liaison algébrique

La méthode qui suit est la plus intéressante dans notre cas, puisqu’elle
fait appel & une notion que nous connaissons désormais bien : la liaison algé-
brique. L’avantage de cette méthode, outre son interprétation géométrique,
est qu’elle nous donnera l'occasion de parler de la technique des schémas
d’incidence. Le terme schéma sera ici & comprendre comme une simple ap-
pellation, ce qui ne nous obligera pas & parler de la théorie des schémas en
géométrie algébrique.

L’idée générale de la preuve est de faire une récurrence sur l'entier d.
La liaison algébrique nous servira pour passer d’un petit degré & un grand
degré, en utilisant la technique détaillée ci-dessous.

4.6.3.1 Schéma d’incidence

On considére une variété projective H consituée de d-uplets de P admet-
tant une résolution virtuelle donnée. Le schéma d’incidence D associé a
H est alors défini comme étant I’ensemble des couples (V, X) ot V est un
élément de H et X une intersection compléte s x ¢ contenant V' (s et ¢ sont
des entiers strictement positifs fixés). On dispose alors d’un morphisme na-
turel p : D — H qui envoie un couple (V,X) sur V, que l'on supposera
dominant, ce qui veut dire qu’il existe une partie dense de H dont tout élé-
ment est contenu dans une intersection compléte s x t. On pourrait penser,
en partant d’un élément V de H, & définir les intersections complétes X cor-
respondantes en prenant les courbes de degrés respectifs s et ¢ passant par
V', mais deux problémes surgissent : un méme ensemble X peut étre donné
par plusieurs couples de courbes, et un couple donné peut ne pas définir une
intersection compléte (dans le cas d’une composante commune). Pour sur-
monter ces obstacles, on définit ’ensemble D des triplets (V, f,g), ou V est
dans H, et f, g sont respectivement des éléments de H°.#y(s) et HO % (t),
sans facteur commun. On dispose alors d’'un morphisme (clairement surjec-
tif) ¢ : D—1D qui envoie (V, f,g) sur (V,X), ou X = V(f,g). On peut
alors attaquer le calcul de la dimension des fibres de p.

Proposition 102. [l existe une partie dense de H sur laquelle la dimension
des fibres de p est constante égale a h #y (s)+h° Sy (t)—h0 Fx (s)—h® Ix (t),
ot X est une intersection compléte s X t.

Démonstration. Le morphisme p étant dominant, son image est dense, et
constituera la partie de H mentionnée ci-dessus. On fixe donc V' un élément
de I'image de p. L’ensemble (poq)~!(V) est alors formé des triplets (V, f, g),
olt f et g sont respectivement des éléments de H°.#,(s) et H°.#,(t), sans
composante commune. Afin de calculer la dimension de cet ensemble, on
commence par compter le nombre de f possibles, ce qui donne h°.#(s) choix.
I1 s’agit ensuite de compter, pour un tel f, le nombre de V(g) n’ayant pas de
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composante commune avec V (f). Cependant, 'ensemble des g convenables
forme un ouvert de HY.#y(t), non vide car V est dans I'image de p. La
dimension de ’ensemble des ¢ sans composante commune avec f est donc
égale a h°.#,(t). Par conséquent, la dimension de la fibre (p o ¢)~ (V) est
égale a h.#y(s) + h°#y(t). On remarque & présent que la dimension de
¢ 1(X) est la méme pour tout X € p~1(V). Soit un tel ensemble X. Un
raisonnement similaire & celui mené ci-dessus montre que la fibre ¢~ (X)) est
de dimension h°.#x(s) + h.#x(t). La dimension de p~!(V) est alors bien
égale a hO. 7, (s) + h0. 7y (t) — h0 Fx(s) — hY Fx (), ce qui achéve la preuve.

O

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat qui servira a articuler les
différents cas dans la récurrence qui sera effectuée pour prouver le théoréme
98.

Proposition 103. Soient H et K deux variétés projectives telles que plus
haut. On suppose qu’il existe une partie dense de H (resp. de K ) dont tout
élément est lié par s Xt a un élément de K (resp. de H ). La formule suivante
relie les dimensions de H et de K :

dim H — dim K = (h° Ay (s) — ROy (s)) + (h° Ay (t) — K07, (1)),
ou V et W sont des éléments quelconques de K et de H, respectivement.

Démonstration. Il s’agit de remarquer que les schémas d’incidence associés
a H et K sont birationnels par application (V,;X) — (X \ V, X), ce qui
donne I’égalité suivante :

dim H + h° 7, (s) + W7, (t) = dim K + h° Ay (s) + h° Ay (t),

et permet de conclure.

4.6.3.2 Théoréme de dimension

Nous avons & présent tous les outils nécessaires pour prouver le théoréme
portant sur la dimension des composantes irréductibles des Hy.

Démonstration du théoréeme 98. Le principe de cette preuve, comme cela a
été mentionné plus haut, est de faire une récurrence sur I'entier d. La parti-
cularité de la récurrence qui sera menée ci-dessous est de ne pas comporter
un seul cas servant d’initialisation, mais plusieurs, qui ne sont a priori pas
pour des entiers consécutifs. Il sera donc préférable de procéder a 'envers :
on fixe dans un premier temps un entier d qui sera supposé « assez grand »,
de sorte que les exposants intervenant dans les résolutions numériques soient
positifs. Les cas d’initialisation apparaitront alors naturellement, et seront
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traités en fin de preuve. On suppose par ailleurs, pour pouvoir parler de ré-
currence, que le théoréme est vrai pour tous les entiers strictement inférieurs

ad.

On note a, 7, et s les entiers définis de la méme maniére que d’habitude.
Plusieurs cas se présentent :

e Cas s=0: On a dans ce cas Hy = Hy,_1, et d = (a'gl). Le sous-
ensemble de Hg,—1 formé des éléments admettant une résolution gra-
duée sans répétition est un ouvert non vide, dont on fixe un élément
V. La seule résolution numérique possible pour V est alors :

(a+1)"% a+2—a—-1, a3
L’hypothése « d assez grand » mentionnée plus haut se traduit ici par
r > 4. Le théoréme 96 permet alors de lier V' & un ensemble W par
a x a. L’ensemble ainsi obtenu est de degré d’ = a® — (a42—1) =(5) <d,
pour lequel on a @’ = a—1, s’ =0, ce qui donne W € Hy 49, et admet
comme résolution numérique :

a3, a+1—a-2, (a— 1)”*4, a’.

On vient de montrer qu’il existe une partie dense de H;,—1 dont tout
élément peut étre algébriquement lié & par a X a a un élément de
Hy q—o. On montre de méme la réciproque, a savoir qu'’il existe une
partie dense de Hy ,_o dont tout élément peut étre lié¢ par a X a a un
élément de Hgq—1. Ceci permet d’utiliser la proposition 103, ainsi que
I’hypothése de récurrence, ce qui donne :
dimHg,—; = dim H(;)ﬂ_Q +2(h° Ay (a) — h° Ay (a))
= ala—1)—1+26+3r—12—r+5-3—-7r+3)

a?—a—1+2(r—1)

= a24+a-1
2("3) — 1

ce qui est bien le résultat attendu. Le cas d’initialisation correspondant
est d = 10.

e Cass=1:0On a dans ce cas Hy = Hy,_1, et d = (a;rl) + 1. Le
sous-ensemble de Hy, 1 formé des éléments admettant une résolution
graduée sans répétition est un ouvert non vide, dont on fixe un élément
V. La seule résolution numérique possible pour V est alors :

a+1)"° (a+2? —a—1, a" 3
(

L’hypothése « d assez grand » mentionnée plus haut se traduit ici par
r > 5. Le théoréme 96 permet alors de lier V' & un ensemble W par a xa.
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L’ensemble ainsi obtenu est de degré d’ = a? — (a;rl) -1=(3)—-1<d,
pour lequel on a @’ = a—2, 7" =1, ce qui donne W € Hy ,_o, et admet
comme résolution numérique :

a3, a+1—a% (a—1)""°, (a—2)%

On vient de montrer qu’il existe une partie dense de Hy,_1 dont tout
élément peut étre algébriquement lié & par a X a & un élément de
Hy q—o. On montre de méme la réciproque, a savoir qu'’il existe une
partie dense de Hy ,_o dont tout élément peut étre lié par a X a a un
élément de Hy,—1. Ceci permet d’utiliser la proposition 103, ainsi que
I’hypothése de récurrence, ce qui donne :
dim Hd,a = dim H(;)—l,a—2 —+ Q(hojw(a) — hOJV(a)

= ala—1)—2-2+2(1243r—-15—-r+5-3—-7r+3)

= da’+a

= 2("1) +2-2

ce qui est bien le résultat attendu. Pour ce qui est de l'initialisation
correspondante, elle sera précisée dans le point suivant, les cas s = 1
et r = 1 étant envoyés I'un sur 'autre par liaison.

Casr=1:0n adans ce cas Hy = Hgy,, et d = (“;2) — 1. Le sous-
ensemble de Hy , formé des éléments admettant une résolution graduée
sans répétition est un ouvert non vide, dont on fixe un élément V. La

seule résolution numérique possible pour V est alors :
(a+2)%3 a+3—a? (a+1)3

L’hypothése « d assez grand » mentionnée plus haut se traduit ici par
s > 3. Le théoréeme 96 permet alors de lier V' & un ensemble W par
(a+1) x (a+1). L’ensemble ainsi obtenu est de degré d' = (a + 1)% —
(an) +1= (agl) +1 < d, pour lequel on a @’ = a, s’ = 1, ce qui donne
W € Hy 41, et admet comme résolution numérique :

(a+1)*3 (a+2)?2 —a—1, a3 (a+1)%

On vient de montrer qu’il existe une partie dense de Hy, dont tout
élément peut étre algébriquement lié a par (a+1) x (a+1) & un élément
de Hy q—1. On montre de méme la réciproque, a savoir qu’il existe une
partie dense de Hy o1 dont tout élément peut étre lié par (a 4 1) x
(a+1) a un élément de Hy,. Ceci permet d’utiliser la proposition 103,
ainsi que 'hypothése de récurrence, ce qui donne :

dim Hyo = dimHopr) g + 2(h° Ay (a+1) — KAy (a+ 1))

ala+1)4+2-2+2(2435s—9+6—5+3—-6—s+3)
a2+ 3a—2
2((3%) — 1) -2
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ce qui est bien le résultat attendu. Les cas d’initialisation correspon-
dants sont d =9, 11, et 14.

e Casr=2: On adans ce cas Hyg = Hyq, et d = (“;2) — 2. Le sous-
ensemble de Hy , formé des éléments admettant une résolution graduée
sans répétition est un ouvert non vide, dont on fixe un élément V. La
seule résolution numérique possible pour V est alors :

(a+2)°3 a+3—d® (a+1)"

L’hypothése « d assez grand » mentionnée plus haut se traduit ici par
s > 4. Le théoréme 96 permet alors de lier V' & un ensemble W par
ax (a+1). L’ensemble ainsi obtenu est de degré d’ = a(a+1)— (“$?) +
2 = (3) +1 < d, pour lequel on a @’ = a—1, s = 1, ce qui donne
W € Hy 4o, et admet comme résolution numérique :

™ (a+1)?2 —a—-2, (a—1)°3 a, a+1.

On vient de montrer qu’il existe une partie dense de Hy, dont tout
élément peut étre algébriquement lié & par a X (a + 1) & un élément
de Hy q—2. On montre de méme la réciproque, a savoir qu’il existe une
partie dense de Hy 4o dont tout élément peut étre lié par a x (a +1)
a un élément de Hy,. Ceci permet d’utiliser la proposition 103, ainsi
que ’hypothése de récurrence, ce qui donne :

dim Hd,a = dim H(;),a72 + (hojw(a) — hofv(a)) + (hofw(a + 1) — hojv(a + 1))
= a*+3a—5

ce qui est bien le résultat attendu. Aucun cas d’initialisation supplé-
mentaire n’apparait.

e Cas s >2etr>3: Ce cas est un peu plus difficile, puisque les deux
composantes irréductibles cohabitent. On va donc faire le calcul pour
chacune d’entre elles.

1. Pour Hy,_1 : Le sous-ensemble de Hy,_1 formé des éléments ad-
mettant une résolution graduée sans répétition est un ouvert non
vide, dont on fixe un élément V. La seule résolution numérique
possible pour V est alors :

— (a+ 1) (a+2)*t —a—1,a" 3, sir—s—4>0. Le
théoréme 96 permet alors de lier V' a un ensemble W par a x a.
L’ensemble ainsi obtenu admet comme résolution numeérique :

a3 a+1— (a—2)% (a—1)"51, o2

et appartient donc & Hy 4_o, ou d’ vérifie (agl) +1<d <
(5) =2, =a—2,5 =r—2, et ' =s. On vient de montrer
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qu’il existe une partie dense de Hy,_1 dont tout élément peut
étre algébriquement lié a par axa & un élément de Hy 2. On
montre de méme la réciproque, a savoir qu’il existe une partie
dense de Hy .o dont tout élément peut étre lié par a x a a
un élément de Hg,—1. Ceci permet d’utiliser la proposition
103, ainsi que ’hypothése de récurrence, ce qui donne :

dimHg, 1 = dimHg . 2+ 2(h° Ay (a) — hO.Sy(a))
2d' —r"—1422r+3s—1-r)

2(a® —d)—s—1+2r+6s—2

= 20> —2d+2r+5s—3

= 2d—s—1

ce qui est bien le résultat attendu.

—(a+2)* —a—1, a3, (a+ 1) " sir—s—-4<0.
Le théoréme 96 permet alors de lier V' & un ensemble W par
a x (a+1). L’ensemble ainsi obtenu admet comme résolution
numérique :

T (a+ 1) a+ 2 — (a— 1) a, a+ 1,

et appartient donc & Hy o1, ou d vérifie (5) +2 < d' <
(“'2”) —2,d =a-1,8 =r—1, et =s. On conclut alors

de la méme maniére que pour les cas ci-dessus.

2. Pour H;, : Le sous-ensemble de Hy, formé des éléments admet-
tant une résolution graduée sans répétition est un ouvert non vide,
dont on fixe un élément V. La seule résolution numérique possible
pour V est alors :

—(a+2)°3 a+3 —at, (a+ 1) "2 sis—r—22>0.
Le théoréme 96 permet alors de lier V' & un ensemble W par
a X (a+1). L’ensemble ainsi obtenu admet comme résolution
numérique :

a2 (a+ 1) —a—-2 (a—1)°3, a, a+1,

et appartient donc & Hy ,_o, ou d' vérifie (g) +2<d <

(a;rl) —2,d =a—-1,8 =r—1,et ' = 5. On conclut de la
méme maniére qu’avant.

—(a+1)*25 (a+2)* 3 a+3 —at sis—r—2<0et
s # 2. Le théoréme 96 permet alors de lier V' & un ensemble W
par a X a. L’ensemble ainsi obtenu admet comme résolution
numérique :

a —a—-3, (a—2)°73, (a— 1) a?

) )
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et appartient donc & Hy 3, ou d’ vérifie (agl) +1<d <

(5) —2,d =a—-2,5 =r—2 et r = s On conclut de la

méme maniére qu’avant.

— (a+1)",a+3 — a’ !, a+2,si s = 2. Le théoréme 96 permet
alors de lier V' & un ensemble W par a x (a + 2). L’ensemble
ainsi obtenu admet comme résolution numérique :

a, (a+2)"" —a—-1,a, (a+1)", a+2,

et appartient donc & Hy 41, avec d’ = d+a—4,d = a, et 1’ =
3. On ne peut pas conclure directement, car d’ est strictement
supérieur & d d’aprés 'hypothése d « assez grand ». Il faut
donc effectuer une autre liaison. On fixe alors un élément W
de Hy ,—1 admettant une résolution graduée sans répétition.
La seule résolution numérique possible pour W est :

(a+2)" —a—-1, (a+1)".

Le théoréme 96 permet alors de lier W & un ensemble Z par
a x (a+1). L’ensemble ainsi obtenu admet comme résolution
numérique :

a,a+2—(a—1)", a, a+1,

et appartient donc & Hyr 41, avec d” =d—a < d, a" = a—1,
et s” = 2. On conclut encore une fois de la méme fagon.

Il reste alors a traiter les cas d’initialisation, pour lesquels on verra qu’on
peut se ramener au cas générique (en une ou plusieurs liaison).

e Cas d = 3 : La résolution numérique correspondante est :
4 —1, 3,

et une liaison 1 x 5 permet de se ramener au cas de 2 points (qui sont
forcément génériques).

e Cas d = 5 : La résolution numérique correspondante est :
3,5 — 22 4,
et une liaison 2 x 4 permet de se ramener & 3 points de spécialité 1.
e Cas d = 6 : La résolution numérique correspondante est :
5 — 2, 3,

et une liaison 3 x 3 permet de se ramener a 3 points de spécialité 1.
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e Cas d = 7 : La résolution numérique correspondante est :
52 — 2, 42,

et une liaison 4 x 4 permet de se ramener a 9 points de spécialité 1
(voir ci-dessous).

e Cas d = 8 : La résolution numérique correspondante est :
42,6 — 33, 5,

et une liaison 3 X 5 permet de se ramener a 7 points de spécialité 1,
cas qui a déja été traité.

e Cas d =9 : La résolution numérique correspondante est :
6 —s 32,

et une liaison 3 x 4 permet de se ramener & 3 points de spécialité 1,
qui a été étudié plus haut.

e Cas d = 10 : La résolution numérique correspondante est :
5,6 — 3, 42,
et une liaison 3 x 4 permet de se ramener a 2 points génériques.
e Cas d = 11 : La résolution numérique correspondante est :
62 — 3, 4, 5,

et une liaison 4 X 5 permet de se ramener a 9 points de spécialité 1,
pour lequel on verra plus haut.

e Cas d =13 : La résolution numérique correspondante est :
5, 7 —> 43,

et une liaison 4 X 4 permet de se ramener a 3 points de spécialité 1,
déja traité.

e Cas d = 14 : La résolution numérique correspondante est :
6, 7 — 4%, 5,
et une liaison 4 x 5 permet de se ramener a 6 points de spécialité 1.

Ceci achéve la preuve du théoréme.
O

Remarque 104. En adaptant la technique de schéma d’incidence utilisée
dans cette preuve, et toujours par récurrence, on peut obtenir une autre
preuve du théoréme 95.
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