Faculté des sciences d’Orsay

Année 2008-2009

Licence Sciences-Technologie-Santé

Portail PCST

Module M 154 :

compléments d’intégration






Chapitre 1

Rappels sur 'intégration

Dans tout ce qui suit, I désigne un intervalle de R (ni vide, ni réduit a
un point).

1.1 Primitives

1.1.1 Définition. Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle de
R (ou une réunion d’intervalles). On dit que la fonction F : I — R est une
primitive de f si F' est dérivable et si l'on a F'(x) = f(x) pour tout x € I.

1.1.2 Proposition.

1) Si F' est une primitive de f il en est de méme de F + k ot k est une
fonction constante.

2) Si F et G sont deux primitives de f sur un intervalle I, la différence F—G
est une constante. Soit ¢ € I et k € R. Si f admet une primitive F', il existe
une unique primitive G de f qui vérifie G(c) = k.

Démonstration. Le point 1) est clair. Pour 2) on a (F'—G)' =0, donc F'— G
est constante.

1.2 Aires

On travaille dans le plan euclidien muni d’un repére orthonormé O, i, j

Nous admettrons 'existence de la notion d’aire et ses propriétés essen-
tielles :

0) On prend comme unité d’aire celle du carré unité bati sur le repere.
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FIGURE 1.1 — L’hypographe de f

1) Les polygones ont une aire, ainsi que I’hypographe d’une fonction f
continue et positive sur un segment (la partie limitée par I’axe des z, le graphe
de f et les droites d’équations = = a et x = b, voir figure ci-dessous).

2) L’aire d’un rectangle R dont les cotés sont de longueurs a et b est égale
a ab.

3) L’aire est additive : si A, B sont des parties disjointes, on a A(AUB) =
A(A) + A(B). C’est encore vrai si les parties sont presque disjointes i.e. si
leur intersection est une réunion finie de segments. Un corollaire de cette
propriété est la croissance de l'aire : sion a A C B on a A(A) < A(B).

4) L’aire est invariante par isométrie : si ¢ est une isométrie (une trans-
lation, une rotation, une symétrie) on a A(g(A)) = A(A).

5) Elle est homogene : si h est une homothétie de rapport k on a A(h(A)) =
k*A(A).

1.3 Intégrale d’une fonction continue positive

1.3.1 Définition

1.3.1 Définition. Soient a,b € R avec a < b. Soit f : [a,b] — R une fonc-
b

tion continue > 0. On appelle intégrale de a a b de f et on note / ft)dt

la mesure de l’aire de I’hypographe de f défini ci-dessus par rapport au carré
unite.

C’est ce que vous avez appris en terminale.
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1.3.2 Lien avec les primitives

Le théoreme essentiel est le suivant.

1.3.2 Théoréme. Soit f : [a,b] — R une fonction continue > 0. La fonction
F définie sur [a, b] par F(x) = f(t)dt est une primitive de f. Précisément,

a
c’est 'unique primitive de f qui s’annule en a. Si G est une primitive quel-

b
conque de f on a / f(t)dt = G(b) — G(a).

Démonstration.

f(x+

f(x)

a X X+h b

FIGURE 1.2 — La preuve de 1.3.2

On traite seulement le cas monotone, disons croissant. On calcule le taux

F(.ﬁE—I—h)—F(.T)j

d’accroissement disons pour h > 0. La quantité F(z +

h) — F(z) est l'aire de I'hypographe entre les abscisses x et  + h. Comme
cette partie est comprise entre deux rectangles de largeur h et de longueurs
F() et flz+h) ona: hf(x) < Fla+h) — F(z) < hf(x +h), don f(z) <

F h)—F
(z+h) (z) < f(x 4+ h). Quand h tend vers 0, comme f est continue,

les deux extrémes tendent vers f(z), donc aussi le taux d’accroissement et
on a donc, par définition de la dérivée, F'(x) = f(z).
On a la formule F(b) = f; f(t)dt. Comme F(a) est nulle!, on a donc

encore F'(b) — F(a) = fab f(t)dt. Si G est une autre primitive de f, la formule
vaut aussi avec G car on a G(x) = F(z) 4+ k ou k est une constante.

1.3.3 Corollaire.
Soit f: [a,b] = R une fonction continue. Alors, f admet des primitives.

1. Un segment est d’aire nulle. En effet, s’il est de longueur [, on peut ’englober dans
des rectangles de longueur [ et de largeur € et on fait tendre € vers 0.



Démonstration. On admet que f est minorée par une constante m. On considere
g = f —m qui est continue > 0. La fonction g admet une primitive G et f
admet la primitive F'(z) = G(x) + max.

1.4 Intégrale d’une fonction continue de signe
quelconque

1.4.1 Définition

Pour une fonction positive, les choses sont claires, 'intégrale c’est 1'aire
sous la courbe. On a vu en 1.3.2 que, si F' est une primitive de f, on a alors
fabf(t)dt = F(b) — F(a). Cette formule est une premiere justification de la
définition suivante, qui vaut pour une fonction de signe quelconque et sans
supposer la condition a < b sur les bornes :

1.4.1 Définition. Soient f : I — R une fonction continue, a et b des points
de I et soit F' une primitive de [ sur I. On définit l’intégrale de a a b de f

b
par la formule / f(t)dt = F(b) — F(a).

1.4.2 Remarque. Avec la définition ci-dessus, on vérifie que [ f(t)dt est
une primitive de f sur /. De fagon un peu abusive, on notera [ f(z)dz une
primitive de f.

1.4.2 Discussion

On peut donner une justification supplémentaire de la définition ci-dessus
en voyant l'intégrale comme une aire “orientée”.

On considere une fonction continue définie sur un intervalle I, de signe
constant, mais pas nécessairement > 0, et deux points a,b € I (on ne suppose
pas a < b). On considere son hypographe H et le bord orienté 0H qui est
la courbe fermée simple constituée du segment [a,b], mais parcouru de a
vers b, puis du segment vertical qui va de (b,0) a (b, f(b)), puis du graphe
de f allant jusqu’a (a, f(a)) puis du segment vertical qui joint ce point a
(a,0). L’intégrale fff(t)dt sera alors 'aire de I'’hypographe, mais comptée
positivement (resp. négativement) si OH tourne dans le sens trigonométrique
(resp. dans le sens des aiguilles d’'une montre). En particulier, 'aire sera
négative sionaa <bet f <0oua>bet f>0. Examinons ces deux cas



aire positive aire négative a b

a b b a
aire négative

F1IGURE 1.3 — Aires orientées

et montrons que l'intégrale est encore donnée par la formule F(b) — F'(a) ou
F est une primitive de f.

Sionaa<bet fnégative, I'aire de 'hypographe, en valeur absolue est
la méme que celle de I’hypographe de —f en vertu de l'invariance de 'aire
par symétrie. Notons « cette aire. Si F' est une primitive de f, —F en est une
de —fetonaa=(—F)(b)— (—F)(a) en vertu de 1.3.2. Comme l'intégrale,
par convention, doit étre négative, c’est bien —a = F(b) — F(a).

Si maintenant on a a > b, mais f > 0, c’est I'intégrale de b a a qui est
positive et vaut F'(a) — F'(b). Comme l'intégrale de a & b correspond a la
méme aire, comptée négativement, c’est encore F'(b) — F'(a).

1.4.3 Propriétés

1.4.3 Proposition. Soient I un intervalle de R et f,g: I — R deuz fonc-
tions continues et a,b,c € I. On a les propriétés suivantes :

1) (Relation de Chasles) On a /ab f(t)dt = /acf(t)dt—i-/cb f(t)dt, /abf(t)dt =
—/baf(t)dt, /aaf(t)dt —0.

b b
2) (Linéarité) Pour tous \, u € R on a/ (Af(t)+pg(t))dt = )\/ f(t)dt+
b a a
u / g(t)dt.
3) a(PositiVité) On suppose a < b. Si f(t) est > 0 pour tout t € [a,b],
b b b
/ f(t)dt est >0. Siona f<g, on a/ ft)dt < / g(t)dt.

Démonstration. Montrons Chasles. Si F' est une primitive de f, il s’agit de
prouver les formules : F'(b)—F(a) = F(c)—F(a)+F(b)—F(c), F(a)—F(b) =

—(F(b) — F(a)) et F(a) — F(a) = 0. On devrait y arriver.
Pour la linéarité, on note que AF' + pG est une primitive de Af + ug et
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il s’agit de vérifier alors (AF' + uG)(b) — (AF + uG)(a) = A(F(b) — F(a)) +
u(G(b) — G(a)). La non plus il n'y a pas de difficulté.
Enfin, la positivité est évidente avec la définition 1.3.1.

1.5 Applications

1.5.1 L’inégalité des accroissements finis

1.5.1 Proposition. Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C'. On
suppose qu’il existe m et M tels que l'on ait m < f'(x) < M pour tout
x € [a,b]. Alors, on a I’inégalité des accroissements finis :

m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a).

Démonstration. 11 suffit d’écrire f(b) — f(a) = f; f/(t)dt et d’appliquer la
positivité de I'intégrale.

1.5.2 La quadrature de la parabole

On considere la parabole d’équation y = 22 et on cherche a calculer, par
exemple, 'aire de la partie située au-dessus de la courbe et en dessous de
la droite d’équation y = 1, ou, ce qui revient au méme, 'aire de la partie
limitée par ’axe des x, les droites d’équations x = 1 et x = —1 et la courbe.
Par symétrie, cette aire est double de celle de sa moitié droite E, définie par
x > 0. Pour la calculer, deux méthodes.

FIGURE 1.4 — La parabole et les rectangles



e On encadre F par des rectangles, voir figure ci-dessus. Si l'on partage
le segment [0, 1] en n parties égales, la somme des aires des rectangles situés

n—1
1 2
en-dessous de la courbe est égale a s, = — E — et celle des aires situées
n n
k=0

1 k2
au-dessus de la courbe est égale a .S, = — Z —. Pour faire ce calcul, il faut
n

n2’
k=1
u D@2n+1
se souvenir de la formule Z k? = nn + >6( nt ) On obtient alors :
k=1
(n—1)n(2n —1) < /1 2di < nn+1)2n+1)
6n3 0 6”3

Lorsque n tend vers +o0, le théoreme des gendarmes montre qu’on a fol t2dt =
1/3.

e On remarque que z3/3 est une primitive de 2% et on a le résultat.

1.5.2 Remarque. La premiere méthode n’est ici que comme repoussoir, pour
montrer combien la méthode utilisant les primitives est plus simple. La
procédure de découpage, qui remonte & Archimede? et qui ramene le cal-
cul a la somme des termes d’une suite, est beaucoup plus compliquée que
le calcul des primitives (méthode plus récente puisqu’elle remonte a New-
ton et Leibniz, vers 1650). Encore, dans le cas de la parabole, parvient-on a
faire relativement aisément le calcul de >~ n?, mais on pensera a la difficulté
du calcul de )" n? par rapport a celle de [ 2*dz pour mesurer le progres
accompli avec I'invention du calcul infinitésimal.

Attention, ce qui vient d’étre dit suppose que l'on sache calculer une
primitive de f, ce qui n’est pas toujours le cas (par exemple on ne connait
pas de primitive de f(z) = e*xz). Dans ce cas la méthode des rectangles
permet de trouver une valeur approchée de l'intégrale, voir Chapitre 4.

1.6 Intégration par parties

Rappelons que la notation [f]° (f & prendre entre a et b) signifie f(b) —
f(a).

2. Attention, Archimede calcule effectivement 'aire d’un segment de parabole par une
méthode de découpage et passage a la limite, mais pas du tout en encadrant par des
rectangles comme ci-dessus. En revanche, Archimede utilise une méthode tres voisine de
celle évoquée ici, et notamment la somme des k2, pour le calcul de l’aire de la spirale dite
d’Archimede, comme nous le verrons.




1.6.1 La formule

1.6.1 Proposition. Soient u et v deux fonctions de classe C* définies sur
un intervalle I. On a la formule :

/abu(a:)v'(x) dr = [uv}z _ /ab o (@)o(z) dx.

Démonstration. C’est la formule (uv)’ = w'v + uwv’ intégrée entre a et b.

1.6.2 Utilisation de l’intégration par parties

On utilise 'intégration par parties essentiellement dans deux cas que 'on
retrouvera dans les exercices. Rappelons qu'une fonction rationnelle est une
fonction de la forme f(x) = P(x)/Q(x) ou P et @) sont des fonctions poly-
nomiales.

Une fonction transcendante a dérivée rationnelle et un polynéme

L’exemple type est le suivant : u est la fonction logarithme népérien (dont
la dérivée 1/x est rationnelle) et v’ est un polynéme (voire une fonction
rationnelle). Par exemple on a :

b .TTH—I b 1 b
/CLln(x)xndx: [ln(z)n+1]a—n+1/a " dx.

Nous verrons plus loin que cette méthode peut aussi étre utilisée avec la
fonction Arctan ().

Un polynéme et une fonction “primitivable” a l’infini

Le cas le plus courant est celui oul u est un polynéme et v’ une exponen-
tielle (ou une fonction sinus ou cosinus). On utilise alors plusieurs intégrations
par parties successives. Précisément, on va dériver le polynome jusqu’a ce
qu’il soit nul et, parallélement, calculer des primitives de v’. On peut par
exemple calculer ainsi I'intégrale de x™e”. Par exemple, on a :

/w?’ex = 2" — 3 / r?e” = 2%e” — 3a%e” + 6/3:6”” = (2° — 32* + 62 — 6)e”.
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Chapitre 2

Changement de variables dans
les intégrales

2.1 Le résultat

2.1.1 Théoreme. Soient I et J deux intervalles de R. Soit f : I — R
une fonction continue et soit ¢ : J — I une fonction de classe C'. Soient
a,be J. On a les formules :

b (b)
0 | retandayan= [ s)du

(a)

b
2) / feyg@wdi= [ fl)dr,

2.1.2 Remarque. Bien entendu, les formules (1) et 2) sont exactement iden-
tiques, mais ne seront pas employées de la méme facon. Le point important
est que l'intégrale qu'on veut calculer est celle qui fait intervenir x. Dans le
premier cas, on pose u = ¢(x), autrement dit, on calcule la nouvelle variable
u comme fonction de x, dans le second, on pose = = ¢(t), c’est-a-dire qu’'on
exprime x comme fonction de la nouvelle variable .

Démonstration. Comme f est continue sur [ elle admet une primitive F' sur
Ietonal:= f;g f(z)dx = F(¢(b)) — F(¢(a)). On consideére ensuite la
fonction G = F o . Elle est dérivable sur J et on a G'(t) = F'(¢(t))¢'(t) =
F(@(®)¢' (1) On a done [} f(p(t))@/(t) dt = [} G'(t)dt = G(b) = Gla) = I.
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2.2 Utilisation de la formule (1)

Regle. On utilise la formule (1) quand, dans l'intégrale a calculer, on voit
apparaitre une fonction p(x) et que sa dérivée @' (x) intervient dans un terme
de la forme ¢'(x) dz.

2.2.1 Ezemples.
3

d
1) On cherche a calculer I = / 1n(x)7—x- On applique la formule en posant
T

1
o(x) = In(z) (car la dérivée de ¢, c’est-a-dire 1/z, apparait en facteur de

dz). On trouve I = Oln(S) u'du = @-

13

4
2) On cherche a calculer I = / tan z dx. Ici, on se souvient de la formule

. % N 7’ . /7 ~
tanx = sinx/ cosx et on pose p(x) = cosx (la encore, sa dérivée apparait,

vz
2 d 3

au signe preés en facteur de dx). On a alors [ = — @ m (\/——) -
Bou 2

V2, 1. .3

In (7) = 5111 (5)

2.2.2 Remarques.

1) Dans la pratique, on fait le changement de variable de la maniere suivante.
On pose u = p(z) et on écrit du = ¢'(x)dx. On exprime la fonction a intégrer
en fonction de u et enfin on change les bornes a,b en ¢(a), p(b).

2) L’exemple 2) ci-dessus montre que la fonction ¢ n’a pas besoin d’étre
bijective (ici elle n’est pas injective : on a cosx = cos(—z) pour z € [0,7/6]).

2.3 Les fonctions réciproques des fonctions
circulaires et hyperboliques

L’utilisation de la formule (2) nécessite souvent de connaitre les fonctions
réciproques des fonctions circulaires et hyperboliques dont nous rappelons ici
les propriétés.

2.3.1 Réciproques des fonctions circulaires
On commence par la fonction sinus.

2.3.1 Proposition. La fonction x — sinx est de classe C™° et bijective de

I = [— 5 %] sur J = [—1,41]. Sa fonction réciproque est notée Arcsinz.

La dérivée de cette fonction est - h
—
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Démonstration. On a f'(x) = cosz. Comme la fonction cosinus est positive
sur l'intervalle I, la fonction sinus est strictement croissante et on a bien une
bijection de I sur J en vertu du théoreme des valeurs intermédiaires. Pour
calculer la dérivée, on pose f(x) = sinz, et on note la fonction réciproque
g(x) = Arcsinz. On a donc, pour tout z, f o g(xz) = z. Si on dérive cette
relation on a f'(g(x))¢' (x) = 1. Mais, f'(g(x)) c’est cos@ avec 0 = g(x) =
Arcsin z. Comme le cosinus est positif sur I on a cosf = /1 — sin?#. Mais
ici, on a sinf = sin(Arcsinx) = x et on a donc ¢'(z)v1 —22 = 1, d’ou le
résultat.

2.3.2 Corollaire. Une primitive de la fonction x — est la fonction

1
V1— 22

Arcsin z.

On passe ensuite a la fonction tangente.

2.3.3 Proposition. La fonction x — tanx est de classe C*° et bijective de

I = } — 3 g[ sur J =] — 00, +00[. Sa fonction réciproque est notée Arctan .

La dérivée de cette fonction est .
1+ a2

Démonstration. La démonstration est analogue.

1
2.3.4 Corollaire. Une primitive de la fonction x — T est la fonction

)
Arctanz.

2.3.5 FExemple. Comme la fonction Arctangente est une fonction transcen-
dante a dérivée rationnelle, pour calculer des intégrales faisant appel a cette
fonction, on peut souvent intégrer par parties. Par exemple, pour calculer
I = fol Arctanx dz on pose u = Arctanz et v/ = 1, d'ou v/(z) = ﬁ et
v(x) = x et on a donc :

Loy
I = [:cArctanx] — / dr =
0

2.3.2 Les fonctions hyperboliques

Il s’agit de fonctions qui se calculent a partir de I'exponentielle réelle
comme les fonctions trigonométriques avec l'exponentielle complexe et ont
un comportement assez voisin.

e e~ % er — g%
2.3.6 Définition. Pour z € R on pose chx = +T etshy = ——

Ces fonctions s’appellent cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique.
On définit la tangente hyperbolique comme le quotient thax = shz/chx.
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2.3.7 Proposition. On a les propriétés suivantes.

1) La fonction chx est paire, positive, croissante sur [0,4o00|. Elle est
dérivable et sa dérivée est shx. Elle tend vers 400 en +0o. Elle réalise une
bijection de [0, 4o00[ sur [1,+00].

2) La fonction shx est impaire, positive et croissante sur [0, +oo[. Elle
est dérivable et sa dérivée est chx. Elle tend vers +00 en +oo. Elle réalise
une bijection de R sur R.

8) On a la formule® ch?z —sh?r = 1.

4) La fonction thx est impaire, positive et croissante sur [0, +o00[. Elle
est dérivable et sa dérivée est 1 —th2z = Chl%. FElle tend vers 1 en +o00. Elle
réalise une bijection de R sur | —1,1].

5) On a les formules ch(a + b) = chachb + shashb et sh(a +b) =
chashb + chbsha. En particulier, on a ch2x = ch?z + sh?z et sh2z =
2ch xshx.

FIGURE 2.“1 - Les fonctions ch et sh

1. Cette formule explique I'appellation “hyperbolique”. En effet, de méme qu’on a une
paramétrisation du cercle X2 4+ Y2 = 1 par les fonctions trigonométriques ordinaires :
X = cost, Y = sint, on a une paramétrisation de I’hyperbole X2 — Y2 = 1 par les
fonctions hyperboliques : X = cht, Y =sht.
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2.3.3 Les fonctions réciproques des fonctions hyperbo-
liques

2.3.8 Proposition.
1) La fonction réciproque de ch x est une bijection de [1,+oo[ sur [0, +o00].
On la note Argch z (argument ch), mais elle est aussi égale a In(z++/x? — 1).
1

Sa dérivée est la fonction x +— =
x E—
2) La fonction réciproque de shx est une bijection de R sur R. On la
note Argshx, mais elle est aussi égale a In(x + Va2 + 1). Sa dérivée est la
1

onction T — ————-
J V1422
3) La fonction réciproque de thz est une bijection de | — 1,1[ sur R. On
1+ ZE)

Sa dérivée est la
11—z

la note Argthx, mais elle est aussi égale a 3 ln(

fonction x — ok
1l—x

Démonstration. Montrons par exemple le point 2). Le calcul de la dérivée se
fait comme dans le cas du sinus. On pose f(xz) = shz et g(x) = Argshz.
On a donc f(g(z)) = z, donc f'(g(x))g'(z) = 1. Mais, si 'on pose t = g(x),
donc sht zlx, on a f/(t) = cht = \/14+sh? = /1 +22. On a donc bien

g (x) = —m‘

Pour trouver la formule avec le logarithme, on écrit y = shx =

T —T

—e
2

et on cherche a calculer x en fonction de y. Posons u = e*, donc e™ = % On

en déduit y = 1(u— 2), d’olt u? — 2uy — 1 = 0. On résout cette équation du

second degré en u et on trouve u = y++/1 + y2. Comme u est > 0 (c’est une
exponentielle), le signe — est a écarter et on a donc u = e* = y + /1 + 2,

donclen(y—f— \/1—|—y2).

On voit qu’on a trouvé ainsi des primitives des fonctions x W
2 —
1 1

—_— T ——
V1 + 22 SR

X —

2.4 Utilisation de la formule (2)

Regle. On utilise la formule (2) quand on repére dans l'intégrale a calculer
la dérivée i)' (x) d’une fonction bijective t = 1p(z). On pose alors x = p(t) ou
@ est la fonction réciproque de 1.

15



Le ressort de cette regle est la formule de dérivée des fonctions réciproques,
1
= - En ef-
V' ()
fet, comme ¢'(x) est présente dans I’expression, elle va se simplifier avec le

terme dx = ¢'(t)dt =

que nous avons déja rencontrée ci-dessus : ¢ (t) = (¥ 1)'(¢)

dt
V()
2.4.1 Ezemples. On utilise principalement cette méthode quand on voit ap-

paraitre les dérivées des fonctions réciproques des fonctions trigonométriques
ou hyperboliques, donc des termes du genre :

1 1 1 1 1
Vi 1+2 V1 JVire 1-2

On pose alors, respectivement x = sint, x = tant, x = cht, x =sht, x = tht.
Voici quelques exemples.

L2 dx

0 \/1—&32.

alors dxr = costdt et /1 — 2?2 = cost. On voit, comme annoncé, que le terme

1) On veut calculer I = On pose z = sint = ¢(t). On a

w/2
V1 — 22 se simplifie et on a [ = / sin? t dt, ce qui se calcule en linéarisant
0

1-— 2t
sin®t = %~ On trouve I = /4.

! dx
2) On veut calculer I = / —_ .
o (1+22)?
1+tan?t =14 22 et un des termes 1 + 22 se simplifie. On se souvient aussi

w/4
- Onadonc I = / cos? t dt. On linéarise :
0

On pose x = tant et on a dxr =

de la formule 1 +tan?t =

1+ cos 2t
2

1
3) On veut calculer I = /
0

cos?t

cos’t = etonal=7%+

S

22 dx

et v1+ a2 = cht. [l reste donc I = / sh?t dt avec a = Argsh 1 = In(1++/2).

0
ch2t —1 sh2a a
On linéarise en notant qu’on a sh *t = - On obtient [ = —= =

2 4 2
Q In(1+ v2)

2 2

On pose x = sht. On a dr = chtdt
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Chapitre 3

Primitives des fractions
rationnelles

3.1 Introduction et rappels

P(z)

x)
et @ sont des fonctions polynomes a coefficients réels. Une telle fonction est
définie (et indéfiniment dérivable) la ot son dénominateur @Q(x) est non nul.

Une fraction rationnelle est une fonction de la forme f(x) = ou P

3.1.1 Les primitives connues de fractions rationnelles

Rappelons qu’on note / f(z) dx une primitive de la fonction f. On a les

formules suivantes, qui vont nous suffire pour traiter tous les cas de primitives
de fractions rationnelles :

d
/ * =Inlx —a|+C,

Tr—a

dx -1
- >
/ (l’ - a)n (n — 1)($ — a)nfl + Cv pour n > 2,

d 1
/l—iln(f—i-az)—l—a

2 4+ a?

22 + a?

d 1
/ _r —Arctan z +C.
a a

17



3.2 Quelques résultats sur les polynoémes

3.2.1 Division euclidienne

Rappelons qu’un polynéme non nul s’écrit P(z) = a,2" + - -+ + a1 + ag
ou les a; sont des réels, avec a, # 0. Le degré de P est alors l'entier n.
On dit qu’un nombre o € C est racine de P si 'on a P(a) = 0. Si un
polynéme vérifie P(x) = 0 pour tout réel z c’est le polynéme nul (i.e. tous
ses coefficients sont nuls) et on écrit P = 0.

On peut diviser un polynéme A(x) par un polynéme B(x), un peu comme
on divise un entier a par un entier b. Précisément, on a :

3.2.1 Théoreme. Soient A et B deux polynomes a coefficients réels, avec
B # 0. 1l existe des polynomes @ et R vérifiant A= BQ + R et (R =0 ou
deg R < deg B). Le polynome @ est le quotient de A par B et le polynome
R est le reste. Ces polynomes sont uniques.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le degré n de A. Si on a
deg A < degB = p on prend ) = 0 et R = A. Supposons la propriété
prouvée au degré n > p et passons & n + 1. On écrit A(z) = a2 +
ant™ + -+ ax + ag et B(z) = baP 4 --- + by. On considere le polynome

Qi(x) = —%x"“‘p. Le polynome A’ = A — B(Q); est alors de degré < n
)

(on a annulé le terme de degré n + 1), donc on peut (c’est 'hypothese de
récurrence) le diviser par B. On a ainsi A’ = BQs + R avec deg R < deg B
et donc A = B(Q1 + Q2) + R est I'écriture cherchée.

3.2.2 Racines

3.2.2 Proposition. Le nombre réel o est racine de P si et seulement si on
a P(z) = (x — a)Q(z) ou Q est un polynome.

Démonstration. 11 est clair que, si P est de la forme annoncée, « est racine
de P. Pour montrer la réciproque, on effectue la division. On a P(x) =
(x — a)Q(z) + R(z) avec deg R < 1. Le polynéme R est donc une constante
et cette constante est nulle comme on le voit en écrivant P(a)) = 0+r = 0.

Le théoreéme suivant est admis :

3.2.3 Théoréeme. Soit P(x) = a,a"+- - -+ajz+ag un polynome a coefficients
réels. Alors P s’écrit de maniére unique sous la forme :

P(l’) = an(x - al) U (IL' - ar)@l(x) T Qs(l')
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ot les «a; sont des réels et les QQ; des polynomes de degré 2 de la forme
Qi(xr) = 2% + pix + ¢; de discriminant < 0 et ot l'on ar > 0, s > 0,
r+42s =n. Les polynomes du second degré a discriminant néqgatif seront dits
irréductibles.

3.2.4 Remarques.
1) Les a; sont les racines réelles de P tandis que les @); correspondent aux
racines imaginaires conjuguées de P racines. Par exemple on a 2® +1 — 2 =

—1£2V7
(r —1)(2? + x + 2) avec les racines 1 et —Z\/_

2) Certaines des racines a; peuvent étre égales (ou certains des Q;).

3.2.3 Un exemple de division

Traitons I'exemple suivant : A(X) = X° —4X*+2X? - X +1et B(X) =
X2 + 1. Pour trouver @ et R explicitement, on pose la division comme dans
les entiers en posant les soustractions a chaque pas. On a le tableau suivant :

X5 —4x* +2X? -X +1 | X’+1

-X° - X3 X3 —4X? - X +6

—4X* —X3 42X —-X +1

4X4 +4X?
-X3 4+6X?2 —-X +1
X3 +X
6X? +1
—6X2 —6

On a donc Q(X) = X3 —4X? — X +6 et R(X) = —b.

3.3 Le théoreme de décomposition en éléments
simples

3.3.1 Eléments simples

3.3.1 Définition. On appelle élément simple une fraction rationnelle de
l'une des deux formes suivantes :
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° % avec a, o0 € R, a # 0 et n € N¥,
r—a)"
ar +b
[ J
(22 4+ pr +q)™
le polynome x? + px + q de discriminant < 0 (donc irréductible).

avec a,b,p,q € R, a,b non tous deur nuls, m € N* et

Le premier intéret de ces fractions vient du fait qu’on sait en calculer des
primitives. On I’a vu pour celles du premier type. Pour les autres, qui sont
plus compliquées, on montre d’abord un lemme :

3.3.2 Lemme. On désigne par F, une primitive de — pour n > 1.

1
@+ 1)
On a Fi(x) = Arctanz + C' et, pour n > 2, la relation de récurrence :
_2n-3 1 T

_ TS n C.
ST LGt ma e e

Cette relation permet de calculer F,, par récurrence.

Démonstration. La preuve repose sur deux astuces classiques :

.. dx 2 4+1—22
1) On écrit Fn<.§C) = /m = /Wdﬂf, donc Fn(fﬂ) =
2
x
anl(.’lj‘) — / m dr == Fn,1($) - Gn(ﬂf)
2) On sépare alors le terme z? du numérateur de G,(x) en x.x et on
integre par parties en posant u = z, dou v’ = 1 et v/ = T Jou
(24 1)
1
= — -0 déduit :
v = 1) 1) n en dédui
x 1
Gn(a:) = — + anl

2(n — 1)(z2+1)»1  2(n—1)
et le résultat annoncé s’ensuit.

ar +b

(% + pr + @)™
dérivée de x? + pr + ¢ (c’est-a-dire 2z + p) au numérateur en écrivant :

dx. On fait apparaitre la

On peut maintenant calculer /

ap

ax+b:g(2x+p)+b— 5

2
L’intégrale / rHp
(2 +px+q)™

trouve In(z? + px + ¢) + C et

dzx se calcule aisément : dans le cas m = 1 on

1
(1 —m)(z® +pz + )™~

T+ C sinon. Il reste
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1
a calculer / 5 dx. Pour cela, on regarde 2% + px + ¢ comme le
(22 +pz +q)™

’ 5 , . 2 —_A
début d'un carré. Si on pose A = p? —4q, on a x> +pr+q = (m + g) + -
Comme A est négatif, on peut poser A = —c? avec ¢ € R et il reste & calculer

dX
/m ot 'on a posé¢ X = x + L. Si on effectue le changement de

variable u = X/c on est ramené a l'intégrale calculée dans le lemme ci-dessus.

3.3.2 Le théoreme

Le second intéret des éléments simples c’est que toute fraction rationnelle
se décompose comme somme de tels éléments :

N(x)
D(x)

3.3.3 Théoréme. Soit f(z) = une fraction rationnelle. Alors [ s’écrit

de maniére unique sous la forme f(x) = E(x) + Zei(x) ot E est un po-
i=1

lynome et ou les e; sont des éléments simples. Plus précisément :
e e polynome E est le quotient dans la division euclidienne de N par D,
e si le dénominateur de f s’écrit :

T

D(x) = e] (e —ap® [T @5

=1

ot ¢ est un réel non nul, les oy des réels distincts et les (); des polynomes
unitaires de degré 2 irréductibles, alors les éléments simples qui interviennent
dans la décomposition sont des types suivants :

a

o — avec 1 <m <k,
(x — ;)™
ar +b

Q'

Démonstration. On donne juste une petite indication de la démonstration.
On commence par faire la division de N par D : N = DE + R avec deg R <
deg D. On a alors f = E+R/D et on est donc ramené au cas deg N < deg D.

Traitons le cas le plus simple, celui ou D admet n racines réelles simples.
On a donc :

s avec 1 <m <.

ap+ a1z + -+ a2t

fle) = (x—ay) - (x—ay)

avec les «; distincts. Il s’agit d’écrire f(x) sous la forme :




On connait les «; et les a; et on cherche les 3;. En réduisant au méme
dénominateur, on a a résoudre :

aota -+, 12" = fi(r—ag) - (T—an) A B (r—n) - (T ).

k

En identifiant les coefficients des monomes z*, on trouve :

ag = (=1)""Brag -y 4 Bpan -]

an71:51+"'+ﬁn-

On a ainsi un systeme de n équations linéaires en les n inconnues [, ..., 5,
et on montre qu’il admet une solution unique.

3.4 Méthodes pratiques de décomposition

Nous allons expliciter ces méthodes sur quelques exemples. On commence
toujours par faire la division euclidienne pour se ramener au cas deg N <
deg D.

3.4.1 Le cas ou D est de degré 2
b
Posons f(x) = _wrto
2+ pr+q
1) Si D n’a pas de racine réelle, il n’y a rien a faire, on a déja un élément
simple.
2) Si D a deux racines réelles distinctes : 22 + pr + q = (v — a)(z — )
avec o # (3, on cherche A, B tels que :

- Il y a trois cas.

ar +b A B
(%) - 2 2
(z—a)(z—=B) x—a x-p
Il y a deux méthodes.
e Méthode brutale. On réduit les fractions au méme dénominateur et on
identifie A(x — 8) + B(x — ) = ax + b. On obtient un systeme en A et B :

{A—i—B:a

BA+ aB = —b.
La résolution est facile et donne A = 0a+b et B= Pa+ b-
a—f b —«
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a:z;—i—b_
r— N

e Méthode astucieuse. On multiplie (%) par 2 — . On obtient

B(r —«
A+ g et on fait x = o dans cette expression. On trouve bien A =
:L' _
aa+b
+ 5 - On procede de méme pour B en multipliant par = — 3.
a JR—

3) 1l reste le cas d'une racine double : 2% + pr + ¢ = (z — «)?. On doit
écrire :
ar +b A B

(x5) (x—a)QZ(a:—a)Qjo—of

La encore, il y a deux méthodes.

e La méthode d’identification comme ci-dessus.

e Une méthode astucieuse. On multiplie par (x — «)?, il reste ax + b =
A+ B(x —a) et on fait x = o, d’out A = aa + b. Pour trouver B on multiplie
par . On obtient :

ar’+br  Ax n Bx
(r—a)? (z—a)? -«

On fait alors tendre x vers l'infini. Le membre de gauche tend vers a, celui
de droite vers B, d’ou B = a.

3.4.2 Le cas ou D est de degré 3

On sait qu’alors D admet au moins une racine réelle et il y a quatre cas.
1) Si D a trois racines réelles, il faut écrire :

G—a)e—P@—7) w-a -5 z-7

ar® + bx + ¢ A B N C

On utilise la méthode astucieuse vue ci-dessus : on multiplie par x — « et on

2
. ao® + ba + ¢ R
fait © = a. On trouve A = et de méme pour B, C.

(a—B)(a—7)

2) Si D a une racine double et une autre racine réelle, on doit écrire :

ax® +br +c A B C

(r—a)2(z—B) (m—a)2+x—oz+x—ﬁ.

Pour trouver C' on utilise la méme méthode (multiplier par = — 3 et faire
x = f3), pour trouver A on fait de méme en multipliant par (x — «)?. Enfin,
pour trouver B on multiplie par x et on fait tendre x vers I'infini. On obtient
a = B+ C, ce qui donne B.
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3) Si D a une racine triple on doit écrire :

ar’+br+c A n B n C
(r—a)P (z—a) (r—a)? z-a

Pour A on multiplie par (z — a)? et on fait # = «, pour C' on multiplie par
x et on fait tendre x vers 'infini, enfin, pour B, le plus simple est de donner
une valeur particuliere a x, différente de «, par exemple 0 si c’est possible.
On trouve alors —c/a® = —A/a® + B/a* — C/a, ce qui donne B.

4) Si D a une unique racine réelle simple, on doit écrire :

ar® + bx + ¢ A Bx +C

+ .
(z—a)(z®+pr+q) z-—a z°+pr+g

La méthode est toujours la méme pour trouver A. Pour B on multiplie par z
et on fait tendre = vers l'infini, ce qui donne a = A+ B donc B. Enfin, pour

C, le plus simple est de donner a x une valeur quelconque, différente de «,

c
par exemple x = 0 si ¢’est possible. On trouve alors —— = —— + —, ce qui

aq « q
donne C.

3.4.3 Le cas général

Les méthodes sont analogues a celles vues ci-dessus. On peut notamment
toujours utiliser les méthodes brutales d’identification ou d’attribution de va-
leurs. Dans la pratique, la limite du théoreme est essentiellement la difficulté
de résolution des équations algébriques.
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Chapitre 4

Calcul approché d’intégrales

4.1 Introduction

Pour calculer une intégrale I = fab f(t)dt, le moyen le plus simple est de
déterminer une primitive F' de f car on a alors I = F'(b) — F(a). Le probleme,
c’est qu’il y a des fonctions continues dont on ne connait pas de primitive.

. . . 2 < .
Un exemple classique est celui de la fonction x — e~ treés importante en
b

probabilités. Dans ce cas, on ne peut calculer I'intégrale f(t)dt par les

méthodes usuelles. On doit donc recourir & des méthodes de calcul approché.
Nous étudierons ici quatre de ces méthodes : méthodes des rectangles, des
trapezes, du point médian et de Simpson, en abrégé R, T, M, S. Bien en-
tendu, comme dans tout procédé de calcul approché, il faudra disposer d’une
majoration de l'erreur.

4.2 Les quatre méthodes R,T,M,S

4.2.1 Cadre général

b
On cherche a calculer une intégrale I = f(t)dt ou f est une fonction

a
continue (voire C*, C? C*) sur [a,b], avec a < b. L’idée est de remplacer f
sur [a, b] par une fonction g plus simple dont on saura calculer une primitive
(constante, affine, polynomiale de degré 2).

Les méthodes des rectangles

On remplace f par la fonction constante égale a la valeur de f a I'une des
bornes du segment : f(a) ou f(b). Il y a donc deux méthodes essentiellement
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équivalentes qui correspondent sur la figure au rectangle foncé et au rectangle

réunion des deux.

f(b)

FIGURE 4.1 — Les méthodes des rectangles
On remplace donc I par Ir = (b —a)f(a) ou (b—a)f(b).

La méthode des trapezes

On remplace f par la fonction affine g qui vaut f(a) en a et f(b) en b. La
partie située sous le graphe de g est alors un trapeze.

iy

rrrrrrrrr fa)

FIGURE 4.2 — La méthode des trapezes

Comme I'aire du trapeze est le produit de la hauteur par la demi-somme
N fa) + f(b)
des bases, on remplace donc [ par Iy = (b — a) |

La méthode du point médian

Il s’agit d’'une méthode des rectangles, mais au lieu de remplacer f par la
valeur constante prise aux bornes, on prend la valeur prise au point médian
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b b
(ou milieu) %—- On remplace donc I par Iy = (b — a)f(a;_ )
f((ajrb)/2)
a (a+b)/2 b
FIGURE 4.3 — La méthode du point médian

La méthode de Simpson

Cette fois, on approche f par une fonction du second degré g qui prend
les mémes valeurs que f aux extrémités de 'intervalle et au milieu (ou en un
point ¢ €|a, b[). Le graphe de g est une parabole.

\\\ ///

_ _

a (a+b)/2 b

FIGURE 4.4 — La méthode de Simpson

On cherche donc g(x) = uz?+vr+w avec g(a) = f(a) =, g(b) = f(b) =
B et g(c) = f(c) = 7. On voit qu’on a a résoudre le systeme d’équations

27



linéaires suivant, en u, v, w, qui est un systeme de Cramer :

ua? +va+w =«
(S) ub® +vb+w = 3

uc2+vc+w:7.

’ b—a a+b
On montre ' qu’alors on a / g(t)ydt = Is = 5 [f(a)+ f(b) +4f( 5 )]
b a
(dans le cas ¢ = i) On appelle cette formule la formule des trois ni-

veaux 2.

4.2.2 TItération

En général, il ne suffit pas d’appliquer I'une des méthodes sur un seul
intervalle pour avoir une précision satisfaisante. On va donc itérer la méthode
en I'appliquant sur chacun des intervalles d'une subdivision réguliere de [a, ] :

b—a b—a

;7"‘11'7;:&;—'—2 ;7"'71’n:b.
n 1 n.

Tog=a, Ty =a-+

FIGURE 4.5 — Les méthodes des rectangles itérées

Par exemple, pour la méthode des rectangles et des trapezes on obtient

Ipn = el if(xz) ) I, = ’ ; - 2 [f(xZ) +2f($¢+1)].

=0 i=0

On définit de méme Iy, et Ig,.

1. Exercice pour le lecteur courageux.
2. Ce type de formule est utilisé pour calculer notamment les volumes des tonneaux.
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4.3 Les majorations

Si f est de classe C* on note M, le maximum de la valeur absolue | f*) ()]
sur [a,b] On a alors le théoreme suivant :

4.3.1 Théoreme.
1) (Rectangles) On suppose f de classe C*. On a |I — Ig| <
(b—a)’

(b—a)?

M.

2) (Trapézes) On suppose f de classe C*. On a |I — Ir| < M.

b — 3
3) (Point médian) On suppose f de classe C*. On a |I — ;| < %
b— 5
b—a)
2880
On déduit de ce théoreme les majorations dans le cas d’une subdivision
an pas :

M.

4) (Simpson) On suppose f de classe C*. On a |I — Ig] <

4.3.2 Corollaire.

b—a)?
1) (Rectangles) On suppose f de classe C*. On a |I — Ip,| < (b—a) M;.
n
b—a)?
2) (Trapézes) On suppose f de classe C*. On a |I — Ir,| < ( 3 C;) M.
n
b—a)?
3) (Point médian) On suppose f de classe C*. On a |I—1Iy,| < ( 51 (Z) M.
n
b—a)
4) (Simpson) On suppose f de classe C*. On a |I — Ig,| < ﬁ 4.

Démonstration. (du corollaire) Faisons par exemple le cas du trapeze, les

autres sont identiques. En vertu du théoreme 4.3.1, appliqué a l'intervalle
—a

[x;, x;11], de longueur » on a l'inégalité :

[ o st (052) 2

n 2 n E

En sommant ces n inégalités on obtient le résultat (il y a un n du dénominateur
qui s’en va).

4.3.1 Preuve du théoreme 4.3.1, cas R et T

Expliquons 'idée sur le cas du rectangle. On cherche a majorer I'erreur

b
A= / f(t)dt—(b—a)f(a). Cette quantité est une constante, mais si on fait

varier b elle devient une fonction : A(z) = / f(t)dt — (z —a) f(a). Bien str,
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il suffit de majorer A(x) (car on aura la majoration de A en faisant x = b).
Pour cela on dérive jusqu’a ce qu’on voie une majoration évidente. Ici, le
premier pas suffit, on a A'(x) = f(x) — f(a) et on applique I'inégalité des
accroissements finis (IAF) (voir 1.5.1) qui dgnne A" (z)] < Mi(x —a). On

majore alors A en intégrant A’ : A(z) = / A'(t)dt (car A(a) = 0), d’ot,

T _ 2
|A(z)| < Ml/ (t —a)dt = M, (x 5 @) et on a le résultat.

Pour la méthode des trapezes on considere A(x) = / f@)ydt — (z —

f(@) + f(a)

a) etona:A(r)= %(f(x) — fla) = (x—a)f'(x)), puis A”(x) =

2
& ; a)f”(:v). On en déduit |[A”(z)| < $Ms(z — a) et, en intégrant (en
2
tenant compte de A'(a) = Afa) = 0), |A ()] < LD, et |A@)] <
_ 3
(z 12@) M, d’ou le résultat en prenant x = b.

4.3.2 Preuve du théoreme 4.3.1, cas M et S

L’idée est identique, avec une variante qui consiste a choisir comme origine

b
le point médian ¢ = iy On regarde alors, dans le cas du point médian :
ctx
A(z) = f(t)dt —2x f(c) (car la largeur de I'intervalle est ici 22 ; on aura

la majoration voulue en prenant z = %2). On dérive : A'(z) = f(c+ ) +
fle—x)—2f(c), puis A"(z) = f'(c+z)— f'(c—x) que I'on majore par IAF :
|A"(x)| < 2xM,, d’ott en intégrant deux fois sur [0, z] et en tenant compte de
3
A’(0) = A(0) = 0, les majorations : |A'(z)| < 22 M, puis |A(x)| < %Mz. Si
(b—a)’
3x8

on applique cette formule avec x = b_Ta“ on obtient |I — Iy| < My

d’ou le résultat.

Finissons avec Simpson. Cette fois on considere

ct+x T
A = [ @t = IS+ o)+ fle— o)+ 450,
On doit dériver trois fois pour voir une majoration évidente :

N(@) = 2[f(c+ ) + fle— )] = 37(0) ~ 1 e+ a) — fle— 2],
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N'(@) = 5[F(e+2) — fle =) = S[f"(c—a) + e+ )]

A"(x) = S[f"(c—2) = "+ )]
> : " 22° £ 1.1t :
que l'on majore par IAF : |[A"(z)] < — M,. On en déduit successivement,

en intégrant sur [0, ] et en tenant compte de A”(0) = A’(0) = A(0) =0, les
majorations :

223 xt x°
A'(z)] < —M,y, |A(z)] < =My, |Az)] < —M,.
M) < EM IN@) S M A S S
b— 5 b— 5
En faisant = =% on obtient | — Ig| < (b—a) M, = (b—a) M, comme
90 x 32 2880

annoncé.
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Chapitre 5

Calculs d’aires, de volumes et
de grandeurs physiques

L’intégrale est un moyen tres efficace pour calculer des grandeurs phy-
siques (et notamment aires et volumes). Dans ce qui suit, on va utiliser des
méthodes “de physiciens”, mais en les décryptant du point de vue mathématique.

5.1 L’aire de la spirale

FIGURE 5.1 — L’aire de la spirale.

On travaille dans le plai) eucljdien muni d’un repere orthonormé O, Z, ]
On définit le point A par OA = i. Un point M du plan a pour coordonnées
(r,y): O—]\>4 = ri+yj. L’angle polaire de M est I'angle orienté 6 = (0_121, O_]\>4),
le rayon vecteur de M est p = OM = \/x? + y?. La spirale d’Archimede est
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la courbe S donnée en coordonnées polaires par la formule p = af), c’est-a-
dire ’ensemble des points M qui vérifient cette relation avec 0 < 0 < 27,
voir figure 5.1.

On se propose de calculer 'aire A limitée par cette courbe et par la demi-

droite [OA). Cette aire apparait en jaune sur la figure. Rappelons que 'aire
2

d’un secteur circulaire de rayon R et d’angle a est égale a aT (on fait une
regle de trois?! : laire du disque, qui correspond & un angle de 27 radians,
est mR% pour un angle d’'un radian elle sera 7R*/(27) = R?/2 et pour «
radians, aR?/2).

La méthode du physicien consiste a regarder la petite proportion d’aire
dA comprise entre les angles 6 et 6 + df, ou df est supposé petit, voire infi-
nitésimal. Comme df est petit, on peut considérer que p est constant sur la
portion de spirale correspondante et 1’aire est donc celle d'un secteur circu-
laire : dA = p*df/2 = a*6?dh /2. Ensuite, I'aire totale est la “somme” des mor-

1 2w
ceaux infinitésimaux d.A, ce qui se note? A = [ dA ou encore 5 / a’62de.

4a’73

Il n’y a aucune difficulté pour faire ce calcul et on trouve A =

Bien entendu, cette méthode n’est pas tout a fait rigoureuse, mais elle
I’est presque, et elle est tres efficace. Pour la rendre rigoureuse, repartons de

d a’6?
I'égalité dA = a?6*df /2. On peut I'écrire 7= 5 e qui fait penser & une
dérivée. Effectivement, nous allons montrer que cette quantité est la dérivée

A'(0) de la fonction A(f) qui représente I'aire comprise entre les angles 0 et
2w

6. Si cela est vrai, on a A = A(27) — A(0) = A'(0) df et on retrouve la

0
formule précédente.

Pour montrer ’assertion sur la dérivée, revenons a la définition de la
dérivée comme limite du taux d’accroissement :

A6+ h) — A0)
. .

A'(0) = lim

h—0

L’accroissement en question est le méme que le dA précédent, mais ou 'on
remplace I'accroissement infinitésimal df de ’angle par un accroissement fini
h, que l'on va faire tendre vers 0. Si on ne fait plus l'approximation du
physicien qui assimilait la petite aire jaune a celle d'un secteur circulaire,

1. On sait faire, nous, contrairement & certains!

2. Le signe intégrale [ est un S, comme dans somme. Les anciens voyaient I'intégrale
comme une somime, mais pas une somme finie, une somme infinie de morceaux infiniment
petits.
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comme le rayon p = afl croit, on a un encadrement entre deux secteurs, I'un
de rayon a#, l'autre de rayon a(6 + h). On obtient :

a’6’h < A0+ h) — A(0) < a*(0 + h)*h
2h h - 2h

202
On voit que les deux termes extrémes tendent vers —— et on a le résultat. En

fait, ce que fait le physicien c’est que dans le terme (0 +h)? = 6% +20h+h?, il
néglige les termes en h et h%. C’est justifié par le fait que ces termes tendent
vers 0 quand h tend vers 0.

5.1.1 Remarque. Le premier a avoir calculé cette aire est Archimede qui
n’utilisait évidemment pas la méthode avec les primitives qui date du XVII-
ieme siecle, mais un encadrement par des sommes finies, comme ce que nous
avons fait au chapitre 1 dans le cas de la parabole. Le ressort de la preuve
d’Archimede est le calcul de la somme 12 4 22 4 - - - 4+ n?.

5.2 Le volume du cone

La méthode est la méme et nous allons I'expliquer sur le cas du cone
droit. Elle s’applique aussi pour la pyramide, la boule, etc. Rappelons que le
volume d’'un cylindre droit dont la base est d’aire B et qui a une hauteur A,
est Bh (voir par exemple [Perrin] Mathématiques d’Ecole, Cassini, 2005 sur
ces questions).

Soit C' un cone de base B et de sommet O. On suppose que B est un
disque de centre A et de rayon R et que O est situé sur la perpendiculaire
au plan de B passant par A, voir figure 5.2. On note a = OA la hauteur
du cone. On se propose de calculer le volume V(C). On choisira un repere
orthonormé de I’espace d’origine O et tel que le plan de B soit le plan Z = a.

5.2.1 Le calcul du physicien

On note dV(z) le volume du tronc de cone situé entre les hauteurs z
et z + dz (dz est supposé petit, voire “infinitésimal”). Comme dz est petit,
on peut assimiler dV (z) a un cylindre de base C, et de hauteur dz. Si on
note S(z) l'aire de C,, on a donc dV(z) = S(z)dz. Pour calculer S(z) il
faut calculer le rayon r(z) de C,, ce qui se fait par homothétie ou Thales :

r(z) oz . Rz o TR?2?
R = d'ou r(z) = oV On en déduit S(z) = PR
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Le volume du cone est alors la “somme” des Vglumes des tgon%QdQe C;:(Srle
TR*z* dz
infinitésimaux, ce que le physicien écrit V(C') = / dv(z) = / — =
0 0 a

1
§7TR2CL.

o

FIGURE 5.2 — Le volume du cone

5.2.2 La justification mathématique

Comme pour 'aire, on va lire la formule dV (z) = S(2)dz sous la forme
dV(z)

V'(z) = = S(z), et montrer que S(z) est la dérivée d'une fonction

volume. Cette fonction est tres simple. On considere la partie C<, de C' située
au-dessous du plan Z = z et on note V(2) son volume.

Pour montrer que la dérivée de V' est bien S on revient au taux d’accrois-
sement. On considére un réel z et un accroissement h et on suppose, pour
fixer les idées, h > 0. Alors, la partie C<,4,\C<, est comprise entre deux
cylindres de hauteur h : un cylindre intérieur de rayon r(z) et un cylindre
extérieur de rayon r(z + h). On en déduit 'encadrement suivant :

7r(2)’h < V(z+h) = V(2) < 7r(z + h)*h,
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puis, en divisant par h :

()2 < V(z+h) = V(2)

< . < mr(z+ h)2

Quand h tend vers 0, les deux termes extrémes tendent vers 7r(z)? = S(2)
et on a bien montré que la dérivée V'(z) existe et est égale a S(z).
a

On a alors la formule V(C) = V(a) = V(a) — V(0) = / V'(2)dz =

a
/ S(z)dz et on retrouve le résultat précédent.
0

5.3 Calcul d’un moment d’inertie

Lorsqu’on étudie le mouvement de rotation d’un solide autour d’un axe,
un corollaire de la loi fondamentale de la dynamique est le théoreme du
moment cinétique. Pour énoncer ce théoreme, on a besoin d’un invariant qui
prend en compte a la fois la masse du solide, mais aussi sa position par
rapport a l’axe. Le cas le plus simple est celui d'un point matériel de masse
m, situé a la distance r de I’axe pour lequel le moment d’inertie est J = mr?.
Dans le cas général, le moment d’inertie est défini par une intégrale multiple,
mais on peut parfois le calculer de maniere simple en utilisant les propriétés

de symétrie de la figure et les deux axiomes suivants :

Axiomes.

1) Additivité Le moment d’inertie d’un solide réunion disjointe (ou presque
disjointe) de deux solides est la somme des moments.

2) Encadrement Si un solide de masse m est situé a une distance d’un axe
comprise entre v et R, son moment d’inertie J vérifie mr* < J < mR?.

Avec ces remarques, on peut montrer le théoreme suivant :

5.3.1 Théoreme. Soit D un disque matériel homogene d’épaisseur négligeable,
de masse m, de centre O et de rayon R. Le moment dinertie de D par rapport
mR?

a un azxe passant par O et perpendiculaire au plan de D est J = 5

Démonstration. On désigne par p la densité surfacique de D. On a donc
m = 7R?p. On utilise la méthode du physicien : grace a I'axiome d’additivité,
on découpe le disque en petites couronnes. On considere donc une couronne
dC' d’épaisseur dr infinitésimale, située a la distance r de O, voir figure 5.3.
Comme dr est infinitésimal, on considere que tous les points de la couronne
sont a la distance r de I'axe et son moment est donc dJ = dmr? ot dm est
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la masse de la couronne, que l'on calcule (a la physicienne) en redressant
la couronne dC pour la considérer comme un rectangle de longueur 277 et
d’épaisseur dr. On a donc dm = 27rudr. On somme ensuite les moments de

R
toutes ces couronnes : J = [dJ = / 23 udr = TR*1u/2 = mR?/2 comme
0

annoncé.

— I

FIGURE 5.3 — Le moment d’inertie d'un disque

Le mathématicien, désireux de justifier ce calcul, le fera sans peine en
introduisant le moment J(r) du disque de rayon r et en montrant la formule
J'(r) = 27r3u. Pour cela, on considere un accroissement h (au lieu de dr) de
r. Par 'axiome d’additivité, la différence J(r+ h) — J(r) est le moment de la
couronne d’épaisseur h. On calcule facilement la masse Am de cette couronne
(sans faire d’approximation). En effet, son aire est la différence des aires des
disques, donc 7((r + h)? —r?) et on a Am = 7((r + h)* — r?)u. Comme la
couronne est a une distance de O comprise entre r et r+h, 'axiome 2) donne
I’encadrement :

m((r+h)? —r)ur? < J(r+h) — J(r) < a((r+h)* —rHulr + h)?
soit encore :
mur*h(2r + h) < J(r+h) — J(r) < mu(r + h)*h(2r + h).

Si on divise par h et qu’on fait tendre h vers 0, on voit que les deux membres
tendent vers 2mur® comme annoncé. La encore, le physicien néglige dans
I’expression précédente tous les termes en h, et comme on fait tendre h vers
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0, il a bien raison! Précisément, au lieu de Am = 7wu(2rh + h?) il garde
seulement 27 urh, négligeant le terme en A%, et au lieu d’avoir 72 et (r + h)?,
il ne garde que 72, négligeant les termes en h et h.
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