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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Un probleme fondamental dans plusieurs champs d’applications des Mathématiques est
le contrdle ou 'amortissement des vibrations de grandes structures. C’est ainsi que, dans
les trente dernieres années, s’est développée, sous I'impulsion de J.-L. Lions et de son école,
une théorie mathématique du controle optimal pour les solutions de 1’équation des ondes
dans un milieu non homogene. Plus récemment, un certain nombre de ces questions ont
trouvé des solutions géométriques remarquables grace a l'utilisation ingénieuse de ’analyse
microlocale, développée a partir des années 1960 par L. Hormander et son école. Le but de
ces notes est de présenter ces résultats, sous une forme accessible a un éleve connaissant un
minimum d’analyse fonctionnelle et de théorie des distributions.

Dans une premiere partie, nous établissons d’abord quelques résultats classiques
d’analyse fonctionnelle, remontant pour l’essentiel au mémoire de S. Banach (1932) sur les
opérateurs linéaires. Puis nous introduisons le cadre abstrait a la résolution de nombreuses
équations d’évolution linéaires grace a un célebre théoreme démontré indépendamment par

E. Hille et K. Yosida dans les années 1950.
Le chapitre IIT applique ces résultats a 1’équation des ondes.

Le chapitre IV présente les problemes de stabilisation et de contréle pour I’équation des
ondes, en particulier la méthode HUM (Hilbert Uniqueness Method) de J.-L. Lions.

Le chapitre V propose une introduction auto-contenue aux méthodes d’analyse micro-
locale : opérateurs pseudo-différentiels, mesures de défaut microlocales.

Enfin, la combinaison de ces différents outils débouche au chapitre VI sur les “théoréemes
de controle géométrique” de J. Rauch, M. Taylor, C. Bardos et G. Lebeau, que nous
démontrons dans leur version la plus simple.

Il va de soi que ces quelques notes n’ont pu aborder beaucoup d’autres aspects im-
portants de la théorie du controle optimal, dépassant largement le cadre d’un tel cours.
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Nous espérons néanmoins qu’elles fourniront au lecteur quelques clefs de compréhension de
I'interaction féconde de deux domaines importants de I'analyse mathématique.

Nous tenons a remercier chaleureusement Madame Antoinette Bardot, qui a assuré la
saisie de notre manuscrit avec une patience et une compétence exemplaires.

Orsay, Décembre 2001

N. Burq et P. Gérard



CHAPITRE 2

RAPPELS ET COMPLEMENTS
SUR LES OPERATEURS LINEAIRES

— Un espace vectoriel E sur K = R ou C, muni d’une norme, est un espace de Banach
s’il est complet.

— Si E, F sont des espaces vectoriels normés, on désigne par L(E, F') 'espace vectoriel
des applications linéaires continues de E vers F', que ’on munit de la norme définie
par

Tu
ITlpar = sup 1Z4lr
uw€E\{0} ull 2

On vérifie que, si F' est un espace de Banach, alors L(E, F') est un espace de Banach.
— Le but de ce chapitre est de passer en revue trois types de résultats importants
concernant les opérateurs linéaires, qui nous seront tres utiles dans la suite du cours.

2.1. Théorémes de prolongement

Théoréeme 2.1. — Soient E un espace vectoriel normé, D un sous-espace vectoriel dense
de E, F un espace de Banach. Toute application linéaire continue de D vers F a un unique
prolongement linéaire continu de E vers F'.

Démonstration. — Soit T € L(D, F). Siu € E, il existe une suite (uy)nen d’éléments de D
convergeant vers u. Puisque

[Tun = Tupllp = T (un = up)le < Tl rllun = upll e,

la suite (T'uy,)nen est de Cauchy dans F', donc converge puisque F' est complet. La limite
lim T'u, ne dépend pas de la suite (uy,)nen choisie pour approcher u : en effet, si (tp)nen
7els_twfme autre suite d’éléments de D approchant u, la suite (v, )nen définie par

Vop = Up, Vopt1 = Up, P EN,
est une suite de D approchant u, donc Tv,, a une limite, ce qui assure

lim Tu, = lim T'a,.
p*)OO p*}OO
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Posons

(2.1) Tu = lim Tu,.

n—oo

Alors on vérifie aisément que T € L(E, F) et prolonge T. Enfin, un prolongement continu
de T & E est nécessairement donné par la formule (2.1), ce qui assure 1'unicité de T.
O

Example 2.1. — Intégrale de fonctions réglées a valeurs dans un espace de Banach. Soit
F un espace de Banach, et soit [a,b] un intervalle compact de R. On vérifie aisément que
lespace vectoriel B([a,b], F') des fonctions bornées sur [a,b] d valeurs dans F', muni de la
norme

(2.2) [fllse = sup [[f(z)r

z€la,b]

est un espace de Banach. Soit D le sous-espace vectoriel de B([a,b], F) constitué des fonctions
en escaliers ; on dit qu’une fonction de [a,b] dans F est réglée si elle appartient & 'adhérence
E de D dans B([a,b], F). On peut montrer qu’une fonction f : [a,b] — F est réglée si et
seulement si elle admet des limites d gauche et & droite en tout point de [a,b]. Pour toute
fonction en escaliers f : [a,b] — F, on définit aisément l'intégrale

b
/ f(z)dx € F,

de sorte qu’on dispose d’une application linéaire

T:D—F
b
fb—>/ f(x)dx

caractérisée par la formule

b

/: g(x)vdx = (/ g(x)da:)v

a

pour toute fonction g : [a,b] — K en escaliers, et tout vecteur v € F. La double inégalité

(2.3) |/ 'ty < / I @lrds < 6 )l

est, elle aussi, élémentaire. On peut donc appliquer le théoreme 2.1 et en déduire un unique
prolongement de T a E, ce qui définit, pour toute fonction réglée f de [a,b] vers F, lintégrale
f; f(z)dx € F; de plus, la double inégalité (2.3) se prolonge a de telles fonctions. Un cas
particulier trés important de fonction réglée, que nous utiliserons a plusieurs reprises dans
la suite, est bien sur celui des fonctions continues.
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Théoréme 2.2 (prolongement de la convergence). — Soient E, F' des espaces vecto-
riels normés, D un sous-espace vectoriel dense de E et (T,)nen une suite d’éléments de
L(E,F). On suppose qu’il existe C > 0 tel que

(2.4) Vn € N, ||TnHE~>F <C

et que, pour tout élément u de D, la suite Tp,u a une limite Tu quand n tend vers l’in-
fini. Alors Uapplication T : D — F ainsi définie est linéaire continue, et, si T admet un
prolongement T € L(E, F) (par exemple si F' est complet) alors, pour tout u € E,

(2.5) Tt —nosoo LU
Démonstration. — La linéarité de T est immédiate, et sa continuité provient de ’inégalité
[Tullp = lim [|Tyulp < Clluls,
n—roo

qui se déduit de (2.4). Supposons qu’il existe un prolongement linéaire continu 7' de T & E.
Soit uw € E. Pour tout € > 0, il existe v € D tel que ||lu — v||g < €. Alors, pour tout n,

| Thu — Tullr < || Thu — Toollr + | Tov — Tol|F + || Tv — Tul| r
< Cllu=v|r + | Tov = Tollr + [T lv — ullr

de sorte que
lim sup || Tu — Tul|p < (C+ || T))e
n—oo

pour tout € > 0, ce qui acheve la démonstration. O

Exzample 2.2. — Soit p € [1,+00], et soit E = LP(R) l’espace des (classes de) fonctions
mesurables de R dans C, de puissance p iéme sommable. Muni de la norme

26) 111, = ( [ r@pas)”

E admet pour sous-espace dense l'espace D des fonctions continues a support compact.
Pour tout réel h, soit 7, : E — E 'opérateur de translation défini par

(2.7) mf(@) = flz —h)
Alors T, est une isométrie de E et, pour toute fonction f continue a support compact
(2.8) I70f = fllp =h—0 0.

En appliquant le théoréme 2.2 a la suite (Tp)nen définie par T, = Tp,, 0U (hy)nen est
une suite quelconque de réels tendant vers 0, on en déduit que (2.8) reste vraie pour tout

f e LP(R).
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2.2. Principe de la borne uniforme

Théoréme 2.3 (Banach-Steinhaus). — Soient E un espace de Banach, F un espace
vectoriel normé, et (Tj)jes une famille d’opérateurs linéaires de E vers F vérifiant

(2.9) Vue E, sup||Tjullr < +oc.
s

Alors (2.9) a lieu uniformément sur la boule unité de E, i.e.

(2.10) sup || T || e=rF < +o0.
jet

Démonstration. — Pour tout n € N, posons

A, = {u € E;sup ||Tjullr < n}
JjEJ

L’ensemble A,, est fermé dans E (c’est une intersection de fermés) et 'hypothese (2.9) assure
que

Ot
n=1

Puisque E est complet, il posséde la propriété de Baire : une réunion dénombrable de fermés
d’intérieur vide est d’intérieur vide. En conséquence, I'un des A,, est d’intérieur non vide.
Comme A, = nA;, A; est d’intérieur non vide. Puisque A; est égal & —A; et est convexe,
o o
A; a les mémes propriétés; si ug € A1, on a donc
1 1 o o o
0= §(UQ — UQ) € 5(141 — Al) CA1 .

Soit alors r > 0 tel que la boule fermée de centre 0 et de rayon r soit contenue dans Aj.
Pour tout élément u de la boule unité de E, on a donc ru € A1, et

Vied, r|Tjullr<1
soit

vied, |Tjle—r <

S| =

O

Corollaire 2.3. — Soient E un espace de Banach, F' un espace vectoriel normé, et (T),)nen
une suite de L(E, F) telle que, pour tout u € E, T,u ait une limite. Alors

sup | T, || p=r < +o00.
neN

En particulier, une limite simple d’applications linéaires continues de E vers F' est continue.
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2.3. Le théoréme de l’application ouverte et ses variantes

Théoréme 2.4 (Banach). — Soient E,F des espaces de Banach et T € L(E,F). On
suppose que T est surjective. Alors T est ouverte, i.e. l'tmage par T de tout ouvert de E est
un ouvert de F.

Démonstration. — Notons Bg, Bp les boules unité fermées de E, F' respectivement. Puisque
T est linéaire, il suffit de montrer qu’il existe r > 0 tel que
(2.11) rBr C T(Bg).

Pour tout entier naturel n, notons
Alors A, est un fermé de F et
o0
puisque T est surjective. Puisque F' est complet la propriété de Balre assure que 1’ un des A

a un intérieur non vide ; puisque T est linéaire A,, = nA;, donc Aﬁé (. De plus, Alf - A1

et A1 est convexe, donc

(o)

1 o o
S 5(141 — Al) CA;.
Il existe donc R > 0 tel que

La deuxiéme étape de la démonstration consiste & passer de (2.12) & (2.11), quitte & choisir
r < R. En utilisant une fois encore la linéarité de T', on peut traduire la propriété (2.12)
sous la forme suivante :

1
(2.13) Vo€ F,¥e>0,3uc E;|lv—Tullr <e et Ju|g< EH’U”F
Appliquons cette propriété a v € gBF. Il existe u; € E tel que
1 R
lunlle <5 et flo-Tulls < 7.
En appliquant la propriété (2.13) & v; = v — Ty, il existe uy € E tel que
1 R
HUQ”ESZ et H’U—Tul—TUQHFSg.

On construit ainsi par récurrence une suite (up)p>1 d’éléments de E vérifiant

n " R
lunllz <27 et [lo—= 3" Tu|| < o
k=1
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n
Puisque la série des |Ju, || est convergente, la suite des sommes partielles ( Y uy), -, vérifie
k=1 =
le critere de Cauchy. L’espace E étant complet, elle est convergente. Posons

o0
u = E Uk .
k=1

o0
Alors |lu|lg < 3 |luklle < 1 et, puisque application T est continue,
k=1

n—oo

Tu = lim ZTuk = .
k=1

On a donc montré (2.11) avec r = &. O

Corollaire 2.4 (Théoréme de l’isomorphisme). — Soient E, F deuz espaces de Ba-
nach. Alors, toute bijection linéaire continue de E sur F a un inverse continu. En parti-
culier, si deux normes rendent un méme espace vectoriel complet et sont comparables, elles
sont équivalentes.

En effet, si T € L(E,F) est bijective et U C E est ouvert, (IT~1)"1(U) = T(U) est
ouvert donc T~ est continue. Si || ||1 et | |2 sont deuz normes sur un espace vectoriel
E qui le rendent complet et s’il existe C > 0 tel que || ||2 < C|| |1, Vapplication identique
(B, |l 1) = (E, || |l2) est une bijection linéaire continue. La continuité de son inverse assure
Vezistence de D > 0 tel que || ||1 < DJ| ||2, de sorte que ces deux normes sont équivalentes.

Corollaire 2.5 (Théoréme du graphe fermé). — Soient E, F des espaces de Banach
et T : E — F une application linéaire. Alors T est continue si et seulement si le graphe de
T est fermé dans E x F, c’est-a-dire : pour toute suite (up)nen de E vérifiant w, —rn—oo t
dans E et Tu, v dans F, on a v = Tu.

Démonstration. — Soit T' = {(u, Tu),u € E} C ExF le graphe de T. Puisque T est linéaire,
I" est un sous-espace vectoriel de E' x F. Il est clair que la continuité de T assure que I' est
fermé dans F x F. Il s’agit donc de montrer la réciproque. Puisque F, F' sont des espaces de
Banach, E x F est un espace de Banach. Si I" est fermé, I" est donc également un espace de
Banach. Soient py, ps la premiere et la seconde projection de E x F' sur F, F' respectivement.
L’application p; est continue et sa restriction a I' est une bijection linéaire continue de I'" sur
FE. Sa réciproque q est donc continue en vertu du corollaire 2.4 ; en conséquence, psogq =T
est continue. O

Example 2.6. — Soit Q un ouvert de R? et soient E,F des sous-espaces vectoriels de
Vespace D'(Q) des distributions sur Q. On suppose que E, F sont munis respectivement de
normes | g, || ||F qui les rendent complets, et telles que toute suite de E (resp. de F)
qui converge vers 0 pour || ||g (resp. || ||F) converge vers 0 au sens des distributions. On
suppose que E C F. Alors il existe C > 0 tel que || ||[r < C| |&.
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En effet, appliquons le théoreme du graphe fermé a I'injection canonique j : (E, || ||g) —
(F,|| ||7)- Si (uy) est une suite de E convergeant vers u pour || ||g et telle que u,, converge
vers v € F pour || ||, alors u, —u et u, — v tendent vers 0 au sens des distributions, donc
v = u. Plus généralement, on montre par la méme méthode qu'une application linéaire “na-
turelle” entre deux espaces de Banach de distributions est automatiquement continue. Au
niveau plus général encore des espaces de Banach abstraits, on peut montrer (travaux de So-
lovay) que, sans ’axiome du choix, il est impossible de montrer I’existence d’une application
linéaire discontinue entre deux espaces de Banach !

2.4. Semi groupes d’opérateurs linéaires

2.4.1. Généralités. — Soit F un espace de Banach sur K = R ou C, dont la norme
sera notée || ||. On note L(E) = L(E, E) l'espace vectoriel des opérateurs linéaires continus
de F dans E. Remarquons que, muni du produit de composition des applications, L(E)
est une algebre dont I’élément unité est ’application identique. Pour cette raison, nous
noterons simplement 7775 le produit de composition T} o Ty des éléments T, Ts de L(E), et
1 application identique. Lorsqu’aucune confusion n’est a craindre, nous noterons

1T} = sup [Tl
lull<1

la norme sur L(E), qui en fait un espace de Banach. On vérifie aisément I'inégalité
(2.14) 1T T < 1T T2|

pour tous T1,T» € L(E). On traduit 'ensemble de ces propriétés en disant que (L(E), | ||)
est une algebre de Banach.

Définition 2.7. — Un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires sur E (en
abrégé semi-groupe sur E) est une application
S : R+ — L:(E)

vérifiant les propriétés suivantes :

(i) S(0) = 1.

(i) Pour tous t1,t2 € Ry, S(t; +t2) = S(t1) S(t2).
(#ii) Pour tout u € E, Uapplication

teRy +— St)lue E
est continue.

Remarque 2.8. — On prendra soin de noter que la condition (iii) n’entraine pas en général
la continuité de Uapplication S : Ry — L(E) lorsque L(E) est munie de sa norme naturelle.
Cette distinction apparaitra plus clairement au paragraphe suivant, mais voici d’ores et déja

un exemple qui l’illustre bien.
Soit E = LP(R), p € [1,+0o0] et, pour tout t > 0, S(t) = 7 défini par

mu(x) = u(x — t).
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On a déja vu (exemple 2.1) que 1y était une isométrie de E et que la propriété (iii) était
vérifiée. Quant auzx propriétés (i) et (ii), elles sont triviales. Soit t > 0, et soit u la fonction
indicatrice de Uintervalle [0,t[C R. Alors Tyu est la fonction indicatrice de Uintervalle [t, 2t],
de sorte que

rew —ullp =2t [lullf =t
et donc

I — 1 > L=l _ 1
[[ull
ce qui contredit la continuité en 0 de Uapplication t € Ry — 7 € (L(E), || |])-

Proposition 2.9 (estimation a priori). — Soit S un semi-groupe sur E. 1l existe C > 0
et w > 0 tels que, pour tout t € Ry,

(2.15) [S@)| < Ce.

Démonstration. — Appliquons le principe de la borne uniforme (théoréme 2.3) de Banach-

Steinhaus & la famille (S(t)).e[0,1]- D’apres la propriété (iii), pour tout u € £,

sup [|S(t)ul| < +o0.
t€[0,1]

En conséquence

sup [|S(t)| =C < 4o0.
te[0,1]

Soit alors t € R4 quelconque ; désignons par n la partie entiére de ¢, et 7 =t —n € [0,1].
Alors la propriété (ii) assure que

donc, d’apres 'inégalité (2.14),

IS < ISOIISM|* < C-C™ < Ce!
en notant w = LogC' > 0 (car C' > ||S(0)]| = 1). O
2.4.2. Générateur infinitésimal. — Commencons par clarifier la distinction introduite

dans la remarque 2.8 en caractérisant les semi-groupes S sur E vérifiant de plus la propriété
suivante, strictement plus forte queiii,

(iv) S=Ry — (L(E),|| ||) est continue.

Dans ce cas, on va voir que S a une forme tres particuliere. Pour cela, intégrons de 0 a ¢
Iidentité

(2.16) S(r+1t) = S(r)S(t),

I'intégrale étant prise au sens de I'exemple 2.1. Il vient

(2.17) /:HS()\)d)\ - (/0 S(T)dT)S(t).
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Toujours d’apres 'exemple 2.1, on a
1 g
: / S(r)dr —_gr S(0) = 1.
0

Pour ¢ > 0 assez petit, l'opérateur 1 [ S(7)dr est donc inversible dans £(E), en vertu du
lemme suivant :

Lemme 2.10 (série de Neumann)). — Soit T € L(E) tel que |1 = T|| < 1. Alors T est
inversible, et

oo
7= (1-T)"
n=0
Démonstration. — D’apres 'inégalité (2.14),

[Q=1)" <|1-1",

donc la série de terme général (1 — T')™ est convergente dans lespace de Banach L(E).
Puisque

TZN:(l —T)" = <2N:(1 — T)") T=1-(01-T)N'=sy, .1
n=0

le lemme en résulte. O

Revenons a la formule (2.17). Pour € > 0 assez petit, fOE S(T)dr =€ x %fa(S(T)dT est

donc inversible, et 1 ’
S(t) = ( /0 "s() dT) ( /t - S(\) dA)

définit une application de classe C* de R, dans £(E). En posant B = S’(0) et en prenant
la dérivée de (2.16) en 7 = 0, il vient

(2.18) S'(t) = BS(t).

11 est aisé de démontrer que I’équation différentielle (2.18) a une unique solution vérifiant
S(0) = 1. Celle-ci est donnée explicitement & 1’aide de lapplication exponentielle, définie
sur L(E) par

oo Tn
(2.19) exp(T) = Y —
n=0
La convergence de la série ci-dessus est assurée par 'inégalité | 77| < ||T||™ et le fait que
L(E) est complet. On vérifie alors, comme dans le cas matriciel, que T1,T> € L(E) vérifient
T Ty = TyTy, exp(Ty + Tz) = exp(T) exp(Tz). En particulier, pour tout ¢t € R, pour tout
Ae L(E),

(2.20) % exp(tA) = Aexp(tA) = exp(tA) A.
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En revenant & (2.18), on conclut, pour tout ¢t > 0,

2 (exp(~1B)S(1)) = 0

dott
(2.21) S(t) = exp(tB).

Réciproquement, si B est un élément quelconque de L(E), application S définie par (2.21)
vérifie les propriétés (i), (ii) et (iv). Récapitulons ces résultats dans la proposition suivante.

Proposition 2.11. — Les applications S : Ry — L(E) vérifiant les propriétés (i), (ii),
(iv) sont les applications de la forme (2.21), ou B € L(E).

Pour des raisons qui apparaitront plus claires dans I’étude des semi-groupes de contrac-
tions sur un espace de Hilbert, on a coutume d’introduire I'opérateur A = —B et de I’appeler
générateur infinitésimal du semi-groupe S vérifiant (i), (ii), (iv). La formule S(t) = e~*4
se traduit alors par le fait que, pour tout élément u de E, la fonction v : Ry — E définie
par u(t) = S(t)ug est P'unique solution du “probleme de Cauchy”

(2.22) W (t) + Au(t) =0,  u(0) = uo.

En d’autres termes, S(¢) est la “résolvante” de I’équation différentielle v’ + Au = 0. C’est
cette interprétation qui sera notre point de départ pour I’étude générale des semi-groupes.
Elle débouche notamment sur la définition suivante.

Définition 2.12. — Soit S un semi-groupe sur E (au sens de la définition 2.7). On appelle
générateur infinitésimal de S lapplication linéaire A : D(A) — E, ou D(A) est le sous-espace
vectoriel de E constitué des vecteurs u tels que Uapplication t € Ry — S(t)u soit dérivable
a droite en 0, avec

d
Au=——(S(t —0+-
u dt( (t)u)t=0+
Ezxercice 2.13. — Montrer que le générateur infinitésimal du semi-groupe des translations

sur LP(R) (exemple 2.2) est donné par
D(A)={ue L’(R),u € L’(R)}, Au=1
(la dérivée étant prise au sens des distributions sur R).

Proposition 2.14. — Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe S sur E. Alors,
pour tout t > 0, D(A) est stable par S(t) et, pour tout uw € D(A),

AS(t)u = S(t)Au.
De plus, D(A) est dense dans E et le graphe de A est fermé dans E x E.
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Démonstration. — Soient t > 0 et uw € D(A). Pour tout h > 0,

1= S() g, SO=SC+0),
h h
_ S(t)l’TS(h)u o os S(B)Au,

puisque S(t) est continue. On en déduit la premiere assertion de la proposition. Les autres
assertions reposent sur le lemme suivant.

Lemme 2.15. — Pour tout u € E, pour tout € > 0, posons
1 g
(2.23) Jeu = g/ S(t)udt.
0

Alors Uapplication J. : E — E ainsi définie est linéaire continue, et Jou—__, . u. De plus,
pour tout h > 0, on a l’identité

S(h)—1 S(e)—1 S(e)—1
(2.24) (-1, St)-1,_ ,56-1
h € €
Démonstration du lemme.. — Le fait que Jou —__ . u est conséquence de la continuité

en 0 de lapplication ¢ — S(t)u. La linéarité de 'application J. provient de celle de S(t)
pour tout ¢, tandis que sa continuité résulte de 1'inégalité

1 €
el < [ (0l
€Jo

et de 'estimation a priori (2.15) (voir proposition 2.9). Enfin, si h > 0,

%Jsu - % S(h) /0 S(tyudt — /O S(tyud]
- i OE S(h+t)udt—/065(t)udt]

_ % /h " Sryudr - /O SS(t)udt}
_ % :/EHE S(r)udr — /Oh S(t)udt],

d’apres la relation de Chasles. On constate alors que les roles de h et de € sont inversés dans
les deux dernieres identités, ce qui conduit a la premiere partie de (2.24). La seconde partie
résulte de ce que Jy, et S(€) commutent pour tous h, e. O

Achevons la démonstration de la proposition 2.14. Soit u € E. D’apres le lemme 2.15
et la continuité de S(g), on a pour tout € > 0,

S(h) -1 S(e) — 1 S(e) — 1
TJEu = ?Jhu — h—0+ fu
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On en déduit que J.u € D(A), avec

1-5
(2.25) Adou = Au
€
Puisque Jou—__, o u, il en résulte que D(A) est dense. Notons que la deuxieme partie

de (2.24) et la continuité de .J, entrainent, pour tout u € D(A),
(226) JhAu = AJhu
Soit alors (u,) une suite de D(A) vérifiant

Un=pyoolly  Alp =, oo V.

Alors, pour tout h > 0, le passage a la limite quand n — oo dans la formule

JpAu, = 1_7s(h)un
h
entraine
th = %S(h)u
d’ol, en passant a la limite quand % tend vers 07, u € D(A) et v = Au. Le graphe de A est
donc fermé. |

Le résultat suivant montre en quoi un semi-groupe S peut étre considéré comme la
résolvante d’une équation différentielle.

Théoréme 2.5. — Soit S un semi-groupe sur E, et soit A son générateur infinitésimal.
Soit ug € E, et soit u la fonction continue de Ry dans E définie par u(t) = S(t)uo.

(a) Si ug € D(A), alors u est de classe C' et, pour tout t > 0, u/(t) + Au(t) =
Réciproquement, si v : [0,T] — E est une fonction continue, dérivable sur |0, T[
vérifiant, pour tout t €]0, T,

(2.27) u(t) € D(A) et v'(t) + Av(t) =
alors v(t) = S(t)v(0) pour tout t € [0,T].

(b) (On ne suppose plus ug € D(A)). Pour toute fonction v :]0,00[— K de classe C! a
support compact, le vecteur fooo (t)u(t)dt appartient a D(A) et

(o) - [t

Réciproquement, siv : [0,T] — E est une fonction continue vérifiant, pour toute fonction
1 :]0, T[— K de classe C' a support compact,

(2.28) /¢ (t)dt € D(A) etA / o) dt)_/OTip’(t)v(t)dt

alors v(t) = S(t)v(0) pour tout t € [0,T].
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Démonstration. — Montrons d’abord la partie (a). Si ug € D(A), on sait déja par la pro-
position 2.14 que u(t) € D(A). Si h > 0,

u(t+h) —ult) Sh) -1

(229) h = h u(t)_>h—>0+ - Au(t)7
tandis que, pour t > h,
u(t—h)—u(t) S)—SE—nh) S(h) —1
= =8t —h)——
(2.30) —h h o = S(t = h) == —uo
= —S(t—h)Aug + rp,
olt
S(h) -1
Th:S(t—h)(i( ZL U0+AUO).
Compte tenu de la proposition 2.9, pour ¢ > 0 fixé et h < ¢, on a ||S(t — h)|| < M, donc
1

S(h) —
lrall < MH%uo n AuOH —

En revenant & (2.30), on observe que u est dérivable a gauche en tout ¢t > 0, avec v/(t7) =
—S(t)Aug, qui n’est autre que —Au(t) d’apres la proposition 2.14. En comparant avec (2.29),
on conclut que u est dérivable sur R, , avec

u'(t) = —Au(t) = —S(t)Auo,
la derniére expression assurant que u est de classe C'. Pour montrer 1'unicité, nous avons

recours au lemme suivant.

Lemme 2.16. — Soit w une fonction définie au voisinage de tg > 0, d valeurs dans F,
dérivable en tqy et telle que w(ty) € D(A). Alors la fonction t — S(t)w(t) est dérivable en
tg, avec

d

21 S Ow(®))ji=t, = S(to)(w'(to) — Aw(to)).
Démonstration du lemme.. — Pour h # 0 assez petit, on écrit
(2.31) S(to + h)w(to +hh) — S(to)w(to)

’w(to + h) - ’w(to) S(to + h)’w(to) — S(to)’w(to)
+ .
h h
Puisque w(ty) € D(A), on vient de voir que le deuxieme terme du second membre de (2.31)
tend vers —S(tg) Aw(tg). Quant au premier terme, il s’écrit S(tg+h)w’(tg)+o(1), en utilisant
a nouveau l'estimation a priori sur ||S(¢)|]. O

= S(to -I—h)

Soit v : [0,T] — E satisfaisant & (2.27), et soit t; €]0,T[. D’aprés le lemme 2.16, on a,
pour tout ¢ €]0,¢4],
d

LS(t) ot — 1) = =SB0/ (1 — ) + Av(t = 1) =0,
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donc, en comparant les valeurs de la fonction continue ¢ — S(¢)v(t; —t) ent =0 et t =4,

v(ty) = S(t1)v(0).
Cette identité, vraie pour tout t; €]0, T, se prolonge aux bornes de I'intervalle par continuité.
Passons a la partie (b) du théoréme. On utilise la famille (J; )0 introduite au lemme 2.15.
Notons u.(t) = Jeu(t) = S(t) Joup. Puisque J.ug € D(A), on peut appliquer la partie a) du
théoreme : la fonction u. est de classe C! et u’+Au. = 0. En intégrant contre ¢ € C2(]0, o0]),

il vient
/ V() Aua (8) dt = / ' (B (£)dt
0 0

Auc(t) = Adzu(t) =

1_5(5)/000 () u(t)dt = J. /OOO ¥ (t)u(t)dt

et la propriété voulue s’obtient en passant & la limite quand ¢ — 0F. Réciproquement,
soit v : [0,7] — E vérifiant (2.28) pour toute fonction ¢ € C3(]0,T[). Posons, pour tout
te[0,T],

Mais uc(t) = Jou(t) et

Il en résulte que

ve(t) = Jou(t).

Alors v.(t) € D(A) pour tout ¢,

Av(t) = Ado(t) =

est une fonction continue de t, et

/0 (1) Ava(t) dt = AJ€< /O Oow(t)v(t) dt
= JEA( /0 B(E)u(t) dt
5. [ wwewa
- / Ty (b ()t

Introduisons alors la fonction continue w, : [0,7] — E par

We / Ave (T

Alors (2.32) et une intégration par parties entrainent, pour toute fonction ¢ € C7(]0, ),

T
(2.33) /O ' (H)we(t)dt =0

(2.32)
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Appliquons 'identité (2.33) a la fonction 15 définie par

(234) 5/ (Z52) ~ (S5 ar

ol tg,t1 €]0, T, x : R — R est continue & support compact d’intégrale 1, et § > 0 est assez
petit. On obtient

(2.35) (ls/oTx(tatO)ws(t)dt ;/OTx(tatl)ws(t)dt,

soit, en faisant tendre § vers 0,

we(to) = ws(tl).

La fonction w, est donc constante sur [0,T], ce qui se traduit sur v. par

¢
(2.36) v (t) = v (0) — / Av. () dr
0
soit encore : v, est de classe C'! et, pour tout ¢ € [0, 7],
vL(t) + Ave(t) = 0.

En appliquant l'unicité de la partie a), il vient v.(t) = S(t)v:(0), et la conclusion s’obtient
en faisant tendre € vers 0. O

En conclusion, un semi-groupe sur F est nécessairement la résolvante d’une équation
différentielle u’ + Au = 0, comprise au sens faible indiqué dans le théoreme 2.5, & condition
de considérer des opérateurs linéaires A définis sur des sous-espaces denses D(A) de E. Un
tel opérateur A est appelé opérateur non borné sur E. Un prototype (exercice 2.13) en
est Uopérateur de dérivation sur LP(R), ou plus généralement un opérateur différentiel sur
LP(Q) si Q est un ouvert de R

Pour achever le parallele avec la proposition 2.11, il reste a examiner une question
importante : étant donné un opérateur non borné sur E, a quelle condition est-il le générateur
infinitésimal d’un semi-groupe sur £ 7 La réponse a cette question fournira des conditions
suffisantes pour résoudre le probleme de Cauchy pour des équations différentielles du type
v + Au = 0 qui, lorsque A est un opérateur différentiel, se traduiront en équations aux
dérivées partielles au sens des distributions.

2.5. Construction de semi-groupes : le théoreme de Hille-Yosida

On dit qu'un opérateur linéaire T : E — E est une contraction si |T]] < 1. Le but
de ce paragraphe est de donner une condition nécessaire et suffisante sur un opérateur non
borné A : D(A) C E — E pour que A soit le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de
contractions. Cette restriction par rapport a la question générale posée a la fin du paragraphe
précédent n’est pas trés importante, comme le suggere le résultat suivant.
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Proposition 2.17. — Soit S un semi-groupe sur E, de générateur infinitésimal A. Alors
il existe une norme équivalente || ||" sur E et w > 0 tels que A+ w engendre un semi-groupe
de contractions sur (E, | |').

Démonstration. — Pour tout w € R, posons S, (t) = e"“'S(t). On vérifie que S, est un
semi-groupe sur E, de générateur infinitésimal A + w (avec D(A + w) = D(A)).
D’apreés la proposition 2.9, il existe w > 0 tel que sup ||S, (t)|| < +o0. Pour tout u € E,
>0

on pose alors
lull" = sup [|:Se (£)u]l -
>0
Il est clair que || - || est une norme équivalente sur E. En effet, la sous-additivité et I'ho-
mogénéité sont triviales, I'inégalité ||u|” > ||u|| vient de ce que S,,(0) = 1, tandis que

lull” < sup [S (O] flull

Alors ||S,(T)ull” = sup||Su (T + t)u|| < |lu||’, donc S, (7) est une contraction pour tout
>0

T >0. O
Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant.

Théoréme 2.6. — (Hille-Yosida). Soit A : D(A) C E — E un opérateur non borné sur
E, de domaine D(A) dense dans E. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions sur E.
(i) Il existe Ag > 0 tel que, pour tout X > Ao, Uapplication A+ X : D(A) — E est bijective,
et son inverse vérifie, pour tout u € E,

_ 1
(2.37) 1A+l < 5 flull

Dans ce cas, pour tout A € K tel que Re(X) > 0, Uapplication A+ X : D(A) — E est
bijective et son inverse vérifie, pour tout u € E,

1
2.38 A+ Nt € =——|ul.
(2:39) A+ 27l < sl
Démonstration. — Montrons d’abord i = ii sous la forme forte (2.38). Supposons donc que

A soit le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions sur E, noté S. Soit A € K
tel que Re(A) > 0. Pour tout u € F, posons

(2.39) R,\u:/ e MS(tudt,
0

I'intégrale dans le second membre de (2.39) devant étre interprétée comme la limite dans E,
quand T — +oo, de fOT e~ S(t)udt. Cette limite existe car

(2.40) le™ S (tyul| < e RN ul]
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puisque S(t) est une contraction. Il suffit donc d’appliquer le critere de Cauchy. L’application
Ry : E — F ainsi définie est linéaire, et Pestimation (2.40) entraine que

2.41 Ryul| < ~ Re(N) 1y g = ]
(2.41) Raull < [ e M e = gl
Par ailleurs, pour tout € > 0, calculons

1775(6)]%,\u: }(/ ef’wS(t)udt—/ efAtS(e—Ft)udt)
5 e\Jo

0

(2.42) = 1(/00 e MS(t)udt — /00 e_A(T_E)S(T)udT)
0 e

€

L[5 1 ey [ e

=— | e MS{H)udt + —(1—e™) e~ S(t)dt.
€Jo € €

En passant a la limite quand € — 07, on en déduit Ryu € D(A) et

(2.43) ARy u =u — ARy u.

Par ailleurs, (2.42) assure également que

1- S(g)R,\u _ R 1- S(s)u
€ €

donc, si u € D(A),
(2.44) ARyu = RyAu.
On peut donc réécrire (2.43) et (2.44) sous la forme
(A+ A)Ryu = u pour tout u € E
{ Rx(A+ A)u = u pour tout u € D(A)
ce qui assure que A + A : D(A) — E est bijective, et que Ry = (A + A)~!. Compte tenu

de (2.41), on a montré la premiere implication.Passons a la démonstration de ii = i.
Pour tout A > \g, notons Ry = (A + A)~!. Pour tout u € D(A), on a donc

AR)yu=—R)Au+u — u,

A—00

compte tenu de (2.37) appliqué au vecteur Au. De plus, (2.37) assure que (ARx)x>», est
une famille de contractions sur E'; puisque D(A) est dense dans FE, le théoréme 2.2 de
prolongement de la convergence entraine, pour tout u € F,

(2.45) AR u — .

A—00

Posons alors, pour tout A > g,

(2.46) Ay = MRy = XA — A’R) € L(E).
D’apres (2.45), on a, pour tout v € D(A),

(2.47) Axu = AR)Au e Au.
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Puisque Ay € L(F), on peut définir, pour tout ¢,
(2.48) Sx(t) = exp(—tAy)
au sens de (2.19).

Lemme 2.18. — Pour tout t > 0, pour tout u € E, pour tous A\, > Ag,
[9x()u = Spu(t)ul| < t[|Axu — Apull.

Démonstration du lemme. — En utilisant le fait que Ry et R, commutent, on a Ay A, =
A, Ay, donc

Sa(t) = Su(t) = exp(—tA,)(exp(—t(Ax — Ay)) — 1)
=— exp(—tAM)/O exp(—7(Ax — A,))(Ax — A,)dr

= [ e espl-(t = VA (A~ Ain
soit encore, pour tout u € F,
(2.49) Sx(t)u— S, (t)u = — /Ot SA(T)Su(t — 7)(Axu — Ayu)dr.
Or Sy\(t) = exp(—t(A — A2 R))) = e Mexp(tA\2R)), donc, d’aprés I'inégalité triangulaire
dans (2.19

(2.50) 1S5 (1)]| < e MM Il <
compte tenu de (2.37). En revenant & (2.49) il vient, en tenant compte de (2.50),

t
[Sx(t)u — Su(t)ull S/O [SXOMS. (= T) [ Axu — Ayulldr
< t]|Axu— A,ull.
O

Nous pouvons maintenant achever la démonstration de ii = i. Pour tout 7" > 0, I'espace
vectoriel Frr des fonctions continues de [0,7] dans E, muni de la norme

[fllr = max [[f@)],

0<t<T

est complet. Pour tout u € E, pour tout A > \g, désignons par Syu élément de Fp défini
par

(2.51) Syu(t) = Sx(t)u.
L’application S\ : E — Fr ainsi définie est linéaire, et vérifie

(2.52) 1Sxullr = max [|Sx(t)ull = [|u]
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d’apres (2.50) et le fait que Sx(0) = 1. Enfin, le lemme 2.18 entraine
(2.53) 1Sau — Syullr < T||Axu — Auul.

Soit alors u € D(A). D’apres (2.47), Ayu converge quand A — 400, donc est de Cauchy,
et (2.53) implique que Syu est de Cauchy dans Fr, donc converge. Puisque D(A) est dense
dans E, le théoréme 2.2 de prolongement de la convergence assure que Syu a une limite
Su e Fr pour tout u € E. Ceci étant vrai pour tout T" > 0, on en déduit Iexistence, pour
tout ¢ € Ry, d’une application linéaire S(t) : E — FE vérifiant, pour tout v € E,

(2.54) Sx(t)u . S(t)u

uniformément en ¢ € [0, T, pour tout T > 0. Puisque S) est un semi-groupe de contractions,
il en est de méme pour S.

Il reste & montrer que A est le générateur infinitésimal de S. Désignons par A Ce
générateur infinitésimal. Pour tout ¢ > 0, I'identité

g(u = Sx(e)u) = i/os Sx(t) Axyudt

devient, si u € D(A) et A — oo,

(= S(e)u) = é /O " S(t) Audt.

En faisant tendre & vers 07, on en déduit que D(A) C D(A) et A|D(A) = A. Soit alors

u € D(A). Puisque A\g + A : D(A) — E est surjectif, il existe v € D(A) tel que
(Ao + Ao = (Ao + Au

soit encore (Mg + A)v = (Ao + A)u. Or, d’aprés Pimplication (i) = (ii) déja montrée,
X + A : D(A) — E est injectif, donc v = u, et D(A) = D(A), A = A. En combinant
les théoremes 2.5, 2.6 et en tenant compte du lien déja observé entre les générateurs infi-
nitésimaux de ¢t — S(t) et de t — e “!S(t), on obtient le résultat suivant d’existence et
d’unicité de solutions au probleme de Cauchy pour des équations du type u’ + Au = 0.

Corollaire 2.19. — . Soit A : D(A) C E — E un opérateur non borné de domaine
D(A) dense dans E. On suppose qu’il existe w € R et \g > w tels que, pour tout A > Ao,
lapplication

A+ A:D(A) — E

soit bijective et vérifie, pour tout v € E,

B 1
(2.55) 1A+ A) ol < s—]Ivll-

—w
Alors, pour tout ug € E, il existe une unique fonction u : Ry — E continue vérifiant
u(0) = ug et, pour toute fonction 1 :)0, +oo[— K de classe C' a support compact,

(2.56) /O T w(u(t)dt € D(A) et A( /0 " ) dt) - /0 T W Bu()dt.
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Lorsque ug € D(A), on peut remplacer (2.56) par

(2.57) u€ CH Ry, E) et ¥t >0, u(t) € D(A), u/'(t)+ Au(t) = 0.

De plus, pour tout t > 0, on a l’estimation

(2.58) lu(®)]] < e Jluoll.

Remarque 2.20. — Génération d’un groupe d’opérateurs. Il arrive que les hypothéses du

corollaire 2.19 soient vraies simultanément pour A et pour —A. Alors, en désignant par Sy le

semi-groupe engendré par A et par S_ le semi-groupe engendré par —A, on vérifie aisément

que S_(t) et S4(t) sont inverses l'un de l’autre. Dés lors, Uapplication S : R — L(E) définie

par

(2.59) S(t) = { S+(8) st £20
S_(=t) si t<0

satisfait aux propriétés suivantes :
(i) S(0)=1.
(ii) Pour tous t1,t2 € R, S(t1 +t2) = S(t1)S(t2).
(#ii) Pour tout u € E, Uapplication
teR+— St)lue FE
est continue.
Le corollaire 2.19 s’étend alors sans difficulté sous la forme suivante : pour tout ug € E,

la fonction u : t € R — S(t)ug € E est 'unique fonction continue de R dans E satisfaisant
a u(0) = ug et, pour toute fonction ¥ : R — K, C! & support compact,

/_ O;z/)(t)u(t)dteD(A) et A( /_ Zw(t)u(t)dt): /_ O;w’(t)u(t)dt,

cette derniere condition pouvant étre remplacée, si ug € D(A), par
ue CYR,E) et VteR, u(t) e D(A), u/'(t)+ Au(t) = 0.

L’application S est appelée le groupe engendré par A. Un cas particulier intéressant est
celui ou chaque S(t) est une isométrie de E (comme dans I’exemple 2.2) ce qui équivaut
au fait que S4(t) et S_(¢) soient des contractions pour tout ¢ > 0, ¢’est-a-dire, d’apres le
théoreme de Hille-Yosida, au fait que, pour tout A € R\{0}, A+ A : D(A) — FE soit bijection
et vérifie, pour tout u € F,

IO+ A) 7 | < el

Notation 2.21. — Par analogie avec la proposition 2.11, si A vérifie les hypothéses du
corollaire 2.19 et S est le semi-groupe engendré par A, on note

S(t) = exp(~tA),
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de sorte que la solution u de (2.56) vérifiant u(0) = ug s’écrit

u(t) = exp(—tA)ug.

2.6. Le cas des espaces de Hilbert

Dans ce paragraphe, on suppose que K = C et que £ = H est un espace de Hilbert
(voir par exemple le cours de G. Lebeau, Théorie des distributions et analyse de Fourier).
Rappelons que H est muni d’une application

HxH—C
(u,v) — (ulv)

appelée produit scalaire, C linéaire en v, anti-C linéaire en w, et vérifiant les propriétés
suivantes :

a) (ulv) = (v|u) (symétrie hermitienne)
b) (ulu) > 0 pour tout u # 0.
On en déduit I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
2

|(u|v)[* < (ulu)(v]v)
qui assure que l'application u — ||u|| = (u|u)'/? est bien une norme. Nous supposons enfin
que H, muni de cette norme, est complet. Cette structure entraine plusieurs propriétés remar-
quables (projection orthogonale sur un convexe fermé, décomposition orthogonale associée
& un sous-espace fermé, caractérisation des formes linéaires continues, ...) pour lesquelles
nous renvoyons au cours de G. Lebeau déja cité. Nous nous contenterons ici de rappeler sans
démonstration 'une de ces propriétés, tres utile en théorie des opérateurs.

Proposition 2.22 (lemme des opérateurs coercifs). — Soit T € L(H) tel qu’il existe
C > 0 vérifiant, pour tout u € H,

|(Tulu)| > Cllull.
Alors T est bijectif.

Le but de ce paragraphe est de donner une nouvelle caractérisation des générateurs
infinitésimaux de semi-groupes de contractions sur . Pour cela, introduisons une définition.

Définition 2.23. — Soit A: D(A) C H — H un opérateur non borné dans H. On dit que
A est accrétif si, pour tout u € D(A),

Re(Au|u) > 0.

On dit que A est maximal accrétif s’il est accrétif et s’il existe \g > 0 tel que g + A soit
surjectif de D(A) sur H.
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Remarque 2.24. — Si A est accrétif, alors, pour tout X > 0, pour tout u € D(A),
(2.60) Re((A+ A)ulu) = Alull? + Re(Aulu) > Allul%,
de sorte que \+ A : D(A) — H est injectif. Ainsi, si A est maximal accrétif, il existe g > 0
tel que Ao + A soit bijectif de D(A) sur H. Par ailleurs, si A est mazimal accrétif, D(A)
est toujours dense. En effet, soit v un vecteur orthogonal ¢ D(A). Par hypothése, il existe
u € D(A) tel que v = (Ao + A)u. Alors

0 = Re(v|u) = Re((Ao + A)ulu) > Ao ||ul]?
donc u =0, et finalement v = 0.

Théoréme 2.7. — Sur un espace de Hilbert, les générateurs infinitésimaux de semi-groupes
de contractions sont les opérateurs mazximauz accrétifs.

Démonstration. — Supposons que A soit le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de
contractions S sur H. D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz,
(2.61) Re(S(t)ulu) < [ISE)ullllul] < [ul®.
Siu e D(A),
d
Re(Aulu) = T Re(S(t)ulu)ji=o+
2 _
ol = Re(S@ulw) _

t—0+ t -

en vertu de (2.61). L’opérateur A est donc accrétif. Enfin, d’apres le théoreme 2.6, A + A :
D(A) — H est bijectif pour tout A > 0.
Réciproquement, soit A un opérateur maximal accrétif sur H, et soit A\g > 0 tel que \g + A
soit bijectif de D(A) sur H. Pour tout A > g, considérons Papplication linéaire Ty : H — H
définie par

T)\’LL =u-+ ()\ — )\0)()\0 + A)_lu.
On remarque que Ty o (Mg + A) = A+ A, de sorte que A + A est bijectif de D(A) sur H si
et seulement si T est bijectif de H sur #H. De plus, pour tout A > 0, pour tout u € D(A),
I'inégalité (2.60) combinée a I'inégalité de Cauchy-Schwarz entraine
(2.62) 1A+ Aull = Allull,

de sorte, si A + A est bijectif de D(A) sur H, on a, pour tout v € H,
_ 1
(2.63) A+ A)~ ]| < el

Compte tenu du théoreme de Hille-Yosida (et de la remarque 2.24 assurant la densité de
D(A)), il nous suffit donc de montrer que T est bijectif de H sur H pour tout A > Ag. En
vertu de (2.63) pour A = Ao, T € L(H). De plus, pour tout v € H,

(2.64) |(Tavlv)| > Re(Taw|v) = |[o)|2 + (A — Xo) Re((Ao + A) " to|v).
Mais, en appliquant I'inégalité (2.60) & A = A\ et & u = (Ao + A)~!v, on constate que
Re((No +A) " olv) 2 Aol|(ho +A) 1ol > 0,
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donc, en revenant a (2.64), pour A > Ag,
(Taolo)| = [v]*.
L’opérateur T est donc coercif, donc bijectif d’apres la proposition 2.22. O

En tenant compte du théoreme 2.7, le corollaire 2.19 et la fin de la remarque 2.20 se
traduisent par les résultats suivants.

Corollaire 2.25. — Soit A : D(A) C H — H. On suppose qu’il existe w € R et A\g > w
tels que Ao + A soit surjectif de D(A) sur H et, pour tout u € D(A),

Re(Au|u) > —w||ul?.
Alors on a les conclusions du corollaire 2.19.

Corollaire 2.26. — Sur un espace de Hilbert, les générateurs infinitésimaux de groupes
d’isométries sont les opérateurs non bornés vérifiant les deux propriétés suivantes :

(i) Pour tout u € D(A), Re(Au|u) = 0.
(ii) Il existe Ag > 0 tel que Ao + A et \g — A soient surjectifs de D(A) sur H.

Terminons ce chapitre par une remarque sur le probleme inhomogene

(2.65) % +Au=f, u(0)=up.

Le cadre des espaces de Hilbert séparables se préte bien a des conditions raisonnablement
optimales sur la fonction f pour que (2.65) admette une solution u continue & valeurs dans
‘H. Soit H un espace de Hilbert séparable, c’est-a-dire admettant une partie dénombrable
dense (c’est le cas de L?() pour tout ouvert 2 de R?). Si I est un intervalle de R et f une
fonction I dans H, nous conviendrons de dire que f est mesurable si, pour tout ¢ € H,
I’application

(2.66) telr— (f(t)p) €C
est mesurable. Dans ces conditions, I’application

(2.67) IfIl =t el — [If(B)]l € Ry
est également mesurable, car

(2.68) IF (I = sup [(£ (1) on)|

si (¢n) est une suite dense dans la boule unité de H. On dira alors que f est intégrable sur
I si

(2.69) /I||f(t)Hdt < 400,

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il s’ensuit que chacune des fonctions (2.66) est intégrable,
et que la forme linéaire

(2.70) L:peH— /I(f(t)\ga)dt
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vérifie
L < ([ 170l

D’apres le théoreme de représentation des formes linéaires continues sur H, on en déduit
Pexistence d’un élément unique J de H tel que, pour tout ¢ € H, L(p) = (J | ¢). On
appellera J l'intégrale de f sur I, et on notera

(2.71) J:/f(t)dt.
I

Remarquons que

2.72) | [ s < [1sopar

A titre d’exercice, le lecteur pourra étendre a ce cadre les résultats classiques de théorie de
I'intégration : convergence dominée, complétude de I'espace L (I, H), théoréme de Fubini, ...
Il pourra également vérifier que, si Q est un ouvert de R?, I'espace L'(I, L?(£2)) ainsi défini

s'identifie aux éléments f € LL (I x Q) vérifiant

(2.73) /I(/Qf(t,x)|2dx)1/2dt < 400,

et que 'intégrale (2.71) n’est autre que I'intégrale usuelle par rapport & t.
Compte tenu de ces définitions, il est facile de démontrer le résultat suivant, dont nous
laissons également la démonstration au lecteur.

Proposition 2.27. — Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe sur l’espace de
Hilbert séparable H. Pour tout ug € H, pour tout f € L*(J0,T[,H), il existe u € C([0,T], H)
unique tel que u(0) = ug et, pour tout v :)0,T[— K de classe C' a support compact,

fOTw(t)u(t)dt appartienne ¢ D(A) et

(2.74) A(/OT w(t)u(t)dt) —/OTw/(t)u(t)dt—k/OTw(t)f(t)dt.

De plus, u est donné par la “formule de Duhamel”
t

(2.75) u(t) = e Hug —I—/ e~ DAL (1) dr.
0

Terminons ce chapitre par quelques commentaires sur la régularité des solutions de
(2.74). Soit H; un espace de Hilbert séparable. On suppose donnée une application linéaire
continue

j: H1 — H.
Il est facile de vérifier que, si f; € L'(I,H;) au sens précédent, alors f = j o fi est dans
LYI,H), et

(2.76) j(/lfl(t)dt) :/If(t)dt.
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Supposons de plus j injective, et plagons-nous sous les hypotheses de la proposition 2.27.
Supposons enfin que e~ laisse invariante l'image de j. On définit alors une application
linéaire S;(t) : H1 — Hq par jo Si(t) = e ¥ o j. D’apres le théoreme du graphe fermé,
S1(t) € L(H1). Supposons de plus que, pour tout élément vy de H;p, lapplication de t €
Ry — Si(t)v1 € Hy soit continue, de sorte que Sp soit un semi-groupe sur H;. Notons A;
son générateur infinitésimal. Alors, si ug = j(uo,1), on conclut, en utilisant par exemple la
formule de Duhamel (2.75), que u(t) = j(u1(t)), ol u; est donnée par la proposition 2.27 en
remplacant H, A, ug, f par H1, A1, uo,1, fi.






CHAPITRE 3

PROBLEMES VARIATIONNELS, EQUATIONS D’ONDES

3.1. Rappels sur la résolution du probléme de Dirichlet

Rappelons d’abord un résultat abstrait classique. Soit a(u,v) une forme sesquilinéaire
sur un espace de Hilbert H. On dit que a est coercive si et seulement si :

3C > 0;Yu € H,  a(u,u)| > C|lul?.
Théoréme 3.1. — (Lax—Milgram). Soit a une forme sesquilinéaire continue et coercive

sur un espace de Hilbert H. Alors pour toute forme linéaire continue ¢ sur H, il existe un
unique vecteur u € H tel que

YoeH, alu,v)=(p,v).
Le théoreme 3.1 est une conséquence immédiate du théoreme de représentation des
formes linéaires continues sur un espace de Hilbert, et du lemme des opérateurs coercifs

(proposition 2.22).
Soit © un ouvert de R%. On note

H'(Q) = {ueD(Q);ue L*(Q),Vue L*(Q)}.

Alors H*(Q2), muni du produit scalaire

(u|v)gr = (u|v)p2 + (Vu| Vo) 2 = /Q(u(x) v(z) + Vu(z).Vo(z)) dz

est un espace de Hilbert. On note H}(Q) Padhérence de C§°(Q2) dans H'(Q2) et H~1(Q) son
espace dual. L’application
pe H Q) — T, € D'(Q)
définie par
G5 _ Hy o0
<T¢,¢>D/ = <%¢>H71 , Ve CO
est injective puisque C§°(Q) est dense dans H{(Q2). Cette application nous permet donc
d’identifier H~1(2) & un sous espace de D'(f2), ce que nous ferons désormais.
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Théoréme 3.2. — Pour tout f € H=Y(Q), pour tout A > 0, il existe un unique u € Hg ()
tel que

(3.1) —Au+ M= f dans D'(Q).
De plus, si §) est borné, ce résultat est encore vrai pour X = 0.
Démonstration. — L’équation (3.2) s’écrit
V€ G, (=AY + 20T = (F
SV € CR(Q), (Vu, V)5! + M )p! = (F)s
=V e Hy(Q), (ValVe)r2 + @)z = (/)

et le théoreme de Lax—Milgram donne le résultat. Pour A = 0, la coercivité est fournie par
le lemme suivant.

Proposition 3.1 (Inégalité de Poincaré). — . Soit Q un ouvert borné. Alors il existe
C > 0 tel que Yu € H(Q)

lullL2(0) < Cl|VullL2(q)-
Démonstration. — Les deux termes de ’inégalité étant continus pour la norme H', il suffit
de démontrer cette inégalité sur un ensemble dense dans H (£2), soit C§°(£).

Supposons Q C {z = (z1,...,24); |x1| < R} alors pour u € C§° (),

Ty a
u(x) */ 8;:1 (t,zo,...,zq)dt

Xy 2
/|u \dzf/‘/ e txl,...,xd)dt‘ dridzy ... dxg
€1
//_R/ ’axlt:cg,. :L'd’ dt x (z1 + R)dx

/ / (t xg,...,xd)‘ dtdzy ...dxg % / (1 + R)dxy
xd 3171 r1=t

< 2R2H )
(9561 L2
ce qu’il fallait démontrer.
Ezercice 8.2. — Soit Q un ouvert borné. Montrer que —A est un isomorphisme de HE(Q)

dans H=Y(Q)). On munit H}(Q) de la norme

lull; = [VullZ.
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et H=! de la norme

Hy

[ollg-r = sup [{v,u)|y%: = sup  [(v,9)]-
lll gy =1 PeCE llell g =1
1. Montrer que siv = —Au, u € H}(Q) alors ||v]|g-1 = [ullga, c’est a dire

[ollzr-1 = VAR (v)]] 2

2. Que se passe-t-il si on munit H () de la norme ||ul|3, = ||[Vul|32 + |lul|2. 2

3.2. Décomposition spectrale des opérateurs compacts autoadjoints

Définition 3.3. — Soient Hi, Ho deux Hilbert et T € L(H1,Hz2) un opérateur continu
de Hi dans Ha. On dit que T est compact si et seulement si T(B(0,1)) est un ensemble
compact dans H.

Example 3.4. — Un opérateur de rang fini est compact. Plus généralement, une limite,
pour la norme d’opérateurs, d’une suite d’opérateurs de rang fini, est un opérateur compact.

Démonstration. — En effet, montrons que toute limite en norme d’opérateurs compacts est
compacte. Soient T,,, T' € L(H1,H2) tels que

1o = Tl (31 32) — 0

avec T, compact pour tout n. Fixons € > 0 et T, tel que ||T;, — T|| < §; comme T},(B(0,1))
est compacte, on peut la recouvrir par un nombre fini de boules de rayon §

T.(B(0,1)) C Lj B(xi, %)

donc
N

T(B(0,1)) C | B(wi,e) .
i=1
On peut donc recouvrir T(B(0,1)) par un nombre fini de boules de rayon € > 0, c’est donc
un ensemble compact et 'opérateur T' est donc compact. O

Enfin, il est facile de montrer qu'une composée d’opérateurs continus dont I'un au
moins est compact, est un opérateur compact. Voyons tout de suite un exemple d’opérateur
compact.

Proposition 8.5. — Soit Q un ouvert borné. Alors Uinjection i : Hg(2) — L2*() est
compacte.



38 CHAPITRE 3. PROBLEMES VARIATIONNELS, EQUATIONS D’ONDES

Démonstration. — lére étape : On remarque d’abord que le prolongement par 0 envoie
isométriquement Hg (Q2) dans H'(R?). En effet, si u € HE(Q), alors il existe ¢, € C§°(Q)
tel que
©n — u dans L?*(Q)
Ve, — Vu dans L?(Q).

La suite ¢, € C5°(Q2) C C°(RY) est donc de Cauchy dans H'(R?) et elle converge donc
vers ¢ € H'(RY). Or il est clair que

¢0n — u dans L*(R%)
ol

u(x) = u(x) si x € Q

=0 sinon
donc u = ¢ € H'(R?).
2&me étape : Vi) € C5°(R?), 'application j : u € HY(R?) — u x ¢ € L?(R?) est compacte.
En effet, supposons que ¢ € C§°(] — R, R[%). Notons (u)# le prolongement par périodicité
d J d . . 1

sur R?, de période 2RZ de ¢u. Supposons (pour simplifier le calcul) R = 3. Notons pour
a=(ny,...,ng) €24

alors

d
IV ) #1321 1y = D [Talup)* x D 4%,
VA 1
Notons
N U Z e2ma~mTa(1/)u) X 1906]_%,%[0:
la| <N

d’apres ce qui précede
. C
7 = Jnll e mayLegay) < N
Les opérateurs jy sont compacts (car de rang fini) donc j est un opérateur compact.
3éme étape : Finalement, en choisissant 1 € C§°(R?) tel que Yo = 1 linjection ¢ :
HY(Q) — L*(Q) se décompose en
H} Q) — H'RY — LXRY) — L2(Q)
u — U — Yu — ¢M|Q
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et comme le composé d’un opérateur compact et d’un opérateur continu est compact, on
obtient la compacité de 1. O

L’un des avantages des opérateurs compacts est qu’ils possedent une décomposition
spectrale tres simple.

Théoréme 3.3. — Soient H un Hilbert et T € L(H) un opérateur compact autoadjoint.
Alors les valeurs propres de T mon nulles sont de multiplicité finie; elles sont en nombre
fini ou forment une suite tendant vers 0. De plus, H admet une base hilbertienne formée de
vecteurs propres de T.

Démonstration. — 1lére étape : Si A est une valeur propre non nulle de T', de sous—espace
propre E), alors l'application identique de E) coincide avec T/A, donc est compacte. Le
théoreme de Riesz assure alors que E est de dimension finie.

2éme étape : Supposons que T admette une infinité de valeurs propres non nulles. Soit
(An) une suite injective de telles valeurs propres convergeant vers A. Pour chaque n, soit e,
un vecteur propre unitaire associé a \,. Alors les e, sont deux & deux orthogonaux puisque
T est autoadjoint. Quitte a extraire une sous—suite, on peut supposer que Te, converge; si
on suppose de plus que A # 0, alors e, = Te,, /A, converge vers un vecteur e, qui est donc
lui aussi unitaire. Mais ceci est absurde, puisque (ele,) est la limite de (e,le,) quand p tend
vers l'infini, donc est nul, de sorte que, en passant a la limite en n, on conclut que e = 0.
Il en résulte que 0 est le seul point d’accumulation possible des valeurs propres de T', qui
forment donc une suite tendant vers 0.

3éme étape : Montrons d’abord que, si T # 0, alors T a au moins une valeur propre non
nulle. En effet, soient M = ||T|| et u, € B(0,1) tel que [|[Tuy| — M (n — +00). Quitte a
extraire une sous-suite, on peut supposer (puisque l'opérateur T' est compact) que Tu,, — v
dans H. On a [jv]| = M et

(Tv|up)y = (v|Tu,) — (v|v) = M2
Notons u, = pn + qn, Pn = \nTv, (¢n, Tv) =0. On a
(0| Tun)u| = [(Tolun)w| = (Tolpa)| < ITI[vllpall = M2|pnll

donc lim||p,|| = 1 = lim |ju,||, donc lim |[g,]| = O et, quitte & extraire encore une
n n—oo n—-+4oo

sous suite, on peut supposer que A, converge vers A, de sorte que u, — ATw. Il en résulte
que |ATv|| = 1 et A|Tv||? = M?, dott A = 1/M?. Mais v = lirrlnTun = MN?vetv €
Ker(T? — M?) = Ker(T — M)(T + M) ; les deux opérateurs T F M ne sont donc pas tous
les deux injectifs ; 'opérateur T" a donc une valeur propre dont la valeur absolue est M.

4éme étape : Soit (A,), la suite (éventuellement finie) des valeurs propres non nulles de
Popérateur T. Notons E,, = Ker(T — A, Id). Les F,, sont orthogonaux deux & deux. Soit
E = Vect (@En) I'espace vectoriel engendré et F' = E son orthogonal. Alors F' est stable

n

par T. En effet, si (u|v) =0 Vv € E,, alors
(Tulv) = (u|Tv) = A\p(ulv) = 0.
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De plus F' est fermé et Tjp € L(F') est autoadjoint compact. Par construction, 7}y ne peut
avoir de valeur propre non nulle, donc, par iii), 7} = 0. Pour conclure il suffit maintenant
de prendre une base orthonormée dans chaque F,, et une base hilbertienne dans F. On
obtient ainsi, d’apres ce qui précede, une base hilbertienne de H. O

Application : le spectre du laplacien de Dirichlet sur un ouvert borné. Soit
© un ouvert borné de R%. On considere 'opérateur T, qui & u € L2(Q) ¢ H~1(Q) associe
I'unique solution Twu € H}(Q) C L*(Q) de I'équation

—A(Tu) = u dans D'(£).
D’apres 'inégalité de Poincaré, on vérifie facilement que

IVTul| 2 < Cllul| L2

donc T est continu de L?(2) dans H} (). L'opérateur i o T' est donc un opérateur compact
sur L2(£2). On vérifie également (en revenant & la définition de T') que i o T est autoadjoint
et injectif. Il existe donc une base hilbertienne (e,,) de L?(£2) formée de vecteurs propres de
10T ; notons Te, = upen. On remarque que

(en|Ten)r2 = ||VT€71H2L2
d’on

1= ,u'rLHV@n”QL2

et p, > 0 pour tout n. Considérons 'opérateur non borné sur L?(2), de domaine

D(-Ap) = {ue HY(Q),-Aue 12(@)},

et défini par —Apu = —Au. Alors l'opérateur i o T' est l'inverse de —Ap et on a la ca-
ractérisation suivante.

Proposition 3.6. —

L*(Q) = {u €D (Q);u=Supe,, Ilu,*< —I—oo}

1
Hi(Q) = {u €D'(Q);u=Supen, Il|u,?x — < +OO}.
i

n
1
D(—Ap) = {u €D (0);u=Yupen, 2|u,l?® x — < —l—oo}.

K
Démonstration. — La premiere égalité provient du fait que (e,) est une base hilbertienne
de L%(Q). En remarquant de plus que, pour tout u € Hg, (Vu|Ve,)r: = (ulen)r2/pn, on
en déduit que (/i _en) est une base hilbertienne de H}, d’ot la deuxieme égalité. Enfin, la
troisieme égalité découle du fait qu'un élément v de H~' appartient & L? si et seulement si

1
Z|<v,€n>gf’,1|2 < 400 .
O

La suite des A, = 1/u,, décrit les valeurs propres de —Ap. C’est une suite de nombres
positifs tendant vers 'infini. Si €2 est connexe, on peut montrer de plus que \; est simple.
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3.3. Equations d’ondes

Soit © un ouvert borné. On munit, comme ci-dessus, H} () de la norme

iy = [ 190 do

Par ailleurs, on désigne par a une fonction L*> sur ),

Théoréme 8.4. — Pour tout (ug,u1) € HE(Q) x L*(Q), il existe une unique fonction
u € C'(Ry; L2 () N CO(Ry; Hy ()

solution du systeme

02 0 ,
(——A—l—a(m)&)u:o, D'(2xRy)

ot?
(3.2) U9 xR, = 0
U|t=0 = U0, &U\tzo = Uuj.
De plus, en notant
1
(3.3) B(wt) = 5 [ w(t.)? + [Vu(t.o) do
Q

on a lidentité
t

(3.4) E(u,t) = E(u,0) — / / o(2)|Ovul2 dzdt .
0 Q

0 -Id
—-A a(x)

D(A) = D(~Ap) x Hy ().

Démonstration. — Notons H = H}(Q) x L?(Q) et A = ( ) de domaine

On munit H de la norme

IANE 9 2
| (o)L, = I97ula) + 0l

et du produit scalaire associé. On a alors

(A (z) ‘ <Z>)H = (=V0|Vu) 12 + (—Au + a(z)v|v) 2
= —(Vo|Vau) 2 + (Vu| Vo) 2 + (a(@)v]v)

e (4(5) (1)) = @) = —fallclol

Ainsi Vopérateur A + ||a||loo est accrétif. Soit A > 0. Etudions la surjectivité de (4 4+ \) de
D(A) sur H. Soient (f,g) € H. Alors

A=) = e o
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avec (u,v) € D(A). Ce probleme équivaut a trouver u € H}(2) tel que
—Au+dau+Nu=g+ (a+\)f=ke L*Q).

On conclut par le théoréme de Lax—Milgram, en remarquant que, pour A > ||al|~, la forme
sesquilinéaire

b(u,v) = / V.V + (Aa + \?)av dzx
Q
est continue et coercive sur Hg (). Il en résulte que A+ ||al|~ est maximal accrétif. De plus,
un raisonnement analogue montre de méme que —A + |||l est maximal accrétif. D’apres

le corollaire 2.25 et la remarque 2.20, I'opérateur A engendre un groupe d’opérateurs sur
H. O

Nous allons montrer que l'unique solution du systeme (3.2) est la fonction u définie par

U\ _ A [Uo
(o) = ():

Soit u € C(R,H}(Q)) N CHR, L*(Q)) vérifiant u(0) = wug,du(0) = u;. Un argument
élémentaire de théorie des distributions assure que I’équation

0%u ou
T —Au+a(m)a =0
équivaut a
0%u ou
(3:5) (55 — Bu+ale) 57 ¥p() ) =0

pour tout ¢ € C(R) a support compact et tout » € C§°(2). En notant

Ve (o) @

on constate que V € H(Q) x H3(Q) et que I'équation (3.5) équivaut a 'équation suivante
au sens des distributions sur €,

(o D)= [ v ()
soit encore & V e D(A)
gt av= [y (6%&2)) i

— 00

Le corollaire 2.19 et la remarque 2.20 completent la démonstration.
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11 reste a établir l'identité d’énergie (3.4). Supposons d’abord (ZO> € D(A). Alors
1
u € C%(Ry; L2(Q)) N CH(Ry; HE (Q) N CO(Ry; H?(2)) done
d

Pt =

dt2/ |Vul|? + |0pu|?dz

= Re/ Vu - 0,Vu + Oy - 3t2ﬂdx
Q

= Re/ Vu - 0,Vu + dyu(—a(x)0u + Au)dz
Q

——/Qa(x)‘gturdx.

L’identité (3.4) est donc vraie pour (ZO
1

a la limite et densité de D(A). O

) € D(A); elle est donc vraie en général par passage

Remarque 3.7. — Le théoréme 3.4 est susceptible de nombreuses généralisations. D une
part, en utilisant la proposition 2.27, il est possible d’ajouter a l'équation (3.2) un second
membre f € L1(]0,T[, L?(Q)), lidentité d’énergie (3.4) devant étre alors modifiée en

(3.6) B(u, E(u,0) / / z)|0ul*dzdt — Re / / forudxdt .

Une autre généralisation, qui nous sera utile au chapitre 6, concerne le cas d’une équation
a coefficients variables, décrivant la propagation d’une onde dans un milieu inhomogéne
occupant louvert 2. Soient p : Q@ = Ry et kj; : Q@ = R, 1 < 4,5 < d, des fonctions
mesurables vérifiant, pour presque tout x € Q, pour tout & € RY,

(3.7) a<pla)<b, k(@) =ki(x), oll?< Y ky(2)&g < BEP

1<i,j<d

ot a,b,«, B sont des constantes strictement positives. On désigne par K(z) la matrice
symétrique définie positive de coefficients k;;(x). En raisonnant comme au paragraphe 3.1,
on montre que 'opérateur

u— div(K'Vu)

est un isomorphisme de H}(Q) sur H=1(Q), et posséde sur L?(Q2) une décomposition spec-
trale analogue a celle du laplacien de Dirichlet. Enfin, on considére, sur l’espace de Hilbert

H = HL(Q) x L2(Q) muni de la norme

1(2) = [ K9wTm+ o ) o
Q

lopérateur
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de domaine

D(A) = {u € H}(Q),div(KVu) € L*(Q)} x Hy(Q).
On étend alors sans difficulté le théoreme 3.4 a l’équation

2

0 a(;“) — div(KVu) + a(x) % =
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier, a titre d’exercice, les détails de la démonstration,
et achevons ce chapitre en énoncant une derniére généralisation du théoreme 3.4, pour des
données moins régulieres.

0.

(3.8)

Théoréme 3.5. — Avec les notations ci-dessus, pour tout (ug,v1) € L*(Q) x H~1(Q), il
existe une unique fonction u vérifiant

u € CO(Ry; LA(Q)), puc CHRy; HH(Q))

solution du systéeme

2
(a 8(;;“) - div(KVu)) =0 dans D'(Q x R,)

Ujt—o = o,  O¢(pu)ji=0 = V1
et ujpaxr, = 0 au sens suivant

+oo
VY € Cp(Ry), Y(tyu(t)dt € Hy ().
Démonstration. — La faible régularité de la fonction p nous obligent & définir un groupe

d’opérateurs légerement différent du précédent. On désigne par Tk : H-1(Q) — HE(Q)
lopérateur inverse de — div(K'V) : H}(Q) — H~1(Q). On munit Pespace L*(Q) x H~1(Q)

de la norme )
U - H! 2
H (v> HH = <’u,TK’U>Hé +/Q|u| p(x) dx.

Soit B l'opérateur sur L?(Q) x H () de domaine D(B) = H}(Q) x L*(Q) défini par
_ 0 —1/p . R I

B = <_ div(KV) 0 > On vérifie alors, comme a la preuve du théoreme 3.4, que £B

est maximal accrétif sur L?(Q) x H~1(Q), et que le systéme étudié est équivalent &

(o) =" (22) -



CHAPITRE 4

PROBLEMES DE CONTROLE ET DE STABILISATION

Le but de ce chapitre est de présenter quelques probléemes de controle sur ’équation des
ondes ainsi que la méthode H.U.M. qui permet d’en aborder I’étude. Dans toute la suite, on
désigne par € un ouvert borné de R?.

4.1. Stabilisation de 1’équation des ondes

On se donne une fonction a € L () & valeurs positives ou nulles. Nous avons vu au
théoreme 3.4 comment résoudre le systeme

02 9 /
(@ _A+a(aj)&)u—0, D'(Q x Ry)
(4.1) ujpoxr, =0
0
Ujg=0 = U € H&(Q% EU”ZO =u € LQ(Q)

Nous allons maintenant étudier le comportement de ’énergie E(u,t) d’une solution u de ce
systeme lorsque ¢ tend vers +o0o. Rappelons 'identité d’énergie : en notant

(4.2) E(u,t) = %/ﬂ |0pu(t, z)|* + |Vu(t, z)|? dz |

on a l'identité

(4.3) E(u,t) = E(u,0) — /Ot/ﬂa(x)|8tu|2dxdt .

Notons que, puisque a > 0, Pénergie F(u,.) est une fonction décroissante du temps.

Théoréme 4.1. — [Stabilisation forte] On a équivalence entre :

(i) il existe f: Rt — RT, tlig_n f(t) =0 telle que, pour toute solution u de (4.1),
— oo

(4.4) E(u,t) < B(u,0) x f(1).
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(ii) Il existe T > 0, C > 0 tels que, pour toute solution u de (4.1),

(4.5) E(u,0) < C’/OT/Qa(m)‘;u‘dedt.

De plus si i (ou i) est vérifiée, alors il existe A et o > 0, tels que l’on puisse choisir dans
(4.4)
f(t) = Ae "

Démonstration. — — 1 =ii. Soit T tel que f(T) < 1; d’apres (4.3), on obtient

E(u,0)(1 / / 2)|0yu)?dadt.

— ii = i. D’apres l'identité d’énergie (4.3), on obtient
E(u,T) < E(u,0)(1 —C™1h)
< BE(u,0) avec 0 < B< 1

en appliquant cette relation entre ¢ = 0 et T puis entre T et 27',...,(n — 1)T et nT,
on obtient

E(u,nT) < B"E(u,0)
Comme ’énergie est décroissante, on vérifie que o = ’KT”B et A= B! donnent

E(u,t) < Ae™ .

Théoréme 4.2 (Stabilisation faible). — On a équivalence entre :
(i) Pour toute solution u de (4.1), . ligrn E(u,t) =0.
— 100

(i) V (ZO) vecteur propre de lopérateur A, de valeur propre X, la solution u de (4.1)
1

vérifie t_lgrnoo E(u,t) =0.

(iii) ¥ (z(l)) vecteur propre de lopérateur A, a(x) x |u1]?> = 0= up =0, u; = 0.
(iv) Yu vecteur propre de l'opérateur —Ap sur L?(Q), de domaine
D(-Ap) = {u € Hy(Q); Au € L*}
alors au =0 = u = 0.
Démonstration. — — L’implication i = ii est évidente.

— Montrons 'implication ii = iii. Pour un vecteur propre (u0> de A,
1

_ U, _ U
etA(o):et,\<o>
U1 U
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et

iE(u,t) = — a(x)|6tu(t,x)|2dx = —e_ZtRe”\/ a(x)|u1(x)\2da: ,

ce qui montre que E(u,.) est constante si au; = 0. Mais E(u,t) — 0 donc E(u,0) =0
et ug =u; =0.
iii = iv Soit u un vecteur propre de 'opérateur —Ap associé a la valeur propre z et

vérifiant a(z)u(x) =0 . On sait que z > 0 et on voit facilement que z\;%u est un

vecteur propre de A associé & la valeur propre —iy/z, qui vérifie \/za(z) x |u1|*> = 0;
il en résulte que u = 0.

iv. = i On remarque tout d’abord qu’il suffit de démontrer i) pour <20> € D(4),
1

le résultat pour (ZO) € H s’en déduisant par densité de D(A) dans H. Supposons
1

que 1 ne soit pas vérifié. Alors il existe ¢, — +oo tel que E(u,t,) 4 0. On remarque,
comme ’énergie est décroissante, qu’alors

lim E(u,s) =a>0.

s——+00

Ecrivons ultn) ) _ e~tnA (“0)  Cette suite est bornée dans D(A). En effet,
Oyu(ty) (0

H (aﬁ%) HZ,SXLQ = 2E(u,t,) < 2E(u,0)

4 (tn) H2 — 2E(a, t,) < 2E(, 0)
Ou(tn) ) Iy L2 = ’
ou @ désigne la solution de (4.1) avec les données

() =a(i):

En vertu de la proposition 3.6, l'injection D(A) — H est compacte, donc il existe

une sous—suite (t,, ) telle que < u(tn,) ) — (UO) dans H. On a alors, si on note

0 (o Brutny) v
(i) = (1)

e tA (V0 iy e t4 u(tn,) — lim e (ngtH)A (U0
U1 k—~+o00 8tu(tnk) k—+o00 U1

et, comme E(u,t) est décroissante, on en déduit

E(v,t) = SETOO E(u,s) = E(v,0) = a > 0.
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On obtient ainsi, pour tout ¢ > 0, [ a(z)|dyv|*(t) = 0. La fonction v est donc solution
de
(02 — Ay =0
V|t=0 = Vo, atv|t:0 =1
U|BQ =0.

Décomposons v sur une base hilbertienne de L?(f2) formée de vecteurs propres de
—AD :

“+o0

(4.7) v(t) =Y (4™ oy, e VA

1
avec —Apvy+ = AU t, Ay # Ay siv # p, et

v |t=0= Z(UV& + Uu,f) =V = ZUV,O
OV |= 0722\/ (Vo —Vp—) =01 = Zvul-

Enfin, ug € HO (), uy € L*(Q) se traduisent par

+oo

3 > v lFe + low—l172)A = lvollZs + llvillZe < +oo
1

et

—_

Fixons v > 1 et posons w(T,z) = = fOT dsv(s,z)e”*V* o ds; notons w = {x;a(z) >
0}. La condition dsv|, = 0 implique
W) = 0.

Par ailleurs,

, VA T (VA= 3or)
w(T', ) =in/ Ay vy 4+ (2) + : (e : o) — vy 4
o V;O iT(VA = v Av)

B i iV (e~ TWAHVA) 1)y,
T(\/x+ \/ Al/o)

ce qui implique que w(T, z) — i\/Ay, vy, + tend vers 0 dans L?(Q) quand T tend vers

I'infini. Comme w,, = 0, on en déduit v,, + = 0 sur w, donc v,, = 0 d’apres iv).

On obtient de la méme fagon v,, - = 0, et finalement v = 0, ce qui contredit (4.7).
O

Remarque 4.1. — Les théorémes 4.1 et 4.2 se généralisent sans difficulté au cas
de Uéquation des ondes inhomogéne (3.8). De plus, lorsque la fonction K n’est pas
trop singuliére (lipschitzienne), on peut montrer qu’une fonction propre de l'opérateur
—p~Ldiv(KV) qui est nulle dans un ouvert connexe w de §2, est nulle dans la composante
conneze de w dans Q. Une démonstration d’une propriété un peu plus faible (suffisante
pour les applications du chapitre VI) est donnée en appendice. Au vu du théoréme 4.2, il
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en résulte que, si chaque composante connexe de ) contient un ouvert non vide sur lequel
la fonction a ne s’annule pas, 'énergie de toute solution de (3.8) tend vers 0 quand t tend
vers +00.

4.2. Controle de I’équation des ondes (méthode HUM)

Soient T > 0, w C Q et O(x,t) = 1)9,7((t)1u(x). On considere le probleme d’évolution

suivant
0?2 — A)u =0 x
(4.8) (9; ) g
u|t:T = 0, 815’11,‘15:]1 =0.

L’existence et I'unicité d’une solution v € CY(R; L2(Q)) N C°(R; HE(2)) de (4.5) découlent
des résultats du chapitre III (voir remarque 3.7). En outre, il est facile de constater, & aide
de la formule de Duhamel (2.75), que 'opérateur

R:g € L*(J0, T[xw) — (uj—o, Orup—o) € Hy(Q) x L*()
est continu. On s’intéresse alors au probleme de controle suivant : quelle est I'image par
l'opérateur R de L?(]0,T[xw)? Autrement dit, quelles sont les données (ug,u;) € Hg X
L? pour lesquelles qu'il existe g € L?(]0,T[xw) tel que la solution u € CO(R; H}(2)) N
CY(R; L?(Q)) de

(02 — A)u =g x 0(x,t), Up—o = Yo, Opllpp—g = U1

vérifie upy—r = 0, Qyupy—r = 0 (et donc up>r = 0)? Nous allons voir que cette question
se ramene a I’étude d'un probleme dual. Soient (vg,v1) € L?(Q) x H=1(Q) et soit v €
CH(Ry; H71(Q)) N CO(Ry; L2(2)) la solution de 1’équation

(07 —A)w =0, vy—g=v0, OV—o=711, Vpaxr, =0
donnée par le théoreme 3.5. Notons S(vg, v1) = v x 8(x,t). Alors S est continu L? x H~1 —

L2(]0, T[xw). L’estimation clé de la méthode HUM (Hilbert Uniqueness Method) est le
résultat suivant de dualité entre les opérateurs S et R.

Théoréme 4.3. — Soit g € L?(]0, T[xw) et soit (vg,v1) € L?(Q) x H~X(2). Alors, en
notant Rg = (ug,u1) € HL(Q) x L3(Q) on a

T
(4.9) (uo,m)g - <u1,vo)£2 :/ /g x S (vo,v1)dtdz.
0 w

1
0

Preuve. Il suffit de démontrer cette relation pour g € C2(]0, T'[; H} () et (vo,v1) € Hg x L?.
En effet ces espaces sont denses dans L?(]0, T[xw) et L?(2) x H~1(Q) et on peut passer a
la limite dans 1'égalité (4.9). Pour g € C2(]0,T'[; H}(£2)), on vérifie facilement que

u € C°(Ry; D(—Ap)) N CH(Ry; HE(Q)) N C?(Ry; LA(Q))
et, pour (vo,v1) € H} x L2,
v € CO(Ry; HY(Q) 1 O (Rt L2()) N C2(Bys H-(9).
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11 vient

T T T
2u(t), v = hu(t), v(t)) — (u(t), O u(t), 0%v H
| @pute)oenat = [ [ @uute). o) = tute) o]+ [ o). o)ty i

T
— (s 00) B+ (g, 01V +/ w(t) x O2v(t)dt.
0

1
0

D’autre part

T T ) T »
/ —Auvdmdt:/ <—Au,v>%2dt:/ (u, —AvYE, " dt.
0 Jo 0 0 0

Finalement, en regroupant les termes on obtient

T T T
/ / O(x,t) X g x vdadt = / /([“)t2 — A)u X vdxdt = / (u, (02 — A)w)ﬁ;ldt
0 Jo o Ja 0 0

-1 -1

2 2
— (u1,v0) 72 + (uo,v1) 1 = (ur,v0) 2 — (uo, v1)j

1 1
0 9]
ce qui implique la relation (4.9).
Nous allons maintenant déduire du théoréme 4.3, deux résultats de controle.
Corollaire 4.2. — On a équivalence entre :
(i) L’image de Uopérateur R est dense (on peut contréler un ensemble dense de données
initiales (ug,uq)).
(i) Le noyau de lopérateur S est réduit a {(0,0)}.
Démonstration. — Soit F = S(R) C H}(Q) x L*(Q). Les espaces de Hilbert H} x L? et
H~1 x L? sont en dualité par 'application bilinéaire

H~1xL?
(w0, 1), (v1,v0)) g1 2 = {uo, v1) = (un, vo).

(Le signe — qui change par rapport aux conventions habituelles simplifie 'exposition). L’es-
pace F est dense si et seulement si son orthogonal (pour cette dualité par exemple) est réduit
a {(0,0)}. Or

Ft= {(vl,vo);Vg € L?(]0, T[xw), (ug, v1) — {u1,v0) = O}

donc d’apres le théoreme 4.3

T
Ft= {(Uo,m);Vg € Lz(]O,T[Xw),/O /g(x,t)S(vo,vl)dtdx = O}
Ft = {(vo,v1); S(vg,v1) = 0} = Ker S.
O

Le deuxieme résultat de controle est plus précis et donne une condition nécessaire et

suffisante pour que I'image de I'opérateur R soit I’espace tout entier : S(R) = H} x L2

Théoréme 4.4. — On a équivalence entre :
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(i) S(R) = H} x L?
(ii) 3C > 0;¥(vo, v1) € L2(Q) x H1(9)

T
|18t en)Pdwde = Cllulze + o)
o Ja
Démonstration. — i = ii On remarque d’abord, d’apres le théoreme 2.4 de 'applica-
tion ouverte que si S(R) = H} x L?, alors 3n > 0 tel que
B(Ovn)ngm C R(B(07 1)L2(]0»T[XW))'

Fixons (vg,v1) € L? x H™1. Soit (ug,u;1) € H} x L? tel que

a) [luoll7 + luall7e = 1.

b) (uo,v1) — (u1,v0) = (|[voll72 + [[oalF-:)"/>.

Soit g € L*(]0, T[xw) tel que R(g) = (uo,u1) et [|g]l2(jo,r[xw) < £. On obtient alors

1

L
T

(lvoll22 + llosl|%-1)Y? = (ug, v1) — (w1, vo) =/ /g(x,t>5(vo,v1>dtdfc
0 w

l9llz2qo,71xw) X 1S (vo, v1)llL2q0,7[xw)

IN

IN

1
%”S(UOa v1) HL2(]0,T[><(,U)-

ii = i . Considérons l'opérateur Ro S, L? x H~! — H x L?. Puisque S(vg,v1) =
S(vg,v1), on a

R T
<ROS(”Ovvl)v(@0761)>g1xzf :/ /\S(vo,v1)|2dxdt
0 o Ja

> C[llwollZz + loall ]

L’opérateur R o S est donc coercif, donc bijectif et S(R) = H{ () x L*(Q).
O

Remarque 4.3. — Comme dans la remarque 4.1, il n’est pas difficile d’étendre au cas d’une
équation des ondes dans un milieu inhomogéne (p, K) les théorémes 4.3 et 4.4.






CHAPITRE 5

OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS

Dans ce chapitre, £ désigne un ouvert non vide de R?.

5.1. Opérateurs différentiels

Un opérateur différentiel sur Q est une application linéaire P : D'(Q2) — D'(Q) de
la forme

Pu(x) = Z o (z)0%u(x)

lal<m

ou les fonctions a, sont C* sur 2. Le plus grand entier m tel que les fonctions a,, |a| = m,
soient non toutes nulles est appelé ordre de P, et la fonction p : © x R — C définie par

pa,&) = > aa(z)(i&)”
la|<m

est appelée symbole de P. On remarquera que p est caractérisé par 'identité

(5.1) P(eg)(x) = p(x, §)ee(x),

ol eg(x) = €€, On a coutume d’introduire le multivecteur symbolique D = (D1, ..., Dg)
par D; = %@-, de sorte que lopérateur P s’écrit, en posant by = i%laq,

P= " ba(z) D* = p(x,D).

la|<m

La formule (5.1) se généralise alors sous la forme suivante : pour tous (z,&) € Q x R?, pour
toute distribution u € D’'(),

Igp(x,€)

D*u
al

(5.2) p(x, D)(egu) = ep(w,§ + D)(u) = e >

(03

)

la somme précédente étant finie puisque p est polynomiale dans la variable £.
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Proposition 5.1. — Si P = p(x,D) et Q = q(z, D) sont des opérateurs différentiels sur
Q, d’ordres m,n respectivement, alors le composé PQ est un opérateur différentiel d’ordre
au plus m 4+ n, et son symbole est donné par

(5.3) p#aq(z, &) = Z —08p(2, €D a(w,9),

la somme étant finie.

Démonstration. — Si P,Q sont des monémes différentiels aD®, bD?, Po(@Q est un opérateur
différentiel & cause de la formule de Leibniz, qui fournit la formule (5.3) dans ce cas. Le reste
de la proposition s’en déduit par bilinéarité. Si I'on préfere, on peut aussi déduire (5.3)
de (5.2), puisque

PoQ(e)(x) = p(z, D)(q(- §)ec) = eep(a, & + D)(q(+,€))
—efz fpxg 2q(@, ).

On dispose d’un résultat analogue pour ’adjoint formel.

Proposition 5.2. — Si P = p(x, D) est un opérateur différentiel d’ordre m sur Q, alors
il existe un opérateur différentiel P* d’ordre m sur Q tel que, pour toutes fonctions u,v €
C>(Q) dont l'une est a support compact,

(54) (Pu ‘ U)LQ(Q) = (u | P*’U)Lz(g).
Le symbole de P* est donné par la somme finie

(55) b€ = 30 DR ogR,©).

«

Démonstration. — La encore, il suffit de traiter le cas ou P = aD®, et la proposition résulte
de la formule d’intégration par parties et de la formule de Leibniz. La formule (5.5) se déduit
également de (5.2) comme suit,

(P"(-,8) | u) = (P*(ec) [ uee) = (e | Plueg))

W) = (
-3 1|$agp(~,5>D:u)
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Si P est un opérateur différentiel d’ordre au plus m, de symbole p, on appelle symbole
principal d’ordre m de P, et on note o,,(P), la partie homogene de degré m en £ de la
fonction polynomiale p(z, ), soit

(5.6) om(P) =Y aa(x)(i&)"

ler|=m
si P = | ‘; aq(x)0%. Les propositions 5.1, 5.2 ont alors le corollaire suivant.
al<m
Corollaire 5.3. — Si P est d’ordre au plus m, et @ d’ordre au plus n, alors
(5.7) Om+n(PQ) = o (P)on(Q),
() Omin-1((P.Q)) = F{om(P)on(@)},
(5.9) om(P*) = o (P).

Si f, g sont des fonctions C'* sur un ouvert de R7 x R¢, la quantité {f, 9} intervenant
dans (5.8) est définie par

lcof o9 of o
(5.10) (e =3 (G54 - 51 50),

On lappelle le crochet de Poisson des fonctions f et g. Les formules (5.3), (5.5), (5.7), (5.8),
(5.9) permettent de décrire les opérations classiques sur les opérateurs différentiels (produit,
commutateur, adjoint) en termes de leurs symboles (principaux). On les appelle couramment
formules de calcul symbolique. Notre but est d’étendre ces formules & des opérateurs associés
a des symboles non polynomiaux.

5.2. Le calcul pseudo-différentiel

Commengons par une remarque exprimant le lien entre opérateurs différentiels et trans-
formation de Fourier. Si u € C§°(Q2), on a bien str

Deu(g) = £ a(g)
de sorte que, si P = > a, D est un opérateur différentiel de symbole p(z,£) = > an(z)E?,
«

(6%
on peut écrire

G.11) Pula) = s [ @ Spla (e

L’intérét de la formule (5.11) est qu’elle a un sens pour tout u € C§° méme si p n’est pas
polynomiale en &. En effet, puisque @ est a décroissance rapide, il suffit que p(z, &) soit a
croissance tempérée en £ pour que l'intégrale converge. Pour obtenir des théorémes de calcul
symbolique, nous aurons besoin de propriétés supplémentaires.
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Définition 5.4. — Soit m € R. On appelle symbole d’ordre au plus m dans ) une fonction
a: QxR = C de classe C, a support dans K x R ot K est une partie compacte de
Q, et vérifiant les estimations suwivantes : pour tous o € N¢, B € N%, il existe une constante
Cop telle que

(5.12) 070 alw, )] < Cap(1+ Jg)™ V7.
On note ST (2 x RY) I’espace vectoriel des symboles d’ordre au plus m dans €.

Ezxzample 5.5. — a) Sip est polynomial en & a coefficients CS°(R2), alors p € ST (2 x RY).
b) Sih=h(z,&) est homogene d’ordre m en &, de classe O sur Q x (R%\ {0}), a support
dans K x (R%\ {0}) pour un compact K de 2, alors, pour toute fonction x € C™=(R?)
valant 0 pres de 0 et 1 au voisinage de l'infini, la fonction a définie par
a(z,§) = x(§)h(z,§)
appartient a ST (2 x RY).

Proposition 5.6. — Sia € S™(Q x R?), la formule

S e a(z, )i
(513) Aule) = g [ e ate i)

définit, pour tout uw € C§° (), un élément de Au de C§°(€2).

Démonstration. — 11 suffit de remarquer que 4(§) est a décroissance rapide, 0% a(x,§)
est a croissance tempérée en &, et d’appliquer le théoreme de dérivation sous le signe
somme. O

La formule (5.13) définit donc une application linéaire A : C§°(Q2) — C§°(2) qu'on
appellera opérateur pseudo-différentiel de symbole a. On prendra garde au fait que,
si Q n’est pas tout R, I'application a +— A n’est pas injective (le fait que A = 0 équivaut a
a(z, &) = e ®¢b(z,£), ot b a une transformée de Fourier en ¢ nulle sur Q). On ne peut donc
pas parler du symbole de A, mais d’un symbole de A (si Q # R9). En revanche, la notion
de symbole principal est plus intrinseque, grace a la proposition suivante.

Proposition 5.7. — Soit A un opérateur pseudo-différentiel de symbole a € ST (2 x RY).
On suppose qu’il existe une fonction a,, € C>°(Qx (R4\{0})), a support dans K x (R4\{0}),
ot K est un compact de Q, telle que, si x € C°(R?) vaut 0 prés de 0 et 1 prés de Uinfini,

(5.14) a(@,§) = am(z,§)x(§) + r(z, ),

our € SMHQxRY). Alors, pour tout u € C§°(Q2), pour tout & € R4\ {0}, pour tout z € RY,
—m —itx-§

(5.15) t™Me Alueqse)(x) o am (x,&)u(x).

Démonstration. — Apres un changement de variables dans 'intégrale (5.13), il vient

1 —itx-§ _ " iz {0
e A ) () = G [ e mate.n + t€)itman
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et, compte tenu de (5.14),

t™"a(x,n+t) — am(z

(2.0 +16) —2_am(@,€)

en restant uniformément borné par un terme a croissance tempérée en 7, indépendant de t.
La proposition résulte donc du théoreme de convergence dominée. O

Définition 5.8. — Dans les conditions de la proposition 5.7, on dit que A admet un sym-
bole principal d’ordre m ; la fonction a,, caractérisée par (5.15) est appelée le symbole prin-
cipal d’ordre m de A, et notée o, (A).

Remarquons que, d’apres I’exemple 5.5, toute fonction h € C>°(Qx (R4\{0})) & support
compact en x et homogene de degré m en &, est le support principal d’ordre m d’un opérateur
pseudo-différentiel sur €2. Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer les théoremes de
calcul symbolique.

Théoréme 5.1. — Soit A un opérateur pseudo-différentiel de symbole a € ST (2 x RY), et
soit x € C§°(R2) wvalant 1 prés de la projection en x du support de a. Il existe un opérateur
pseudo-différentiel A5, sur §) tel que, pour tous u,v € C§e (),

(Alxu) | v)2() = (v | AYv)L2(0)-

De plus, A} admet un symbole a} € S (Q x R?) vérifiant, pour tout N € N,

1
(5.16) ay— Y —DidgaeSINTHQxRY).
jaj<y &

En particulier, si A admet un symbole principal d’ordre m, il en est de méme de A*, et

(5.17) om(AY) = om(A).

Remarque 5.9. — L’introduction de la troncature x dans l’énoncé ci-dessus tient au fait
que nous avons délibérément choisi de travailler avec des symboles a support compact en x,
ce qui simplifie notablement les démonstrations. Le seul inconvénient est que cette propriété
ne se transmet pas a l'adjoint : il faut donc tronquer le symbole de I’adjoint de A pour rester
dans la classe ST*. Cela dit, comme le montre la formule (5.16), Uintroduction de x n’est pas
sensible sur les termes du développement de ay,, de sorte qu’elle ne sera pas génante dans
les applications que nous avons en vue.

Théoréme 5.2. — Soient A, B des opérateurs pseudo-différentiels de symboles respectifs
a € S™(Q x RY), b e SP(Q x RY) respectivement. Alors le composé AB est un opérateur
pseudo-différentiel admettant un symbole a#tb € ST (Q x R?) vérifiant, pour tout N € N,

]‘ (07 (03 m-r+n— -
(5.18) a#b— aagaDIbGSCJF N=1(Q x RY).
la]<N
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En particulier, si A admet un symbole principal d’ordre m, et si B admet un symbole prin-
cipal d’ordre n, alors AB admet un symbole principal d’ordre m + n, et [A, B] admet un
symbole principal d’ordre m +n — 1, donnés par

(5.19) Omin(AB) = opm(A)on(B)
1
(5.20) Tmtn-1([4, B]) = ~{om(A), on(B)}.
Démonstration du théoréme 5.1. — Compte tenu de la formule (5.13), il vient
iz dx
A o) = [ [ a1
Rt JRd (2m)

- d&dn
/Rd/wx“ )i — £.6) Goyas

ou a(¢, &) désigne la transformée de Fourier de a(z, &) par rapport a . On en déduit

(A o) = [ ) BT,

* zyf ’IA} d‘fd??
T Ly T T
- (27r)d /Rd eV a* (y, m)o(n)dn,
. (o) = 55 [ et =€ g
| DNy T
@2m)7 Jpa K

Notons que les applications successives du théoréeme de Fubini ci-dessus sont justifiées par
le fait que a((, &) est & décroissance rapide en ¢ et & croissance tempérée en £, du fait des
estimations (5.12). Précisément, on a

(5.22) 107a(C,8)| < Cnp(L+ )N (1 + gy 17

pour tous N € N, 3 € N%, 1l résulte alors de la formule (5.21) que a* est une fonction C>
sur  x R?, & support dans supp() x RY, et vérifiant, pour tous o, 3 € N, N € N

05054 (] < oy [ (1 In C™ P11+ [ Vel

Le fait que a* € S™(2 x RY) provient alors du lemme suivant (appliqué avec ¢ = 1).
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Lemme 5.10. — Soient m € R, N > d + |m|. Alors il existe C > 0 tel que, pour tout
n € R, pour tout t € [0,1],

LA+ e+ e < O+ )™

Démonstration. — On découpe l'intégrale en deux morceaux, correspondants aux zones
I¢] < 3(1+|n|) et [¢| > 3(1 4 |n|). Dans la premiére zone,

1 3

S ll) < 1+ I+ 8¢ < S+ 1)

de sorte que l'intégrale correspondante est majorée par C(1 + |n|)™ si N > d. Dans la
deuxiéme zone, si m <0, (14 |p+¢{|)™ < 1, et I'intégrale correspondante est majorée par
CL+ )N <o+ )™
Sim >0, (14 |n+tC])™ < C|¢|™ et I'intégrale correspondante est majorée par
C+ )™= <C+ )™
O

I reste & vérifier les formules (5.16) et (5.17). Ecrivons la formule de Taylor pour a dans
Pexpression (5.21) de a*

a*(y,n) = dZ/ a(¢, m¢d¢

la|<N

1 iy ¢

|BI=N+1

_|_

Compte tenu des estimations (5.22) et du lemme 5.10, le terme de reste ci-dessus appartient
a Sm~N-1 Par ailleurs, le terme de rang a dans le développement n’est autre que —; Daaa*
compte tenu de la formule d’inversion de Fourier et du fait que Y = 1 pres du support de a

en y. Enfin, la formule (5.17) découle de (5.16) avec N = 0. O
Démonstration du théoréme 5.2. — Elle est analogue a la précédente. De la formule (5.13),
on déduit

Bu(¢) = /Rd b(& — n,n)i(n) (;Tn)d

de sorte que

ABu(zx) = /]Rd e M e(x,n)a(n) (;Tn)d
clon) = gz [ @ ata b —nde
(5.23) R

/ e Ca(a,n+ )b(¢, n)dC.

Rd

&1.
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Les estimations (5.12) pour a et b entrainent, pour tous «, 3, N,

10205 (alz, 1+ t)b(¢, )| < Capv (L4 1CH N (L + |+ t¢))™ (L + [nl)"

de sorte que le lemme 5.10 assure que ¢ € S”*". La formule (5.18) pour ¢ = a#tb s’obtient
alors par développement de Taylor de a(z,n + {) en variable (, et on conclut & nouveau
par le lemme 5.10 pour le reste, et a I’aide de la formule d’inversion de Fourier pour chaque
terme du développement. Enfin, (5.19) et (5.20) sont conséquences de (5.18) avec N = 0 et
1 respectivement. O]

5.3. Estimations L2

Jusqu’ici nous avons fait opérer les opérateurs pseudo-différentiels sur C5°(€2). 11 est
en fait possible d’étendre leur action aux espaces de Sobolev. Pour tout compact K inclus
dans © et tout s € R, on note Hj.(£2) Pespace des distributions & support dans K, dont le
prolongement par 0 est dans H*(R?); on pose HZ,  (Q) = ILng((Q) lorsque K décrit les

comp

compacts de €.

Théoréme 5.3. — Soit a € S™(Q x RY), et soit K la projection sur Q@ du support de a.
Alors, pour tout réel s, 'opérateur A défini par (5.13) se prolonge de fagon unique en une

application linéaire continue de H,,, () dans Hy ™ (52).

Démonstration. — Compte tenu de la densité de C5°(2) dans H¢,,,,(€2), il suffit de montrer
Iinégalité
[Au]l ge—m < Cllull -

pour tout u € C§°(€2). Par définition de la norme H*® a’aide de la transformation de Fourier,
cette inégalité s’écrit

Jasigpr] [a-nmatan| de < [+ pPylacPan

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

| [ate—nmitnan| < [ late - nmldyx [ 1a - e Pan

Compte tenu des inégalités (5.22) sur a et du lemme 5.10,

/ la(€ —n.m)ldn < C / (14 ¢ N (14 [€ + )™ de < C(1 + )™

De méme,
/ (14 €2 (1 + €)™ |a(e — m, m)lde

<C( [ len e e - a)Vde) 1+ "
<O+ > < CA+ ).
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Le théoreme 5.3 est donc démontré. O

5.4. Application : une inégalité de Garding

Théoréme 5.4. — Soit A un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0 sur 2, dont le symbole
principal og(A) existe et est une fonction > 0 sur Q x R%. Alors il existe C > 0 et, pour
tout § > 0, Cs > 0, tels que pour toute fonction v € L2, (),

comp
(5.24) Re(Av|o) 2 > —lloll3z — Calol s

(5.25) 3(Av[v) 2] < Cllv)|F-1/2-

Démonstration. — Soit x1 € C§°(Q) valant 1 preés de la projection en 2z du symbole a de A,

0 < x1 < 1. Soit x € Cg°(Q) valant 1 pres du support de x1. La fonction b = x1(00(A)+6)/2
est C™ sur Q x R?\ {0}, & support compact en z, homogene de degré 0 en £. Soit B un
opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0 tel que oo(B) = b. Alors opérateur B7, By, est pseudo-
différentiel d’ordre 0 sur 2 d’apres les théoremes 5.1 et 5.2, et

00(ByBy) = |oo(0)|* = xi(00(A) + ) = 70(4) + dx}
car x100(A) = g9(A). Il en résulte que
R= A+ 6x] — B.By
est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre < —1 sur §2. Mais alors
(Avlv)r2 = =8l x1v)Z2 + [ Bxw) |72 + (Rolv) e
soit encore

(5.26) Re(Av|v) e > —6||x10||32 + Re(Rv|v) 12

(5.27) |S(Av|v) 2| = |S(Ro|v) L2].
En utilisant le théoreme 5.3,
[(Rolv) 2| < |[Rl| g1z [[v]| =172 < Csl[vll5-1/2

et (5.24), (5.25) découlent de (5.26), (5.27) (avec & = 1), respectivement. O

Remarque 5.11. — On peut montrer (c’est beaucoup plus difficile) que (5.24) a lieu avec
6 = 0 pour une certaine constante Co > 0. Nous n’en aurons pas besoin dans ce cours.
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5.5. Mesures de défaut microlocales

2

Soit (un)nen une suite bornée de Lj. .

1.e. telle que su Up (X T < 400, pour
(), i.e. telle que sup [ [un(z)]*d . P
n

toute partie compacte K de 2. On suppose que u,, converge faiblement vers 0, au sens ou,
pour toute fonction f € L2 (),

/un(x)f(x)dx — 0.
Q n—oo

On se propose de décrire 'obstruction a la convergence forte de w, vers 0 qui se traduirait
par

/ [y (2)|*dz — 0
K

n— oo

pour tout K, au moyen d’une mesure de Radon positive sur § x S¢~1.

Théoréme 5.5. — Il existe une sous-suite (uy(n)) et une mesure de Radon positive p sur
Q x S telles que, pour tout opérateur pseudo-différentiel A d’ordre < 0 sur Q admettant
un symbole principal d’ordre 0, pour toute fonction x € CS°(Q) telle que xoo(A) = ao(A),
on a

(5'28) (A(Xuap(n)ﬂxutp(n))Lz — Uo(A)CT,f)dﬂ(ﬂgf).

n—=00 JOx§d-1

Remarque 5.12. — Comme on le voit dans (5.28), la troncature x n’est la que pour donner
un sens au premier membre, mais n’a pas d’influence sur la limite.

Démonstration. — Elle est basée sur le lemme suivant.

Lemme 5.13. — Siog(A) >0, alors
S(A(xun)|xun) — 0 et liminf Re (A(xun,)|xun) > 0.
n—oo o0

n—
Démonstration. — Puisque u,, est bornée dans LIQOC(Q) et converge faiblement vers 0, on a
2
(5.29) [IXtn [l 7r-1/2 e 0.

En effet, rappelons que

IXtunllZ -1/ ::(2ﬂ)’db/m(1—+|€F)“/2liﬂi(ﬁﬂ2d5.
R4
Or
@O = [ xa)un(a)e s

tend vers 0 pour tout & € R? et reste bornée uniformément en &,n grace a l'inégalité de
Cauchy-Schwarz. D’apres le théoréeme de convergence dominée, on a donc, pour tout R > 0,

/|@w%—w
|€EI<R n—oo
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Par ailleurs, d’apres le théoréeme de Plancherel,
_ /\ _ 1
n) = [ IEOPQ ) < a2
l€1>R R

donc

. 1 :
lim sup |[xtn 3712 < 75 lim sup | xun 72

n—00 n—o0
ce qui entraine (5.29), puisque R est arbitraire. Appliquons & v = xu, les inégalités (5.24)
et (5.25) du théoréme 5.4, et faisons tendre n vers l'infini en tenant compte de (5.29). On
obtient
liminf Re(A(xun) | Xtn) > —3 limsup ||xun |32
n—o0 n—o00

S(Alxun) | xun) — 0,
n—oo
d’out le lemme, puisque d > 0 est arbitraire. O

Une conséquence du lemme 5.13 est que, pour tout A d’ordre < 0 ayant un symbole
principal, pour tout y € C§° vérifiant xoo(A) = o(4),

(5.30) lim sup | A(xun) |2 < C(x) max|og(A)].
n—oo
En effet, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

|(Alxun) | xun)| < [[AGcun) [ 2] xtn ]l 22
et
1A Geun) 22 = (A7 At | ).
L’opérateur A% Ay a pour symbole principal |og(A4)[> < M?|x|?, ot M = max|og(A)].
L’inégalité (5.30) résulte donc du lemme 5.13, avec C(x) = limsup ||xu,|/2.. Pour toute
n—00

partie compacte K de €, notons Cg(Q x S4=1) T'espace vectoriel des fonctions C™ sur
Q x S971, a support dans K x S9!, muni de la norme L*. Cet espace est séparable : c’est
un sous-espace fermé de C§°(Q x U), U = {f € Rd,% < €] < 2} que l'on peut lui-méme
plonger dans C>(T?29) qui est séparable d’apres la théorie des séries de Fourier. Soit donc
(a;) une suite de C22(Q x S971) telle que Vect{a;,j € N} soit dense dans C2(2 x S4-1).
Fixons par ailleurs, pour tout j, un opérateur pseudo-différentiel A; tel que o¢(4;) = a;, et
X € C5°(9) valant 1 sur K. Par le procédé diagonal de Cantor, il existe une sous-suite (uy(r))
telle que les quantités (A;(XUg(n)) | XUyp(n)) aient des limites pour tout j. Par linéarité et
prolongement de la convergence, en vertu de I'inégalité (5.31), il existe une forme linéaire
Ly sur C2(Q x §471) vérifiant, pour tout A tel que oo(A) € C2(Q x S471),

(5'31) (A(Xucp(n)) | Xugo(n)) 7 n—oo LK(U(J(A))
(5.32) |Lk(00(A))| < Cy max |og(A)|.
De plus, Lk ne dépend pas du choix de y, car, si xx = x,
(A(Xun) | Xun) = (Axun | xun) = (A(X = X)un) | Xtin) =500 0
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car oo(A(x — x)) = 0 d’apres le théoreme 5.2. Enfin, en faisant varier K parmi une suite
exhaustive de compacts, et en utilisant le procédé diagonal, il existe une sous-suite (u,(n)) et
une forme linéaire L sur C§° (2 x S971) telle que I'on ait (5.31) pour tout K avec Licee = L.
Compte tenu de (5.32) et du lemme 5.13, L se prolonge en une mesure de Radon > 0 sur
Q x S9! Le théoreme 5.5 est donc complétement démontré. O

Définition 5.14. — Dans la situation du théoréme 5.5, on dit que p est la mesure de
défaut microlocale de la suite (Uy(y)).

Remarque 5.15. — Le théoréme 5.5 assure donc, pour toute suite bornée (uy,) de L2 ()
convergeant faiblement vers 0, leristence d’une sous-suite admettant une mesure de défaut
microlocale. Notons que, si l'on spécialise (5.28) au cas ou A = f € C5°(2), il vient

(5.33) [t @@z — [ f@)duo)
Q QxS5d-1
de sorte que Up(n) converge vers () fortement si et seulement si = 0.

Example 5.16. — Voici quelques exemples de suites (u,) et de leurs mesures de défaut
microlocales (les calculs sont élémentaires et peuvent étre faits a titre d’exercice).

a) un(z) = b(x)e™* %, b€ L, (), & € R\ {0},

loc

e P (e SO
ple,€) = b(a) o @€ — (2).

b) u,(x) = nY?f(n(x — x0)), f € L2(RY), zo € Q,
pu(x, &) = 6(x — zo)h(§)do (),
ot
+oo
e = )y [ Ifre et ar
0
et do est la mesure superficielle sur S,

C) un(x) = nd/2f(n(x - ‘TO))ein2m.£07 f € L2(Rd)f To € Q; EO € Rd \ {0}7

B o
w(z, &) = || fII220(z — xo)5(§ - @)

Pour terminer, voici deux résultats fondamentaux concernant les mesures de défaut
microlocales (MDM) associées aux suites de solutions d’équations aux dérivées partielles.

Théoréme 5.6. — Soit P un opérateur différentiel d’ordre m sur Q, et soit (u,) une suite

bornée de L% () convergeant faiblement vers 0 et admettant une MDM p. Les conditions

susvantes sont équivalentes :
(i) Puy v 0 fortement dans H " (£2).

(i7) supp(p) C {(x,€) € @ x 8471, 0, (P) (2, €) = 0}.
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Théoréme 5.7. — Soit P un opérateur différentiel d’ordre m sur Q, vérifiant P* = P,
et soit (u,) une suite bornée de L2 () convergeant faiblement vers 0 et admettant une
MDM p. On suppose que Pu, — 0 fortement dans H-™(Q). Alors, pour toute fonction

n—oo loc

a € C®(Qx (R4\{0})) homogéne de degré 1—m en la seconde variable et a support compact
en la premiere,

(5:3) | (enEome.s =o.

Démonstration du théoréme 5.6. — La propriété (i) équivaut, pour tout x € C§°(2), au
fait que P(xu,) — 0 dans H~™; soit encore
n—oo

(5.35) (BP(xun)|P(xun)) = 0

ot B est opérateur de symbole x(z)(1 + [£]?)™™, x € C§°(Q2) valant 1 sur le support
de x. Alors P*BYXP est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0, de symbole principal
|€]72™ |01 (P)]?, de sorte que la limite du premier membre de (5.35) n’est autre que

I= [ @Plon(P) &) Pduta,6)
QxSd-1
qui est nulle pour tout x si et seulement si ii est réalisée. O

Démonstration du théoréme 5.7. — Soit x € C§° () vérifiant ya = a, et soit A d’ordre < 0
vérifiant o¢(A) = a. Alors le second membre de (5.34) n’est autre que

J = lim ([A, P)(xun)[xun) = lim [(A(xPun)xtn) = (AQxun) X Pun)]-

Or xPu, — 0 dans H'~™ par hypothese, tandis que A envoie H!~™ dans L? et L? dans
H™ 1 1l en résulte que chacun des deux produits scalaires ci-dessus tend vers 0, donc
J=0. O

Remarque 5.17. — 1l existe plusieurs variantes du théoréme 5.7 ci-dessus, notamment
avec un opérateur P non auto-adjoint, mais a symbole principal réel.






CHAPITRE 6

CONDITIONS DE CONTROLE GEOMETRIQUE

6.1. Préliminaires géométriques

Soit © un ouvert de RY, et soit p € C(Q x (R4 \ {0})) une fonction & valeurs réelles.

Définition 6.1. — On appelle champ hamiltonien de p le champ de vecteurs sur €2 x
(RN {0}) défini par
op Ip Ip op
1 H, === ey —— j—— e, .
(6.1) o6 = (gg @8 g @O =5 @6, ~ 52 (2,0))

La dérivée de Lie d’une fonction f par rapport au champ H, est donc, avec les notations du
chapitre V,

(6.2) Hy(f) = {p. [}

Une courbe hamiltonienne de p est une courbe intégrale du champ de vecteurs Hy,, c’est-
a-dire une solution mazimale s € I — (x(s),£(s)) du systeme d’équations différentielles
ordinaires

_op
3

I étant un intervalle owvert de R. De lidentité {p,p} = 0 découle que la fonction p garde
une valeur constante le long de chacune de ses courbes hamiltoniennes. On dira qu’une telle
courbe est une bicaractéristique de p (ou, le cas échéant, de lopérateur pseudodifférentiel
dont p est le symbole principal) si cette valeur est nulle.

dp

(63) & (1‘,6)7 5: 7%(:6’6)7

Soit A une fonction C* sur 2 x (R?\ {0}), & valeurs réelles non nulles. Puisque
Hy, = AH, +pHy =\H, si p=0,

il résulte que les bicaractéristiques de Ap et de p coincident (modulo une reparamétri- sation).
Nous pouvons maintenant traduire les théorémes 5.6 et 5.7 du chapitre 5 en des termes plus
géométriques.
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Théoréme 6.1. — Soit P un opérateur différentiel d’ordre m sur €, auto-adjoint, de sym-
bole principal p. Soit (u,) une suite bornée de LfOC(Q), convergeant faiblement vers 0, de
mesure de défaut microlocale pi. On suppose que Pu,, tend vers 0 dans Hl;gm_l)(fl). Alors le
support de pi est une union de courbes du type s € I — (z(s), %), ot s € I— (x(s),&(s))
est une bicaractéristique de p.

Démonstration. — Tout d’abord, le théoreme 5.6 assure que le support de p est contenu
dans Iensemble {p = 0}. De plus, le théoréme 5.7 précise que, pour toute fonction a €
C>(Q x R4\ {0}), & support compact en la premiére variable, homogene de degré 1 —m en
la seconde variable,

(6.4) /sttlil{a,p}d,u =0.

Notons g(z,&) = || p(x, £), et désignons par (¢s) le flot du champ hamiltonien H, de q.
Puisque ¢ est homogene de degré 1, il résulte du systeme d’équations

(65) N ]

que, pour tout s, application

(6.6) (0, &0) — @s(20,80) = (2s(20,&0), &s (w0, &0))
vérifie, pour tout A > 0,

(6.7) (20, Ao) = (20, £0), &s(T0, A&o) = A&s (20, o).

Ainsi, si a = a(z,£) est homogene de degré 1 —m en &, il en est de méme de a o ¢5. On a

alors

d

d
£(a o ¢s)(z, &) = o (a0 ¢sto)(,8)|0=0

d
= %(a o ¢S o QSO')(’I?g)‘O’:O

= {a ° s, q}(xa §)
d’ott, pour s assez petit de sorte que a o ¢, est définie sur tout  x S,

d

Ts ao¢sdu=/ {aods,qldp
S Jaxgd-1 Qx8d-1

= / {ao(bsap}d:u
QxSd-1
=0

d’apres (6.4) et le fait que H, = |£|'"™H, sur le support de u. Il en résulte que le support
de p est invariant par la projection du flot ¢4 sur la sphere unité, donc est une union de
projetées de courbes bicaractéristiques de ¢, ou encore de p, puisque q = |£|1~p. O
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Terminons ce paragraphe en examinant le cas de ’équation des ondes dans un milieu
inhomogene étudiée aux chapitres 3 et 4. Le symbole principal de I’équation est alors

(6.8) plt, @, 7,8) = K(2)€ - € — p(a)7?
ot € R,z € Q CRY (r,8) € RIFL p e C®(UR), 0 < a < p(z) < b < +oo, et
K(z) = (kij(2))1<i,j<d est une fonction C* sur § & valeurs dans les matrices symétriques
réelles, vérifiant

alg|* < K(x)¢ - & < lef?
pour 0 < a < 8 < +o00.Décrivons les bicaractéristiques de p. Celles-ci ne changeant pas si
I’on multiplie p par une fonction non nulle, étudions plutot les courbes hamiltoniennes de

. 1/K(x) 2
I vient
. . K(z) . . 1 K
-1 = — = = = —_— . .
(6.10) P=-r i=" 56 7=0, E= V()@
En introduisant la matrice G(z) = (I:((;)))_l, les équations en (x, &) deviennent
1
(6.11) E=Gx)E, (Glx)t) = B VG ()t - &.
De plus, G(z)i - & = I:((;)) £ - & = 72 est constante sur la courbe. La dernieére équation (6.11)
s’écrit donc encore
. 1 L
(6.12) d  Gx)i 1 VG(z)t - &
ds \/G(x)i -3 2./G(z)i
soit encore, en posant L(z, &) = /G (2)% - &,
d o . 0 :
(6.13) %%L(x,x) = %L(x,x),

qui est ’équation d’Euler-Lagrange associée a L, c’est-a-dire ’équation des géodésiques pour
la métrique G de . Réciproquement, si « — z(«) est une géodésique pour la métrique G
sur (), en reparamétrant la courbe x suivant ’abscisse curviligne o définie par

(6.14) & — VGaaEa) i),

Iéquation (6.12) devient

d dz 1 dr dx

1 — ) == haiadi i

(6.15) do (G(x) da) ZVG(x) do do
avec G(z)9% - 92 = 1. On retrouve donc (6.11) et (6.10) en posant par exemple s = —Z. On

notera qu’alors % = 1. En conclusion, on a montré la :
do ’
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Proposition 6.2. — A un changement de paramétre preés, les bicaractéristiques de (6.8)
sont les courbes de la forme

t—s (t, z(t),, —T([p(((;j(gt))) ) li?(t))

K

-1 y )
> ) sur ), paramétrée par l’abscisse

ot t — x(t) est une géodésique de la métriqgue G = (
curviligne.

6.2. Inégalités d’observation

Dans ce paragraphe, nous montrons comment le théoreme 6.1 peut étre utilisé pour
résoudre les problemes de controle optimal posés au chapitre 4. Dans tout ce paragraphe,
on désigne par © un ouvert borné de R%. On note p € C*°(, R) une fonction vérifiant

(6.16) 0<a<p(x)<b< 4oo, Ve

et K = (kij)1<i,j<a une fonction C* sur 2, & valeurs dans les matrices symétriques réelles,
et vérifiant

(6.17) VreQ, VEeRY, al¢? < K(x)¢-€ < Bl
pour 0 < a < 8 < 400. Commencons par donner une condition suffisante de stabilisation

pour I'équation des ondes.

Théoréme 6.2. — Soit a une fonction continue sur (), a valeurs dans Ry, satisfaisant aux
hypothéses suivantes :

(i) Yz € 09, a(zx) > 0.

—1
(ii) Pour toute géodésique t € I — x(t) € Q de la métriqgue G = (%) , avec 0 € I, il
existe t > 0 tel que a(z(t)) > 0.

Alors il existe C, a > 0 tels que, pour toute solution u € C(R, H}(Q)) N CH(R, L3(Q2)) de
l’équation

0%u .
(6.18) Pam div(KVu) + adyu = 0,
on ait, pour toutt > 0,
(6.19) E(u,t) < Ce * E(u,0).
Remarque 6.3. — On notera que, si K =1d et p =1, la condition i entraine la condition

it, puisque les géodésiques sont alors des segments de droite (figure 1). En revanche, pour
une métrique générale, i peut trés bien étre vérifiée sans que i le soit, si par exemple G
admet une géodésique fermée (figure 2).

Dans ce cas, sachant que i est vérifiée, on peut montrer que ii est également une condition
nécessaire & la stabilisation forte (6.19) (voir la remarque 6.4 ci-dessous).
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FIGURE 1. K =1d, p =1 (a > 0 dans la région grisée)

FIGURE 2. a > 0 dans la région grisée

Démonstration. — En vertu du théoréme 4.1, la stabilisation forte (6.19) est équivalente &
lexistence de C' > 0 et T' > 0 tels que pour tout u, on ait

T
(6.20) B(u,0) < C /O /Qa(m)|8tu(t,x)\2dtdx.

Nous allons montrer 'inégalité d’observation (6.20) & I’aide d’un raisonnement par 1’absurde.
Supposons que I'inégalité (6.20) soit fausse pour tout T'. Il existe alors une suite (u,) de
solutions de (6.18) satisfaisant a

(6.21) E(u,,0) =1

T
(6.22) VT >0, / /a(x)\atun(t,x)\zdtdx — 0
0 Q

n— oo
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lére étape. Identification de la limite faible Compte tenu de (6.21), les suites (uy,)
et (Oyuy) sont bornées dans L™ (R, H}(Q)), et L=(R,, L?(£2)) respectivement. L’injec-
tion canonique de H}(Q) dans L?(Q) étant compacte (cf. chapitre IIT), le théoréme d’As-
coli assure l'existence d’une sous-suite, que nous noterons encore u,, convergeant uni-
formément sur tout compact de R, vers une fonction u € C(Ry, L?(2)). De plus, pour
tout t € Ry, u(t) € H}(Q2). En utilisant de méme la compacité de I'injection de L?(£2) dans
H71(Q) (méme démonstration), et d’autre part le fait que la suite 9;(pd;u,) est bornée
dans L>®(Ry, H=*(Q)) (& cause de I'’équation (6.18)), on conclut de la méme fagon que
¢ (pu) € C(Ry, H7(R)), avec, pour tout ¢t € Ry, dyu(t) € L?(Q2). Enfin, en passant a la
limite au sens des distributions dans (6.18), on obtient, compte tenu de (6.22),

02 (pu) — div(KVu) =0, t>0, z €.

Il résulte alors de 'unicité dans le théoréme 3.5, (et de I'existence dans le théoreme 3.4 avec
a=0)queuec CRy, H{(Q)) N CHR,, L3(2)), et que E(u,t) = E(u,0) pour tout ¢t > 0.
De plus, puisque ad;u = 0 sur Ry X Q en passant & la limite dans (6.22), u est également
solution de (6.18). Puisque a > 0 au voisinage de 912, le résultat de 'appendice, combiné
au théoréme 4.2, assure la stabilisation faible pour toute solution de (6.18), c’est-a-dire
E(u,t) ool 0. On conclut que E(u,0) =0, donc u = 0.

2éme étape. Réduction a une information locale sur (9;u,) Montrons que, si la suite
(Oruy) de LE (]0, +00[x Q) converge vers 0 fortement dans L2 , alors E(uy,,0) —,_,. 0, ce
qui fournira bien entendu une contradiction au vu de (6.21). Compte tenu de (6.22) et de

I’hypothese i,

5
/|3tun\2dtdx — 0
Q

n—r oo

(6.23) Dot —> 0 dans L2,_(]0, 50[x Q) —> /

.
des que 0 < v < 6 < 4o0. Choisissons x € C3°(]0, +oo[) a valeurs > 0 telle que x(¢) = 1 pour
t € [1,2]. En multipliant équation (6.18) par x(¢)u(t, z) et en intégrant sur ]0, +oo[x €, il
vient

+o0 +oo
(6.24) /0 /Qx(t)KVun - Vu,dtdz :/0 /QX(t)p(x)|8tun(t,x)|2dtdx
+o0o
—l—/o /Qatun(t,x) U, (t, ) [X (t)p(z) — x(t) a(z)]dtd

et le second membre de (6.24) tend vers 0 compte tenu de (6.23) et de la borne L? sur u,,. 11
en résulte que Vu, tend vers 0 dans L?([1,2] x ). En utilisant & nouveau (6.23), on conclut
que

n— oo

(6.25) / By 0dt —s 0.

Enfin, compte tenu de (3.4) et de (6.22), E(un,t) — E(u,,0) — 0, donc (6.25) assure que
E(un, 0) — 0.
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3éme étape. Utilisation de I’hypotheése géométrique En vertu de I’étape précédente,
il nous suffit, pour obtenir une contradiction, de montrer que la mesure de défaut microlocale
de (Oruy,) est nulle sur |0, +00[x 2. Les résultats du chapitre V assurent que, quitte & extraire
une sous-suite, on peut supposer que la suite (9;u,,) admet une mesure de défaut microlocale
w sur ]0, +00[x €. En dérivant par rapport a ¢ ’équation (6.18), il vient

pOE (Oyun) — div(K V(0un)) = fn,
ol f, = —0i(adiu,) tend vers 0 dans H.! compte tenu de (6.22). Il résulte alors du

loc

théoréme 6.1 et de la proposition 6.2 que le support de u dans (]0, +0o[xQ) x S¢ est une
union de courbes du type

(6.26) t € IN|0, +oo[— my(t) = (t -1 Fo()d .|2)

O A ewar Vitlew)

out el — x(t) € Q est une géodésique pour la métrique G. Par ailleurs, la propriété (6.22)
assure que pu est supportée dans 'ensemble {(t,z, 7, &), a(x) = 0}. Soit tg €]0,+o0], et soit
x une géodésique de G définie pres de tg. En appliquant 'hypothese (i) & la géodésique
t'— x(to +t'), il existe t > to tel que a(xz(t)) > 0. On en déduit, avec la notation (6.26),
que m (t) n’appartient pas au support de p, et donc que m4(tp) n’y appartient pas non
plus. Le temps t( et la géodésique x étant quelconques, on conclut que supp p est vide, ce
qui acheve la démonstration. O

Remarque 6.4. — La méthode de démonstration ci-dessus suggére également une stratégie
pour montrer optimalité de la condition géométrique ii sous I’hypothése i. Supposons en effet
que ii ne soit pas vérifiée. Il existe alors une géodésique t € I — x(t) de la métrique G sur
Q, telle que 0 € I et telle que a(x(t)) = 0 pour tout t € I NRy. Puisque a > 0 prés de 09,
on en déduit que, pour t € Ry N1, x(t) reste dans un compact de 0, donc x est définie sur
Ry. On montre alors qu’il existe une suite (vy,) de solutions de

pOv, — div(KVuy,) = fa,

avec fn, — 0 dans L([0,T] x Q) pour tout T > 0, v, € C(Ry, HY(Q))NCH (R4, L3(Q)), telle

que sup sup E(uv,,t) < 400 pour tout T > 0, et telle que Oyv, — 0 dans LIQOC, avec une
0<t<T n

mesure de défaut microlocale non nulle et contenue dans {my(t),t > 0}, ot m4 est associé
a x par (6.26). On constate alors que adyv,, tend vers 0 dans L*([0,T] x Q) pour tout T > 0,
donc que la suite w, solution de

pOtw, — div(KVw,) + adyw, = —ad;v,
wn(O) = atwn(o) =0, Wn|Rx0Q = 0

satisfait a
E(wy,t) —

n—oo

pour tout t. Il en résulte que u, = v, + wy, est solution de (6.18), vérifie E(u,,0) /4 0 et
(6.22), ce qui contredit la stabilisation forte.
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On peut, bien entendu, se poser également la question de la pertinence de I’hypothese
i. Pour simplifier la discussion, supposons que K = Id, p = 1. Dans le cas d’ouverts {2 ayant
une géométrie simple (ouverts étoilés), il est possible d’établir des inégalités d’observation
avec des fonctions a qui sont nulles au voisinage de certains points de 9. Il existe en fait
une condition nécessaire et suffisante entierement géométrique a la stabilisation forte, mais
celle-ci, pour étre établie (et méme énoncée!) nécessite des préparations plus substantielles.
Grosso modo, si par exemple le bord de € est analytique, on remplace la notion de géodésique
(ici, des segments) par la notion de rayon qui indique comment prolonger un tel segment
lorsqu’il atteint le bord de 2. On montre qu'un tel prolongement est entierement déterminé
par les regles suivantes : (figure 3)

a) Si le rayon atteint le bord transversalement, il est réfléchi suivant la loi de Descartes.

b) Si le rayon atteint le bord et si son prolongement en un segment entre a nouveau dans
Q, il suit ce segment tant qu’il reste dans 2.

c¢) Si le rayon atteint le bord et si son prolongement en un segment sort de €, il suit
une géodésique du bord de 912, jusqu’a pouvoir entrer & nouveau dans ) en suivant un
segment.

FIGURE 3. Des exemples de rayons généralisés

Par des méthodes analogues (mais plus difficiles & mettre en oeuvre), on montre alors que
la stabilisation forte équivaut au fait que tout rayon rencontre dans le futur la zone ou a est
non nul.

Notre dernier résultat concerne ’équivalent du théoréeme 6.2 pour la méthode HUM.

Théoréme 6.3. — Soient T > 0, w un ouvert de Q, et 0(t,x) = 1j9 7((t)1w(x). On suppose
que

(i) L’adhérence @ de w dans R contient 09).

(i) Pour toute géodésique t € I — x(t) de la métrique G = (%)71 sur Q) telle que 0 € I,

il existe to € [0, T tel que z(tg) € w.
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Alors, pour tout (ug,u1) € HE(Q) x L*(Q), il existe g € L*(]0,T[xw) tel que la solution
u € C(R,HH Q) NCYR, L3()) de

Ppu)
(6.27) gz~ divEw) =6y

u(0) = ug, Opu(0) =uy

vérifie u(t) = 0 pour tout t > T.

Démonstration. — D’apres le théoréme 4.4 (généralisé au cas des milieux inhomogenes, voir
remarque 4.3) il revient au méme de montrer I'inégalité

T
(6.28) oo l12( + lon |3 gc/o /|v(t,gg)|2dtdx
w

ot v € C(R,L*(Q)), pv € C*(R, H~1(Q)) est la solution de
02 (pv) — div(KVv) = 0,

6 Fow) — div(K )

Vjt=0 = Yo, 3t(PU)\t:0 =w

conformément au théoreme 3.5. Rappelons (voir la démonstration de ce théoreme) que le
probleme (6.29) équivaut a

(6.30) V(t) = e 1V,

ou V(t) = v(®) e CR, L2 Q) x HY(Q), Vo= 0), et A= 0 _% est
Bt(pv)(t) ’ ’ w1 ’ —div KV 0

un opérateur maximal accrétif sur H = L?(Q)x H~1(£2), de domaine D(A) = Hg () x L?(Q).

Ici, ‘H est muni de la norme

(6.31) H (ZZ) HH = (/le\%dm <w,TKw>§§1)l/2

ott T : H1(Q) — HY(Q) est caractérisé par — div(KVw) = w. Enfin, on rappelle que —A
est également maximal accrétif sur H, de sorte que t — e t4 est un groupe & un parametre
unitaire sur H, i.e. e Vy|l% = ||Voll3 pour tout t € R.

L’inégalité (6.28) a démontrer s’écrit alors

T
(6.32) Vol < © / Jo(t) 220t

pour tout Vp € H, avec e 4V = (8 (1;(3@))
t

Premieére étape. Nous montrons tout d’abord une inégalité plus faible que (6.32), & savoir

T
lv

(6.33) Wl < O I scodt+ 10+ A7Vl ).
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Pour établir (6.33), on raisonne par absurde comme dans la preuve du théoréme 6.2. On
construit ainsi une suite (V") de H vérifiant

(6.34) Vo'l = 1,
T
2
(6.35) | 1@zt = o
(6.36) 10+ )7V e — 0,
n—o0

en notant

_ t)
6.37 eV = V() = ( o )
(6.37) 0 =V = {y (pua) 1)

(6.34) et (6.36) assurent que (v,,) est bornée dans L(]0, T[x£2) pour tout 7' > 0, et converge
faiblement vers 0 dans ce méme espace. Désignons par p une mesure de défaut microlocale de
(vp) sur ]0, +00[x 2. Compte tenu du théoréme 6.1 et de la proposition 6.2, le support de y
est une union de courbes du type (6.26) ot t € I — x(¢) est une géodésique de la métrique G
sur €. De plus, (6.35) assure que supp(u) C {z € Q\w}. Notons que I'’hypothese (i) équivaut
au fait que ©\ w est un compact. En conséquence, il existe 6 > 0 tel que 'hypothese (ii) soit
encore vraie en remplacant T par T — 6. Soit alors mg = m™ (to) un élément de supp(u) avec
to €]0,d]. 1l existe alors t; < T tel que x(t;) € w, donc m™(t1) ¢ supp(u), et mo & supp(p).
Il en résulte que pj¢j0,57 = 0, puis, en tenant compte une nouvelle fois de (6.35),

€1
(6.38) / / lon (£, 2)[2dadt —> 0
£0 Q

n—o0

pour 0 < g9 < 1 < 0. En multipliant (6.29) par x(¢)Tk 0:(pv(t)), avec x € C§°(]0,4]), x =1

sur [%, %], et en intégrant par parties on obtient également
(6.39) [ X di(pun) 0, B0t )t 0
R n oo
d’ou finalement
5 n
(6.40) SEVE) =2 0

ce qui contredit (6.34). L’inégalité (6.33) est donc démontrée.

Deuxiéme étape. Désignons par N (T') DPespace des V € H vérifiant

(6.41) (e Vo) (z) = 0 pour t €]0,T], = € w.
En reportant dans (6.33), on a, pour tout V € H,
(6.42) IVol3, < Cll (L + A) ™ Vol

En introduisant le spectre (u,) de I'opérateur compact (1 + A)~!, on déduit du fait que
pn — 0 et de (6.42) que N(T') est de dimension finie. Nous allons en fait montrer que N (T')
est réduit & {0}. Pour cela, observons tout d’abord que, si 6 > 0 est tel que ’hypotheése
ii est encore vérifiée en remplagant T' par T — ¢ (cf. la premiere étape), 'espace N (T — §)
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défini par (6.41) pour t €]0,T — [, © € w, vérifie encore une inégalité du type (6.42). Si
Vo € N(T), il est clair que e 4V, € N(T —6) si 0 < £ < 6. Mais

. 1— e—eA 1— e—eA

(1+A4) Vo = (1+A)'Vy — A(L+ A)~ ',

1—

6675,4 VO) est de Cauchy quand € — 0% pour la norme
Vi— [(1+A)7'V]|y

sur V(T — 6), donc aussi pour la norme V — ||Vl par (6.42). Il s’ensuit que Vp € D(A).
Ainsi N(T') € D(A). En revenant & (6.41), on en déduit que, pour tout Vo € N (T),

Or(e™Vy) =0 si (t, ) €]0, T[xw,

donc N (T') est stable par A. Puisque N'(T') est de dimension finie, s’il n’est pas nul, il contient
un vecteur propre pour A. Compte tenu de (6.41), un tel vecteur propre V; vérifie de plus
Vojw = 0, ce qui est absurde compte tenu du théoréme 4.2 et du résultat de 'appendice. On
a donc

(6.43) N(T) = {0}.

Il en résulte que la famille (

Troisieéme étape. Il est maintenant facile de déduire (6.32) de (6.33) et de (6.43). En effet,
si (6.32) est fausse, soit (V") une suite de H telle que

T
(6.44) =1 [ @l 2,0

Puisque (1 + A)~! est compact sur H, il existe une sous-suite, notée encore (V') pour
simplifier, telle que
A+ — (1+A4)7

n—oo

—tAy, _ v(t)
0= (5 6m(n)
on déduit de (6.44) et de (6.33),

dans H, avec Vy € H. En notant

T
(6.45) 1< (14 A) Wl Aumw%mﬁ:a

ce qui est absurde compte tenu de (6.43). Le théoréme 6.3 est donc complétement démontré.






APPENDICE A

UN THEOREME D’UNICITE

Soit K = (kij)1<i,j<a une fonction C* sur R? & valeurs dans les matrices symétriques
définies positives. Soit m une fonction C> sur R%. On se propose, dans cette annexe, de
démontrer le résultat suivant.

n
Théoréme A.1. — Soit P = %kij(x)% +m(z). Siu € C(RY) est solution de
ij=1"" !
Pu=0 et s’il existe w, un ouvert de R?® tel que U, =0, alors u =0 sur R,

Remarque A.1. — Les hypotheses de régularité sur les coefficients et sur la solution
peuwvent étre affaiblies. D’une part, si les coefficients sont C™, les méthodes du chapitre V
permettent de montrer que toute solution distribution de Pu = 0 est en fait C*°. De plus, la
démonstration que nous allons donner s’adapte au cas ou K est localement lipschitzienne,
m est localement bornée et u est localement H' (on montre alors qu’elle est localement H?
en tant que solution H* de Pu =0).

Démonstration. — La méthode de démonstration que nous utiliserons est tres proche de
la preuve initiale de Carleman. On procede par l'absurde. Soient =g € w, Ry = sup {r >
05 U B(zg,r) = O} ; alors 0 < Ry < 400 par hypotheése et 3z, |21 —x¢| = Ro et 21 € supp(u).
Nous allons, pour obtenir la contradiction, montrer que u est nulle au voisinage de ;. On
est dans la situation a gauche dans la figure 1. On fait alors un changement de variables qui
nous ramene a la situation a droite de la figure 1

Dans ce nouveau systeme de coordonnées, ot I’on peut supposer que x; = 0, 'opérateur
P a la forme suivante

(A1) P(z,D;) =Y ;’%bij (z) 8‘2]_ +Q1(x, Dy)

ot @ est un opérateur de degré 1 et (b;;j(x)) > 0. Soit ¢(z) = e** ot @ > 0 est une
constante a fixer. Pour tout 7 > 0, considérons 'opérateur différentiel P, , = eT?(@) peTe(),
On a alors la proposition suivante.
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supp(u) 5 u=0 supp(u) 1 u=

FIGURE 1. convexification du support de la fonction u

Proposition A.2. — Soit K un compact de R?. Il existe A > 0, a > 0, 79 > 0 tels que
VT > 19, Yo € C°(R?) @ support dans K

(A2) T |vllfe + T VlZe < Al PrgvlZs.

Nous admettons dans un premier temps la proposition. On en déduit alors le théoreme
comme suit. On fixe x € C$°(RY), égale & 1 pres de 0. On applique la proposition &

v = xe u.

On obtient
(A.3) T lIxe™ )2z + 7|V (xe™u) |22 < Al|Prp(xe ™ u)l|7e = Al P(xu) 2. (3)
. < Alle™ [P, X]ul|7
ce qui implique, Ve > 0,
(A.4) 73||Xef(so(ocn)—so(—€))u||%2 < A||eT(LP(1n)_‘P(_5))[P7 X]UH%%
On prend alors € > 0 assez petit de telle fagon que, sur le support de [P, x]u, qui est contenu
dans supp u Nsupp Vy, on ait z,, < —¢.

Sur le support de [P, x]u, on a donc ¢(x,) — p(—¢) < 0 et, quand 7 — 400, le terme de

droite dans (A.4) tend vers 0, ce qui implique que dans le terme de gauche, on a supp(xu) C
{o(z,) — p(—¢) < 0}, donc xu =0 pres de 0 et uw = 0 pres de 0. O

Revenons & la preuve de la proposition A.2 : on remarque d’abord que si la proposition

est vraie pour un opérateur P, et si P = P + Q1(x, D,) ot Q1 est un opérateur différentiel
d’ordre 1, alors la proposition est aussi vraie pour P : en effet

(A.5) Pr,=Pry+e%Qie ™ =P, + Q1+ 7Qo(x)
et 73v]|72 + 7| Vo]F2 < APy pvll7s,
< A(||Prpv — Qv — 7Qovl|72)

(A.6)
< APy pol? + 4)|Quov]* + 472 Qovl |72
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supp(u) u=0

x=0

FIGURE 2. support de la troncature

ce qui implique 3
(7° = Cm)[|ullZ2 + (1 = O)|[Vullf2 < Al Prpullie
d’ou le résultat si 7 est assez grand. On peut donc supposer dans la suite que P =
Z %bij(x)a%j. On a
i,

(A7) P, =P+ 120%byn(x) — 7 Z((p’b7l7j3j + 0;bn ;¢")
J
ou
Re Py, = P+ 72¢0by 0 (x)
et

SPry = —%T > (¢'bn 05 + 0;0'bn ;)
sont auto-adjoints. On calcule ’
(A.8) || Prpvll72 = | Re Prpv|liz+||SPrpvl|72 —i(SPryv| Re Pryv) +i(Re Pryv|SPr pv),
une intégration par partie donne :
(A9) [|Prpvll7z = | Re Pryvl|7z + [SPrpvl|72 +i((SPry Re Prp — Re Pr o SPr o)v[v) .
On a

0 0 2
(A.10) ||%Pw,v|\2 = 7'2H Zj: %jbmﬂplv + an‘P/aTjUH

0 2
> 22| 3" @b 50| = 720 (I0])
; J
J

I?

(o, par convention, on note Oy (||v]|?) une quantité majorée en module par C||v||* avec C

dépendant de ¢ mais pas de 7).
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Calculons
(A.11) i([%PTW,Re PT,¢]U|U) = (4T3<p’2g0"bi,n(x)v|v) + 7O(p'Vo|Vo)
+ 70, IVl | 32 busdio])) + 720 0lv) + 7O (190l o] + 0]2).
Pour absorber le premier terme d]jerreur on calcule
(A12) —(ReProle) = 3 (¢ o 5e) = 7 Pela) + Ol V).

1,7
On en déduit (avec € > 0 & choisir plus tard)

(A13)  |7(¢'Vo|Vo)| < 7| Re Pryulll o] + 72|l v]|* + 7O, (|lv] [ Voll)

Cc273
< e[| Re P v|* + Tllsﬁ’UH2 + 7O, ([[o[l[[V2l]).

Pour controéler le deuxiéme terme d’erreur dans (A.11), on utilise (A.10) et (A.13) et on
obtient

(A.14) TQO(HWHH meka,gvH) < o7V vy +CT3/2H an,kakaQ
< C(p)m 2 [(Re Pr 0l @'v) + 72(¢"0[v) + Oy (|[0]][|V0]])]

C 3/2 ||(‘}P7'7</7v||2 O 2 <C 1/2 l Re P 2 1,112

+C(p)7 o T Ou([0]%)) < Cle)m 7| [ Re Progpvl|” + 7l "v]|
+72(¢"v]v) + Oy (||]| IIWII)} +C() V2 (S Prpvl® + 720, ([0]).

Finalement, on obtient

(A15)  [[Prpvl” 2 [[Re Prgv|l? + | SPrpvl” + ((47° 29707, (2) — 72 B )ulv)

2 3
e Re Py = 2T

1
+0, (=7
D’apres (A.13), on peut rajouter a droite 7(¢’ Vo|Vv), quitte & changer Ce en (C + 1)e et
02 o (C+51)27. On prend (C +1)e < 1 pour absorber le terme —(C + 1)e|| Re Pr ,v|?,

g
puis a (avec ¢(x) = e**n) assez grand pour que

2 C—|— 1 /2 12,11
@/2%0//()%7”(56) - B(plg - ( )¢ > ¥ 2‘)0 )

Enfin, ¢ étant fixé, on fait tendre 7 vers l'infini, ce qui permet d’absorber tous les autres
termes de reste en utilisant simplement qu’ils sont d’homogénéité plus petite en 7. On obtient
ainsi la proposition. O

(¢ v[v) + 7O, (l0ll[ Vo)

1
| Re Pryv)2) + O, (75 [8Prpv]2) + O, (772 o]2).




