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Si I'on calcule la somme des probabilités de transition a partir d'une partition 7 dont la
liste des tailles est (cq, o, ..., ¢;), alors on obtient :
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On fait bien sir précéder tous nos programmes des imports :

import numpy as np

import numpy.random as rand
import scipy.stats as scs
import matplotlib.pyplot as plt

(N)

Le programme suivant calcule 7'") pour la chaine de Markov de parametres (6, ) :

def update_partition(pi, N, theta, alpha):
# calcul du noyau de transition
P = np.array([len(part) for part in pi] + [0]) - alpha
P[-1] += alpha*(len(pi) + 1) + theta
P =P / (N + theta)
# choiz du successeur
k = rand.choice(len(pi) + 1, p=P)
if k < len(pi):
pilk] .append(N+1)
else:
pi.append([N+1])

def markov_partition(N, theta, alpha):
pi = [[11]
for k in range(1l, N):
update_partition(pi, k, theta, alpha)
return pi

Voici un exemple d’appel du programme :

>>> markov_partition(15, 1, 0.5)
(r+, 2, 3, 5, 8, 10, 13, 14, 151, [4, 121, [6]1, [7, 91, [11]1]

Si I'on connait 7 alors par cohérence de la suite, on peut récupérer toute partition (™

avecn < N : il suffit de prendre les intersections non vides des parts de 7(N) avec [1,n]. Par
exemple, si 7(1%) est I'exemple ci-dessus, alors 719 = ({1,2,3,5,8,10}, {4}, {6}, {7,9}).

Voici un programme de dessin qui donne une couleur différente a chaque part des partitions.

def dessin_partition(pi):
fig, ax = plt.subplots()
L = len(pi)
n = sum([len(part) for part in pil)
# colors est un tableau dont la k-ieme ligne contient la couleur de la
# k—-iéme fonction d dessiner
colors = np.zeros((L, 3))
colors[:, 0] = 0.2 + 0.6*np.arange(L)/L
1



colors([:, 2] = 0.8 - 0.6*np.arange(L)/L
# C est un tableau dont la k-i1éme ligne est l'ensemble des ordonnées
# de la k-iéme fonction a dessiner
C = np.zeros((n+l, L))
for p in range(L):
for k in pilp]:
Clk:, p:]1 += 1
# dessin ; on remplit également l'espace entre deuxr courbes consécutives
for p in range(L-1, -1, -1):
ax.fill_between(np.arange(n+1), np.zeros(n+l), C[:, p],
color = tuple(colors[p, :] + np.array([0, 0.3, 0])))
ax.plot(np.arange(n+1), C[:, p], color = tuple(colors[p, :1))
ax.set_aspect (1)
plt.show()

(4) Pour étudier les statistiques de la suite (£™), -, définie par /™ = £(7(™)), on pourrait
utiliser le programme markov_partition, mais il est plus efficace de reprogrammer la
suite. En effet, réalisons les transitions de la chaine de Markov (ﬂ(”))n21 en utilisant une
suite (5("))7721 de variables indépendantes uniformes sur [0, 1], et en posant :

n 3 k—1 n n k n
nrny _ ) TR si 25 (e(m™) —a) < (0 +n)E™ <30 (e;(n™) — a),
e £ 1] si (04 n)E™ >n— 0 a.

On vérifie aisément que cette réalisation donne les bonnes probabilités de transition. Re-
marquons alors qu’avec cette réalisation, on a : £("+t1) = ¢(n) 4 1

l
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Le programme suivant calcule donc trés efficacement un tirage de ¢V) = ¢(7(V) si
(m(™),,>1 est une chaine de parametres (0, o) :

def length_partition(N, theta, alpha):
res = 1
for k in range(1l, N):
res += scs.bernoulli((theta + alpha * res)/(theta + k)).rvs()
return res

Avec N = 5000, (0, ) = (1,0) et 1000 tirages, on obtient I’histogramme suivant pour la
loi de £(5000)
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Il n’y a pas a ce stade de concentration, mais on a bien un histogramme centré autour de
la valeur log 5000 =~ 8.517 ---. La raison de la non-concentration est la renormalisation en
logn : la convergence est assez lente (plus précisément, la question suivante montrera qu’on
approche bien la loi de £ dans le cas o = 0 par une loi de Poisson de paramétre 6logn,
et dans notre cas ce parameétre n’est pas tres grand, donc il n’y a pas de concentration
visible).

Si 'on prend maintenant (6, ) = (1,0.5) et qu’on dessine la fonction de répartition

empirique de o % avec 1000 tirages, on obtient :

(
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Ceci montre que la renormalisation en y/n pour @ = 0.5 semble étre la bonne. Pour illustrer

N (n) . .
la convergence presque stre de en—a, on peut modifier le programme length partition

pour avoir toute la suite (é(”))ne[L N> €t tracer plusieurs trajectoires de % :
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Les courbes semblent bien tendre vers des limites (aléatoires), avec néanmoins une conver-
gence assez lente (il y a encore des fluctuations importantes a n = 5000).



(5) Sil'on reprend argument de la question précédente avec o = 0, on obtient la représenta-
tion :
pnt1) — p(n) 4 1@(”)29%) —¢n) 4 B, .1,
ou les variables de Bernoulli B, sont indépendantes, avec B, de parametre p, = 9_%6. Ceci
démontre la premiere partie de la question. Pour la seconde partie, notons que les variables
B}, = 1(p,>1) ont presque pour parametre Mik . en effet,

PIBi=1]=1—¢ o% ~

Comme P[B; = 1] < P[B,, = 1], on peut réaliser les variables P, et B, de sorte que
Lip >1) = By, < By, et en gardant I'indépendance des P, entre elles et des By, entre elles.
Alors :

e On a P, = B}, sauf si P, > 2, et I'événement E, = { P, # B} a pour probabilité
0
ﬁ.
La série ), | P[E,] est donc sommable, et par le lemme de Borel-Cantelli, avec
probabilité 1, seulement un nombre fini d’événements E, se réalise. Autrement dit,
P, = Bj, pour k assez grand, ce qui implique que la suite (ZZ:1 P, — B}),>, reste
bornée.

e De méme, on a P[B; # By] = p, — (1 —ePr) = Zn>2 FZ’;” < (pg)z < 2;,‘;2,

donc par le méme argument que ci-dessus, B;, = Bj, pour k assez grand, et la suite
(Zzzl By, — Bj),,>1 reste bornée.

PIE,] =P[P, >2] =1—ePe(14p,) <1—(1—pu)(1+ps) = (pp)* <

Le comportement asymptotique de la suite (£() ., est donc le méme que celui de
<ZZ:1 Py)p>1- Or, on peut réaliser la suite (Z:Zl P.)p>1 comme la suite des valeurs

(Pt Jn>1, 0t (Py)=0 est un processus de Poisson standard, et t,, = EZ:1 py- Par la loi
des grands nombres pour les processus de Poisson,

1

n—o00,p.s. I

n

n

et il reste a voir que t,, est équivalent a 0 ZZ:1 % =~ flogn.

(6) Si 7 et m’ sont conjuguées par une permutation o, écrivons les parts de m par ordre
décroissant de taille :

m = ({a,l, vee ,a)\l}, {a)\l+1, cee ,CL/\1+>\2}7 ceey {CL/\1+,..+/\Z71+1, eee ,an}>
avec A(m) = (A > Ay > -+ \,) signature de la partition 7. Par hypothese,
T = ({U(a1>, 7U(aA1>}a {(T(CL)\1+1), ,O’(CL>\1+/\2>}, ] {O-(a)\1+---+)\471+1)’ =J(an>})’

ce qui prouve que 7" a la méme signature : A(m) = A(7"). Réciproquement, si A(7w) = A(7’),
alors on peut écrire :

7T/ — ({b17 e 7b)\1}, {b)\1+1, ,b}\1+)\2}, ceey {O-(bA1+"'+)‘E—1+1>7 ,O'(bn)}>

avec la méme suite décroissante (A > Ay > -+ > A,). Alors, 7 et 7’ sont conjuguées par
la permutation o définie par o(a;) = b; pour tout i € [1,n].

(7) La formule est vraie sin =1 : il n'y a qu'une partition {1} de taille 1, et on a bien

al 7o\ o b
hd — )0 = =2 —
( ) (1—a) 7o 1.
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Supposons la formule établie au rang n, et considérons une partition II de taille n + 1.
Puisque la chaine de Markov de parametres (6, «) donne une suite de partitions cohérente,
si 7 est la partition de taille n obtenue en supprimant n + 1 de la part correspondante de
11, alors on a :

|Pn+1 [H] = |P[7T<n+1) = H] = HI)[,R.(?’L) =1 et 7T(n+1) — H]
= P[] P(m, II).

Distinguons alors deux cas :

(a) Si{n+ 1} est une part de II, alors IT = w[¢(m) + 1], et on a :

0+ {(m)
P[] =P, [7] P(m, IT) = P, [] ot n
o(m () £(m)
:a( ) (ﬁ) (1— q)fertm1 0+ L(m)
o \« P 0+n
Qdm) g1 (AT 0+ ()
—-—— (2 1 — o) tenl)—1
9Tn+1 (Oé) kll( Oé) k o
£(1I1) re(Ir)  /eUI)
0 o e

car £(IT) = 4(m) + 1, et ¢, (IT) = ¢, (m) pour tout k € [1,£4(m)].

(b) Sinon, n + 1 appartient & une part IT,, de taille plus grande que 2, et IT = 7[k] avec
k € [1,¢(m)]. On a dans ce cas :

cp(m) —
P 1| ="Pr P(m, II) =P LA
n+1[ ] n[ﬂ-] (ﬂ-v ) n[ﬂ-] 0+ n
- L(m 4()
_ ot (ﬁ e [0 — )i () —a
o \a i 0+n
o(I0) ()
~ g (2 ( (1)t ) (1 - a)1e™ e, () o)
@ ik
= e (1 _a)ch(H) 1
gtntt \ o 31:[1
car (1) = £(m), c¢;(II) = c;() pour tout j # k, et ¢, (II) = ¢, () + 1

La formule est donc vraie au rang n + 1 dans les deux cas.

(8) On souhaite montrer que la loi conditionnelle de 7™ sachant la tribu &, est la loi
uniforme sur 'ensemble des partitions de signature A™. Par définition de l’espérance
conditionnelle, il s’agit donc de montrer que pour tout événement A = A(p™, ... pmtk),

1
E[Lirom_m 1a] = B . E[Lxm—n) Lal,

avec A = A\(m). Autrement dit, la quantité P[z(™ = 7) et A] ne dépend que de la signature
(7).

e L’identité ci-dessus est évidente si A # (™ (dans ce cas, les deux parties valent 0).



e Supposons maintenant A = p(™, et fixons deux partitions 7 et 7’ avec la méme
signature, et une permutation o € &(n) telle que 7" = o(m). Remarquons que o agit
aussi sur [1,n + k] : o(x) = x si & > n. Soit L I'ensemble des partitions IT de taille
n+k telle que, si (IT (m>)me[1’n +#) est 'unique suite cohérente avec IT (k) — IT, alors
AIT™) = p™) pour tout m € [n, n+k]. L’événement A est simplement {7("+*) ¢ L}.
Or, si IT € L, alors on a aussi o *(II) € L : la permutation o change dans quelles
parts tombent les éléments 1,2, ..., n, mais elle ne change pas la taille de ces parts,
y compris apres intersection avec [1,n + [] pour [ € [0, k]. Autrement dit, o(L) = L.
Par échangeabilité de la suite de partitions, on a donc :

Plr™ =7 et A] = P[r(®) =71 et 7"*%) € L] = P[r™) = o(7) et 7"F) € o(L))]
= P[r(™ =7’ et 7"k ¢ L] = P[r(™ = 7’ et A.

C’est ce que 'on souhaitait démontrer.

Calculons maintenant B,, 4 si A = (s,...,8,5s —1,...,5 —1,...,2,...,2,1,..., 1) avec m,
entrées égales a ¢ pour chaque i € [1,s]. Pour toute permutation ¢ € &(n), on peut
construire une partition de signature A comme suit :

[0(1)s e 0()} {0 (5 + 1), e, 0(28)}, o {0 (g — Vs 1), 0 ()},
{o(mes+1),...,0(ms+s—1)}, ...
Autrement dit, on remplit avec les valeurs de la permutation les parts de taille s, puis
celles de taille s — 1, etc. jusqu’aux parts de taille 1. Toute partition de signature A est
obtenue de cette fagon. De plus, il y a szl (¢1)™i(m,!) permutations qui donnent la méme
partition, car on peut sans changer la partition :

e permuter dans chaque part les valeurs de la permutation (d’ou le facteur H:Zl(i!)mi) :

e permuter les parts de méme taille dans I’écriture ci-dessus (d’ou le facteur Hle (m;!)).
La formule pour B,, 4 s’en déduit par le lemme des bergers.

Calculons maintenant le noyau Q(A,n) = PINE(II)) = p]. Si IT est de signature
A= (s, (s —1)ms1,...,2M2 1™1) alors leffacement d'un élément de [1,n] dans une
part de taille  donne une partition 7 = FE(II) dont la signature p s’écrit :

po= (M, .Ml (p— 1)meatl o ma),

m
n

Si p a cette forme, alors le noyau de transition s’écrit Q(A, p) = ===, et on vérifie aisément,

que ce ratio est aussi égal a
(mrfl + 1) anl

S
Bn,A

Voyons finalement comment calculer la loi conditionnelle de A"~ sachant % . Par dé-
finition, ("1 est obtenue & partir de 7(™) en effacant n, donc :

1 —A(n
Plrr ) =7 F = 3 Pl =i, )= Y 2uk=x)

kell,£(m)+1] ke[l,0(m)+1] By, At

Si 7w et ' partitions de taille n — 1 ont méme signature, alors il est facile de voir que
les signatures de leurs successeurs forment le méme multi-ensemble. Donc, si u est une
signature de taille n — 1 et 7w est une partition arbitraire de signature p, alors

Bn—l
PN = p| 7)) = —* Lxrtk=2m)-
A" ke[1,6(m)+1]



(10)

7

Si p n’est pas obtenue & partir de 4 = A en diminuant une part d’une unité, alors la
somme & droite vaut 0. Sinon, u est obtenue a partir de A en changeant une part de taille
r en une part de taille r — 1, et il y a m,_; + 1 indices k tels que A(7[k]) = A (le nombre
de parts de p égales & r — 1). On a donc montré que :

PN = | F_] = Q(A, 1) = QA™, p).

Pour la premiere partie de la question, remarquons que si A est une partie aléatoire de
[1,7 + 1] qui est €-mesurable et X, ., est une variable uniforme sur [1,n + 1] qui est

indépendante de &, alors P[X,,,, € A|&] = r'%‘l. En effet,

n+1

PIX, 1 € A|Z] = Z E[l(hea)lix,, - | %]
=1

= E 1 E[1 = E 1 = —.
(keA) (X pi1=k) (ke A)
pt n+1 pt n-+1

Par conséquent, avec & comme dans le texte, puisque A = ﬂ'g&—:l) L U W/()T(L,;;l) est G-

mesurable et X, | est indépendante de ¥,

|ﬂ_(n+1)

(’I’L+1)|
PX,.1 € A] 9] = 2

n—+1

En prenant I’espérance conditionnelle sachant F_(ns1) C &, on obtient :

=V_(nr1),k

Elx, ea) | Fmen] = Ve p
et finalement E[|A] =1 x  ca)|F )] = 0+ D Vi e = Vo e = 2 Voinrn) ke
Pour la seconde partie, il s’agit de simplifier la quantité
EDA (B D)) 4 oo N (B ) | F 1))
Or, par le lemme établi dans la question précédente,
PN = p| F_nin)] = QA ) = PINE(x ™)) = p| F_ip, )

L’identité s’obtient donc en décomposant en fonction des valeurs possibles pour la signature

ME(rn(+D))
EA (B(rOFD)) 4 o N (B(r ) | F 1)

= Z PIAE(x"1)) = ] F_ (e (1 + -+ )
HEY(n)

= > P = p F )] (g + -+ )
peY(n)

=EN" 4 A AN F ) = BV | F ).

On obtient un échantillon de la variable Y] en utilisant le programme :

def Y1(N, theta, alpha):
return max([len(part) for part in markov_partition(N, theta, alpha)l)/N

avec IV grand, par exemple N = 5000. Par ailleurs, on obtient un échantillon de max (X, )
avec le programme :



def maximum_X(theta, alpha, K=100):
W = np.array([scs.beta(l - alpha, theta + (k+1) * alpha).rvs() for k in range(X)])
X = [np.prod(1 - W[:k]) * W[k] for k in range(K)]
return max(X)

Avec 0 = 1, a = 0.5 et des échantillons de taille 1000, on obtient les fonctions de répartition
empiriques suivantes :

1.0
— Y
— X
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0.0

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

La correspondance des lois est donc confirmée par ces programmes.



