MODELE D’ISING EN DIMENSION 1 ET 2

1. DESCRIPTION DU MODELE

Dans un matériau ferromagnétique (fer, nickel, cobalt, etc.), chaque électron posséde un
moment magnétique dipolaire, qu’on peut représenter par un vecteur de la sphére unité,
le spin S de I’électron. Les régles de la mécanique quantique impliquent que :

(i) Etant donnée une direction de l'espace @, on ne peut mesurer le produit scalaire
(S|t) que dans deux états +1 et —1. Le spin mesuré d’un électron o(e) sera donc
une variable aléatoire a valeurs dans {+1, —1}.

(ii) A courte distance, pour réduire 1’énergie électrostatique qui repoussent les électrons
les uns par rapport aux autres, les spins des électrons ont tendance & s’aligner. Ainsi,
étant donnés deux électrons "voisins” e et ¢/, on aura toujours

Plo(e) o(e') = 1] > Plo(e) o(e') = —1].

(iii) Enfin, un champ magnétique extérieur B pourra influencer la direction des spins :
ainsi, si @ est la direction suivant laquelle on mesure les spins, et si (B|@) > 0, alors
on aura aussi

Plo(e) = 1] > Plo(e) = —1]

pour tout électron e.

On modélise ces hypothéses de la facon suivante. Pour simplifier, on supposera que les
électrons e occupent les points d’une partie finie E du réseau Z?, et on appellera confi-
guration de spins la donnée d’une fonction o : F — {£1}. Deux électrons e et ¢’ seront
dit voisins §’ils le sont dans le réseau Z¢, c’est-a-dire si les coordonnées (e, ..., eq) et
(€],...,€,;) des électrons vérifient

ler —erf 4ot lea —eql = 1;

on notera dans ce cas e ~ €. La répartition des spins dans le matériau E sera alors
modélisée par la configuration aléatoire ¢ suivant la mesure de probabilité

P, slo] = m exp (aZa(e) + 0 Z a(e)a(e’)> (1)

ecl e~e'€R

ou o € Ret § € Ry sont des paramétres fixés; et Zg(a, B) est la constante positive qui
fait de P, [] une mesure de probabilité sur {£1}¥. On dit que Zg(a, B) est la fonction
de partition du modele, et on appellera loi d’Ising la mesure de probabilité donnée par
I'équation (1), et modéle d’Ising une configuration de spins aléatoire suivant la loi d’Ising.
Dans ce texte, on s’intéresse a la construction explicite de configurations de spins suivant
la loi d’Ising; au calcul de Zg(a, B); et au comportement de la magnétisation

M(o) =Y ole),

eck

qui sous la loi d'Ising P, s[] est une variable aléatoire a valeurs dans Z.

1



2. FONCTION DE PARTITION ET MATRICE DE TRANSFERT

Dans toute cette section, d = 1 et on suppose que E est un segment dans Z : E =
[1,n] ={1,2,3,...,n}. La probabilité (1) s’écrit alors sous la forme

P, slo] = m exp (aZJ(i) + ﬂZJ(i) o(i+ 1)) : (2)

Si a = 0, alors on peut représenter une configuration ¢ par les états d’une chaine de
z_

xT —x . - .
Markov. Pour x € C, on note coshz = % et sinhz = <=*—. Soit

2
1 ef e f
P=—
2 cosh 3 (e_ﬁ 65) ’
et (o(n))n>1 la chaine de Markov d’espace d’états {41}, de mesure initiale Plo(1) = 1] =

Plo(1) = —1] = 3, et de matrice de transition P, les lignes et colonnes de P correspondant
aux états +1 et —1 suivant la matrice

1,41) (+1,-1
(57 Fro)) @

Proposition 1. Si a = 0, alors pour tout n > 1, le vecteur (o(1),...,0(n)) constitué des
premiers €tats de la chaine de Markov est une configuration de spins sur E qui suit la lot
donnée par léquation (2). En particulier, Z,(0,3) = 2"(cosh 3)" 1.

Si @ # 0, on peut tout de méme calculer la fonction de partition Z,(a, #) en utilisant
la technique dite de la matrice de transfert. Soit

eoc+6 e—a—,B
o (0
la matrice de transfert du systéme, dont les lignes et les colonnes correspondent aux états

+1 toujours suivant la matrice (3). On note également V' le vecteur ligne (e®,e~%), et W
le vecteur colonne (1).

Pour toute configuration de spins o, P[o] est proportionnel a Vo Tomyo@) ** To(n-1)o(n)-
Par conséquent,

Zn(a7 /8) - Z VJ(I)TU(I)U(Q)TU(2)U(3) to Ta(n—l)a(n) = VT"ilW (4)
o(1),...,0(n)e{£1}

En diagonalisant la matrice 7', on peut alors calculer exactement VI™ W, ce qui donne :
Théoréme 2. Pour « et S arbitraires, on a

Zn(a, ) = ar (M) +a-(A)"! ()
avec +

Cette formule se spécialise bien en Z,(0, 3) = 2"(cosh 8)"~! lorsque a = 0.
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3. FLUCTUATIONS DE LA MAGNETISATION EN DIMENSION 1

Le calcul de la fonction de partition Z,(«, ) ne fournit pas d’algorithme efficace pour
construire une configuration de spins de loi (2); en revanche, il conduit & de nombreux
résultats théoriques. Dans cette section, a et 3 sont fixés, et on considére de nouveau
le modele d’Ising en dimension 1 sur 'ensemble E' = [1,n]; on note M, = >  o(i) la
magnétisation. Si

Fu(t, o, B) = Ea,ﬂ[etMn]
est la transformée de Laplace de la magnétisation sous la loi (2), alors

Zn )
Fn(t>a75) = %7

et en particulier :

Proposition 3. L’espérance de la magnétisation est donnée par :

B OE,, sleMn] d(log Z,)

el I (7

Eaﬁ[Mn] aa

t=0

En remarquant que Ay > A_, on obtient un développement asymptotique de E, g[M,,] :
E., 3| M, e sinh 1
0,81 Mn] inh o Lo ( ) .

n

= magnétisation moyenne par spin =
n \/ e28sinh? o + =28

Plus précisément, on peut établir un théoréme central limite pour M”%sm, ou m est la
magnétisation moyenne asymptotique, c’est-a-dire
e’ sinh
Ve28sinh? o + e—28

Théoréme 4. Sous la mesure de probabilité (2), la magnétisation renormalisée X, =

M"%T:‘m converge lorsque n tend vers linfini vers une loi gaussienne centrée de variance

m =

e P cosh a
(€28 sinh? o + e=26)3/2

Esquisse de preuve. On peut faire les approximations suivantes :

n—nm t
log B s eV | = log F, <%,a,ﬁ> — Vn(tm)

t .
- 6) — log Z(a, B) — /(1)

~ nlog A, <a+

V:

=log Z, (a +

t __
%, 5) —nlog Ay (a, B) — v/n(tm)
N e ? cosh o t?

"~ (e*Psinh’® o + e~28)3/2 27

les restes de ces approximations étant des o(1) (a ¢, o et [ fixés). Ce calcul reste valable
pour t variable complexe et n assez grand; en particulier, la transformée de Fourier de
X,, vérifie donc

. ~7 cosh t?
¢ P cosha
Vt, Eqple"*"] — exp (— ) .

(€28 sinh® v 4 e~28)3/2 2
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Par le critére de Lévy, ceci implique la convergence en loi de (X, ),en vers une variable
gaussienne de variance V. O

4. CONSTRUCTION GENERALE ET OBSERVATIONS EN DIMENSION 2

Dans cette section, d = 1 ou d = 2, et on propose un algorithme qui construit une
configuration de spins de loi proche de la loi d’Ising (1). On fixe une partie finie E de Z,
et si e € F et o est une configuration dans {+1}¥, on note

P(e,0) = card{voisins ¢’ € E de e avec o(e') = 1};
N(e,0) = card{voisins ¢’ € E de e avec o(e') = —1}.

Soit e € E une position, et u un réel dans [0, 1]. Si o est une configuration de spins, on
note o’ = F, (o) la nouvelle configuration de spins définie comme suit :
(1) o'(e) vaut 1 si
ea+5(P(€,U)*N(6,0'))

< 2 cosh(a 4 f(P(e,0) — N(e,0)))’

u

et —1 sinon.
(2) on laisse tous les autres électrons €’ avec le spin de o : o’(¢/ # e) = o(€’).

Dans ce qui suit, (eg)ken est une suite de variables aléatoires indépendantes uniformes sur
I'ensemble fini E, et (uy)gen est une suite de variables aléatoires indépendantes uniformes
sur [0, 1], et indépendantes des (ex)ren. On fixe une configuration initiale o® € {£1}7,
et on définit récursivement une suite de configurations (¢*)),cy par

o) = iy (0). (8)

)

Théoréme 5. L’équation (8) définit une chaine de Markov irréductible récurrente apé-
riodique sur espace des configurations de spins {£1}F. L’unique mesure de probabilité
invariante de cette chaine est la loi d’Ising donnée par la formule (1).

Esquisse de preuve. La propriété de Markov est une conséquence immeédiate de I'indépen-
dance des variables (e, )nen €t (U, )nen ; les propriétés d’irréducibilité et d’apériodicité sont
évidentes. Pour montrer I'invariance de la loi d'Ising P, s[-], il suffit d’établir I'’équation
de réversibilité

Vo,o', P, slo] P(o,0") = Pysl0’] P(o’,0).
Elle se vérifie facilement pour deux configurations o et ¢’ qui ne différent qu’en un électron
e, avec disons o(e) = +1 et o’(e) = —1. En effet, dans ce cas, les termes dépendant de

’électron e dans Plo] sont

ea+,3(P(e,o) —N(e,0)) ’

et P(o,0’) est proportionnel a
e—a—B(P(e,0)—N(e,0))
2 cosh(a+ B(P(e,0) — N(e,0)))
Le produit des deux est donc proportionnel a
1 1
2 cosh(a + B(P(e,0) — N(e,0))) T2 cosh(a+ B(P(e,0’) — N(e,d')))’

et on obtient le méme résultat en étudiant le terme de droite dans I’équation de réversi-
bilité. 0
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Par le théoréme ergodique pour les chaines de Markov finies récurrentes apériodiques,
pour k grand, la loi de o®) est donc proche de la loi d’Ising (1), ce qui permet de simuler
des configurations de spins en programmant ces chaines de Markov. On a représenté ci-
apres les résultats de ces simulations en dimension 2.

a=0, B=0.55

FIGURE 1. Des configurations de spins de taille 30 x 30 pour différentes va-
leurs des parameétres «, 3. Les électrons avec spin positif +1 sont représentés
en noir, et les électrons avec spin négatif —1 sont représentés en blanc.



QUESTIONS

Pour la rédaction des programmes, on pourra soit écrire le code en un langage de
programmation (n’importe lequel), soit donner une description détaillée de l’algorithme
(pseudo-code).

1. Expliquer pourquoi ’équation (1) modélise de fagon pertinente les propriétés (i), (ii) et
(iii) listées dans la section 1. Si (B|#) > 0, quel doit étre le signe de a? Qu’attend-on

du modéle d’Ising si I'on fait tendre « vers 'infini 7 si l'on fait tendre [ vers l'infini ?
sia=p4=07

2. Calculer les probabilités de chacune des 4 configurations de spins sur I'ensemble £ =
[1,2] C Z; respectivement, de chacune des 16 configurations de spins sur 1’ensemble
E =[1,2]*> c 7%

3. Démontrer la proposition 1. Ecrire un programme qui produit une configuration aléa-
toire en dimension 1, de taille n arbitraire, et avec des parameétres o« = 0 et 5 € R.

4. Démontrer les formules (4) et (5) — pour la seconde formule, on calculera les valeurs
propres de T, pour écrire la forme a priori de VI~ 'W ; puis on identifiera les coeffi-
cients a l’aide des premiéres valeurs de Z,(«, #). Pourquoi cette formule ne fournit-elle
pas d’algorithme efficace pour construire une configuration aléatoire o de dimension 1
et de paramétres arbitraires a, 57

5. Justifier les formules (6) et (7) — on expliquera en particulier pourquoi les fonctions
considérées sont bien définies et dérivables. Donner une formule explicite pour la ma-
gnétisation moyenne E, g[M,,] en fonction de n, o et 8. Quel est le terme dominant de
cette expression lorsque n tend vers l'infini 7 Retrouvez 'expression asymptotique de
la magnétisation moyenne. Commenter cette formule.

6. On suppose donné un algorithme Configuration(n, «, #) qui construit une configura-
tion de spins aléatoires sous la loi (2). Proposer un ou plusieurs algorithmes qui mettent
en valeur le théoréme 4. Donner les détails de la preuve de ce théoréme.

7. Expliquer pourquoi I’équation (8) définit bien une chaine de Markov sur 'espace des
configurations (on pourra expliciter la matrice de transition). Dessiner le graphe des
transitions de cette chaine lorsque £ = [1,2] C Z. Montrer que la loi d’Ising P, 5[]
donnée par la formule (1) est réversible pour cette chaine de Markov :

Vo,o', P,slo] P(o,0") = Paslco’] P(o’,0).

Rappeler pourquoi ceci implique l'invariance de la mesure. Enoncer précisément dans

le contexte du théoréme 5 le théoréme ergodique satisfait par les lois des configurations
*) L

o™k — oco.

8. Rédiger un programme qui permet d’obtenir les configurations de la figure 1. Commen-
ter ces simulations.



