Corrigé
1. Sia et b sont reliés par une trajectoire (xg, x1, .. ., 2;) de longueur ¢, alors
b=xy=x4_1+1=---=20+t=a+tmod 2,

car x5 — xs—1 € {—1,+1} pour tout s € [1,{]. Par conséquent, si une famille de trajectoires de longueur
t relie A 3 B et si les a¥) sont tous de méme parité, alors les b sont aussi tous de méme parité :
b =0 4t =0 4t =0Y  pour tout couple (i, ).
Pour la seconde partie du lemme, si xgi) < xgj ) pour tout s € [0,t] et tout i < j, alors xgi) # xgj ) pour
tout s € [0, ], donc la famille de trajectoires est sans intersection. Réciproquement, supposons la famille
de trajectoires sans intersection. Pour établir les inégalités 2 < 2 pour tout i < j et s € [0, 7], il sufht
par transitivité de traiter le cas j = ¢ + 1. On montre alors par récurrence sur s € [0, ] la propriété plus
forte :
P(s) : mii)l € {acgs) + 2,:(}2(8) + 4,3:2(.8) +6,...}

qui implique clairement I'inégalité ngr)l > azgs). Pour s = 0, P(0) est vraie car (a:l(»o), xﬁ)l) = (ai,a;+1) et
a;41 est strictement plus grand que a; et de méme parité que a;. Si P(s) est vraie, alors remarquons que :

i+1 i i i i+1 i i i
95£:++1) - ‘Tgll = (a{") —2{)) + (932:1) —z{) - (Jfgll — ().
e{-1,+1} e{-1,+1}
Par conséquent, I’écart au temps s + 1 differe de I’écart au temps s par —2, 0 ou 2. Si 20T _ 20 e

{4,6,8,...}, alqrs ceci implique immédiatement que :ngll) —xgil € {2,4,6,...}. Supposons maintenant

que 20T — 20 = 2. Alors, a:gfll) - xgl € {0,2,4}, mais le cas mgjll) - xgl = 0 est exclu car les
oo ,- 1 .

trajectoires ne s’intersectent pas. On a donc dans tous les cas ngl ) — mﬁl €{2,4,6,...},et P(s+1)

est encore vraie.

2. Comme indiqué dans le texte, chaque variable M, ;(s) est Fs-mesurable, car c’est une espérance condi-
tionnelle par rapport a F. On a par ailleurs

0 < Mop(s) = Ea[l(x,=0)Fs]| <1

pour tout s, donc chaque variable M, (s) est intégrable. Voyons maintenant ’équation caractéristique
des martingales. On calcule :

E[Ma,b(s + 1) Fs] = Ea[Ea[l(thb)‘FS-i-l”-FS] = Ea[l(thb)L’TS] = Ma,b(s)a

car conditionner par rapport a la sous-tribu Fsy1 puis par rapport a Fy est équivalent a conditionner
directement par rapport a Fy. Ainsi, (M, 4(5))s>0 est bien une martingale. Prenons maintenant un temps
s € [0,¢]. Alors, on sait que conditionnellement a Fy, (Y2)i>0 = (Xi+s)t>0 est une chalne de Markov de
matrice de transition P et issue du point X (propriété de Markov simple). Donc,

Mo p(8) = Ball(x,=0)|Fs] = Ealliyi_,=t)|Fs] = Ex, [Liy;_,=p)] = Px,[Yios = b] = P'~°(X,, b).
En particulier, M, ,(0) = P'(Xo,b) = P(a,b) et My3(t) = P°(X;,b) = 1(x,p)-

3. Si s > t, alors la variable L(x,=p) est Fs-mesurable, donc M, 4(s) = Eu[l(x,—p)|Fs] = 1(x,=p)- La suite
(Mg p(s))s>0 est donc stationnaire a la valeur 1(x,—p) apres le temps s = t. En particulier, la martin-
gale M, converge presque sirement : ce fait était garanti car M, est une martingale positive (toute
martingale positive converge presque slirement).
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Autemps s = 0, M 4 5(0) = P*(aV), b)) ... P!(a(D b)), et plus généralement, pour toute permuta-
tion o € &(d),
T oo (0) = PHa®), o)) ... pt(afd) plot)y

En faisant la combinaison linéaire avec les signes des permutations, on obtient donc :

Nap(0)= 3 e(0) PH(aM 5. Pl(a(® b))  det (pt(a(i)’b(j))>

1<ij<d
ce6(d)

De méme, pour tout s < ¢, M4 po(s) = Pt_“"’()(g)7 ple)y ... Pt_s(Xs(d), b@(@)), donc

Nap(s)= 3 elo) Po(x,peM)) . pros(x (@ @) = deg (P1+(x (0, 49))

s 1<ij<d
ce6(d)

Supposons t > T'. Alors, puisque la formule ci-dessus est vraie pour tout temps s € [0, ¢], on peut rempla-
cer s par le temps aléatoire T, ce qui donne :

Ny p(T) = det (Pt_T(X;")’ b(j)))

1<ij<d

Mais au temps T, X}i) = X}j ) pour deux indices ¢ # j, donc la matrice a deux lignes identiques. Le
déterminant vaut donc 0 : Ny p(min(7,¢)) =0s1 T < t.

. Fixons ¢ > 0. L'identité T' = t peut se réécrire comme suit :

t—1
w-n=(N N s n U o -x).

s=01<i<j<d 1<i<j<d

ou chaque événement {w € Q| P(w)} est abrévié en {P}. Le membre de droite est obtenu par réunion
et intersection d’événements qui dépendent des variables vectorielles X 5 avec s < ¢, donc est bien dans la
tribu F;. Ainsi, T est bien un temps d’arrét pour la filtration (F)s>0.

C’est un calcul d’espérance : puisque (N4 p(min(s,T')))s>0 est une martingale,

talD bl _ _ :
det (P (@, b ))@Jgd_NA,B(O) = E[Np(min(t, T))]

= E[Lt<r) Nap(min(t, T))] + E[L¢>1) Na,p(min(t, T))]

=E |l<r) x 1 +E[l>1) x 0]

(Xtm:b(l),.‘.,Xt(d):b(d))}
=Pt <Tet XV =pM . XD =p@,

Voici les programmes demandés (avec quelques ajouts) :

import math

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import scipy.stats as st

from scipy.special import binom

def marche aleatoire(t, A):

nnon

t est un entier positif et A est un vecteur d’entiers

Simule les t premiers pas de marches simples indépendantes sur Z
partant des a dans A.



14 steps = 2%st.bernoulli.rvs (0.5, size = [np.array(A).size, t+1]) — 1

15 print(steps)
16 steps[:,0] = np.array(A)
17 return np.cumsum(steps , axis=1)

19 def noyau(t, A, B):

mnon

2
21 t est un entier positif et A et B sont des vecteurs d’entiers
2 Calcule la matrice P*t(a,b) {a in A, b in B}

. W

2 K = np.array ([np.array (B)—a+t for a in A])/2

2 return binom(t, K)/(2%xt)

28 def martingale(t, A, B):

mnon

29
30 t est un entier positif et A et B sont des vecteurs d’entiers

31 de méme taille

32

33 Calcule la martingale M (A,B)(s) pour s dans [0,t]. Cela fonctionne
34 en particulier si A et B sont des entiers (vecteurs de taille 1).

35 e

36 X = marche aleatoire(t, np.array(A))

37 res = np.zeros(t+1)

38 for s in range(t+1):

39 res[s] = np.prod(binom(t—s, (np.array (B)—X[:,s]+t—s)/2)/2=%=(t—s))
40 return res

# def proba_intersection(t, A, B, N):

nnon

44 t et N sont des entiers positifs, et A et B sont des vecteurs d’entiers

4 de méme taille

46

47 Calcule sur N essais la probabilité que des marches indépendantes issues des
points

48 A atteignent au temps t les points B sans s’étre croisées.

49 e

50 res = 0

51 for 1 in range(N):

52 walk = marche aleatoire(t, np.array(A))

53 testl = (walk[:,t] == np.array(B))

s # np.diff calcule les différences des termes consécutifs d’un array

55 test2 = (np.diff(walk, axis=0) > 0)

56 if np.all(testl) and np.all(test2):

57 res += 1

58 return res/N

¢ def proba intersection theorique(t, A, B):

nnon

62 t est un entier positif et A et B sont des vecteurs d’entiers

63 de méme taille .

64

65 Calcule la probabilité théorique que des marches indépendantes issues des points A

atteignent au temps t les points B sans s’€tre croisées.
nnn
66

67 m = noyau(t, np.array(A), np.array(B))
68 return np.linalg.det(m)

Pour toute trajectoire obtenue avec martingale(t, a, b), on observe que la trajectoire tend vers 0 ou 1 (sa
valeur finale au temps t). Voici deux exemples de trajectoires pour t = 50, aveca = b =0:
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Nos programmes proba_intersection et proba_intersection_theorique évaluésavect =6et A= B = (—2,0,2)
donnent respectivement 0.00363 (pour 10000 essais) et 0.0037384 pour la valeur théorique (approchée a
1077 prés) : le théoréme de Karlin-McGregor est donc bien confirmé par les simulations.

. Pour montrer que (Y;)s>0 est un couple de deux chalnes de Markov de méme matrice de transition P, on
1 1 2 2 e .
fixe (:L‘((] ), cee 2] )) et (mé ) ,:E% )) et on calcule la probabilité trajectorielle

p= ]P)[YO_ ($8)7x((]2))7-”7yn: (Cﬂg),l'g))]

Il y a deux cas a distinguer :

— iln’yapasdetemps s < ntel que 2 = 2. Alors, I'événement considéré est inclus dans {T > n},

et on a donc

p =P = (", 2, ... ¥ = @D, 2®)) = P[X; = (2", 2), ..., X, = (&, 2?)).

n

(1) (2)

— il existe un temps s < n tel que x5’ = x5’. Notons s le premier entier avec cette propriété; alors,
I’événement considéré est inclus dans {7 = s}. Par la propriété de Markov simple, conditionnelle-
ment a I’événement

A _{XO—(‘ré)uxg]Q))u7XS:(xgl)’xgm)}:{%_(x(()l)u [()))77}/82('1"
(1) ())

(Xs4t)t>0 est une chalne de Markov sur Z? avec point de départ (z5 7, et matrice de transition
P ((a(l) a@), (61, 52))) = P(aM,a®) P41, b?). Léchange des coordonnées ne modifie pas

cecl :

P[Ys = (e, e) o Yore = (¢, e8?)]4,) = wsaﬁﬂ%w.&ﬁz@%$MM
(e —e® 40y HP )P, el

1 2 2
— P[X, = <%%%waxﬁf4é, N4,).

Alors,

= P[A,]P[X, = (z{V, « ), 2{P))|Aq]
= ]P)[XO = (:B(()l)aw(()m)a e Xp = (x(1)7$512))]



Autrement dit, (Y;,)nen a les mémes probabilités trajectorielles que (X,,)nen, done c’est encore une
paire de chaines de Markov indépendantes de matrice P. Remarquons alors que :

P(a(l)7a(2))[Xt = (b(l)7 b(g))}
= P(a<1),a(2))[Yt = (b(l), b(2))]
=P g0y Y = O, 6@y et t > T) + Pam qen[Ye = (6D 5@ e t < 7]
= Plaw o)Xt = b bWy et t > T) + Pl o)Xt = M Y et t < 1.
Sur la derniére ligne, si Xo = (a(V),a®) et X; = (b)), alors deux composantes de X se sont

forcément croisées avant le temps ¢, donc dans le premier terme, il n’est pas nécessaire de rajouter la
précision ¢t > T'. Ainsi,

P o o)Xt = (01, 0O)] = Py gy [Xe = (02, 60)] + Py0) ge [Xe = 00, 0P) et t < T,

donc P, 1) 42y [Xi = (0, 0P) et t < T] = Pi(alD), b)) Pt(al?, b)) =Pt (aD), b)) PH(a®, b))
est le déterminant 2 x 2 recherché.
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