Chapitre 3

Martingales discrétes

Résumé. Etant donné un espace de probabilité filtré par F = (F;,)nen,
une martingale est un processus (X, ),en adapté a la filtration et tel que
E[X,11]|F.] = X, pour tout n. Cette classe de processus est stable par
intégration stochastique contre des processus prévisibles, et par coupure
par des temps d’arrét. Toute martingale bornée dans L(§2, B, P) converge
p.s., et dans L! si et seulement si elle est uniformément intégrable. Toute
martingale bornée dans L”(Q2, B,P) avec p > 1 converge p.s. et dans L7,
Cette théorie s’applique en particulier aux marches aléatoires et aux
processus de branchement.

Dans ce chapitre, (€2, B,[P) est un espace de probabilité, et F = (F,)nen est une fil-
tration de I'espace, c’est-a-dire une suite croissante de sous-tribus de B. Dans le cadre de
processus a temps discret définis sur (€2, B,P), il faut comprendre F,, comme 1’ensemble
des événements mesurables au temps n. Ainsi, on dira qu’une suite de variables aléa-
toires (X, )nen définies sur (§2, B, P) forme un processus adapté relativement a la filtration
(Fo)nen si X, est F,-mesurable pour tout temps n. Tout processus est adapté a la fil-
tration qu’il engendre, définie par F,, = o(Xo,...,X,). On aura également besoin de la
notion de processus prévisible : ainsi, (X,,),>1 est dit prévisible si X,, est F,_j-mesurable
pour tout temps n > 1.

1. Martingales et leurs transformations

1.1. Exemples élémentaires de martingales. Dans ce qui suit, un processus aléa-
toire (X,,)nen sera dit intégrable si toutes les variables X, le sont.

DEFINITION 3.1 (Martingales). Un processus aléatoire (X, )nen (0 valeurs dans R) est
appelé martingale sl est adapté, intégrable et si, pour tout n,

E[X,i1|Fn] = X
On parle de sur-martingale si I’égalité est remplacée par linégalité E[ X, 1| F] < X, et

de sous-martingale si ’égalité est remplacée par inégalité E[X, 1| F,] > X,.

Etant donnée une martingale, on a plus généralement et par conditionnements successifs
E[Xn|Fn] = X, pour N > n, et E[X,,] = E[X|] pour tout n € N.

EXEMPLE. Soit (Y;,),>1 une suite de variables aléatoires intégrables et indépendantes
(mais pas forcément de méme loi), F = (F,)nen la filtration engendrée par ces variables,
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34 3. MARTINGALES DISCRETES

et X, = > 7, V. Clest un processus adapté, et si chaque Y, vérifie E[Y,,] = 0, alors c’est
une martingale, car

E[Xon 1| Fn] = E[Xo|Fo] + E[Yn 1| Fn] = Xo + E[Yn 1] = X,

En particulier, les marches aléatoires simples sur Z sont des martingales (et plus gé-
néralement, les marches aléatoires dont les incréments i.i.d. ont moyenne nulle). Si l'on
remplace 'hypothése E[Y,] = 0 par E[Y,] > 0 (respectivement, E[Y,,] < 0), on obtient
une sous-martingale (resp., une sur-martingale).

EXEMPLE. Soit (Y},),>1 une suite de variables aléatoires positives, bornées et indé-
pendantes, F = (F,)nen la filtration engendrée par ces variables, et X,, = [[;_, Yi. Clest
un processus adapté, et si chaque Y,, vérifie E[Y, ] = 1, alors c’est une martingale, car

]E[Xn+1|fn] = ]E[XnYn+1|~Fn] = XHE[Yn-H] = Xn-

EXEMPLE. Soit (X,)n,en une chaine de Markov de matrice de transition P sur un
espace d’états X. Une fonction sur X est dite harmonique pour P si pour tout x € X,

f@)=(Pf)(x)=>_ Plx,y)f).

Dans ce cas, le processus (f(X,,))nen est une martingale pour la filtration engendrée par
la chaine de Markov, car E[f(X,+1)|F.] = Pf(X,) = f(X,). On obtient de méme des

sous- et des sur-martingales a partir de fonctions sous- ou sur-harmoniques.

EXEMPLE. Soit X une variable aléatoire intégrable, et X,, = E[X|F,], avec F filtration
fixée sur l'espace de probabilité (€2, B,P). Le processus (X, ),en est une martingale par la
propriété des conditionnements successifs du chapitre 1.

D’un point de vue abstrait, la notion de martingale permet de mesurer la différence
entre processus adaptés et processus prévisibles :

PROPOSITION 3.2 (Décomposition de Doob). Tout processus adapté intégrable (X, )nen
s’écrit de maniére unique comme somme d’une martingale (M,)nen et d’un processus
prévisible (P,)nen issu de 0.

L’existence est donnée par les formules
Mn+1 - Mn = Xn+1 - E[Xn+1’fn]
Pn+1 - Pn = E[Xn+1|]:n] - Xn

qui fournissent une définition récursive des deux composantes de X,,, avec My = X et
Py = 0. Pour I'unicité, il suffit de noter qu'un processus qui est a la fois une martingale
et prévisible est constant au cours du temps.



1. MARTINGALES ET LEURS TRANSFORMATIONS 35

1.2. Transformations de martingales. A partir d’'une martingale (X, )nen, il existe
plusieurs constructions qui permettent d’obtenir de nouvelles martingales; dans le cadre
des martingales a temps continu, ceci méne a la théorie du calcul stochastique d’Ité. Dans
le cadre des martingales a temps discret, la théorie se réduit essentiellement aux résul-
tats suivants. Notons que si (X, )neny est une sous-martingale, alors (—X,,),ey est une
sur-martingale ; les résultats seront donc énoncés seulement pour les sur-martingales.

THEOREME 3.3 (Intégrale stochastique discréte). Soit (X,)nen un processus adapté,
et (A,)nen un processus prévisible. Notons

n
(A-X), = ZAk(Xk — Xj-1),
k=1
qui est un processus adapté issu de 0. Si (X, )nen est une martingale et (A,)nen est une
suite de variables aléatoires bornées, alors ((A - X)p)nen est une martingale. De méme,
i (Xpn)nen est une sur-martingale et (A, )nen est une suite de variables aléatoires bornées
positives, alors ((A- X )n)nen est une sur-martingale.

En effet, dans le cas des martingales,
E[(A - X)paa|Fo] = (A X)n + E[An 1 (Xnga — X)) | Fn]
= (A ) X)n + An+1(E[Xn+1|]:n] - Xn) = (A : X)n

Dans le cas des sur-martingales, la méme preuve s’adapte, et ’on peut alternativement uti-
liser le résultat élémentaire suivant : un processus adapté intégrable est une sur-martingale
si et seulement si sa partie prévisible au sens de la décomposition de Doob est un processus
décroissant (appelé le compensateur de la sur-martingale).

EXEMPLE. Soit (X, )nen une marche aléatoire sur Z, d’incréments indépendants et
identiquement distribués Yi,...,Y,, ..., avec E[Y;] = 0. On interpréte chaque variable
Y; = X, — X, 1 comme le résultat d’un jeu aléatoire, et I'on décide & chaque étape ¢ — 1
d’une mise A; > 0 pour le i-iéme tirage du jeu. Cette mise est donc JF;_j-mesurable,
c’est-a-dire prévisible, et on peut imaginer que I'on décide de la mise A; en fonction des
résultats précédents du jeu Y7, ..., Y; ;. L’hypothése E[Y;] = 0 assure que pour tout temps
n, E[X,] = 0, c’est-a-dire qu’au temps n on a en moyenne gagné autant de fois que 1’'on
a perdu. La proposition 3.3 assure que dans ce cas, quelque soit la stratégie des mises, le
gain au temps n

=1

est également une martingale, de sorte qu’on a aussi E[G,] = 0 pour tout n. Autrement
dit, si un jeu est équilibré, alors aucune stratégie prévisible ne permet d’avoir des gains
en moyenne strictement positifs.

Soit (X, )nen une martingale. Comme toute fonction (f(X,,))nen d'un processus adapté
est de nouveau un processus adapté, sous des hypothéses d’intégrabilité, f(X,,) = M+ P/
est la somme d’une martingale et d'un processus prévisible. Ceci fournit de nouvelles
techniques de constructions de martingales.
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EXEMPLE. Posons f(z) = x2, et considérons une martingale (X, ),y dans L2(Q, B, P),
c’est-a-dire que chaque X,, est de carré intégrable. Alors, la partie prévisible de X2 est
donnée par

Po1— P, = E[(Xn+1)2|]:n] - (Xn)g = E[(Xn+1 - Xn)2|-’rn] > 0.

Ainsi, il existe un unique processus prévisible, positif et croissant, appelé variation qua-
dratique de (X,,)nen et noté (X),, tel que
n—1
(X)), = Z E[(Xpi1 — Xi)?|Fi] ; ((Xn)? = (X)n)nen est une martingale.
k=0
Dans le cas de la marche aléatoire simple sur Z, on a (Xz1 — Xz)? = 1 presque stirement
pour tout k, donc (X),, = n presque stirement, et ((X,)? — n),en est une martingale.

EXEMPLE. Soit (X, )nen une marche aléatoire sur Z, avec X,, =Y; +--- +Y,, somme
d’i.i.d. et E[e] < oo pour un certain réel positif ¢. La transformée exponentielle Z,, =

_ % . .
tXn—nlogE[e™] st de nouveau une martingale, puisque

e
_lo etY El:etyn+l]
Bz 72 = 2Bl = 7, B g,
Dans le cas de la marche aléatoire simple sur Z, (%)%N est donc une martingale pour

tout parameétre t € R.

1.3. Théorémes d’arrét. Une autre transformation de martingales qui préserve
cette propriété est la coupure par un temps d’arrét. Soit (X, )nen un processus adapteé.
Rappelons qu'un temps d’arrét pour la filtration (F,),en est une variable aléatoire T &
valeurs dans [0, +00] et telle que {T' = n} € F, pour tout n € N.

THEOREME 3.4 (Coupure par un temps d’arrét). Soit (X, )nen une martingale, et T
un temps d’arrét. Le processus

X )X sin<T,
inf(n.T) = Xr sin>T

est une martingale. On a le méme résultat avec des sur-martingales a la place de martin-
gales.

En effet, c’est une conséquence de la proposition 3.3 avec le processus prévisible A, =
ILTzn =1- 1T<n-

EXEMPLE. Soit (X,,)n,en une marche aléatoire simple sur Z, T' = T_; le temps d’at-
teinte de —1. Comme (Xinf(mT))neN est une martingale, pour tout n,

0 = E[Xinttn,y] = —P[T < n] + E[X;, Ly,
= —P[T < n]+E[X,|T > n] (1 —P[T < n)),
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donc 'espérance conditionnelle de X, sachant Xj,..., X,, > 0 est égale a
P[T < n] . N
T i - 1 n—oo 1T O0.

1-PT<n] ™

EXEMPLE. Soient a,b > 0, et T' = inf(T,,T_;). Comme (Xint(n,7))nen est une martin-
gale, pour tout n,

0= E[Xinf(n,T)] == CLP[TQ S inf(n, T_b)] - bP[T_b S inf(n, Ta)] -+ E[Xn I]-inf(Ta,T_b)>n]-

Comme la marche aléatoire simple est récurrente, T, et T_, sont finis presque stirement,
donc la limite de I'expression précédente est

0=aP[T, < T —bP[T, < T,

puisqu’on a la borne |E[X, Ling(r, 1 ,)>n]| < max(a,b)Plinf(7,,7_,) > n] — 0. On en
déduit :

b .
b+a

PIT, <T,] = E[Xr] = 0.

En régle générale, si 'on n’a pas de bonnes bornes sur 7' ou sur Xrp, il est faux
que E[X7] = E[X(] pour un temps d’arrét T'. Le théoréme suivant donne des conditions
suffisantes pour que ce soit vrai :

THEOREME 3.5 (Doob). Soit T un temps d’arrét fini presque sirement, et (X,)nen
une martingale. Si E[|X7|] < oo et lim, oo E[|X,| Lrsy] = 0, alors E[X7] = E[X,]. Ces
hypothéses sont satisfaites dans les cas suivants :

(1) T est borné presque strement.
(2) (Xint(n,1))nen est uniformément borné presque sirement.

3) T est intégrable et les incréments X, +1 — X,, sont uniformément bornés par une
g + p
constante.

La troisiéme condition suffisante du théoréme est en particulier satisfaite lorsque (X, )nen
est 'intégrale stochastique d’un processus prévisible borné contre une martingale bornée.

EXEMPLE. On considére la marche aléatoire biaisée sur Z avec P[X, 1 = X, + 1] =
1-PX,1=X,—1]=p=1—gq,issue de k > 0. On considére le temps 7" = inf{75, 77}
de sortie de 'intervalle [0, T"]. Le processus Z,, = (%)X" est une martingale :

E[Zn+1|fn] :p%Zn—I—qun = (q +p) Zin = L.

D’autre part, (Zint(n,r))nen est clairement borné par max(1, (%)L ). Par le théoréme d’arrét
de Doob,

E[Z;] = E[Zy] = (%)k — P+ P, (%)L =Py+(1—PR) (%)L,



38 3. MARTINGALES DISCRETES
avec Py =P[ X7 = 0] et P, = P[X7y = L]. Ainsi,

9\k _ (9\L

@ - @

B

Py =

2. Convergence de martingales

L’intérét principal de la théorie des martingales est ’existence de puissants théorémes
de convergence, semblables a la loi des grands nombres. Dans cette section, nous présen-
tons ces résultats en étudiant successivement la convergence p.s., dans L' (Q, B, P) et dans
les espaces LP(Q, B, P) avec p > 1.

2.1. Convergence presque stre. Soit (X, ),eny un processus adapté, a < b deux
réels. On note M, (a,b) le plus grand entier k tel qu’existe deux suites entrelacées

0<s1<hi<s9<le << <<
avec X, < a et Xy, > b pour tout i. Cest le nombre de montées entre a et b, et c’est
une variable aléatoire F,-mesurable. En effet, on peut associer a cette variable les temps
d’arrét
Sp = inf{n > Ty, X, <a}
T, = 1nf{n > Sk, X, > b}

et M, (a,b) =>"72, L1,<, est bien une somme de variables F,-mesurables.

PROPOSITION 3.6 (Nombre de montées). Soit (X, )nen une sur-martingale. On a
]E[(Xn _ a)—]

b—a ’
En effet, soit P, = Y, Ls,<n<7,, qui est un processus prévisible puisque Lg, cp<7, =

Lg,<n(l — Ly ). Comme (X,,)nen est une sur-martingale et (P,)nen est un processus
prévisible positif borné, ((P - X),)nen est une sur-martingale. Or,

E[M,(a,b)] <

n M’ﬂ(avb)
(P ) X)n - Z PZ'(XZ' - Xi—l) = Z (XTk - XSk) + (Xn - XSMn(a,b)+1) ]]‘S]\/In(a,b)+1<n
=1 k=1

> (b—a)M,(a,b) — (X, —a)_.

Comme 0 = E[(P - X)o] > E[(P - X),], I'inégalité est démontrée. On en déduit que les
nombres de montées sont finis p.s. sous des hypothéses assez faibles sur (X, )en; ceci
entraine la convergence presque stire. Plus précisément :

THEOREME 3.7 (Convergence presque stre des martingales). Soit (X,,)nen une sur-
martingale. Il existe une limite p.s. Xy = lim, o0 X, st

(1) (X,)nen est positive,
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(2) ou plus généralement, si (X, )nen est bornée dans L'(Q, B,P) :
sup E[| X,|] < +o0.
neN

Le théoréme s’applique en particulier aux martingales. Par le lemme de Fatou, la limite
X est intégrable, mais elle n’est pas forcément la limite dans L'(§2, B,P) des variables
X,,. En particulier, on n’a pas forcément E[X ] = E[X].

EXEMPLE. Soit (X,,)nen une marche aléatoire de parameétres p et ¢ = 1 — p sur Z, par
exemple issue de 0, et avec p # ¢. On sait que Z,, = (%)X” est une martingale, et elle est
positive ; elle admet donc une limite p.s. Z,, qui est intégrable. Les valeurs possibles de
Zs sont dans 'adhérence des valeurs possibles de (X,,),en, ¢’est-a-dire dans

{(%)ﬁ keZ}LLm}

Si Z., = (q/p)* a probabilité positive pour une valeur k finie, alors avec probabilité positive
(X»)nen est stationnaire égale a k. Or, une marche aléatoire n’est jamais stationnaire, donc
Z+ = 0 presque stirement. On en déduit que X,, — —oo p.s. si p < ¢, et X,, = +o0 p.s.
si p > ¢. Notons que dans ce cas, on n’a pas convergence dans L', car E[X,] = 1 # 0.

EXEMPLE. On considére une urne contenant initialement B boules blanches et N
boules noires. A chaque étape, on tire une boule de I'urne, et I'on ajoute ¢ > 1 boules de
cette couleur dans I'urne. Soit X, la proportion de boules blanches dans I'urne au temps
n; le nombre de boules blanches au temps n est alors (B + N + ¢n) X, et le nombre de
boules noires au temps n est (B+ N +cn)(1 — X,,). On a Xy = -7+ et

B+ N+cm)X, +c

B
B+N
1-X,
BiNtemtD) T )

(B+ N +cn)X,

B+ N +c(n+1)
donc (X, )nen est une martingale a valeurs dans [0, 1]. Elle est donc uniformément bornée,
et admet une limite presque siire X.,. La loi de cette limite peut étre calculée comme
suit. La probabilité pour obtenir au cours des n premiers tirages n; tirages blancs et no
tirages noirs est

n\ B(B+c¢)(B+2c)--+(B+ (ng—1)c) N(N+c¢)(N+2¢)--- (N + (n2 — 1)c)
< ) (B+N)(B+N+¢)---(B+N+(n—1)c) '
Supposons n;/n — z € (0,1). Alors I'expression ci-dessus a pour asymptotique

1 I'((B+ N)/c)
n I'(B/c)T'(N/c)
et d’autre part, ny/n — x équivaut a X,, — x. On en déduit que X, est la loi de densité
I'((B+N)/c) 21 (1- x)%fl dr
I'(B/c)T(N/c)
c’est-a-dire la loi 5(B/c, N/c). On verra plus loin qu’on a aussi convergence dans L!(Q, B, P),
et en fait dans tous les espaces P, car la martingale est a valeurs bornées.

E[X 1| F] = X, ( = Xn,

ni

ge! (1-— a:)%_l,
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2.2. Convergence dans L!. Pour obtenir la convergence dans L'(Q, B,P) d’une
suite de martingales bornées au sens du théoréme 3.7, on a besoin d’une borne “uniforme”,
c’est-a-dire de la notion d’uniforme intégrabilité :

DEFINITION 3.8. Un processus (adapté, intégrable) (X, )nen est dit uniformément in-
tégrable si
li E[|X,|1 =0.
i sup (E[LX] L, >x])
EXEMPLE. La martingale associée au modéle d’urnes de Poélya de la section précédente
est uniformément intégrable, puisqu’elle est bornée dans L>°(Q, 5,P). En revanche, la
marche aléatoire simple n’est pas uniformément intégrable, car

sulNa (B[ Xn| Lix,2x]) = K sulND (P[|X,| > K]) = K.
ne ne

Il en va de méme pour la marche aléatoire biaisée de paramétres p # q.

THEOREME 3.9 (Convergence dans L'(Q2, B,P) des martingales). Soit (X, )nen une
martingale. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) La martingale est uniformément intégrable.
(2) La martingale converge p.s. et dans L'(Q, B,P) vers sa limite X .

(3) La martingale est fermée, c’est-a-dire qu’il existe une variable intégrable X telle
que X,, = E[X|F,] pour tout n. Dans ce cas, on peut supposer X mesurable
pour Foo = U,en Fn en remplagant X par E[X|F], et on a alors X = X =
lim,,_,o X, presque sidrement.

Dans tous ces cas, on a E[Xy] = E[Xo]. De plus, si T est un temps d’arrét, alors
E[Xw|Fr] = Xr, et donc en particulier E[Xr| = E[X,| = E[Xj].

EXEMPLE. La martingale associée au modeéle durnes de Pélya converge dans L' vers
une variable aléatoire de loi 3(B/c, N/c), puisqu’elle est & valeurs bornées dans [0, 1], et
donc uniformément intégrable.

EXEMPLE. On considére de nouveau la marche aléatoire biaisée X,, = ZZ=1 Y}, avec
PY,=1=1-PYy = -1 =p=1—g¢q; et I'on note T' = inf(7,,,7_), ol a et b sont
deux entiers positifs. Si ¢ est un réel fixé, alors la transformée exponentielle

etXn tXn

Zn p— p—t
EleM]"  (pe' +qe?)

e

est une martingale. La martingale arrétée (Zin(n1))nen est donc une martingale bornée
dans L, puisque le numérateur de Z, est borné par sup(e’®, e=*), et le dénominateur est
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plus grand que 1 par convexité de ’exponentielle. Elle est donc en particulier uniformément

intégrable, et sa limite Zr = Ziyt(co,r) = % satisfait

1 = E[Z] = E[Z7]
1

1
Tx—p| .
(pe' +go T xr=—s

pet+qe)
v/ 1—4pgs? .
Posons s = pe+qge", desorte que e = \p(s) = %. Ces deux solutions donnent

deux équations linéaires pour les transformées de Laplace de T sur les événements X1 = a
et XT =-b:

1

1= (A ()" E[5” Lipma] + (0 () E[s” Ligges]
= (A= (8)) E[s" Ixp=a] + (A-(5)) "E[s" Lxp=y)-
On conclut que

E[ST ILXT:a] _ ()‘+)(8)) — ()‘* ES)

E[ST ﬂXT:fb] — (Q/p)b

E[sT] = ((A+(5))" = (A=()") + (a/p)* (A ()" — (A—(s))*)
b (A_(s))*+ ’

ce qui donne la loi de T.

EXEMPLE. Avec le méme exemple, on peut calculer la loi de S = sup,,cy X, sip < ¢q.
Par la loi des grands nombres, (X,,),en converge p.s. vers —oo, donc S est une variable
aléatoire positive finie presque siirement. De plus,

{Sza}:{Ta<oo}:[j{Ta<Tb}

la réunion d’événements étant décroissante. Or, si T = inf(T,,T ), alors (q/p)~mtenn
est une martingale bornée dans L>, donc uniformément intégrable dans L'(2, B,P). Tl
s’ensuit :

1=E[(q/p)*°] =E[(¢/p)*"] = P[T. < T <%) (1= Pl <T)) (1%) ’

S Gl (7 ) S Ta T
donc P[T, < T,] = @i (a7t €t par passage a la limite

P[S > a] = P[T}, < o0] = <§)

La variable S suit donc une loi géométrique de parameétre 1 — %.
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2.3. Convergence dans L”. A moins de couper la martingale par un temps d’arrét
pour assurer son caractére borné dans L, il peut étre difficile de vérifier I'uniforme
intégrabilité de (X,,)nen, et donc d’appliquer les théorémes précédents. Néanmoins, si 'on
suppose que (X, )nen est un processus dans LP(Q, B, P) avec p > 1, c’est-a-dire que chaque
variable a sa puissance p intégrable, alors les hypothéses deviennent beaucoup plus simples
a vérifier. [’inégalité suivante est a la base de ces simplifications :

PROPOSITION 3.10 (Inégalité maximale de Doob). Soit (X,,),en une martingale. On
a pour tout x > 0 et toutp > 1 :
E||X,]P
P [SUP‘Xk| > x} < EIXF,

k<n P

Des inégalités du méme type existent pour le maximum des valeurs d’'une sur- ou d’une
sous-martingale. Elles conduisent aux inégalités suivantes :

| Gver) | = (52 e

pour p > 1 et une martingale dans L”(Q2, B, P).

THEOREME 3.11 (Convergence dans LP(Q2, B,P) des martingales). Soit (X, )nen une
martingale dans LP(Q2, B,P). Si
sup E[| X,,|P] < oo,
neN

alors (| X, |P)nen est uniformément intégrable, et (X, )nen converge p.s. et dans LP vers sa
lhimite X .

Ainsi, il suffit de vérifier le caractére borné dans L? pour obtenir une convergence forte.
EXEMPLE. Dans le cas p = 2, le processus variation quadratique ((X),)nen fournit

une preuve simple du théoréme précédent. En effet, supposant pour simplifier Xg = 0 p.s.,
on a

n—1
E[(X,)?] = E[(X)] = > E[(Xps1 — Xi)?]
k=0
pour tout n € N. Il s’ensuit que (X,,),en est borné dans L? si et seulement si
D (X1 — Xp)?
k=0
est intégrable. Dans ce cas, notons que X, = Z;é(XkH — X}) est une décomposition

de X,, en variables orthogonales pour le produit scalaire associé a la norme L? : en effet,
si k> 7, alors

B(Xirs — X0)(X01 — X)) = EE X1 — XulFya) (X1 — X))

= E[0 (X4 — X)) =0.
L’intégrabilité de Yy E[(Xj11 — Xi)?] assure uniforme intégrabilité des sommes par-
tielles > 27—y E[(Xgr1 — Xx)?], et donc I'uniforme intégrabilité de ((X,)?)nen. On a donc
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bien équivalence entre le caractére borné dans L? et I'uniforme intégrabilité des carrés.
De plus, ces conditions impliquent que Y, ((Xj4+1 — Xj) converge dans L?, donc (X,,)nen
a bien une limite dans L? sous la condition sup, ¢y E[(X,)?] < oo. Finalement, la borne
dans L? implique une borne dans L', donc on a aussi convergence p.s. par le théoréme
3.7.

3. Processus de branchement

Les processus de branchement fournissent des exemples de martingales auxquelles s’ap-
pliquent ’ensemble des résultats précédents. Soit p une mesure de probabilité sur N, telle
que p(l) #1et Y 72 k? u(k) < co. On note m = Y ;2 k u(k). On fixe une famille dou-
blement indexée ((,x)nren de variables indépendantes et identiquement distribuées de
loi p. Le processus de branchement de Galton-Watson de loi p est la suite de variables
aléatoires (Y),)nen définies récursivement par

Yn
Yo=1 3 Yo=Y Gk
k=1

La variable Y,, représente le nombre d’individus de la n-iéme génération aléatoire d’une
population dont chaque individu a un nombre d’enfants donné par la loi ¢ et indépendant
des autres progénitures aléatoires. La suite (Y},)nen est une chaine de Markov de matrice
de transition

P(k,1) = p™*(I), ot p™* est la k-iéme convolée de .

Pour étudier cette chaine (récurrence, transience, etc.), on introduit la martingale
(M, = %)%N. C’est bien une martingale, car

1 r
E[Mn+1|fn] = mn+1 E ZCn,k]
k=1 [r=Yn
mY, Y,

_ _In _

T ontl g M.
En tant que martingale positive, (M, ),en a une limite presque stire M, qui est intégrable.
On peut alors distinguer 3 cas :

(1) Supposons m < 1. Alors, comme Y,, reste un entier pour tout n, en écrivant
Y, ~ M, ,m", on en déduit que Y, — 0 p.s., c’est-a-dire qu’il y a extinction
presque sire (notons que r = 0 est un état absorbant de la chaine de Markov
(Yn>n€N>-

(2) Si m = 1, alors Y,, = M,, converge presque strement. Hors, aucun état de la
chaine sauf 0 n’est absorbant, et d’autre part, une suite a valeurs entiéres qui
converge est stationnaire. Si Y,, — r # 0 avec probabilité non nulle, alors Y,
reste stationnaire & r avec probabilité non nulle. Mais par la propriété de Markov
et le lemme de Borel-Cantelli, Y,, quitte p.s. '’état r une fois qu’il I’a atteint, ce
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qui meéne & une contradiction. On conclut que Y,, — 0 p.s., c’est-a-dire qu’il y a
de nouveau extinction.

(3) Supposons finalement m > 1. L’hypothese sur Y ;- k% u(k) = h < co montre
que la convergence de (M, )nen a lieu dans L2, puisque

_ B[00 Gon)’] _ EYa] A+ E[Y, (Y, — 1] m?

E[(M11)*] = I 2n 2 - m2nt2
E[Y,] (h —m?) (h —m?)
_ 2 n _ 2
= E[(M,)"] + T =E[(M,)"] + R
et donc
. h — m? h—m
E[(M,)?] <1 § j = .
ilég (M) < +n:0 mnt2 e —m

Par le théoréme 3.11, M,, — M,, dans L? et p.s., et en particulier, E[M,] =
E[My] =1, et Y,, — oo avec probabilité positive.

Dans le cas sur-critique m > 1, toujours sous I'hypothése > 32 k*u(k) < oo, on peut
montrer plus précisément :

THEOREME 3.12 (Processus de branchement sur-critiques). Soit G(s) = Y oo, u(k) s*
la fonction génératrice de la loi p. On suppose m = G'(1) > 1, et h=G"(1)+G'(1) < 0.
La probabilité d’extinction

pe=P|lim Z, = 0|
n— 00

est lunique point fivre dans [0,1) de G. De plus, on a aussi p. = P[My, = 0], et donc,
conditionnellement a la non-extinction, My, > 0, c’est-a-dire que Y, tend vers linfini a
vitesse exponentielle.

Pour démontrer ceci, notons que G et toutes ses dérivées sont des fonctions croissantes
sur [0, 1], de sorte que G est convexe et a pour allure :
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La valeur de G a lorigine est p(0) > 0, G(1) = 1, et il existe un unique autre point
t € [0,1) tel que G(t) = t. La fonction génératrice G permet de calculer toutes les
fonctions génératrices des populations Y,,, car

Els"] = E[E[s" [Y,]] = E[G(s)"],
de sorte que par récurrence,
E[s™] = GoGo---0G(s) = G(s).

Soit pe,, = P[Y,, = 0]. C’est aussi G°*(0), et comme G est croissante 0 < G(0) = p(0), on
en déduit la croissance de Y., vers sa limite p.. Comme G est continu, p. = G(p.), donc
Pe est un point fixe de G. Comme p, # 1, p. =t est 'unique point fixe de G dans [0, 1).

Considérons maintenant la probabilité p,, = P[M, = 0]. Notons que compte tenu de
la convergence dans L?, E[M] = 1, donc p,, < 1. D’autre part, p,, est un point fixe de
G. En effet, considérons les processus de Galton-Watson (Yn(l))ieﬂlylﬂ correspondant aux
Y] individus de la premiére génération. Conditionnellement & Y7, il s’agit de Y; proces-
sus de Galton-Watson indépendants, de méme loi que le processus originel, et donc tels
qu’existent des limites

. Y,
MY = lim

n—oo MM
indépendantes et toutes de méme loi que M. On a alors M., = % 23/:11 Mé?, et donc
Pm = P[Ms = 0] = E[P[Ms = 0]Y1]] = E[(pn)""] = G (pm)

car M, est nulle si et seulement si tous les Méé) le sont. Par conséquent, p,, = p. =t est
de nouveau 'unique point fixe de G dans [0, 1).
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