LICENCE DE MATHEMATIQUES — MAG371 ORSAY 2021-2022

Quotients et restes chinois

Exercice 1. REVISIONS

1. Déterminer une solution (A, B) € Q[X]? de I'’équation A x (X*+2X +1)+Bx (X3—-X+2)=1.

2. Déterminer la liste de tous les nombres premiers p inférieurs & 100 tels que les polynomes X4 —
23X3 4+ 113X2 — 22X + 112 et X3 — X2 ne soient pas premiers entre eux dans (Z/pZ)[X].

Exercice 2. NOMBRE D’OR ET QUOTIENTS
On rappelle que le nombre d’or ¢ est la racine positive de X2 = X + 1.
1. Soit K C L deux corps et xg € L.

(a) On note ev,, : K[X]| — L lapplication qui envoie P sur P(xy). Montrer que ev,, est un
morphisme d’anneau.

(b) Soit Py € K[X]. A quelle condition le morphisme ev,, passe-t-il au quotient K[X]/(Py)?
(¢) On suppose maintenant que Py est irréductible et que Py(xg) = 0. Montrer que K[X]/(Fp)
est isomorphe a ev,, (K[X]).

2. Dans Sage, la méthode quotient des anneaux de polynémes permet de définir un quotient d’un
anneau de polynémes par un idéal. En utilisant un quotient judicieux, simplifier les expressions
suivantes

1 pt—p+1
7 6 4
2 1, .
S et e, ST
On expliquera soigneusement les fondements de cette méthode, en s’appuyant sur la premiere
question.

Exercice 3. RESTES CHINOIS

1. Ecrire une fonction systeme_chinois(a, m) qui, a partir de listes d’entiers a et m de longueur
r, renvoie une solution x du systeme de congruences

r=a;(modm;), 1<i<r
en supposant que les m; sont des entiers naturels 2 a 2 premiers entre eux. On pourra essayer
d’abord d’évaluer zip([1,2], [3, 4]) et lire I’aide de sum et prod.

2. Comparer avec la commande crt.

3. A l'aide du théoréme des restes chinois, déterminer un polynéme P € Q[X] de degré au plus 3
tel que P(0) =1, P/(0) =1, P(1) = 1 et P'(1) = —1 (indication : interpréter les identités en
termes de résidus modulo X2 et (X — 1)?).

Exercice 4. QUOTIENTS ET DEVELOPPEMENTS LIMITES

1. A Taide de Sage, définir A = Q[X]/(X'0).
2. Déterminer les inversibles de A (on demande un argument théorique).

3. A T’aide de Sage, déterminer l'inverse de la classe de 1 — X dans A.



4. (Bonus) On note Q[[X]] 'anneau des séries formelles a coefficients rationnels. Ses éléments sont
des séries >, 5o an, X", sans condition de convergence. Il est muni de I'addition terme a terme
et du produit de Cauchy, de sorte que 'inclusion Q[X] — Q[[X]] est un morphisme d’anneaux.
Montrer que cette inclusion descend en isomorphisme de A sur Q[[X]]/(X!Y). Montrer que 1— X
est inversible dans Q[[X]], d’inverse ),y X", et retrouver le résultat de la question précédente.

Exercice 5. PETIT THEOREME DE FERMAT

1. Ecrire une fonction fermat(p) qui confirme ou infirme qu'un nombre entier p donné vérifie la
conclusion du petit théoréme de Fermat : « si p est un nombre premier, alors a? = a (mod p)
pour tout entier a ».

2. Vérifier le théoreme pour les entiers premiers inférieurs a 1000.

3. Montrer, en utilisant Sage, que la condition « étre premier » n’est pas nécessaire pour vérifier
la conclusion du petit théoréme de Fermat.

Exercice 6. TEST DE PRIMALITE DE MILLER—RABIN

1. Soit p un nombre premier. Montrer que si a?> = 1 (mod p), alors a = 1 (mod p) ou a = —1 (mod p).

2. On veut montrer que si p est un nombre premier impair et p — 1 = 2%t avec t impair alors, pour
tout a premier avec p

e soit a’' =1 (modp),
e soit il existe i € {0,...,s — 1} tel que a2 = —1 (mod p).
Soit @ premier avec p. On pose b = a’.
(a) Justifier que b est inversible modulo p. On notera a 'ordre de b en tant qu’élément de
(Z/pZ)*.
(b) Montrer que « divise 2°. Dans la suite on notera o = 27.
(¢) Montrer que si j # 0 alors a? ™ = —1(modp).
(d) Conclure.
3. On considere le pseudo code suivant qui décrit le test de Miller—-Rabin.

* Entrée : un nombre impair n, et un nombre entier a premier avec n.

Calculer s et t tels que n — 1 = 2%, avec t impair.

Si a® = 1(modn), la procédure s’arréte et renvoie « vrai ».

Pouride 0 a s—1:sia? =—1(modn) alors la procédure s’arréte et renvoie « vrai ».

e Sil'on ne s’est pas arrété avant, la procédure renvoie « faux ».
Que conclure si 'algorithme renvoie « vrai » 7 Et s’il renvoie « faux » 7 Justifier.

4. Implanter le pseudo code ci-dessus en une fonctionmiller_rabin(n, a), et le tester sur quelques
valeurs de a et n.

5. Déterminer expérimentalement un couple (n,a) avec n composé (i.e., non premier) et tel que
miller_rabin(n, a) renvoie « vrai ». Vérifier expérimentalement que cette situation se produit
pour moins de la moitié des a.



