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4 Table des matiéres

Dans ce qui suit, on donne toutes les définitions, propositions et théoremes impor-
tants et qu’il convient de connaitre (par coeur). Des ezemples illustrent systématiquement
ces notions et résultats. Les remarques, pour leur part, peuvent étre omises en premiére
lecture, et font le plus souvent le lien entre les notions mathématiques probabilistes pré-
sentées, et I'intuition non mathématique que ’on peut avoir d’expériences mettant en jeu
le hasard. On a également mis en remarque des résultats supplémentaires qu’il n’est pas
forcément nécessaire de connaitre et retenir.



Chapitre 1

Dénombrement et probabilités discrétes

Résumé. Dans ce premier chapitre, on détaille la modélisation mathé-
matique d’expériences aléatoires simples telles que le lancer d'un dé,
le tirage de numéros au loto, celui de mains pour un jeu de cartes, etc.
Dans chacun de ces cas, le calcul des probabilités repose sur I’énumération
de choix possibles lors de 'expérience aléatoire. Ainsi, le dénombrement
d’ensembles finis apparait comme un prérequis au calcul des probabilités.

Dans tout ce qui suit, 'ensemble des entiers compris entre a et b sera noté [a, b]. Ainsi,
par exemple, [2,6] = {2,3,4,5,6}. L’ensemble de tous les entiers positifs (respectivement,
positifs ou nuls) sera noté N* (resp., N). D’autre part, on rappelle que a € A veut dire "a
appartient a ’ensemble A", et que A C B veut dire que "A est une partie de B".

1. Cardinal d’un ensemble

De nombreuses expériences aléatoires (c’est-a-dire, dont le résultat "est pris au ha-
sard") rentrent dans le cadre suivant : étant donné un ensemble Q de possibilités, on
choisit "au hasard" un élément w € €2, et on se demande si cet élément w satisfait un
certain ensemble de conditions données par une partie A C €.

EXEMPLE 1.1. Supposons qu’on lance un dé a 6 faces, et que le résultat fasse gagner
le joueur (& un jeu de société, a la roulette russe, etc.) s’il obtient 5 ou 6. L’ensemble des
résultats possibles est

Q0 ={1,2,3,4,5,6},

et on se demande quelle est la "chance" d’obtenir 5 ou 6, c¢’est-a-dire que le résultat w,
pris au hasard dans (), appartienne a la partie A = {5, 6}.

EXEMPLE 1.2. On tire au hasard 6 boules parmi 49 boules numérotées (tirage du
loto). Un résultat possible est, par exemple, {4,8 15,16,23,42}. Plus généralement, un
résultat du tirage du loto est un élément w de

2 = {ensembles de 6 entiers distincts compris entre 1 et 49}.

Etant donné un élément wy € €, par exemple, {4,8,15,16,23,42}, on peut se demander
quelle chance un tirage aléatoire w a d’avoir 5 entiers en commun avec wy. Ceci revient a
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évaluer la probabilité de la partie
A={{4,8,15,16,23,n}, n € [1,49] } U {{4,8,15,16,n,42}, n € [1,49] }
U {{4,8,15,n,23,42}, n € [1,49] } U {{4,8,n,16,23,42}, n € [1,49] }
U {{4,n,15,16,23,42}, n € [1,49] } U {{n, 8,15,16,23,42}, n € [1,49] }.

Dans les cas précités, il est raisonnable de penser que la chance pour qu’'un élément
w pris au hasard dans 2 tombe dans une partie A est proportionnel a la taille de A.
Autrement dit, la probabilité pour que w € A est donnée par la proportion

nombre d’éléments de A

nombre total d’éléments de Q

Ainsi, et bien que toutes les expériences aléatoires ne rentrent pas dans le cadre pré-
cédemment décrit, il est naturel en probabilités d’avoir a compter le nombre d’éléments
d’un ensemble A. Ce nombre d’éléments est appelé le cardinal de I'’ensemble A, et noté
card A, ou parfois |A|. Un ensemble A est dit fini §’il a un nombre fini d’éléments, donc,
si son cardinal est un entier dans N. Sinon, on notera card A = +oo. On ne donnera
pas de définition plus abstraite et précise du cardinal d’un ensemble, mais on fera la re-
marque suivante : si A et B sont deux ensembles tels qu’existe entre eux une application
f A — B qui est bijective (tout élément de B est atteint une et une seule fois par f),
alors A et B ont le méme nombre d’éléments, c’est-a-dire que card A = card B.

EXEMPLE 1.3. Revenons a l’exemple 1.1. Le nombre de lancers possibles du dé, qui
est le cardinal de 2, est card Q2 = card ([1, 6]) = 6. Plus généralement, pour tout intervalle
d’entiers [a, b],

card ([a,b]) =b—a+ 1.
Attention au +1 : par exemple, 'ensemble [2,6] = {2,3,4,5,6} contient bien 5 éléments,

et non 6 — 2 = 4. Poursuivant 'exemple, la partie A = {5,6} contient 2 éléments, donc,
la probabilité pour que le lancer de dé donne un résultat égal & 5 ou 6 est

card A 2 1

cardQ 6 3’

2. Configurations classiques

Les éléments d’ensembles finis peuvent toujours étre encodés par des entiers, des suites
d’entiers, des ensembles d’entiers, etc. Dans cette section, on explique comment énumérer
ces configurations, ce qui permet in fine de calculer le cardinal de tout ensemble fini.
La discussion menée sera en lien avec les diverses constructions ensemblistes classiques :
réunion d’ensembles, ensembles produits, ensembles des parties, etc.
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2.1. Union et intersection d’ensembles. Soit A et B deux ensembles finis; on
rappelle que AU B (la réunion de A et de B) est I’ensemble des éléments qui sont dans
A ou dans B, et que AN B ('intersection de A et de B) est ’ensemble des éléments
qui sont dans A et dans B. On suppose les cardinaux de A et de B connus. Une facon de
compter les éléments de A U B est lister d’abord ceux de A, puis ceux de B ; on a alors
compté au moins une fois tout élément dans A U B. Ainsi, de fagon générale :

card (AU B) < card A + card B.
En général, il n’y a pas égalité, car si x appartient & AN B, alors il est compté deux fois

lorsqu’on liste les objets dans A puis dans B.

Si AN B = 0, on dit que les ensembles A et B sont disjoints ; autrement dit, ils n’ont
pas d’élément en commun. Souvent, on note alors leur réunion avec un symbole LI au lieu
de U. Dans ce cas, dans I’énumération précédente, aucun élément n’est compté deux fois,
donc :

PROPOSITION 1.4. Si A et B sont deuzx ensembles disjoints, alors card (AU B) =
card A+card B. Plus généralement, si Ay, ..., A, sont des ensembles deux a deux disjoints,

alors
card (U Ai> = Z card A;.
i=1 i=1

EXEMPLE 1.5. Revenons a ’exemple 1.2. L’ensemble A des tirages de 6 numéros dont
5 au moins sont dans {4, 8, 15,16, 23,42} peut s’écrire comme la réunion disjointe suivante
(notons que précédemment, on avait écrit A comme une réunion non disjointe) :

A={{4,8,15,16,23,n}, n € [1,49] et n # 42}
L {{4,8,15,16,n,42}, n € [1,49] et n # 23}
U {{4,8,15,n,23,42}, n € [1,49] et n # 16}
U {{4,8,n,16,23,42}, n € [1,49] et n # 15}
U {{4,n,15,16,23,42}, n € [1,49] et n # 8}
U {{n,S, 15,16,23,42}, n € [1,49] et n # 4}
U {{4,8,15,16,23,42} }.
Le cardinal de A est donc 48 x 6 + 1 = 289.

Si A et B sont deux ensembles non disjoints, il existe tout de méme une formule pour
calculer card (AU B). En effet, lorsqu’on énumére les éléments de A puis ceux de B, ceux
qui sont comptés deux fois sont exactement ceux dans I'intersection A N B. Dongc, si 'on
retranche cette quantité, on a compté tous les éléments de A U B exactement une fois, et
ainsi, la proposition 1.4 est généralisée par :

THEOREME 1.6. Pour tous ensembles A et B finis,
card (AU B) = card A 4 card B — card (A N B).
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FIGURE 1. Le cardinal d’une union est |AU B| = |A| + |B| — |AN B|.

EXEMPLE 1.7. Soit Q = [1,6], A = {5,6}, et B = {w € Q, w est pair} = {2,4,6}.
Alors, AU B ={2,4,5,6} et AN B = {6}, et 'on a bien

card(AUB)=4=2+4+3—1=card A+ card B — card (AN B).

Il existe aussi des formules pour le cardinal de la réunion de plus de deux ensembles finis.
On donnera juste la formule pour trois ensembles :

card (AU BUC) = card A 4 card B + card C
—card (AN B) —card(ANC) —card (BN C)
+card (ANBNC).

Cette formule peut se déduire de celle du théoréeme 1.6, appliquée plusieurs fois de suite
aAUBUC=(AUB)UC.

2.2. Produit d’ensembles. Si A et B sont deux ensembles, on note A x B leur
produit cartésien, qui est I’ensemble des paires ordonnées (a,b) avec a € A et b € B.
Par exemple, avec A = [1,2] et B = [1, 3], le produit A x B est ’ensemble des paires

{(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)}.
Notons qu’une paire (a,b) n’est pas le méme objet que la paire (b,a) (en revanche, c’est
le cas pour les ensembles sous-jacents, notés avec des accolades : {a,b} = {b,a}). Il existe
une formule trés simple pour le cardinal d’un produit :

THEOREME 1.8. Pour tous ensembles A et B finis,
card (A x B) = card A x card B.

EXEMPLE 1.9. Dans I’exemple précédent, on a bien 6 = 2 x 3 paires dans [1, 2] x [1, 3].
On peut esquisser une preuve du théoréme 1.8. Pour compter les paires dans A x B,

si A ={ay,as,...,a,} avec n = card A, alors on peut répartir les paires (a,b) suivant la
valeur du premier élément a = a; :

A><B:|i|{(a,~,b), b€ B}.
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Par exemple, [1,2] x [1,3] = {(1,1),(1,2),(1,3)} U{(2,1),(2,2),(2,3)}. On déduit alors
de la proposition 1.4 que

n

card (A x B) = anrdB = ncard B = card A x card B.

=1

Ce résultat se généralise au cas d’un produit cartésien de plus de deux ensembles. Si
A, B, ..., Z sont des ensembles, on note A x B x --- x Z leur produit cartésien, qui est
I'ensemble des suites ordonnées (a,b,...,z) avec a € A, b € B, etc., z € Z. Le cardinal
d’un produit cartésien d’un nombre quelconque d’ensembles est le produit des cardinaux :

card(Ax B x ---x Z) =card A x card B x - -+ X card Z.

Un cas particulier est celui ou tous les ensembles A, B, ..., Z sont les mémes. On note
A" =Ax Ax---A le produit cartésien de A avec lui-méme r fois; c’est 'ensemble des
suites ordonnées (ay, as, ..., a,) avec chaque a; € A. Le cardinal de A" est (card A)".

EXEMPLE 1.10. Considérons tous les mots constitués de lettres 0 et 1, de longueur r
(code binaire). Par exemple, 011101010 est un tel mot de longueur r = 9. Le nombre de
mots de longueur n est 2", puisqu'un mot de longueur r avec les lettres 0 ou 1 peut étre
vu comme une suite dans {0, 1}", avec card ({0,1}) = 2.

REMARQUE. Le théoréme 1.8, et sa généralisation a plus de deux ensembles, peuvent
étre associé a la régle informelle suivante, qu’il est utile de retenir : lorsqu’un objet peut
étre construit en faisant consécutivement plusieurs choix indépendants, le nombre de tels
objets est obtenu en multipliant les nombres de choix. Ainsi, par exemple, lorsqu’on veut
construire une suite dans A", il faut choisir d’abord le premier élément a; de la suite
(card A choix possibles), puis le second élément ay (de nouveau card A choix possibles),
et ainsi de suite jusqu’au r-iéme élément, pour lequel il y a de nouveau card A choix
possibles. Ces choix consécutifs doivent étre multipliés, pour obtenir

card A" = (card A)".

A T'inverse, si un objet peut étre construit & partir d’une alternative entre plusieurs choix,
alors le nombre de tels objets est obtenu en additionnant les nombres de choix. Ainsi, pour
choisir un élément d’une union disjointe AL B, on peut soit le choisir dans A (card A choix
possibles), soit le choisir dans B (card B choix possibles). Ces choix alternatifs doivent
étre additionnés, pour obtenir

card (AU B) = card A + card B.

On retiendra donc que des choix consécutifs ("puis") correspondent a un produit, tandis
que des choix alternatifs ("ou") correspondent & une somme.
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2.3. Arrangements et permutations. Fixons un ensemble A. On rappelle que A"
est I’ensemble des suites d’éléments de A de longueur r. Un arrangement de taille r
dans A est une telle suite (a1, as, ..., a,), qui ne contient pas deux fois le méme élément.
Par exemple, si A = [0,9], alors (5,8,2,4,1) est un arrangement dans A de taille 5,
mais (5,8,2,4,5) n’en est pas un, car 5 apparait deux fois. On note (A, r) 1’ensemble
des arrangements de taille  dans A. Il existe comme précédemment une formule pour le
cardinal de 2((A,r) en fonction de celui de A :

THEOREME 1.11. Si A est un ensemble fini de cardinal n, alors le cardinal de 2A(A,r)
est

" =nmn-1)---(n—r+1),

c’est-a-dire le produit de r entiers consécutifs, en partant de n et en allant en décroissant.
Cette formule donne 0 sir > n.

En effet, pour construire une suite (a1, as, . .., a,) d’éléments de A sans répétition, il y
a n choix possibles pour le premier élément a; ; puis, n — 1 choix pour le second élément
as (tous les éléments de A, sauf a;); puis, n — 2 choix pour le troisiéme élément a3 (tous
les éléments de A, sauf a; et aq); etc. jusqu’au choix du r-iéme élément.

EXEMPLE 1.12. Si A = [1,4], alors il y a bien 4 = 4 x 3 = 12 arrangements de
taille 2 dans A, a savoir, (1,2), (1,3), (1,4), (2,1), (2,3), (2,4), (3,1), (3,2), (3,4), (4,1),
(4,2) et (4,3). Par contre, il n’y a pas d’arrangements de taille 5 dans A, car il n’est pas
possible de faire une liste de 5 éléments distincts a partir des 4 éléments de A.

EXEMPLE 1.13. Lors du tirage des numéros du loto, le présentateur télé donne a la
suite 6 numéros distincts et compris entre 1 et 49. Le nombre de telles suites possibles est

49%0 — 49 x 48 x 47 x 46 x 45 x 44 ~ 1 x 10,

Attention, ce n’est pas le nombre d’ensembles de 6 entiers distincts compris entre 1 et 49
(i.e., le cardinal de €2 dans 'exemple 1.2), car on fait ici attention a I'ordre des numéros.

Un cas particulier d’arrangement est une liste ordonnée de tous les éléments de A,
c’est-a-dire, un arrangement de taille n = card A. On parle alors de permutation de A,
et si n = card A, on note

" =n!=n(n—1)(n—-2)---1

le nombre de permutations de A, que 'on lit "factorielle n". Par exemple,ily a6 = 3x2x1
permutations de [1, 3], & savoir, les suites (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2) et
(3,2,1).
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2.4. Parties d’un ensemble. Un dernier type de configuration que ’on peut comp-
ter est '’ensemble des parties de taille donnée dans un ensemble. Soit {2 un ensemble de
cardinal n ; on note PB(2) 'ensemble des parties A C €2, et P(£2,7) I'ensemble des parties
A telles que card A = r. Par exemple, si Q = [1, 3], alors

B(2,0) = {0}

P2, 1) = {{1}, {2}, {3}}
B(Q,2) = {{1,2},{1,3},{2,3}}
PB(Q,3) = {{1,2,3}}

et P(Q) est la réunion de ces ensembles, donc, compte 8 éléments. Notons que dans une
partie (& l'inverse de ce qui se passe pour les arrangements), l'ordre n’est pas pris en
compte : ainsi, {1,3} et {3,1} sont la méme partie de taille 2 de [1, 3].

THEOREME 1.14. Si Q est de taille n et sir € [0,n], alors ensemble B(Q2, 1) de ses
parties de taille r a son cardinal donné par le coefficient binomial

n _n“_ n!
r) ol _r!(n—r)!'

L’ensemble de toutes les parties SB(€2) a pour cardinal 2".

Pour la premiére formule, considérons ’application
A7) = P(Q,7)
(ay,a9,...,a,) — {a1,aq,...,a.}

qui oublie 'ordre dans un arrangement, et lui associe la partie sous-jacente. Chaque partie
de taille r est atteinte par cette application, et ce plusieurs fois, puisqu’une méme partie
{a1,...,a,} est atteinte par toutes les permutations possibles de la suite (aq, ..., a,). Plus
précisément, le nombre de suites qui sont envoyées sur une méme partie est ce nombre de
permutations, c’est-a-dire r!. On en déduit que

cardA(Q2,7) = r! x card P(Q, ),

ce qui méne a la premiére formule. Pour la seconde formule, une preuve est donnée par
largument suivant : pour construire une partie A C €2, on doit choisir pour chaque
élément w € Q) si w appartient ou non & A (2 choix possibles). Il faut répéter ce choix n
fois consécutivement (le nombre d’objets dans ), donc, card P(2) = 2.

EXEMPLE 1.15. Les coefficients binomiaux (g), (?), (;) et (g) sont respectivement 1,
3, 3 et 1. Ils correspondent bien aux cardinaux des ensembles de parties précédemment
présentés lorsque Q = [1,3]. De plus, on a bien cardPB(Q) =1+3+3+1=8 =23

Il y a deux propriétés des coefficients binomiaux qu’il est trés utile de retenir. La
premiére est la formule du binéme de Newton :
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PROPOSITION 1.16. Pour toutes variables x, vy,

(x+y)" = i (Z) "y

r=0

Ainsi, les coefficients binomiaux rentrent en jeu dans le développement des puissances
d’une somme. Notons que la formule du biné6me implique la seconde partie du théoréme
1.14 : si card €2 = n, alors

card B () = card <|_| ‘B(Q,r)) = anrdiB(Q,r)

- é (:) - Z (Z) I = (14 1)" =2

r=0

D’autre part, les coefficients binomiaux vérifient la formule de récurrence suivante :

PROPOSITION 1.17. Pour tous n,r,

() () =Cr)

On peut démontrer cette formule en réduisant au méme dénominateur les fractions mises
en jeu, mais on peut aussi donner une preuve sans calcul. Si A est une partie de [1,n + 1]
de taille 7 + 1, alors soit A ne contient pas n + 1, auquel cas c’est une partie de [1,n] de
taille 7 + 1 ((T—T—l) choix possibles) ; soit A contient n + 1, auquel cas A\ {n + 1} est une
partie de [1,n] de taille r ((Z) choix possibles, et ce choix détermine entiérement A en lui
rajoutant I’élément n + 1). De cette alternative, on en déduit que le nombre de parties de
: n+1 n n

taille r + 1 dans [1,n 4 1] est (Til) = (r+1) + ().

La proposition 1.17 permet de calculer les coefficients binomiaux a l'aide du triangle
de Pascal :

1
11
121
1331
14641
15101051

Les lignes de ce triangle étant numérotées a partir de 0, les nombres de la n-iéme ligne
de ce triangle sont les coefficients binomiaux (’5), (711), cee (Z) La régle de construction du
triangle est tres simple : les lignes commencent et finissent par 1, et chaque nombre est la
somme des deux nombres directement aussi de lui, conformément a la régle donnée par la

proposition 1.17.
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EXEMPLE 1.18. On peut finalement calculer la probabilité de gagner au loto. Le
nombre de parties a 6 éléments dans Q = [1,49] est
49 49 x 48 x 47 x 46 x 45 x 44
(6): 6x5x4x3x2x1
Par conséquent, une grille de loto étant justement un choix d’'une de ces combinaisons de

6 chiffres, la probabilité pour qu'une grille corresponde au tirage d’une partie aléatoire
est

= 13983 816.

1
13983816 °

3. Espaces de probabilité discrets

Il est maintenant temps de formaliser mathématiquement les expériences aléatoires
précédemment décrites, ce qui va nous mener a la notion d’espace de probabilité.

3.1. Mesures de probabilité. De fagon générale, une expérience aléatoire peut étre
décrite comme le choix d’un élément w dans un ensemble €2, chaque élément ayant une
certaine chance P[w] d’étre choisi. Ces quantités Plw| ne sont pas forcément toutes égales,
et d’autre part, cette approche n’est pas tout a fait la bonne lorsque ’ensemble ) des
résultats possibles est "trop grand" et contient une infinité non dénombrable d’éléments.
Pour cette raison, dans ce qui suit, on supposera que ’ensemble 2 est dénombrable,
c’est-a-dire qu’il existe une bijection entre (2 et une partie de I’ensemble des entiers N.
Cette propriété est en particulier vérifiée si € est fini de cardinal n (dans ce cas, il est en
bijection avec la partie [1,n] C N). L’hypothése de dénombrabilité permet également de
gérer des ensembles infinis "pas trop grands".

On note comme précédemment B (§2) 'ensemble des parties de 2.
DEFINITION 1.19. Une mesure de probabilité sur () est une fonction
P:B(Q) — [0,1]
qui vérifie les hypotheéses suivantes :
(1) On a P[0] =0 et P[Q] = 1.
(2) Si (Ai)icr est une famille de parties disjointes de 2, alors

| |Ai| =D Play.

el el

P

On appelle espace de probabilité (discret) la donnée d’un ensemble dénombrable (2 et
d’une probabilité P sur cet ensemble. A une telle donnée correspond l’expérience aléatoire
qui consiste a tirer un élément w € €2, de telle facon que pour toute partie A C €, la
probabilité pour que w tombe dans A est P[A].

EXEMPLE 1.20. Le lancer de dé de ’exemple 1.1 correspond a l'espace de probabilité

Q = [1,6], et a la probabilité P[A] = 44 — cardd,
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EXEMPLE 1.21. Le tirage du loto de I'exemple 1.2 correspond a ’espace de probabilité

Q =P(Q,6), et a la probabilité P[A] = % = C?QS)A.
6

De fagon plus générale, pour tout ensemble fini €2, on dispose d’une mesure de probabilité
sur ) donnée par la formule
card A
[Al = —%>
card €2

et appelée probabilité uniforme sur (). Attention, ce n’est pas du tout la seule proba-
bilité possible sur un ensemble fini.

EXEMPLE 1.22. On considére une expérience aléatoire qui a deux résultats possibles,
0 ("échec") et 1 ("succes"). On parle alors d’expérience de Bernoulli. Toute mesure
de probabilité sur Q = {0, 1} prend la forme suivante :

PO]=0 ; P{l}]=p ; P{O}=1-p ; PQ]=1

pour un certain paramétre p € [0,1]. En effet, si P est une mesure de probabilité sur
un ensemble fini 2, alors pour toute partie A, si A° = {w € Q, w ¢ A} désigne le
complémentaire de A, alors

P[A] 4+ P[A°] = P[Q] =1,
donc P[A°] = 1 — P[A]. Appliquant ce résultat & A = {1} et A° = {0}, on en déduit

la forme d’une mesure de probabilité pour une expérience de Bernoulli. Cette mesure de
probabilité est uniforme si et seulement si p = %

Si (Q2,P) est un espace de probabilité discret, les parties A € P(2) sont appelées
événements pour l'expérience aléatoire, et on peut avec la fonction P calculer toutes les
probabilités des événements. Compte tenu de I'additivité des probabilités, la fonction P
est entiérement déterminée par les probabilités des singletons :

VA CQ, PA] =) P{w}].

wEA

Ainsi, parfois, on décrira une probabilité sur un ensemble on donnant uniquement sa
valeur sur les singletons. Les valeurs de P sur les événements généraux s’en déduisent a
I’aide de la formule précédente.

EXEMPLE 1.23. La probabilité uniforme sur un ensemble fini €2 est donnée par ses
valeurs sur les singletons :

1
card Q'

Vw € Q, Plw] =
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3.2. Evénements indépendants. Dans ce qui suit, on s’intéresse au calcul des pro-
babilités d’événements d’un espace de probabilité quelconque. Les notions d’indépendan-
ce et de conditionnement simplifient ce calcul lorsqu’on considére des combinaisons de
plusieurs événements (réunion, intersection, etc.). Pour commencer, donnons l’analogue
du théoréme 1.6 pour des probabilités :

PROPOSITION 1.24. Soit (Q2,IP) un espace de probabilité, et A et B deux événements.

On a toujours :
P[AU B] = P[A] + P[B] —P[AN BJ.

En effet, on peut écrire AU B comme la réunion disjointe de AN B et de
A\B={we A, w¢ B} ; B\A={weB, w¢ A}.
Par conséquent,
P[AUB] =P[A\ B| +P[B\ Al + P[AN B|
= (P[A] — P[AN B]) + (P[B] — P[AN B]) + P[AN B|
=P[A] + P[B] — P[AN B|
car A=(A\B)U(ANB)et B=(B\A)U(ANB).
On peut alors s’intéresser a la probabilité d’une intersection AN B d’événements. Pour
tous événements A et B, on a a priori
0 < P[AN B] < min(P[A],P[B])
puisque ANBC Aet ANB C B.
DEFINITION 1.25. On dit que deuz événements A et B sont indépendants si
P[AN B] = P[A]P[B].
EXEMPLE 1.26. Pour le lancer de dé, considérons les trois événements
A = {le lancer est pair} = {2,4,6}
B = {le lancer est plus grand que 5} = {5,6}
C' = {le lancer est plus petit que 5} = {1,2,3,4,5}.

Les événements A et B sont indépendants, car

1 1 1
P[AN B] =P[{6}] = 6= 5 X 3= P[A] P[B].
En revanche, A et C ne sont pas indépendants, car
1 1 5
P[A =P{2,4}] == # - x —.
ANCI=Pl{2.4)] = 5 # £ x -

REMARQUE. La notion mathématique d’événements indépendants formalise I'intuition
suivante. Soit A et B deux événements d’un espace de probabilité (€2, P). On suppose qu’il
existe une suite de choix consécutifs indépendants ci,...,c.,dy, ..., ds tels que :

(1) Cette suite de choix produit un élément aléatoire w € € qui suit la mesure de
probabilité P;
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2) L’appartenance w € A peut étre décidée uniquement & partir des choix ¢y, ..., ¢,
pp P q p
et 'appartenance w € B peut étre décidée uniquement a partir des choix dy, . . ., d;.

Alors, A et B sont indépendants au sens de la définition 1.25. Illustrons ceci, en gardant les
mémes notations que dans I’exemple précédent. Il existe une facon de choisir aléatoirement
w € [1,6] qui est particulierement adaptée au calcul des probabilités de A, B et AN B :

c¢1 : On choisit aléatoirement a € {0, 1}, avec probabilité % pour chaque résultat.

d; : On retranche a & 2b, ou b est choisi aléatoirement dans {1, 2,3}, avec probabilité
% pour chaque résultat.

La quantité w = 2b — a est comprise entre 1 et 6, et on vérifie aisément que par cette
construction, tous les entiers de [1,6] sont atteints avec la méme probabilité %. Donc, la
suite de choix (¢, d;) donne w € [1,6] suivant la probabilité¢ uniforme (lancer de dé a 6
faces). Or,

(1) Le résultat w est pair (dans A) si et seulement si a = 0;
(2) Le résultat w est plus grand que 5 (dans B) si et seulement si b = 3.

Comme ¢; et d; sont des choix consécutifs indépendants, A et B sont des événements
indépendants, et on multiplie leurs probabilités pour calculer P[A N B].

REMARQUE. Il existe une notion d’indépendance pour plus de deux événements. Si

Ay, ..., A, sont n événements dans un espace de probabilité (2, on dit qu’ils sont indépen-
dants si, pour tout choix de certains de ces événements A; , A;,,..., A; avec 2 <r <mn,
on a

PAj, N Aj, N---NA; ] =PlA; | PAg,]--- P[4, ].
Attention, c’est plus fort que de demander simplement que P[A4; N Ay N---NA,] =
P[A;]P[Ay] - - - P[A,]. Par exemple, avec 3 événements A, B, C, I'indépendance revient a
demander que
P[AN BN C] =P[A]P[B]P[C],
mais aussi que P[AN B] = P[A]|P[B], P[ANC] = P[A]P[C] et P[B N C| = P[B|P|C].

3.3. Probabilités conditionnelles. Les probabilités conditionnelles permettent d’al-
ler au-dela de la notion d’indépendance. On fixe comme précédemment un espace de
probabilité discret (€2, P) et deux événements A et B.

DEFINITION 1.27. Supposons P[B] # 0. Alors, la probabilité conditionnelle de A
sachant B est la quantité
P[AN B|
PB]

Comme AN B C B, ce rapport de probabilités est toujours compris entre 0 et 1. En
fait, la fonction Pp : A € P(2) — P[A|B] € [0, 1] est une nouvelle mesure de probabilité
pour §2, en général différente de P. Notons que A et B sont indépendants si et seulement
si P[A|B] = P[A]. Ainsi, la notion de conditionnement englobe celle d’indépendance.
Elle formalise I'intuition que 'on peut avoir du calcul des probabilités lorsqu’on a des

P[A|B] =
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informations partielles sur le résultat de I'expérience aléatoire : savoir que le résultat
tombe dans B modifie la probabilité initiale P en la probabilité "sachant B" Pg.

EXEMPLE 1.28. On garde les mémes notations que dans I'exemple 1.26. La probabilité
conditionnelle de A sachant C' est
P[{2, 4}]

PlAICT = P[{1,2,3,4,5}]

2
3

olo|wl—

Sachant C', il y a donc moins d’une chance sur 2 pour que le résultat soit pair.

Pour conclure, il existe deux formules importantes pour le calcul des probabilités
conditionnelles, qui servent parfois a calculer des probabilités d’événements en passant par
un conditionnement. On suppose dans ce qui suit que (€2, P) est un espace de probabilité
discret et que (Aj,...,A,) est un systéme complet d’événements, c’est-a-dire que
Q=A UAyU---UA, (union disjointe), et que chaque A; a une probabilité non nulle.

THEOREME 1.29. On a la formule des probabilités totales :
VB, P[B] =) P[B|A]P[A].
i=1

En effet, on peut écrire B comme la réunion disjointe (BN A;) U (BNAy)U---LU(BNA,),
et chaque B N A; a pour probabilité P[B N A;] = P[B|A;] P[A;].

EXEMPLE 1.30. Poursuivant I’exemple 1.26, on a bien
1 2 5 1

P[A] = = £ x 2 +1x = = P[A|B]P[B] + P[4 B P[BY]

THEOREME 1.31. Dans le méme contexte, on a la formule de Bayes :

P[B|A;] P[A]]
B, PGBl = s g aplay

En effet, P[A;|B] = P[gf;B | - BB ﬁ[ﬁb[‘% I et le dénominateur est donné par la formule des
probabilités totales. La formule de Bayes montre en particulier que les deux probabilités

conditionnelles P[A,;|B] et P[B|A;] peuvent étre tres différentes.

EXEMPLE 1.32. On réalise un test de dépistage sur une population de 100 personnes.
On suppose que 3 personnes sont malades, et que :

(1) Si une personne est malade, alors le test est positif avec probabilité 99.5%.

(2) Si une personne n’est pas malade, alors le test est tout de méme positif avec
probabilité 3% ("faux positif").
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Une personne fait le test et obtient un résultat positif. Sa probabilité d’étre malade est
donnée par la formule de Bayes :
P[+|malade] P[malade]

[+|malade] P[malade] + P[+|sain] P[sain]

199 3
_ 500 100 _ 597
199 3 3 o7
Lorsqu’une personne a un résultat positif, elle n’a donc en fait qu’environ une chance
sur 2 d’étre réellement malade. Ca ne veut pas dire que le test est mauvais : son intéret
est d’avoir un trés faible taux de "faux négatif" (personne malade qui a un test négatif),
et donc de ne pas laisser passer de personnes malades. En pratique, un second test plus
coliteux / précis permet ensuite de vérifier si les personnes déja repérées par le premier
test sont effectivement malades.

P[malade|+] = P

~ (0.51.

EXERCICE. Calculer la probabilité au loto d’avoir les 6 bons numéros ; 5 bons numéros ;
4 bons numeéros ; et 3 bons numéros.



Chapitre 2

Variables aléatoires discrétes et continues

Résumé. Une variable aléatoire est un nombre aléatoire, qui peut étre
entier (dans N ou Z) ou réel (dans R). Cette distinction méne a des cal-
culs de nature différente (sommes vs. intégrales), mais les mémes notions
peuvent étre développées dans les deux cas : loi, fonction de répartition,
moyenne, variance. Dans ce chapitre, on présente également des variables
aléatoires suivant des lois dites classiques, qui apparaissent naturellement
lors d’expériences aléatoires.

1. Variables aléatoires discrétes

1.1. Notion de variable aléatoire. Il y a deux facons différentes de présenter la
notion de variable aléatoire. Dans un premier temps, considérons un espace de proba-
bilité (discret) (£2,IP), et une fonction X : Q@ — Z, ou Z désigne 'ensemble des entiers
relatifs. Pour toute partie A C Z, on peut calculer :

Px[A] =P[X € A] =P{w € Q| X(w) € A}].
La fonction
Py : B(Z) — [0, 1]
A — PIX € A
est une mesure de probabilité sur Z, au sens de la définition 1.19. On dit que X est une

variable aléatoire discréte, et que Py est sa loi. Par additivité d’une mesure de probabilité,
cette loi est entierement déterminée par les valeurs Px[k], k € Z,etl'ona ), , Px[k] = 1.

EXEMPLE 2.1. On considére le lancer de deux dés indépendants; il est donné par
I'espace de probabilite Q = [1,6] x [1,6] = [[1,6]]2, muni de la probabilité uniforme
Pl(wy,ws)] = % pour tous wy,ws. On considére la variable aléatoire X (wq,ws) = wy + wo,
c’est-a-dire, la somme des deux lancers. Sa loi est donnée par :

k2131456789 ][10]11|12
Pyfk] | & | 2|2 (422|868 |5 4|3 )2]|2

36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

En effet, pour calculer par exemple P[X = 5], on regarde toutes les possibilités d’obtenir
pour somme wy + wy = 5 :

4

IP[X = 5] = P[(w17w2) < {(1’4)7 (273)7 (37 2>’ (47 1)}] = %

15
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EXEMPLE 2.2. On considére le lancer d'un seul dé a 6 faces. On peut le voir comme
une variable aléatoire, qui serait issue d’un espace de probabilités treés grand. Soit

(2 = {fagons "physiques" de lancer le dé (inclinaison, vitesse, distance a la table, etc.)},

et P une mesure de probabilité sur cet ensemble, qui modélise cette expérience aléatoire.
Pour un certain lancer w € €2, on note X (w) le résultat de ce lancer, c’est-a-dire, le nombre
dans [1,6] que l'on obtient avec ce lancer. C’est une variable aléatoire, et souvent, on
suppose que sa loi est la probabilité uniforme Py [k] = % pour tout k € [1,6]. Dans cet
exemple, il est trés difficile de travailler avec (€2,P), car c’est un ensemble trés grand,
compte tenu du nombre de parameétres physiques qui régissent le lancer d'un dé. En
revanche, on peut tout a fait travailler avec une variable aléatoire X issue de cet espace,

e.g. le résultat du lancer.

L’exemple précédent est important, et il méne & une seconde définition plus simple des
variables aléatoires discrétes. Dans de nombreux cas, étant donné un espace de probabilité
(Q,P) et une variable aléatoire X sur 2 de loi Px, on peut "oublier" I'espace de départ €2,
et travailler seulement avec le nombre aléatoire X, dont on connait toutes les probabilités
(la loi Px). Ainsi :

DEFINITION 2.3. Une variable aléatoire discréte est un nombre aléatoire X qui prend
ses valeurs dans une partie de Z. Il lui est associé une mesure de probabilité sur (une
partie de) 7, notée Px, et entierement déterminée par les valeurs P[X = k|, k € Z.

Ainsi, on a oublié I'espace ), et on travaillera uniquement avec les probabilités Px[k],
qui vérifient ), , Px[k] = 1. Autrement dit, I'étude des variables aléatoires discrétes est
celle des mesures de probabilité sur Z.

1.2. Espérance et variance d’une variable aléatoire. Une variable aléatoire
étant une expérience aléatoire dont le résultat est numérique, il est possible d’en défi-
nir la valeur moyenne. Elle est donnée par la définition suivante :

DEFINITION 2.4. La moyenne, ou espérance, d’une variable aléatoire discréte X est
la quantité

E[X] =) Px[klk,
kEZ
qui est bien définie au moins dans les deux cas suivants :

(1) si X ne prend qu’un nombre fini de valeurs : card {k € Z|Px[k] > 0} < 4o0.

(2) ou, si X prend des valeurs positives (dans ce cas la somme E[X] peut étre +00).

REMARQUE. Supposons que X soit une variable aléatoire qui provienne d’'un espace
de probabilité discret (£2,P), comme décrit au début du paragraphe précédent. Alors,
I'espérance de X est aussi donnée par la formule

EX] =) Pl X(w).

we
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En effet, on peut scinder cette somme suivant la valeur k£ de X (w), et ainsi :

D Pl X(w) =) > Pk | =Dk > Pl

weN keZ \weQ|X(w)=k keZ weQ | X (w)=k
=Y kPX(w) =k =) kPx|k]
keZ keZ

ce qui est la formule de la définition.
EXEMPLE 2.5. Considérons le lancer d’un dé, avec probabilité uniforme sur [1, 6]. Son
espérance est

1 1 1 1 1 1 21
E[X]:EXHEX2+6X3+6X4+EX5+6X6:E:§'

EXEMPLE 2.6. Considérons comme dans I'exemple 2.1 la somme du lancer de deux
dés indépendants. Son espérance est

E[X]:%x2+%x3+3—%x4+%x5+%x6+%><7
+ix8+ix9+ix10+£x11+ix12
36 36 36 36 36
~ 252
—¥—7.

On obtient le double de la moyenne du lancer d’un dé, ce qui est une conséquence de la
linéarité de l'espérance de variables aléatoires : si Y et Z sont deux variables aléatoires
discrétes, alors on a toujours

E[Y + Z] = E[Y] + E[Z].
En particulier, pour le lancer de deux dés, on a donc, avec les notations de I’exemple 2.1,

E[X] = Efws + ws] = Efwr] + Elewn] = ; ; _7.

REMARQUE. La notion d’espérance donnée par la définition 2.4 n’est pas immédia-
tement reliée & la notion intuitive de moyenne. Soit X une variable aléatoire discréete, et
X1, X, ..., X, ... des répétitions indépendantes de cette expérience aléatoire. Lorsque
X est le lancer d’un dé, on peut par exemple penser a n lancers de dé consécutifs, dont les
résultats sont notés Xi,...,X,,. La moyenne empirique des variables Xi,..., X, est

_ 1 <&

qui est de nouveau un nombre aléatoire (pas forcément entier, mais rationnel si les X;
prennent des valeurs entiéres). Il n’est pas clair a priori que ce nombre aléatoire X,,, qui
est bien ce que ’on imagine intuitivement comme une moyenne, ait un quelconque lien avec
I'espérance E[X], qui est une valeur déterministe (non aléatoire). La raison pour laquelle
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les deux notions sont liées, et la justification de l'utilisation de E[X] comme "moyenne"
de X, tiennent dans le résultat suivant. Sous de bonnes hypothéses (les mémes que celles
assurant la bonne définition de E[X]), le nombre aléatoire X,, a pour limite E[X] lorsque
n tend vers I'infini, et ce avec probabilité égale a 1 :

P|lim X, = E[X]| =1.
n— o0

Ce résultat difficile est connu sous le nom de loi des grands nombres.

DEFINITION 2.7. La variance d’une variable aléatoire discréte X est, si c’est bien
défina,
var(X) = E[(X — E[X])?.
La variance de X mesure la propension de X a dévier de sa valeur moyenne. En particulier,
var(X) = 0 si et seulement si X est une constante. On peut donner une autre formule

pour var(X). En effet, étant entendu que I'espérance d’une constante m est E[m| = m,

on a, avec m = E[X] :
var(X) = E[(X — m?)] = E[X?] — 2E[mX] + E[m?]

[X?] = 2mE[X] + m? = E[X?] — m?

[X?] - E[X]2.

E
E

EXEMPLE 2.8. Calculons la variance du lancer d’un dé. On a

1 1
IE[XQ]26(12+22+32+42+52+62):%,

et ainsi
91 49 35
X)=E[X?—-E[X])= 2> — —= ==,
var(X) =E[X°] ~E[X) = = - — =T

Il n’est pas vrai en général que la variance d’une somme de variables aléatoires Y et
Z soit égale & la somme des variances de Y et de Z. En effet, on peut calculer

var(Y + Z) = E[(Y + Z)*] - E[Y + Z]*
= (E[Y?] + 2E[Y Z] + E[Z?]) — (E[Y?] + 2E[Y]E[Z] + E[Z?])
= (E[Y?] - E[Y]*) + (E[Z%] — E[Z]*) + 2(E[Y Z] - E[Y]E[Z])
=var(Y) + var(2) + 2(E[Y Z] — E[Y]E|[Z]),

et le dernier terme n’a aucune raison a priori d’étre nul. Dans le paragraphe suivant, on
donne néanmoins une condition suffisante en ce sens.
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1.3. Variables aléatoires indépendantes. Plus tard (Chapitre 4), on verra en
détail comment travailler avec des paires de variables aléatoires (X,Y’). On introduit ici
uniquement la notion de variables aléatoires indépendantes, qui est le pendant pour
les variables aléatoires de la notion d’événements indépendants du précédent chapitre.
Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes. On dit qu’elles sont indépendantes si,
pour toutes parties A et B de Z,

P Xe€AetY € B] =P[X € A|P)Y € B].
Il suffit en fait de le vérifier pour des parties A et B qui sont des singletons :
Vi, leZ, PIX=ketY =1]=P[X =k|P]Y =1].
Ainsi, la loi du couple (X,Y") est le produit des lois de X et de Y.

PROPOSITION 2.9. Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes indépendantes,
alors E[XY] = E[X]E[Y].

En effet,
IE[XY]zZIP’[XYzm]mzZ( > IP’[X:k:etY:l]>m
= > PX=ketY=10ki= > PX=kkPY=II
- (Z P[X = k] k) (Z P[Y =[] z) — E[X]E[Y].

Une conséquence de ce fait est :

THEOREME 2.10. Si Y et Z sont deux variables aléatoires indépendantes, alors on a
var(Y + Z) = var(Y) + var(Z2).
En effet, on a vu que de fagon générale,
var(Y + Z) — var(Y) —var(Z) = 2(E[Y Z] — E[Y] E[Z]).
Dans le cas de variables indépendantes, le terme de droite dans cette égalité est nul d’apres

la proposition précédente.

EXEMPLE 2.11. La variance de la somme X de deux lancers de dés est donc var(X) =
2 x % = %5, puisque la variance du lancer d’un dé est % d’apres 'exemple 2.8.

EXEMPLE 2.12. Les résultats sur l'espérance d’un produit et sur la variance d’une
somme deviennent faux si I'on prend deux variables non indépendantes. Prenons par
exemple X = -V, avec P[X = 1] = P[X = —1] = 1. L'espérance de X est 0, et la
variance de X est 1. Or, XY = —X? = —1 avec probabilité 1, donc

E[XY]=-1#0x0=E[X]E[Y].
De méme, var(X +Y) =var(0) =0 # 1+ 1 = var(X) + var(Y).
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1.4. Lois discrétes classiques. Pour conclure notre étude des variables aléatoires
discrétes, nous donnons une liste de lois dites classiques, avec dans chaque cas le calcul
de I'espérance et de la variance.

1.4.1. Loi uniforme. Soit [a + 1,b] un intervalle d’entiers, qui est de cardinal b — a.
Une variable aléatoire de loi uniforme sur cet intervalle est une variable X avec
1 .
= S 1<k<b
i g A1k
0 sinon.
Cette variable est donc équiprobablement répartie sur [a + 1,b]. Par exemple, le lancer
d’un dé est une variable uniforme sur [1,6]. On note X ~ U(Ja + 1,b]) pour dire qu'une
variable suit la loi uniforme sur [a + 1,b]. Dans ce cas, le calcul de I'espérance et de la
variance de X est lié¢ aux identités suivantes :

& n(n+1) "N, nn+1)(2n+1)
k=——— ; k* = .
A = ;

On en déduit

k=a+1 k=1 k=1
b b a
k2 1
E X2 — — 2 2
X7 b—a b—a ( b Z g )
k=a+1 k=1 k=1
1 (2430 + b 207 +3a® +a\ _ 2(a®+ab+ %) +3(a+b)+1
Cb—a 6 6 B 6 ’
Q)2 -
var(X) = E[X?] — E[X]® = %

EXEMPLE 2.13. Avec a = 0 et b = 6, on retrouve bien 4= b+l _ 7 our l'espérance
) 2 3 P P
(b—a)?—1

_ 35 :
15— = 73 pour la variance.

d’un lancer de dé, et

1.4.2. Lot de Bernoulli. Une variable aléatoire suit une loi de Bernoulli de paramétre
p si X prend pour valeurs 0 ou 1, avec

PX =1 =p ; PX =0 =1-p.

On note dans ce cas X ~ B(p). Une telle variable modélise une expérience a deux résultats
possibles ("succés" et "échec"), et 'on compte 1 en cas de succés. Les espérance et variance
de X sont

EX]=px1+4+(1—p)x0=p;
var(X) = E[X?] - E[X]* = p — p* = p(1 — p).
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1.4.3. Loi binomiale. Considérons n expériences de Bernoulli Xi,...,X,, indépen-
dantes et de méme loi B(p). On s’intéresse au nombre X de succés obtenus, qui est
la somme X = X; + Xy +---+ X,,. On a, pour k € [0, n],

P[X = k] = > PIX, =21, Xy = 29, ..., X, = 2]

(z1,...,xn)€{0,1}" | k entrées z; sont égales a 1

= > p(1—p)"*

(z1,....xn)€{0,1}" | k entrées z; sont égales a 1

= (nombre de suites dans {0, 1}" avec k entrées égales a 1) x p*(1 — p)"*

= (Z) P -p "

On dit que X suit une loi binomiale de paramétres n et p, ce qu’on note X ~ B(n,p).
Comme X = X7+ Xo+ -+ X, est somme de variables indépendantes, son espérance et
sa variance sont obtenues en sommant celles calculées pour des variables de Bernoulli :

EX]=np ; var(X)=np(l-p).

EXEMPLE 2.14. Deux joueurs de méme niveau s’affrontent lors de 10 parties de poker.
Pour chaque partie, le joueur A gagne avec probabilité %, et il perd avec cette méme
probabilité. Le nombre de parties remportées au final suit la loi binomiale (10, %), dont

les probabilités sont (avec deux chiffres significatifs) :

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

P[X = k] | 0.00098 | 0.0098 | 0.044 | 0.12 | 0.21 | 0.25 | 0.21 | 0.12 | 0.044 | 0.0098 | 0.00098

L’espérance est X2 = 5 et la variance est 12 = 3.
2 4 2

REMARQUE. La loi binomiale est associée a ’expérience aléatoire dite de tirage avec
remise. On considére une urne avec B boules blanches et IV boules noires, et on effectue
n tirages dans cette urne, en remettant a chaque fois la boule tirée dans I'urne. Soit X le
nombre de boules blanches obtenues au cours de ces n tirages. Comme chaque tirage est

une expérience de Bernoulli de paramétre p = MLN, X suit une loi binomiale B(n, BJFLN).
4 nB
Son espérance est -7

1.4.4. Loi hypergéométrique. On considére une population de N individus, avec deux
types d’individus : M individus de type 1, et N — M individus de type 2. On tire n <
min(M, N — M) personnes au hasard parmi les N individus, et on note X le nombre
d’individus de type 1 parmi cette sous-population de n personnes. Ce nombre peut étre
n’importe quel entier entre 0 et n. Le nombre total de choix possibles pour la sous-
population de n personnes est le coefficient binomial (JZ ) Si I'on veut choisir une sous-
population avec exactement k personnes de type 1, une fagon de le faire est de choisir k
personnes parmi les M individus de type 1 ((A]f) possibilités), puis, de compléter cette
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population par n — k personnes choisies parmi les N — M individus de type 2 ((1\; :J]‘f )
possibilités). Donc,

nombre de choix donnant £ personnes de type 1

nombre total de possibilités

_ w pour k € [0,n] .

()

On dit que X suit une loi hypergéométrique de paramétres N, M et n, ce qu’on note
X ~ H(N,M,n). L'identité

> ()02 -C)

qui découle du fait que la loi H(N, M,n) est une probabilité, est appelée formule de
Vandermonde.

Calculons l'espérance de H(M, N, n) :

- S - E (D (G 0)

%S(M—l)((N—l)—(M—l)) :M(ﬁjj) M

(]r\Z) 1=0 ! (n—1) 1 (]X) N
en faisant sur la seconde ligne le changement de variables [ = k — 1, et en utilisant ensuite
la formule de Vandermonde. Le méme type de manipulation donne :
n (M) (N—M)
EX(X —1)] =Y k(k—1)-t2r=bs
k=0

()
-y (D) ()
M(](\;[V)— 1) ’Z‘: (Ml— 2) ((N —(nz)_ —2 )(]\_/[l— 2))

n

(hs) _m(n—1)M(M—1)
™ N(N —1)
On en déduit la valeur de E[X?] = E[X (X — 1)] + E[X], et celle de

var(X) = E[X?] — E[X]? = n% (1 - %) <]]\\;:g‘) .

= M(M —1)

EXEMPLE 2.15. On tire deux mains de 2 cartes pour deux joueurs de poker, et 3 cartes
que l'on pose face visible sur le tapis (flop). Le joueur A a un coeur parmi ses 2 cartes, et
il y a 2 coeurs parmi les cartes visibles. La suite du jeu (turn et river) révéle deux cartes
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en plus des 3 déja visibles. Soit X le nombre de coeurs parmi ces 2 nouvelles cartes. Ce
nombre suit une loi hypergéométrique

(47,10, 2).

En effet, il reste 2 cartes a tirer parmi les 47 = 52 — 2 — 3 cartes que le joueur A ne connait
pas, et le nombre de coeurs parmi ces cartes est (52/4) —3 = 13 — 3 = 10. En particulier,
la probabilité pour que les deux derniéres cartes révélées soient des coeurs, et donc pour
que le joueur A puisse constituer une main de 5 cartes de méme couleur, est

10\ (37 45
(2(217()0) = Toag — 042

2
Si en revanche le joueur A avait déja 2 coeurs dans sa main, alors le nombre X de coeurs
supplémentaires parmi les 2 derniéres cartes suivrait une loi

(47,9, 2).

Alors, la probabilité pour que X soit plus grand que 1, et donc pour que le joueur A
puisse constituer une main de 5 cartes de méme couleur, est
) (%) 703 378

2

REMARQUE. La loi hypergéométrique est associée a ’expérience de tirage sans re-
mise. On considére une urne avec B boules blanches et N boules noires, et on effectue
n < min(B, N) tirages dans cette urne, en ne remettant pas les boule tirées dans 'urne.
Soit X' le nombre de boules blanches obtenues au cours de ces n tirages. La variable X
suit une loi hypergéométrique H(B + N, B, n). En particulier, son espérance est B”JF—B;V, ce
qui est la méme valeur que dans le cas avec remise. En revanche, la variance est différente
par rapport au cas avec remise.

1.4.5. Loi géométrique. Si I'on effectue une suite X, Xo,..., X, ... d’expérience de
Bernoulli indépendantes, on peut se demander combien de temps il faut attendre pour
avoir le premier succes, c’est-a-dire, quel est le plus petit &£ > 1 tel que X, = 1. Supposons
que toutes les variables X; sont indépendantes et de méme loi B(n,p). Si X est la loi du

temps du premier succes, alors on a X = k si et seulement si X1 =Xo=---=X;,_1 =0
et X, = 1. Par conséquent,
PX=kl=PX;=Xo=- =X 1=0¢et X, =1 = (1 —p)'p.

On dit que X suit une loi géométrique de parameétre p notée G(p). Le calcul de 1'espé-
rance et la variance de X sont liés a I'identité

> 1
> g = si gl <1,
1—g¢q

k=0

et aux deux premiéres dérivées de cette identité :

N k—l_; . - . k—Q_L
D (D Vit Lt e

k=1
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Avec ¢ = 1 — p, on obtient

= 1
EX]=S k¢ lp=—L =L _
X ; B R ER R

D’autre part,

N k-1 2gp 2(1—p)p 2/(1
E[X(X—l)]_kz:;k:(k: 1)q PEACF T _p<p 1).
On en déduit que E[X?] = E[X(X —1)] + E[X] = %, et que
_mix? _ExpP- P (1
var(X) = E[X?] — E[X]* = = _p(p 1>

REMARQUE. La valeur de I’espérance est facile a retenir : si une expérience de Bernoulli
a une chance sur k£ > 1 d’étre un succes, alors on s’attend & devoir attendre en moyenne
k expériences pour avoir un succés. C’est pourquoi 'espérance d’une loi géométrique est
I'inverse du parameétre des expériences de Bernoulli sous-jacentes.

REMARQUE. On appelle aussi variable géométrique une variable aléatoire de loi
PY = k] = (1 — p)*p pour tout k > 0.

Une telle variable est décalée de —1 par rapport a une variable X ~ G(p) : ¥ = X — 1.
Elle représente le nombre d’échecs avant le premier succés dans une suite d’expériences
de Bernoulli indépendantes de paramétre p.

1.4.6. Loi de Poisson. Finalement, il existe une derniére loi classique discréte qu’il
est utile de connaitre, appelée loi de Poisson. Pour tout parameétre A réel, on rappelle

I'identité
o0
> r=e
kLo
k=0

qu’on peut méme prendre comme définition de la fonction exponentielle. Par conséquent,
si A > 0, alors la formule

k
_\ )\_
k!
est une mesure de probabilité sur N, la loi de Poisson de paramétre A, notée P()A). On
expliquera plus tard (§3) dans quel contexte cette loi apparait : elle est couramment utilisée

pour le nombre de réalisations d’événements aléatoires rares, tels que : le nombre de pannes
d’un outil, le nombre de sinistres couverts par une assurance, le nombre de catastrophes
) )

PX =kl =e
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climatiques dans un pays au cours d’une année, le nombre de poissons péchés dans un
grand lac, etc. L’espérance et la variance de X sont calculées comme suit :

IR 0 LS P A D U
E[X]_;;ke S =e ;(k_l)'—)\e ZZ;Z—' A;
= - ()‘>k -\ = /\k 2 = - >‘ 2
E[X(X—n]:;k(k—me S =e ;;MZA IZ;F A2,
var(X) = E[X?] —E[XP? =E[X(X — )] + E[X] —E[X? = X2+ A = \? = \.

Dans le tableau qui suit, on a résumé tous les calculs sur les lois classiques discrétes :

loi valeurs possibles probabilités espérance variance
a b—a 271
UTa+1,0]) | [a+1.0] = i i v
B(p) {0,1} poul—p p p(1—p)
B(n, p) [0,n] (WX =p ™|  np np(l —p)
H(N, M, n) [0, n] GG nM n (1 — M) (N_")
» Vs ’ M) N N N/ \N=1
* k—1 1 1 (1
G(p) N p(l—p) » p (5 - 1)
P(N) N e A7 A A

2. Variables aléatoires continues

Jusqu’ici, on a travaillé avec des variables aléatoires qui prenaient uniquement des
valeurs entiéres, donc, dans I’ensemble dénombrable Z. Or, on aimerait également pouvoir
travailler avec des nombres aléatoires réels, qui peuvent prendre n’importe quelle valeur
dans un intervalle [a, b], ou méme dans tout R. Malheureusement, le cadre précédemment
décrit ne permet pas de traiter ce type d’éxpérience aléatoire, car R, ou tout intervalle
la, b] avec a < b, est un ensemble infini non dénombrable. Sans rentrer plus dans les détails,
le probléme est qu’il y a trop de parties de R pour pouvoir définir de fagon convenable une
mesure de probabilité¢ P : (R) — [0, 1]. Néanmoins, si 'on demande seulement de pouvoir
calculer la probabilité pour un nombre aléatoire de tomber dans un intervalle arbitraire de
R (au lieu d’une partie arbitraire), alors la plupart des choses dites précédemment restent
vraies.
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2.1. Densité et fonction de répartition. Ainsi, par analogie avec la définition 2.3,
on est amené a définir :

DEFINITION 2.16. Une variable aléatoire continue est un nombre aléatoire X qui prend
ses valeurs dans (un intervalle) de R. On demande qu’il existe une fonction fx positive
et continue par morceauz, la densité de X, telle que pour tout intervalle [a,b] C R,

P[Xe[a,b]]:/ Fils) ds.

Pour que fx soit la densité d’une variable aléatoire réelle, il faut et il suffit que fx soit
positive et que

PX e R] = /RfX(S) ds = 1.

EXEMPLE 2.17. Soit fx(x) la fonction qui vaut 1 si = € [0,1], et 0 sinon. C’est la
densité de probabilité d’une variable aléatoire X qui est uniforme sur U'intervalle [0, 1], et
peut prendre n’importe quelle valeur dans cet intervalle "avec la méme probabilité". Cet
énoncé doit étre pris avec précaution, car pour n’importe quelle valeur réelle x € X, on
a P[X =] = [71ds = 0. En revanche, si [a,b] C [0,1] est un intervalle de taille non
nulle, alors Pla < X < b] =b— a > 0. La notion de densité est la bonne pour avoir une
répartition "diffuse" des probabilités sur tout un intervalle, mais il convient de noter qu’a
ce titre, toute valeur fixe x € R a probabilité 0 d’étre exactement la valeur d’une variable
aléatoire continue (a densité) X.

FIGURE 1. Densité d’une variable aléatoire uniforme sur [0, 1].

EXEMPLE 2.18. Soit fx(z) la fonction qui vaut e™* si x € R, et 0 sinon. Comme
fooo e ®ds = 1, fx est la densité d’une variable aléatoire continue X, qui peut prendre
n’importe quelle valeur positive. Pour tout intervalle [a, b] avec 0 < a < b,

b
PX € [a,b]] = / e fds=c" e’
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T

-1 1 2 3

FIGURE 2. Densité d'une variable aléatoire exponentielle sur R.

La densité fx d’une variable aléatoire continue permet de calculer toutes les proba-
bilités d’intervalles P[X € [a,b]]; a ce titre, on dit qu’elle détermine entiérement la loi
de X. La fonction x € R — fx(z) joue un role analogue pour les variables aléatoires
continues a la fonction k € Z +— Px[k] pour les variables aléatoires discrétes. Pour les
variables aléatoires continues, il existe un autre quantité qui détermine entiérement la loi :
la fonction de répartition F'x, qui est définie par

Fx(t) =P[X <t] = /_t fx(s)ds.

PROPOSITION 2.19. La fonction de répartition Fy d’une variable aléatoire continue
est une fonction croissante, dont les limites en —oo et +0o sont respectivement 0 et 1.
C’est l'unique primitive de fx qui a ces limites, et réciproquement, la densité est obtenue
a partir de la fonction de répartition par dérivation :

fx(@) = Fx().

EXEMPLE 2.20. Soit U la variable aléatoire de densité fy(u) = 1 si u € [0,1], et 0
sinon. La fonction de répartition de U est

0 sit<O,
Fyt)=<¢t si0<t<l,
1 sit>1.

En effet, si 'on veut par exemple calculer Fy(t) pour ¢t € [0,1], on a :

FU(t)—/_;fU(u)du—/_OOOOdqu/Otldu—t.

EXEMPLE 2.21. Soit X la variable aléatoire continue de fonction de répartition Fi (t) =
% + % C’est bien une fonction croissante qui a pour limites respectivement 0 et 1 en
—oo et +00. La densité de cette variable aléatoire est % fois la dérivée de la fonction
arctan, c’est-a-dire,

1
fx(s) = A+
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T

-1 1 2

FIGURE 3. Fonction de répartition d’une variable aléatoire uniforme sur [0, 1].

Selon les calculs, la densité ou la fonction de répartition est la quantité la plus appro-
priée & manipuler. Notons que la fonction de répartition détermine aisément toutes les
probabilités des intervalles : pour tous a < b,

P(X € [a,]] :/ fx(s)ds :/_ fx(s)ds — /_a fx(s)ds = Fx(b) — Fx(a).

2.2. Espérance et variance d’une variable aléatoire continue. Pour une va-
riable aléatoire discréte, on a défini 'espérance de X par la formule E[X] = ", _, Px/[k] k.
Par analogie, on peut définir I’espérance d’une variable aléatoire continue par la formule :

E[X] = /fo(s) sds.

Des conditions suffisantes pour que cette intégrale soit bien définie sont :

(1) si fx est non nulle uniquement sur un intervalle borné [m, M|,

(2) ou, si fy est non nulle uniquement sur R, .
Plus généralement, pour toute fonction h, l'espérance de la variable aléatoire h(X) est
donnée par la formule

BIACY)) = [ h(s) f(s)ds.

R
En particulier, E[X?] = [; fx(s) s*ds, et la variance de X est définie comme dans le cas
discret par

var(X) = E[(X — E[X])?] = E[X?] — E[X]*
Notons que dans la formule pour E[h(X)], on intégre h(s) toujours contre la densité

fx(s) ds, quelque soit la fonction h (cette propriété est parfois appelée théoréme de trans-
fert).
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EXEMPLE 2.22. Soit U la variable aléatoire continue de densité donnée par fy(u) =1
si u € [0, 1], et 0 sinon. L’espérance de U, ou valeur moyenne, est
1

E[U] :/Olludu: [“ﬂo:%

La variance de U est donnée par

B[] /1 L2 du = » oy =11

= u du = = ; var(U) = = — — :
0 3 374 12
EXEMPLE 2.23. Soit X la variable aléatoire continue de densité donnée par fx(z) =

e six>0,et0sinon. L’espérance de X est

E[X] = /Ooe"”a:d:c = [—e”a:}(o]ovL/ooezda: =1,
et la variance de X est dononée par 0
E[X?] = /Ooexa:de: [—exxz}go—i—Q/ooexxd:c: 2E[X] =2
var(X) = IEO[XQ] ~EX]*=2-1=1. 0

Donnons une liste de propriétés de 1'espérance et de la variance qui sont valables a la
fois pour les variables discrétes et les variables continues :
(1) linearité de espérance : E[X + Y| = E[X] + E[Y], et E[AX]| = AE[X] pour toute
constante .
(2) positivité de l'espérance : si X > 0 avec probabilité 1, alors E[X] > 0. Plus
généralement, si X > Y sont deux variables aléatoires, alors E[X]| > E[Y].

(3) variance : var(aX + b) = a* var(X) pour tous coefficients a et b.

REMARQUE. L’espérance et la variance d’une variable aléatoire continue ont la méme
interprétation que dans le cas discret : 'espérance de X est la valeur moyenne que 1'on
peut obtenir en répétant un grand nombre de fois I'expérience aléatoire de tirage de X,
tandis que la variance est la propension qu’a X & dévier de cette valeur moyenne. Un
résultat mathématique qui rend concret cette intuition est I'inégalité de Bienaymé-
Chebyshev : si 'espérance et la variance de X sont bien définies, alors pour tout seuil
a >0,
var(X)

a?
En effet, notant m = E[X], on a, pour une variable aléatoire continue,

PIX —E[X]| > d] <

(X —m)?
P|X —m|>a] =P [T > 1| =E[h(X)],
ou h(X) est la fonction qui vaut 1 si (X;an & > 1, et 0 sinon. Notons qu’on a toujours
X — 2
n(x) < k(x) = Ko

a?
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en effet, c’est vrai dans les deux cas ((X;Qm)Q >1et (X;;n)Q < 1). Donc,
* (s —m)? var(X
PIX = m| > al = 00 < 5k00) = [ B2 a5 = 200

Le résultat est aussi vrai pour une variable aléatoire discréte, en remplacant les intégrales
par des sommes.

2.3. Lois continues classiques. Comme dans le cas discret, il existe une liste de
lois continues dites classiques, dont nous donnons dans ce qui suit les densités, fonctions
de répartition, espérances et variances.

2.3.1. Loi uniforme. Soit [a,b] un intervalle de longueur b — a > 0. Une variable
aléatoire X suit une loi uniforme continue sur ce segment si elle a densité

Frls) = {ﬂ si s € [a, b,

0 sinon.

On note alors X ~ U([a,b]). C’est I'analogue de l'exemple 2.17, mais sur un segment
arbitraire [a, b] au lieu de [0, 1]. La constante = est choisie pour que [, fx(s)ds = 1. La
fonction de répartition de X est

0 sit<a,
Fx(t) = Z:—Z sia<t<b.
1 sit>b.

L’espérance de X est

1t 1 (b —a? a+b
E[X]_b—a/ans_b—a( 2 )_ 2

et la variance de X est

b

var<X>=bia/ab (S—agb)QdS:ﬁ [(_%b) .

On notera la ressemblance entre ces formules et celles pour l'espérance et la variance
d’une loi uniforme discréte. De fait, la loi U([a, b]) est 'analogue continu de la loi discréte

U([a,b]).

2.3.2. Loi exponentielle. Soit A\ un réel strictement positif. On dit qu'une variable
aléatoire X suit une loi exponentielle de paramétre A si elle a densité

e ™ sis >0,
fx(s) = { -

0 sinon.

(b—ay
12

On note alors X ~ &(\). La fonction de répartition de X est alors

0 sit <0,
Fx(t) = {1 —e M gt > 0.
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Par conséquent, pour ¢ positif, P[X > t] = 1 —-P[X <] =1— Fx(t) = e, ce qui justifie
I’appellation de variable exponentielle. L’exemple 2.18 est une variable exponentielle de
paramétre A = 1. L’espérance d’une variable X ~ E()\) est

o 1 [ 1
E[X] :/0 e sds =(1xs) X/o et tdt = %

et la variance est donnée par

o 1 [ 2
E[X2] — / )\ef)\s 32 ds =(1=1s) E/ e*t t2 dt = ﬁ
0 0
2 1 1

Var(X) = ﬁ_ﬁ = p
EXEMPLE 2.24. Soit T le temps que l'on doit attendre avant la premiére panne d'une
voiture. On peut imaginer que, si & un instant ¢ la voiture n’a pas encore eu de panne,
alors elle est "comme neuve" a cet instant, et donc que pour tous temps s,t > 0,
P[T >t + s]
P[T > t]
puisque conditionnellement au fait que T' > ¢, on regarde a l'instant ¢ une voiture qui a

les mémes temps de panne qu'une voiture neuve. Soit Frr(t) la fonction de répartition de
T, et Gr(t) =1— Fr(t) =P[T > t]. On vient de voir que

Gr(s+1t) =Gr(s)Gr(t)
pour tous s,t > 0. Fixons t et dérivons cette équation par rapport a s :
Gr(s+1) =Gr(s)Gr(t) 5 Gr(t) = Gp(0) Gr(t)
la seconde partie étant obtenue en prenant s = 0. Si —A = G/;(0), alors 'unique solution

de cette équation différentielle avec Gp(0) = P[T" > 0] = 1 est Gp(t) = e, d'ou

Fr(t) =1 — e . Par conséquent, T suit une loi exponentielle avec un certain paramétre

A > 0, qui est relié au temps moyen de panne par 1'équation E[T] = %

—P[I>t+s|T >t =P > s

2.3.3. Lot gaussienne. Une troisiéme famille de lois continues classiques est donnée

par les densités
1 _(s=m)?
fX(S) = e 207

V2mo?

ou m € R et 0% est un parameétre réel strictement positif. Pour vérifier que la formule
précédente donne bien une probabilité sur R, remarquons d’abord que

/ 1 ,(s—rgﬁd 1 / ’%d
(§] 20 S =/ _s—m\ —F— € Uu.
R V2102 (u=232) Vor Jr

w2
Il suffit donc de montrer que \/LQ? Jpe T du= \/LQ? = 1. Or,

w242 e’} 27 2 00 .2
12:// e 2 dudv:/ / re?drd@z%r/ re” 2 dr =27
R2 r=0 J0=0 r=0

en faisant le changement de variables polaire u = rcos# et v = rsinf. Ainsi, On a bien
I = 27, et fx(s) est une densité de probabilité pour toutes valeurs de m et de o2
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On dit d’une variable aléatoire X qui a cette densité qu’elle suit une loi gaussienne ou
normale N (m, 0?). Les paramétres m et o2 sont reliés a la moyenne et la variance d’une
telle loi :

(s— m)2 s—m) (s m)2
E[X] = /se 202 ds = ds +

\/27T0’2 V2mo?
u2
/ue_%?du) +m=0+m=m,

1
vV 2mo?
_ ( 1
vV 2ro?

I'intégrale sur la seconde ligne étant nulle car la fonction intégrée est impaire. Pour la
variance, on a

E[(X —m)’]

\/W
= \7227 ([—ue_f}i;—f-/ﬂ{e_u;du) = \/0227 <0+\/%> =0’

Il n’y a pas de forme simple pour la fonction de répartition d’une loi gaussienne. Notons
tout de méme que si X ~ N(m,0?) et a € R%, b € R, alors

<s m>2

1
PR ==

(=22

ds

('rf'mfb)2

dr = PlaX + b < at + b),

1 at+b
e — e
vV 2ma2o? /_oo

donc aX + b suit une loi N'(m + b, a?0?). En particulier, toutes les variables gaussiennes
sont obtenues par transformation affine d’une variable aléatoire gaussienne standard
X ~ N(0,1), puisque si X est une variable gaussienne avec moyenne 0 et variance 1,
alors 0 X +m ~ N (m,c?).

FIGURE 4. Densité d'une variable aléatoire gaussienne, ici avec m = 1 et

2 _1
0" = 3.

On a résumé dans le tableau suivant les propriétés des lois classiques continues :
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loi intervalle densité espérance | variance
1 a+b b—a)?
U(la,b]) | la,b] b—a Lscla] 5 O
E(N) R, Ae™ 1eg, % %
(sfm)2
N(m,o?) R \/2;7 e 202 m o?

Dans ce tableau, la fonction 1,04 vaut 1 si s € A, et 0 sinon.

2.4. Transformations de variables aléatoires continues. Pour conclure notre
présentation des variables aléatoires continues, nous expliquons comment calculer la fonc-
tion de répartition et la densité d’une variable aléatoire Y qui est obtenue par transfor-
mation d’'une autre variable aléatoire continue X de densité connue.

2.4.1. Fonction d’une variable aléatoire. Soit X une variable aléatoire continue de
densité fx et de fonction de répartition Fx; et h : R — R une fonction. On note YV =
h(X); c’est également une variable aléatoire continue, et le plus souvent, on peut exprimer
la fonction de répartition Fy & partir de F'x. Plutot que de donner une méthode générale,
considérons les exemples suivants :

EXEMPLE 2.25. Supposons X ~ N(0,1), et considérons Y = X?2. La fonction de
répartition de Y vaut 0 sur R_, car Y est une variable positive. D’autre part, pour ¢t > 0,

Br(t) =Py <t]=P[X*><{] = P[—ﬂ <X < \/ﬂ = Fy(V1) — Fx(—V).

On en déduit la valeur de la densité de Y, en dérivant par rapport a ¢ :

fole) = 0 sis <0,
T U (VB + Ax (V) = gt sis 20

FIGURE 5. Densité du carré d’une variable aléatoire gaussienne standard.
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EXEMPLE 2.26. Soit X ~ &(1) une variable aléatoire de densité exponentielle fx(s) =
exp(—s) si s > 0, et 0 sinon. On pose Y = % Rappelons que la fonction de répartition
de X est Fx(t) =1—e"tsit >0, et 0 sinon. La fonction de répartition de Y peut étre
calculée comme suit : si ¢t > 0, alors

FH@:PL%§4:ﬂﬂ%gX}:1—PL¥§%}:e?

T T T

1 2 3

FIGURE 6. Densité de I'inverse d'une variable aléatoire exponentielle.

On en déduit, en dérivant par rapport a t, la densité de Y :

Fy(s) {S%e_i sis >0,
Y =

0 sinon.

Il est important de retenir que dans ces transformations de variables aléatoires, on
calcule d’abord la fonction de répartition de la nouvelle variable Y, puis sa densité par
dérivation. En utilisant le formalisme du changement de variables, il serait possible de
donner une formule générale pour calculer fy a partir de fx, mais il est plus simple de
retenir la méthode précédente.

2.4.2. Maximum ou minimum de deuz variables aléatoires. Une autre transformation
importante de variables aléatoires continues est

Z =max(X,Y),

ou X et Y sont des variables aléatoires continues. On suppose dans ce qui suit X et Y
indépendantes : dans le cas continu, ceci signifie que pour tous intervalles [a, b] et [c, d],
on a

P(X € [a,b] et Y € [¢,d]] = P[X € [a,b]] P[Y € [c,d]].
La notion d’indépendance de variables aléatoires, déja étudiée pour des variables discrétes,
sera approfondie dans les chapitres suivants. Dans le cas continu, elle implique :

PX <setY <t] =P[X <s|]PlY <t] = Fx(s) Fx(t).
On peut alors calculer la fonction de répartition de Z. En effet, dire que le maximum 2

de deux nombres X et Y est plus petit que ¢t est équivalent a demander que X < t et
Y < t. Par conséquent :

Fr(t) =P[Z <t] =P[X < tetY <t] = Fx(t) Fy(t).
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Par dérivation, on en déduit ensuite la densité de Z.

EXEMPLE 2.27. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi
uniforme #([0, 1]). La fonction de répartition de Z = max(X,Y") est

0 sit<O,
Fyt) = (Fx(t)* =<t sio<t<l,
1 sit>1.

La densité de Z est donc
fz(s) =

2s si0<s<1,
0  sinon.

De méme, si X et Y sont deux variables aléatoires continues indépendantes, alors
W =min(X,Y)
est aussi une variable & densité, dont la fonction de répartition peut étre calculée comme
suit :
Fyit)=PW <t]=1-PW>t|=1-PX >tetY >t]=1-PX >¢|P]Y >{
=1—(1—=Fx(t)(1—Fx(t) = Fx(t)+ Fy(t) — Fx(t) Fy(t).
De nouveau, la densité de W s’en déduit par dérivation. Il est important de retenir que

de nouveau, les transformations de variables aléatoires max(-) et min(-) se lisent aisément
sur les fonctions de répartition, mais pas directement sur les fonctions densité.

EXEMPLE 2.28. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes et de méme
loi uniforme U([0, 1]), alors la fonction de répartition de W = min(X,Y) est

0 sit <0,
Fw(t)=Fx(t)+ Fy(t) — Fx(t) Fy(t) =<2t —1* si0<t <1,
1 sit>1.
La densité de W est donc
Fr(s) = {3(1 —9) silss<t,
sinon.

3. Approximations

Si les variables aléatoires continues sont de manipulation aisée, puisque 'on sait cal-
culer les intégrales qui y sont reliées, ce n’est pas forcément le cas des variables dis-
crétes, particuliérement les variables de lois binomiales et hypergéométriques. La théorie
de 'approximation permet de remplacer dans les calculs ces variables par des variables
aléatoires plus simples, sous certaines conditions. Dans ce qui suit, on détaille ces condi-
tions et leurs applications.
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3.1. Approximation binomiale de la loi hypergéométrique. On considére X ~
H(N, M, n), variable aléatoire discréte suivant une loi hypergéométrique. Rappelons que
cette variable représente le nombre d’individus de type 1 dans un tirage sans remise de
n individus issus d’une population avec M individus de type 1, et N — M individus de
type 2. Si ces deux nombres M et N — M sont grands devant n, alors il est raisonnable
de penser que faire un tirage sans remise doit donner un résultat pour les probabilités
P[X = k] assez semblable au tirage avec remise, car aprés chaque individu tiré, on modifie

: M N-M Airai .
assez peu les proportions N et —F— Ainsi :

THEOREME 2.29. Supposons M et N — M grands devant n, par exemple tous deux
plus grands que 10 x n. Alors, si X ~ H(N,M,n),
PIX = k] ~ (Z)pkﬂ-—py’ﬁ

ou p = % Autrement dit, la loi de X est approchée par une loi binomiale B(n, %)

En effet, dans la formule de la loi hypergéométrique,
(%) (i)
()

M(M—1)-+(M—k+1) (N—M)(N—M—1)-«(N—M—(n—k)+1)

P[X = k] =

Te(k—1)--1 (n—k)(n—k—1)-1
N(N—1)--(N—n+1)
n(n—1)--1
_(n M>< xM—kz—i—l N—M>< ><N—M—(n—kz)+1
~\k) \N N-k+1 N —k N-n+1 ‘
Comme M > k, le premier produit de la derniére ligne est équivalent & (%) g p*. Comme
N — M > n — k, le second produit de la la derniére ligne est équivalent & (W)nik =

(1—p)"~*. Ainsi, dans de nombreux cas, on peut remplacer une loi hypergéométrique par
une loi binomiale.

3.2. Approximation poissonienne de la loi binomiale. Dans 'asymptotique
n — oo, une variable aléatoire de loi binomiale B(n,p) peut a son tour étre approchée
par une variable d'une loi plus simple. Le choix de cette loi dépend en revanche du
comportement de p en fonction de n. Fixons un parameétre A > 0, et considérons une
variable X suivant une loi binomiale B(n,p = %) On peut alors faire les approximations
suivantes dans le calcul de P[X = k], lorsque n est trés grand :

Ainsi :
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THEOREME 2.30. Supposons n grand (disons plus grand que 100) et p = %, avec \ pas
trop grand (disons entre 0 et 5). Alors, si X ~ B(n,p),

/\k
— ~ —A -
PIX =k ~e T

ot A =np. La loi de X est donc approchée par une loi de Poisson P(\).

EXEMPLE 2.31. On considére un conducteur qui, chaque jour, a une infime chance
d’avoir un accident de voiture, par exemple une chance sur mille. Pendant une année, le
nombre d’accidents qu’il aura suit une loi binomiale B(n = 365,p = Tloo)' On a dans ce

365

contexte n grand et np = 555 entre 0 et 5, donc on peut légitimement utiliser Iapproxi-
mation poissonienne de la loi binomiale. Ainsi, le nombre d’accidents de voiture pendant

. . - - _ 365
une année est approché par une loi de Poisson P(A = 5555 ).

3.3. Approximation gaussienne de la loi binomiale. L’approximation poisso-
nienne est valable pour des expériences de Bernoulli nombreuses mais de probabilité p = %
trés faible; a ce titre, on dit que c’est la loi des événements rares. Lorsqu’on considére
des expériences de Bernoulli nombreuses mais dont les probabilités ne tendent pas vers 0

avec n, un autre schéma d’approximation doit étre employé. Soit X ~ B(n,p), et
X —np
np(1—p)’

qui est une variable aléatoire discréte mais a valeurs dans (une sous-partie dénombrable
de) R. Cette renormalisation est choisie de sorte que

E[Y] = EX]—np _ 0:
np(1 — p)
~ var(X) _
var(Y) = =) 1.

THEOREME 2.32. Si n est grand, disons plus grand que 100, et si p n’est pas trop
proche de 0 et de 1 (disons entre %0 et % , alors pour tous a < b,

I A
Pla<Y <b|~— [ e 2 ds.
- \/27T/a

Autrement dit, la loi de' Y est approchée par une gaussienne standard N(0,1).

EXEMPLE 2.33. Si deux joueurs de méme niveau s’affrontent lors de 400 parties de
poker, alors le nombre X de parties remportées par le premier joueur suit une loi binomiale
(400, %) L’approximation gaussienne est valable, et

X —200
10

Y —
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peut étre approchée par une loi gaussienne N (0,1). Ainsi, la probabilité pour que le
premier joueur remporte au moins 20 parties de plus que le second est

1 2
P[X > 210 =P[X —200 > 10] =P[Y > 1]~ — [ e % ds ~0.159.
vV 2w 1

REMARQUE. L’approximation gaussienne fournit une justification a I'introduction et
a I’étude des lois normales N (m, 0?) : elles apparaissent comme approximations de lois
de sommes de variables aléatoires indépendantes.

EXERCICE. Soit r un entier plus grand que 1, et p € (0,1). On considére une suite
d’expériences de Bernoulli indépendantes de méme paramétre de succes p, et on note X
le nombre aléatoire de succes avant le r-iéme échec. Par exemple, si r = 3 et la suite
d’expériences de Bernoulli a pour résultat

(1,0,1,1,1,0,1,1,0,...)
alors X = 6, puisqu’il y a 6 succés avant le troisiéme échec. Montrer que la loi de X est
r+k—1 ,
Mszz(T_l)ﬁu—m

pour tout k& > 0 (avec P[X = k] = 0 si k < 0). Calculer en fonction de r 'espérance et la
variance de X.

EXERCICE. Soit A > 0, et f(s) la fonction

Cre*s*1 sis>0,
f)\(s)_{o SiSSO’

ou C) est I'unique constante telle que fy(s) soit une densité de probabilité. Si A = k est un
entier, calculer Cy (on pourra montrer que C) = C:\*_‘ + pour tout A > 1, et calculer d’autre
part Cp). Calculer en fonction de A l'espérance et la variance d’une variable aléatoire

continue de densité f)(s).




Chapitre 3

Sommes de variables aléatoires

Résumé. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes (dis-
crétes ou continues), alors il existe une formule qui permet de calculer
la loi de la somme Z = X 4+ Y de ces deux variables : la formule du pro-
duit de convolution. On donne cette formule dans ce chapitre, en traitant
séparément les cas discrets et continus. A titre d’exemple, on applique
cette formule & plusieurs lois classiques qui ont une propriété de stabilité
par somie.

1. Convolution de deux lois discrétes

Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes, a valeurs dans Z, qu’on suppose indé-
pendantes :
V(k,) €Z? P X =ketY =1]=P[X =k|P[Y =1].
On note Z = X +Y, et on s’intéresse a la loi de Z, qui est elle aussi une variable aléatoire
discréte a valeurs dans Z. Cette loi est donnée par le calcul suivant :

PZ=k =) PX=letZ=k

=Y PX=letZ—-X=Fk-—]

la derniére ligne utilisant 'indépendance de X et Y. Ainsi :

THEOREME 3.1. La lot de Z = X +Y avec X etY indépendantes est donnée par la
formule dite du produit de convolution

Pylk] = Px[Py[k —1].

leZ

Un cas particulier de cette formule est celui ot X et Y sont deux variables aléatoires
positives ou nulles. Dans le cas ou X > 0 et Y > 0, dans la formule du produit de
convolution, tous les termes avec | < 0 sont nuls, car P[X =[] = 0 si [ < 0. De méme,

39
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tous les termes avec | > k sont nuls, car P[Y =k —1] =0si k—1 <0, doncsi k < [.
Ainsi :

PROPOSITION 3.2. Si X et Y sont indépendantes et positives, alors la formule du
produit de convolution s’écrit

k

Pylk) =) Px[[|Py[k —1]

pour k >0 (pour k <0, Pzlk] =0 car X >0 et Y > 0 implique Z > 0).

EXEMPLE 3.3. Soit X et Y deux variables indépendantes suivant des lois de Poisson
P(A) et P(u). Laloi de Z = X +Y est calculée comme suit : pour k& > 0,

l k-1
Pylk| = Ze_’\ A ot H

en utilisant & la derniére ligne la formule du binéme de Newton. On obtient pour Z une
loi de Poisson de paramétre A + p.

EXEMPLE 3.4. Soit X et Y deux variables indépendantes suivant des lois binomiales
B(m,p) et B(n,p), avec le méme paramétre p pour les deux variables. La loide Z = X +Y
porte sur [0, m + n], et est donnée par la formule

Pz[#] i (7) p'(1—p)m! (ki z) Pl — p)rk

=0

= pH(1—p)m g <T) (kﬁ l)
(s

en utilisant & la derniére ligne la formule de Vandermonde, introduite lors de I’étude des
lois hypergéométriques. On obtient pour Z une loi binomiale de paramétres (m + n, p).

En dehors de la loi de la somme Z de deux variables aléatoires discrétes, on peut
calculer d’autres quantités telles que ’espérance et la variance de Z. Elles sont données
par la proposition suivante :
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PROPOSITION 3.5. Soit Z = X +Y somme de deux variables aléatoires discrétes. Dans
tous les cas,

E[X +Y] =E[X]+E[Y].
St de plus X et'Y sont indépendantes, alors
var(X +Y) = var(X) + var(Y).

Ces régles ont déja été énoncées dans le paragraphe 1.2.

2. Convolution de deux lois continues

Si X et Y sont des variables aléatoires continues, leurs densités fx(s) et fy(t) jouent
le role des fonctions Px[k] et Py [l] pour des variables discrétes. Supposons X et Y indé-
pendantes, au sens donné au paragraphe 2.4.2. Alors,

THEOREME 3.6. La variable Z a une densité sur R donnée par la formule
fals) = [t s =0y
teR

De nouveau, un cas particulier de cette formule est celui o1 X > 0 et Y > 0, ce qui
revient & demander que fx(s) = 0 pour tout s < 0, et fy(s) = 0 pour tout s < 0. Dans ce
cas, dans l'intégrale ci-dessus, la partie de I'intégrale correspondant a I'intervalle (—oo, 0]
est nulle, car fx(t) = 0 pour tout ¢ < 0. De méme, la partie de l'intégrale correspondant
a lintervalle [s,+00) est nulle, car fy (s —t) = 0 lorsque s — ¢t < 0, donc lorsque t > s.
Ainsi :

PROPOSITION 3.7. Si X et Y sont continues, indépendantes et positives, alors la
formule du produit de convolution s’écrit

Fals) = [ fat) fu(s — by

t=0
pour s >0 (pour s <0, fz(s) =0 car X >0 et Y >0 implique Z > 0).

EXEMPLE 3.8. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes, de méme loi
exponentielle £(1). La loi de la somme Z = X + Y a une densité qui s’écrit, pour s > 0,

fz(s) = / e te 7 dt = es/ ldt =se”.
t=0 t=0

Pour s <0, fz(s) =0, donc,
se™® sis>0,
fz(s) = { .
0 sinon.
On peut ensuite, en intégrant cette densité, calculer la fonction de répartition de Z :

Fy(t) = 1—(1+t)e ™ sit>0,
2\ 0 sinon.
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EXEMPLE 3.9. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes, de lois normales
N(my, (01)%) et N(ma, (09)?). La loi de Z = X +Y a sa densité donnée par le calcul
suivant :

1 o0 _=m? (s=t=my)?
fz(S) = e 2002 ¢ 2022 (¢
V27 (01)? \/27r (02)?
w2 _(s—u—ml—m2)2
(umt—my) — e 2(f71)2 2(02)? du
( 1)
27?0102 U= — o0
1 7(5*""1*7’”2)2 o _ w? 7u272(57m17m2)u
= e 2(03)? e 201)2 ¢ 2(09)? du
271'0'10'2 U=—00
2
(s—ml—m2)2 (s—mq1— 717.2)2 _1 STmj_—mg
- + 2 CAEARCE
1 2(0g)? )2 (o2) o0 1 \/1+(<72>
= e 2o2) (1+( >2) e du
2m0109 Yoo
1 _ (s=my-mg)? o0 »2
= e 22t (e2)?) e~ T du
214/ (01)? + (02)? -

— /1 1 _s—mj—mg [ee)
v=u (01)2+(02)2 . \/1+(02)
(01)2
1 _ (5,,”1,7”2)2
= e 2((e?+(@2)?) |
V21 ((01)? + (02)?)

On obtient ainsi pour Z une loi gaussienne de moyenne m = m; + my et de variance

2 _ 2 2
o® = (01)" + (02)".

EXEMPLE 3.10. Considérons de nouveau deux variables aléatoires X et Y indépen-
dantes, de méme loi exponentielle £(1). On s’intéresse a la loi de Z = X — Y. La densité

de —Y est
e’ sis<0
f‘Y(S)_{o qsso )

D’autre part, la formule du produit de convolution donne

fz(S):[o fx(t)f—y(s—t)dtz/too Fx(@) fy(t —s)dt.

Pour que fx(t) fy(t — s) soit non nul, il faut & la fois que ¢ soit positif, et que t — s soit
positif, c’est-a-dire que t > s. Ainsi :

fZ(S)Z/oo e—tes—tdt:es/m o2 g — ? sis<0 oM
max(0,s) max(0,s) 5 sis>0 92

On obtient ainsi une variable aléatoire dont la densité décroit exponentiellement vite, de
facon symétrique sur les nombres positifs et les nombres négatifs.

Pour conclure cette présentation du calcul de la loi de la somme de deux variables &
densité, notons que les résultats de la proposition 3.5 restent vrais dans le cadre continu :
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l'espérance d’une somme de variables continues est toujours la somme des espérances, et
b

la variance d’une somme de variables aléatoires continues indépendantes est la somme des

variances.

EXERCICE. Calculer la loi de la somme de deux variables aléatoires indépendantes de
lois géométriques G(p) et G(p') (on distinguera les cas p = p’ et p # p').

EXERCICE. Calculer la loi de la somme de deux variables aléatoires indépendantes de
lois & densité et , ol A\ et pu sont deux réels strictement positifs.

1 1
TA1+(3)?) 7 mu(1+(5)?)






Chapitre 4

Couples de variables aléatoires

Résumé. On étudie dans ce chapitre les couples (X,Y) de variables
aléatoires, discrétes ou continues, et pas nécessairement indépendantes.
Dans ce contexte, la loi de X et la loi de Y ne déterminent pas entié-
rement la loi du couple, et on doit introduire de nouveaux outils pour
capturer les interactions entre les deux variables : loi jointe, lois margi-
nales, lois conditionnelles. On explique également comment calculer la
moyenne de fonctions h(X,Y) de couples de variables aléatoires, et on
introduit la notion de covariance.

1. Couples de variables et loi jointe

Dans le chapitre 2, on a présenté les variables aléatoires discrétes comme des fonctions
X : Q — Z issues d’un espace de probabilité (€2, P), et les variables aléatoires continues
comme des fonctions X : 2 — R. Ces fonctions induisent des mesures de probabilité sur Z
ou sur R, les lois (discrétes ou continues), et I'on a expliqué jusqu’ici comment utiliser ces
lois pour étudier les nombres aléatoires X . Avec la méme approche, on peut considérer des
variables aléatoires multi-dimensionnelles X : Q — Z% ou X : Q — R? avec d > 2. Dans
ce chapitre, on regardera uniquement le cas d = 2, qui contient déja toutes les difficultés
inhérentes au passage a des variables aléatoires en plusieurs dimensions.

On commence par le cas discret :

DEFINITION 4.1. La loi jointe d’un couple de variables aléatoires (X,Y) a valeurs
dans 72 est la fonction

Pxy): (k1) €Z* —»PX =ketY =1I.

Cette fonction permet de calculer, pour toute partie A C Z2, la probabilité

P(X,Y) e Al= > Pk
(k,)eA
La loi jointe est une fonction a valeurs dans [0, 1], qui vérifie la condition de normalisation

> Pk 1] =1.

(k,l)ez?

45
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EXEMPLE 4.2. Soit IP(x y) la fonction sur Z?* dont les valeurs non nulles sont données
par le tableau suivant :

ENLI1] 23
10|53
2 |5|1l3

Comme 0+ 1—12 + % + % + 411 +% =1, P(x,y) est la loi jointe d’un couple de variables aléatoires
discrétes (X,Y), avec, par exemple, P[X =1let Y =2] = 1—12

EXEMPLE 4.3. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi géométrique décalée, de
parametre p :
PX = k] = (1 —p)*p pour tout k > 0.

On considére alors Y, somme de X variables aléatoires indépendantes de Bernoulli de
parameétre ¢, ces variables étant indépendantes de X :

b's

Y = Z &, avec les ¢, indépendantes entre elles et indépendantes de X.

j=1
Sachant X = k, la probabilité pour que Y = [ avec | € [0, k] est donnée par une loi
binomiale :

PY =1|X = k] = <’;) ¢'(1 — ).

Par conséquent, la loi jointe de (X, Y") porte sur les couples d’entiers (k, 1) avec 0 < k <[,
et elle est donnée par la formule

PX=ketY =I=PX=kPY =I|X=k= (’;) (1—p)*pg'(1—q)* "

Dans le cas continu, les probabilités P(x y)[k,[] sont remplacées par des densités
foxy)(s,1).
DEFINITION 4.4. On dit d’un couple de variables aléatoires réelles (X,Y) qu’il a pour

densité jointe f(xy(s,t) si, pour tous intervalles [a,b] et [c,d] de R,
b pd
PIX € [a,b] et Y € [c,d]] :/ fixyy(s,t)dsdt
s=a Jt=c
Pour la plupart des parties de R?, la densité jointe permet alors de calculer la probabilité

PI(X,Y) € A] = / /( L ot s

la formule de la définition correspondant au cas ou A est le rectangle [a, b] X [¢, d]. D’autre
part, comme dans le cas discret, la densité jointe est une fonction positive qui vérifie la
condition de normalisation

foxy)(s,t)dsdt = 1.
RQ
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REMARQUE. La formule qui exprime P[(X,Y) € A] comme l'intégrale de la densité
jointe sur A est vraie pour toute partie A qui peut étre "approchée" par une réunion de
rectangles, par exemple, I'intérieur d’une courbe continue fermée :

J

FIGURE 1. Partie A C R? qui peut étre approchée par une réunion de rectangles.

Nous ne préciserons pas plus quelles parties sont concernées par cette formule; notons
seulement qu’il est particuliérement difficile d’y trouver un contre-exemple.

EXEMPLE 4.5. Soit f(s,t) la fonction qui vaut 0 en dehors de [0, 1] x [0, 1], et qui est
donnée par la formule

2(s? 4+ t2)
1+ st

f(87t> =

pour (s,t) € [0,1]2.

FIGURE 2. Une densité de probabilité pour un couple de variables (X,Y)
a valeurs dans [0, 1]2.
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C’est la densité de probabilité d'un couple (X,Y’) de variables aléatoires continues a
valeurs dans [0, 1], car [, f(s,t) dsdt = 1. En effet,

1,12, 42 1 1
t t—1 1 1
[:/ / S det:/ (/ . 2 +<82+—2>—dt>ds
s=0 Ji=o 1+ st s=0 t=0 S S 14 st

A | log(1+ s)
- — — — tslog(l BT s,
/S (25 ats og(l+s)+ )ds

=0 53

Pour résoudre la singularité de la fonction en s = 0, on utilise la formule de Taylor avec
reste intégral a l'ordre 3 pour f(s) =log(1l + s) :

2 Pl &2 L
log(1+s):5——+—/(1—u2)f(3)(us)du:s——+s3/—
22 Jo o (

On a donc bien :

1 1 1 2
(1-w)
]e:/iosbgl+sﬁk+ié ey duds

—0Js=0 ( us)

21 25— 211 1 (1 (24 u)(1 — u)?
— [8 log(1+s) + > S} —i——/ @+ui-w du
1
4

4 2 1+ u)?

[e=]

+

| — |
| S,
|
)
|
—_
+ |~
IS
—_
—
B = O

e~ =
N —

u=0

32+

2
EXEMPLE 4.6. Soit f(s,t) = 5=¢~ . Lintégrale de f(s,t) sur R? est

// ie’S%Zrt2 dsdt = <L/efds> (L/efdt) =1lx1=1
R2 2w \/2’/T R \/27T R ’

car les deux intégrales sont celles des densités de variables gaussiennes de paramétres
m = 0 et 02 = 1. Par conséquent, f(s,t) est la densité jointe d’'un couple de variables
dans R?, et nous verrons plus loin que f(s,t) est justement la densité d’un couple de
variables gaussiennes indépendantes X ~ N(0,1) et Y ~ N (0, 1).

FIGURE 3. Densité de probabilité d'un couple de variables (X,Y) avec
X ~N(0,1) et Y = N(0, 1).
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Soit A = D r) le disque de rayon R et de centre 'origine (0, 0). La probabilité pour que
(X,Y) appartienne a A est

1 1:2 yQ
IP’[(X,Y)EA]:%//Ae_ = dz dy
1 R 27 .2
= —/ / e 2 rdrdf
2 r=0 J0=0
2 R
e 2| =1

- [_ }0 —1- %

en effectuant un changement de variables polaire & la seconde ligne.

REMARQUE. On pourrait sur le méme modéle introduire la notion de loi jointe d'un
d-uplet (X1, X5, ..., X,) de variables aléatoires discrétes ou continues, avec d > 3. Tout
ce qui suit s’adapte aisément & ce cadre, en remplacant les sommes doubles par des
sommes multiples sur d indices, et les intégrales doubles par des intégrales multiples d-
dimensionnelles.

2. Lois marginales, lois conditionnelles

Si (X,Y) est un couple de variables aléatoires discrétes (dans Z?) ou continues (dans
R?), alors X et Y sont elles-mémes des variables aléatoires, donc, admettent des lois,
données par des fonctions k — P[X = k] et [ — P[Y =[] dans le cas discret, et par des
densités s — fx(s) et t — fy(t) dans le cas continu.

DEFINITION 4.7. On dit que les lois Px et Py (respectivement, les densités fx et fy)
pour les deux variables aléatoires X et Y sont les lois marginales du couple (X,Y).

On peut calculer les lois marginales de X et de Y a partir de la loi jointe du couple
(X,Y). Dans le cas discret :

Pxlk] =PX =k =) PX =ketY =1=> Puxylk1I.
I€Z ez
Ainsi :
THEOREME 4.8. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes, de loi jointe
Px,yy. Les lois marginales sont données par les sommes

Px k] = Z Px vk, 1;

IEZ

Pyll] = ) Puwlk, 1.

kEZ

Par analogie, dans le cas continu :
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THEOREME 4.9. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires continues, de densité
jointe fixyy. Les lois marginales de X et de'Y ont des densités qui sont données par les
intégrales

h@zzgmwmﬁﬁ;
fr(t) = /e]R fix vy (s, t) ds.

Ces formules donnent bien des densités de variables aléatoires, car

/ fx(s)ds = // fixyy(s,t)dsdt =1
sER (s,t)ER?

et de méme pour fy.

EXEMPLE 4.10. Soit (X,Y") le couple de variables aléatoires a valeurs dans {1,2} x
{1,2, 3} et de loi jointe donnée par le tableau de I'exemple 4.2. La loi marginale de X est
calculée en faisant une somme sur chaque ligne, et la loi marginale de Y est calculée en
faisant une somme sur chaque colonne :

N 1] 23] Py
L0355 3
2 43 3] 3
Py 5|5 |2 ¢!

EXEMPLE 4.11. Soit (X,Y’) le couple de variables aléatoires de 'exemple 4.3, de loi
jointe
k
P —kery =)= (}) (1= pfpdL - 0

pour k > 0 et [ € [0, k]. La loi marginale de X est

k
Pxlk] =) (?) (1-p)pd'(1—q)* " =1 -p)p,

1=0
c’est-a-dire une loi géométrique de parameétre p, décalée de —1. La loi marginale de Y est
donnée par

Pyll] =) (l;) p(1=p)*q(1 -

k=l
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pour tout [ > 0. Remarquons que le développement de Taylor de W en r = (0 est

. _136)l+1 a4t (I + 1)2(l+2) 22 (l+1)(122)(l+3) o

Par conséquent,
!
By l] = p(1—p)'q _ (1 D ) p
(1=(1=p)(1=g)* p+qa—pg) p+a—pq
ce qui est de nouveau une loi géométrique décalée.

EXEMPLE 4.12. Dans I'exemple 4.5, on a été amené a calculer la loi marginale de X :
1 2(s2+12)

Fx(s) =3 Jo "THst
0
Par symétrie, on a aussi

flt) L2 4 9flog(1+1) + 28 i ¢ e [0, 1],
Y 0 sinon.

dt:§—5%+2310g(1+8)+21%(31+8) si s € 0,1],

sinon.

2(s2+t2)
1+st °

FIGURE 4. Loi marginale de X lorsque f(x,y)(s,t) = Liss)efo2

EXEMPLE 4.13. Dans l'exemple 4.6, les variables X et Y ont toutes deux pour loi
marginale une gaussienne standard N (0, 1) :

1 > 32+t2 ]. 32
§) = — e 2 dt= e 7,
fx(s) o /t_oo o

et symétriquement pour la variable Y.
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REMARQUE. Attention, connaitre les lois marginales de X et de Y ne suffit pas a
déterminer la loi jointe du couple (X,Y'). Considérons par exemple le cas ou (X,Y") est
un couple de variables continues, & valeurs dans [0, 1]?, de densité jointe

faxyr(s,t) = g(s) g(t),

ou
)+ 2 log(1 + s)

1 2
g(s) = —— = +2slog(l+s =

s s?
si s € [0, 1]. Cette loi jointe donne pour lois marginales fx(s) = g(s) et fy(t) = g(t), c’est-
a-dire les mémes marginales que pour la loi jointe f(xy) = % de I'exemple 4.5. Ainsi,
deux lois jointes différentes peuvent donner exactement les mémes lois marginales. Nous
verrons plus loin qu’on peut reconstruire la loi jointe & partir des marginales seulement si

X et Y sont des variables indépendantes.

Il existe une troisiéme notion de loi pour un couple de variables aléatoires : la notion de
loi conditionnelle. Commencons par le cas discret. Soit (X,Y) un couple de variables
aléatoires a valeurs dans Z?, et [ € Z tel que Py[l] # 0. On peut alors considérer les
quantités
PX=ketY =1 Pxwlkl]

PlY =1] Pyl

La somme de ces quantités lorsque k parcourt Z est égale a 1, car Py [l] = >, ., P(x v) [k, [].
On obtient donc une nouvelle probabilité, la loi conditionnelle de X sachant Y = [. Elle
est notée

PX =klY =1] =

Pxjy=lk] = P[X = kY =1].

EXEMPLE 4.14. Poursuivant I’exemple 4.2, la loi conditionnelle de X sachant Y = 3
est

1

3 ) X\Y—3[ ]

Wl N

Pxjy=s[1] =

SIS
[T IGUITS,

Ce n’est pas la méme loi que la loi conditionnelle de X sachant Y = 2 :

1

3
Pxyoo[ll=F =7 5 Pavoll=1=7

wh—tlslH
SN

Ainsi, la loi conditionnelle de X est modifiée en fonction des informations que ’on a sur
la valeur de Y (Y =3 ou Y = 2). Les lois conditionnelles capturent donc de fagon fine les
interactions possibles entre deux variables aléatoires X et Y.

EXEMPLE 4.15. Dans 'exemple 4.3, la loi conditionnelle de Y sachant X = k est

Py x=kll] = (?)q%l-—QV%l pour [ € [0, k],
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c’est-a-dire une loi binomiale B(k,q). D’autre part, la loi conditionnelle de X sachant
Y =1lest

Dp—p)*d-gt" (k

Pygyoi] = & —=(}) 0= ora-p -
p P
p+q—pg (1 a p+q—pq>

pour k > [.

Par analogie, pour des variables continues X et Y de densité jointe f(xy)(s,t), si
fy(t) # 0, alors on appelle loi conditionnelle de X sachant Y = ¢ la loi de probabilité sur
R dont la densité est

 fxw(st) fxy)(s,t)
fxy=i(s) = = :
fr(t) Joer foxx) (s, 1) ds
Intuitivement, c’est la répartition de probabilité pour X si l'on sait que Y = ¢ (bien
que P[Y = t] = 0). La densité ci-dessus a bien pour masse totale 1, compte tenu de la

deuxiéme partie de la formule.

EXEMPLE 4.16. Dans I'exemple 4.5, pour ¢ € [0, 1], la loi conditionnelle de X sachant
Y =t a pour densité

Feiy(s) = 25"+ )

(14 st) (£ — 2 + 2t log(1 + 1) + 2150

sur le segment s € [0, 1]. Ainsi, pour ¢t = 0, on obtient (en prenant la limite de ’expression
pour le dénominateur)
352 sisc|0,1],
Far-(s) = { <10
0 sinon.

Pour t = 1, on obtient par contre

2 L2 g5 e 0,1],

fX\Y:l(S) — {410g2—1 1+s

0 sinon.

Ce sont deux densités de probabilité différentes (voit la figure 5) : savoir que Y vaut 0

3 3
2 2
1 fxy=0 1
S

FIGURE 5. Lois conditionnelles de X sachant ¥ = 0 ou Y = 1, lorsque
S2 2
foer)(s,8) = Lsnepp 2
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ou 1 modifie sensiblement la répartition de probabilité pour la variable X.

3. Variables aléatoires indépendantes

Avec la notion de lois conditionnelles, on peut donner une nouvelle définition plus
naturelle pour la notion d’indépendance de variables aléatoires. Intuitivement, deux va-
riables X et Y sont indépendantes si la connaissance de 'une des deux variables Y ne
donne aucune information sur X ; donc, si la loi conditionnelle de X sachant la valeur de
Y (I € Z out € R) ne dépend pas de cette valeur [ ou .

DEFINITION 4.17. Deux variables aléatoires discretes X et'Y sont dites indépendantes
st la lor conditionnelle de X sachant' Y =1 ne dépend pas de l. Dans ce cas, pour tout [

tel que Py [l] # 0,
Pxyy- = Px,
c’est-a-dire que la lot conditionnelle de X est simplement sa loi marginale.

En effet, supposons que Pxy—i[k] ne dépende pas de I. Alors, cette valeur f(k) vérifie
I’équation

:ZIP’[X:k:etY—Z ZIP’ = 1] Pxjy—i[F] (ZP ) f(k).

IeZ leZ leZ

Relions maintenant cette nouvelle définition & celle donnée dans le chapitre 2 :

PROPOSITION 4.18. Deux variables discretes X et Y sont indépendantes si et seule-
ment si :

(1) Elles vérifient la condition de la définition /.17.
(2) Pour tout k tel que Px[k] # 0, Py|x— = Py.
(3) Pour tous k et l, Pix y)[k,l] = Px[k]Py[l], i.e., la loi jointe est le produit des lois
marginales.
En effet, on a toujours
Py [k, 1] = Pxpy=[k] PIY = 1],

et si la loi conditionnelle de X sachant Y = [ ne dépend pas de [, alors elle est égale a la
loi marginale de X par le raisonnement précédent, et

Py [k, l] =P[X = E|PlY =1].
Ainsi, la définition 4.17 donne un nouveau critére pour établir I'indépendance de deux

variables aléatoires discrétes.

EXEMPLE 4.19. Dans 'exemple 4.2, les deux variables aléatoires X et Y ne sont pas
indépendantes, puisque les lois conditionnelles Pyy_s et Pxy—3 ne sont pas les mémes.
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EXEMPLE 4.20. Soit (X,Y’) le couple de variables aléatoires & valeurs dans {1,2} x
{1,2}, de loi jointe donnée par le tableau suivant

N1 2 || Py
11 1 | 1
L1il%] s
11 1 | 2
21515 3
Py |31 1

ou l'on a aussi fait figurer les lois marginales de X et de Y. Chaque case P[X =k et Y =]
est égale au produit des deux marginales P[X = k| et P[Y =[], donc X et Y sont deux
variables indépendantes.

Dans le cas continu, on peut de méme décider que :

DEFINITION 4.21. Deux variables aléatoires continues X etY sont dites indépendantes
st la lot conditionnelle de X sachant Y =t ne dépend pas de t. Dans ce cas, pour tout t
tel que fy (t) # 0,
fX|Y:t = fX7
c’est-a-dire que la densité conditionnelle de X est simplement sa densité marginale.

Des raisonnements analogues & ceux du cas discret montrent 1’équivalence entre cette
définition et les assertions suivantes :

PROPOSITION 4.22. Deux variables continues X et'Y sont indépendantes si et seule-
ment si :

(1) Elles vérifient la condition de la définition 4.17.

(2) Pour tout s tel que fx(s) #0, fyix=s = fv.
(3) Pour tous s et t, fixy)(s,t) = fx(s) fy(t), i.e., la densité jointe est le produit
des densités des lois marginales.

EXEMPLE 4.23. Deux variables X et Y de loi jointe f(xy)(s,t) = Q(itf) L(s,)ej0,12 e

sont pas indépendantes, puisque f(xy)(s,t) n’est pas le produit des densités marginales
fx(s) et fy(t) précédemment calculées. Alternativement, on a vu que fxjy—o # fxjy=1,
donc X et Y ne sont pas indépendantes.

EXEMPLE 4.24. Soit (X, Y) le couple de variables aléatoires suivant la densité donnée
dans 'exemple 4.6. On a bien

1 &2
fixn(s,t) = o © 5

= fxls) fr(®),

[

S 2 . .
avec fx(s) = \/% e 2 et fy(t) \/% ¢~z . Les variables X et Y sont donc indépendantes

(et de méme loi gaussienne N (0,1)).



56 4. COUPLES DE VARIABLES ALEATOIRES

4. Espérances et covariances

Pour conclure, si (X,Y’) est un couple de variables aléatoires discrétes ou continues,
on peut calculer la moyenne, ou espérance de toute fonction h(X,Y) a valeurs dans R.
Cette espérance est définie par la formule

= > Pawnlk kD)

(k,l)ez?

dans le cas discret, et par la formule
Eh(X,Y)] = // fixyy(s,t) h(s,t)dsdt
s,t)ER?

dans le cas continu. A chaque fois, on moyenne la fonction h(-,-) en mettant des poids
donnés par la loi jointe du couple (X,Y).

EXEMPLE 4.25. Calculons E[XY] lorsque (X,Y) suit la loi discréte donnée par le
tableau de I’exemple 4.2. La fonction h est

h:7> =R
(k1) — kI,
et son espérance est

IE[XY]:Ox(1x1)+%x(1x2)+éx(lx3)

1 1 1
+6X<2X1>+ZX(2X2)+§X(2X3)
= 4.

s2+t2

EXEMPLE 4.26. Calculons E[X?(3Y? + 1)] lorsque (X,Y) a densité jointe 5- e~ 2
La fonction h est h(s,t) = s*(3t* + 1) et

E[X?(3Y? + X)] // 7 25%#+D@ﬁ
s,t)eR? 7T

([t e) (g [t erene)

=E[X?|EBY?+1]=1x4=4,
car X et Y suivent des lois gaussiennes N(0,1), donc E[X?] = E[Y?] = 1.

L’exemple précédent rentre dans le cadre plus général de la proposition suivante :

PROPOSITION 4.27. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires indépendantes. Pour
toute fonction h(X,Y) qui se factorise sous la forme h(X,Y) = hi(X) hao(Y), on a

E[hi(X) ho(Y)] = E[hi (X)] E[h2(Y)].
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En effet, dans le cas continu par exemple,

E[hq (X //StER2 fixyy(s,t) ha(s) ho(t) ds dt

//steRz v (t) hai(s) ho(t) ds dt
</ Pt )(/ Jr(D) hatt )ZE[hl(X)]E[hQ(Y)],

'exemple précédent correspondant au cas ou hy(s) = s et hy(t) = 3t* + 1.

EXEMPLE 4.28. Attention, on ne pas factoriser les espérances dans le cas de deux
variables non indépendantes. Par exemple, si (X,Y) a pour densité jointe fixy)(s,t) =

2
Ls,t)efo,12 %, alors

1 1 (g2 + 42 1 1 34
]E[XY]:/ / Mstdsdtzél/ / U dsdt
s=0Ji=o 1+st s—0 Ji—o 1 + st
1 1 1
= 4/ 32 (/ ) dS
s=0 +=0 1 + st

1
:4/ (s> — slog(1 + s))ds
s=0

$ 2 2 1
=4|-+——5— log(1 = —
{3 + 73 og( +3)L
En revanche,
Y12 2 log(1
s =)= [ o (2o 2 aeonn 4+ 280D 4
s=0 S S S
! ' log(1+ ) —
:/ (1—|—252log(1—|—5))d3+2/ mg(+—2'9)‘9d5
5=0 s=0 S
_ 2(1+83)10g(1—|—8)+8+82_2_831 +2/1 log(l—l—s)—sds
3 3 9 s=0 s=0 32

log2 1 U log(1+s) —s
=4 = 2 ————ds.
( 3 " 9> " /3:0 s ’

Pour résoudre la singularité dans la deuxiéme intégrale, on utilise comme précédemment
une formule de Taylor avec reste intégral :

(1 —w)
log(1 — 5= —s (—d.
og(l+s)—s s /u_o 0T as? u
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On en déduit

/1 log(1 +5) —s —s / / 1—u
s=0 32 u=0Js 0 1+US
1 - 1—
:/ [—u} du:—/ Y du
u=0 U(l + U’S) s=0 u=0 1 + U

—[2log(1 +u) —u]._, =1 —2log2,

et ainsi,
22 8log2
E[X]=E[y] = == - 2%
9 3
On peut alors vérifier que E[XY] # E[X]E[Y], ce qui n’est pas contradictoire puisque X

et Y ne sont pas indépendantes.

~ (.596.

La proposition précédente peut étre utilisée dans l'autre sens, pour montrer que
deux variables ne sont pas indépendantes : s’il existe des fonctions h; et hy telles que
E[h1(X)hao(Y)] # E[hy(X)] E[ho(Y)], alors X et Y ne sont pas indépendantes. Partant de
cette idée, on peut construire un outil qui "mesure" la non-indépendance de deux variables
aléatoires :

DEFINITION 4.29. La covariance de deux variables aléatoires discrétes ou continues
est

cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] = E[(X — E[X])(Y — E[Y])].

Si X etY sont deux variables indépendantes, alors cov(X,Y) = 0.

L’équivalence entre les deux formules se démontre de la méme facon que 1’équivalence
entre les deux formules pour la variance d’une variable aléatoire :

var(X) = E[X? — E[X)? = E[(X — E[X])?].

De fait, la covariance de deux variables aléatoires X et Y est une généralisation de la
notion de variance d’une variable aléatoire X, car var(X) = cov(X, X).

EXEMPLE 4.30. Si (X,Y) est le couple de variables aléatoires de loi jointe donnée par
le tableau de 'exemple 4.2, alors on a déja calculé E[XY] = 4, et d’autre part,

1 3 7
E[X]=-x1+2x2=".
1 1 1 7
EY|=—-X1+-Xx2+4+-x3=—.
Y] 6 +3 +2 3
La covariance de X et de Y est donc cov(X,Y) =4 -5 = —L.

REMARQUE. Attention, on peut avoir cov(X,Y) = 0, et néanmoins X et Y non
indépendantes. Par exemple, si X est une variable aléatoire avec

PX=-1=PX=0=PX=1==



4. ESPERANCES ET COVARIANCES 59

alors en prenant Y = X2, on a
E[X]=0 ; E[XY]=E[X? =0

et donc cov(X,Y) = E[XY] — E[X|E[Y] = 0 — 0 = 0. Pourtant, X et ¥ ne sont pas
indépendantes, car la loi conditionnelle de Y sachant X = 0 est

Pyix=0[0] =1 5  Pyx=o[l] =0,
et elle est différente la loi conditionnelle de Y sachant X =1 :
Py|x=1[0] =0 ; Py x—1[1] = 1.

Ainsi, la covariance est plus un test de dépendance que d’indépendance, puisqu’elle ne
permet pas de décider si deux variables sont indépendantes.

EXEMPLE 4.31. La covariance de (X, Y") de loi jointe donnée par la densité f(x y)(s,t) =

L(s,0)€(0,1)2 2(iti2) est, d’apres les calculs précédents,

1 (/22 8log2\>
cov(X,Y):§—<§— (;g ) ~ —0.022.

Le signe négatif de la covariance peut étre interprété intuitivement comme suit : si YV est
grand par rapport a sa moyenne, alors X a tendance & étre plus petit que sa moyenne, et
si Y est plus petit que sa moyenne, alors X a tendance & avoir des fluctuations positives,
donc, & étre plus grand que sa moyenne. Autrement dit, les fluctuations X — E[X] et
Y — E[Y] ont tendance & étre de signes opposeés.

Inversement, si X et Y avaient covariance positive, alors leurs fluctuations X — E[X]
et Y — E[Y] auraient tendance & étre de méme signe, puisque cov(X,Y") est 'espérance
du produit de ces fluctuations.

THEOREME 4.32. Pour toutes variables aléatoires, |cov(X,Y)| < /E[X?]E[Y?]. On
appelle corrélation entre X et'Y le rapport
cov(X,Y)

AT = ExTEY )

Ce coefficient est donc toujours compris entre —1 et 1.

En effet, pour toutes variables aléatoires X et Y (discrétes ou continues), on obtient
var(X +Y) = var(X) + var(Y) + 2cov(X,Y)

en développant les carrés dans var(X + Y'). Comme la variance est positive, pour tout
teR,
0 <var(tX +Y) =t*var(X) + 2t cov(X,Y) + var(Y),
donc le discriminant
4(cov(X,Y)? — var(X)var(Y))
de ce polynéme en t est négatif ou nul, ce qui prouve le théoréme. Le coefficient de
corrélation permet de manipuler des covariances "renormalisées" de variables aléatoires,
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et de mesurer leurs interactions et leur dépendance indépendamment de la taille de leurs
fluctuations var(X) et var(Y).

EXEMPLE 4.33. Poursuivant toujours I'exemple 4.2, on a déja calculé cov(X,Y) =

L et d’autre part,

—i3

1 3 13 13 7N? 3
E[X?)=-x14Zx4=— : X)=2"_ (1) = =2
[X7] 4>< —|—4>< 1 ; var(X) 1 (4) -

1 1 1 ™NZ 5
E[Y2]26X1+§><4+§><9:6 ; var(Y) = —(5) =5

On a donc
1 1
p(X,)Y) =— —

3 .5 /15

EXERCICE. Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre A,
et Y une variable aléatoire telle que la loi conditionnelle de Y sachant X = k est une loi
binomiale B(k, p), p étant un paramétre fixé entre 0 et 1. Trouver la loi jointe de X et Y,
puis les lois marginales de X et de Y. Calculer la covariance de X et Y.

EXERCICE. Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires de densité

3s?t+s5 si0<s,t<1,

0 sinon.

faxr(s,t) = {

Vérifier que la formule précédente définit bien une densité de probabilité. Calculer les
marginales de X et de Y . Calculer la loi conditionnelle de X sachant Y = ¢. Les variables
X et Y sont elles indépendantes ? Calculer la covariance de X et Y, et leur coefficient de
corrélation.
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