TEMPS DE MELANGE DU MODELE DE CURIE-WEISS

On étudie un modeéle de spins sur un ensemble de N sommets qui interagissent tous les uns avec
les autres (autrement dit, toutes les paires de sites sont des paires de voisins). Dans une premiére
partie, on définit les mesures de probabilité correspondant au modéle et on explique comment
les simuler grace a une chaine de Markov. Dans une seconde partie, on étudie le comportement
limite de la magnétisation (somme des spins) en fonction de la valeur du paramétre B du modéle.
Enfin, dans une derniére partie, on montre que la chaine a un temps de mélange O(N log N)
si le paramétre B du modéle est plus petit que 1.

1. LE MODELE DE CURIE-WEISS

Dans tout ce qui suit, N > 2 est un entier fixé, et 5 € R, est un parametre positif (I’inverse
de la température). On note X = {41}V 'ensemble des configurations de spins sur N sommets :
une configuration o € X est donc une fonction qui assigne a tout entier k£ € [1, N] un signe
o(k) € {£1}. L’énergie d’'une configuration o est la quantité :

1 (& ’ 1 1
H(o) = —5 <Zg(i)) =5~ N > ali)ols).

i—1 1<i<j<N

L’énergie d'une configuration est donc plus basse si de nombreux sites ont le méme signe,
et plus haute si de nombreux sites ont des signes différents. Les configurations de plus basse
énergie sont 0 = 1 et 0 = —1 (fonctions constantes) ; les configurations de plus haute énergie
sont celles avec autant de signes positifs que de signes négatifs (en supposant N pair).

La mesure de Curie—Weiss de parametre 3 est la mesure de probabilité sur X donnée par :

1 1 5 (& )
%ﬁamﬁmw>zmﬁm<ﬁ(2km>)

=1

[PN,ﬁ[U] =

avec Zy 5= >, _exp(—BH(0)) constante de normalisation.
(1) Que dire des spins (i), i € [1, N] si 5 =07 Montrer que dans le cas général,
N
NY sern?
Zus =3 ()
k=0

Définissons des transitions aléatoires qui vont engendrer une chaine de Markov sur X. Sio € X,
on définit une nouvelle configuration 7 € X comme suit :

e on tire au hasard un entier k € [1, N] uniformément ;

e on pose 7(l # k) = o(l), et on tire 7(k) au hasard, avec
exp (% Zﬁgk U(J))
€Xp (% Zj?gk U(])) + exp (_% Z]’#k 0(]))
exp (=2 3 o)
Plr(k) = 1] = —— :M,Nzﬁk%P .
exp (5 X, 00)) +exp (=g X, 00)

On note P(o,7) la matrice de transition correspondant a cette construction.
1

Plr(k) =1] =

)
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(2) A quelles conditions sur deux configurations o et 7 a-t-on P(c,7) # 07 Montrer que P
est irréductible et apériodique, et que Py 5 est une mesure réversible (et donc invariante)
pour P :

Py glo] P(o,7) = Py glr] P(T,0) pour toute paire de configurations.
(3) Si (¢(™),,cp est une chaine de Markov sur X de matrice P, montrer que

lim P[o™ = o] = Py slo].

n—oo

Ecrire un programme (dans le langage de votre choix, de préférence Python ou une
variante) CurieWeiss(N, beta, n) qui simule une configuration de taille N et de
parametre (3, en effectuant n > 1 transitions markoviennes de matrice P a partir d’une
configuration initiale o(%) (qu’on choisira par exemple sous la loi P N,o)- Expérimenter
avec N = 20,n = 1000 et diverses valeurs du parametre f3.

Comme tous les sites jouent le méme role, la seule statistique intéressante d’une configuration
est sa magnétisation M(o) = sz\il o(i). Notons que H(o) = —55 (M(0))?.

(4) Soit (™), la chaine de Markov précédemment introduite, et (M), _\ le processus
défini par M™ = M (™). Montrer que (M), _, est une chaine de Markov irréduc-
tible apériodique sur §) = {—N,—N +2,—N +4,..., N — 2, N}, et préciser la valeur
de sa matrice de transition Q). Quel est le lien entre Py 5 et la loi invariante vy 4 de la
chaine de matrice Q7 Donner la valeur de vy g[m] pour m € 9). Ecrire un programme
Magnetisation(N, beta, n) qui simule une variable aléatoire M de loi vy 3, le pa-
rametre n étant le nombre de transitions markoviennes de la chaine de Markov pour
approcher la loi.

2. ORDRE DE GRANDEUR DE LA MAGNETISATION

En fonction de la valeur de 3, la distribution de My = M(o) avec o0 ~ Py 5 a des compor-
tements tres différents. On rappelle pour la suite la valeur de la transformée de Laplace de la
gaussienne :

(5) Le cas critique correspond au parametre 5 = 1. Posons

N

eﬁ + e_ﬁ  N1/242
wN(t) = ( 2 ) e 2 :

Soit X = ZZ]L A, lasomme de N v.a. indépendantes avec P[A;, = 1] = P[4, = —1] =
%. Montrer que :

tX N1/242
] ei

Un(t) = Elent | o

! = [E e 2N =
IN

[ontt) ae

27r[R

el4e?

5 ), calculer par ailleurs

En utilisant un développement de Taylor a l'ordre 4 de log(
Y(t) = limpy_,o V(D).
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(6) La fonction 1(t) est liée a la limite en loi de lorsque 3 =1 et ¢ tend vers l'infini :

ainsi, on peut montrer que

N3/4

[& <$] S OR
[, () dt

Avec N =100, 8 = 1 et en utilisant le programme Magnetisation (N, beta, n) avec
n = 100000, dessiner la fonction de répartition empirique de 2% N3/4, et comparer-la a la
fonction F'(x). Dans Python, on pourra importer la méthode d’intégration numérique
quad avec la commande from scipy.integrate import quad.

e cas sous-critique correspond aux parametres § < 1. Fixons un tel parametre, e

7) L 11 d et 1. Fi tel et t
considérons My = M (o) avec o ~ Py 5. On rappelle qu'une suite de variables aléatoires
(V) n>1 converge en loi vers la loi normale N(0,v?) si et seulement si

1}222
E[e*V~] — e 2

pour tout z € C. Avec Xy comme dans la question (5), montrer que sous la loi Py g,
on a

XN, BXN)? (z+uvB)X N 2
NREIC.S S —x-d
~N1/2 2N TNL2Z U
. “f/g [E[e ] f[E[ N ]e T
N’B{GN ] [E[ B(XN)2:| r ufljgzv W2 qu
e 2N N 5
kEle € 2 Vor

En utilisant le théoreme central limite pour X et en admettant que 'on peut passer
a la limite sous les signes f , en déduire que pour 8 < 1,

]__
1\}1—%0”3 [ 1/2— \/ 7 :FN(O,ﬁ)(x)~

Vérifier comme dans la question (6) cette convergence en loi en utilisant le programme
Magnetisation(N, beta, n) (on pourra prendre par exemple § = 2).

Ainsi, 'ordre de grandeur de la magnétisation est N2 pour 3 < 1, et N3/* pour 8 = 1.

3. TEMPS DE MELANGE DANS LE CAS SOUS-CRITIQUE

Dans cette section, 8 < 1, et on s’intéresse & la vitesse de convergence de la loi 7™ de (™
vers la loi de Curie-Weiss Py 5. Il s’agit de contrdler la distance en variation totale :

dyr (™, Py 5) = SUP Plo™) € A] — Py 4[All.

On rappelle la caractérisation de la distance en variation totale par les couplages :

d = inf PIX£Y
VT(WDWQ) (X,Y)\)gwl,erQ [ + ]»

ou l'infimum porte sur les couplages des probabilités m; et my sur X, c’est-a-dire les lois de
variables aléatoires (X,Y) € X% avec X ~ 7y et Y ~ m,.

(8) Si o et 7 sont deux configurations, on note d(o,7) le nombre de sites k € [1, N] tels

que o(k) = —7(k). On voit facilement que d est une distance sur X. La distance de
Wasserstein entre deux lois m, et my sur X est définie comme I'infimum sur les couplages :
dWasserstein (7T1’ 7T2) = inf [E[d(X7 Y)]

(X7Y) | XNTrl ’ YN7r2

Montrer qu’on a toujours dyp (71, Ts) < dywasserstein (7M1 T2)-
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(9) Montrer que si o et 7 sont deux configurations dans X, alors les lignes P(o, ) et P(T,-)
de la matrice de transition P de (¢(™),, ., vérifient

Ayt (P, ), P(r, ) < (1= 1) (14 5 ) dlom),

On pourra commencer par traiter le cas ou d(o,7) = 1, et trouver un couplage adequat
de o) ~ P(a,-) et de 7M) ~ P( -). On pourra aussi utiliser le fait que = m
est lipschitzienne de constante 1 5

(10) Montrer que pour toutes mesures de probabilité m; et 7y sur o,

_1-p
dWasserstein(T‘—IP?ﬂ-QP) S e N dWasserstein<7T177T2>‘

En déduire que quelque soit la loi initiale de o(©),
a-pn

dyp(m ()[PN,8><N6 N

Montrer que pour n > N11+%N7 la loi de o™ approche bien la loi P N.3

On peut montrer qu’a l'inverse, si > 1 (cas sur-critique), alors il faut attendre un temps au
moins égal a n = exp(C’ﬁN) pour que la loi de o™ approche bien la loi Py.s-
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CORRIGE

Si 8 = 0, alors la loi de Curie-Weiss s’écrit Py o[0] = 55 pour toute configuration o. Les
spins o (i) sont alors des variables indépendantes, avec P[o (i) = 1] = Plo(i) = —1] = 1.

Dans le cas général, il y a (],j ) configurations avec k signes positifs et N — k signes
négatifs, et ces configurations ont pour énergie

1 2__(21{:—N)2

H(o) = —5 (k= (N ) —~

La somme Zy 5 se réécrit donc par regroupement des termes :

N
N B(2k—N)?2
Zys =3 ()5

k=0

Les configurations o telles que P(o,7) # 0 sont o et toutes les configurations qui

différent de o en un seul site k£ € [1, N]. Notons o3, la configuration avec oy (I) = o(1)

pour [ # k, et 03(k) = —o(k). On a :
o~ 2R (M(0)—a(k))

1
N e% (M(o)—o(k)) + e—% (M(o)—o(k))’

P(o,03) =

et par complémentation,

o 2R (M(0)—o(k))

1 N
P S .
@0)=% ,; o% (M(o)=o(k)) | o~% (M(o)=o(k))

La matrice P est irréductible, car pour passer d'une configuration ¢ a une autre
configuration 7 arbitraire, on peut changer un a un les signes en les sites k£ tels que
7(k) = —o(k). Elle est aussi apériodique, car P(o,0) # 0 pour tout o € X. Montrons
que la mesure Py 5 est réversible pour P. Il suffit de montrer que pour tout k € [1, N,

[PNVB[U] P(o,03) = IPNﬁ[U;}] P(o;,0).

En effet, les autres cas de I’équation de réversibilité sont triviaux (soit avec 7 = o, soit
avec 0 pour les deux termes de 1'égalité). Fixons donc 0 € X et k € [1, N]. On a :

B
ez

B . . e N
P P ~) = N Zlgi<j§N a(i) o(j)
nplol Plo,07,) N7y, e T 1 P
eg e% Zlgiqu\r,i,#k o(i) o(4)

- NZN,ﬁ e% Zj#k U(]) _|_ ef% Zj#k U(J)

Remarquons alors que les spins qui apparaissent sont les o(j) avec j # k, et sont donc
égaux a 0,(j). Par symétrie, on obtient donc la méme formule pour Py slo3] P(o7,0),
et la réversibilité est établie.

Par le théoreme de convergence vers la loi stationnaire d’une chaine finie irréductible
(récurrente positive) apériodique, la loi marginale de o™ converge vers la loi invariante
de la chaine, qui est Py 5 puisque la réversibilit¢ implique I'invariance. Ainsi,

lim Plo™ =o] =P :

n1_>“(f>lo o o] N,B[U ]

Le programme suivant permet de simuler la chaine de Markov (¢(™)), .y, pour obtenir
une configuration de loi proche de Py 5 si n est assez grand :
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def CurieWeiss(N, beta, n):
conf = rand.choice([-1, 1], size=N)
M = np.sum(conf)
for _ in range(n):
k = rand.randint (N)
e = np.exp(-(betaxconf[k]/N) * (M - conf[k]))
if rand.random() < e/(e + 1/e):
M -= 2x*conf [k]
conf [k] *= -1
return conf

Dans ce programme, o, est choisi suivant la loi Py , c’est-a-dire avec des spins i.i.d.
uniformes sur {£1}. Lors des simulations, des parametres § petits donnent des confi-
gurations avec des spins qui semblent indépendants :

>>> CurieWeiss (20, 0.5, 1000)
array([-1, -1, 1, 1, -1, 1, -1, -1, -1, 1, 1, -1, 1, -1, 1, 1, -1, -1, -1, 11)

Par contre, si 8 > 1, les spins des configurations obtenues sont presque tous les mémes :

>>> CurieWeiss (20, 2, 1000)
array([1, 1, 1, 1,1, 1,1, 1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 11)

(4) Pour réaliser la transition o — 7 de matrice de transition P, on peut procéder comme
suit :

e Notons iy < iy < -+ < i, les sites tels que o(i) = +1, et j; < jy < -+ < Jy_p les
sites tels que o(j) = —1. La magnétisation de o est M (o) =2k — N.

e On tire au hasard U uniformément dans [0, 1]. Si

B
I—1 -1 1 exp (& (2k— N —1)
e SU< T —— € ﬁ) : (1)
N N " Nexp(£(2k—N—1)) +exp(—5 (2k— N —1))
on prend 7 égal a o, sauf éventuellement en 4;, ot 'on prend 7(i;) = +1. De méme,
si
B
I—1 1 exp (4 (2k— N —1) l
_—+ — (N' ) <U< N (2)
N Nexp(%@k—]\f—l))—|—exp(—%(2k—N—1)> N
on prend 7 égal a o, sauf éventuellement en 4;, ou ’on prend 7(i;) = —1.
e De méme, si
k+m—1 k+m—1 1 exp (5 (2k— N +1))
N sU< N +_}V B B , (3)
exp(N(Zk—N+1)> +exp(—N(2k—N+1))
on prend 7 égal a o, sauf éventuellement en j,,, ot 'on prend 7(j,,) = +1. Enfin,
si
k+m—1 1 exp (& (2k—N+1)) ey kEm n
N Nexp(§@2k—N+1)) +exp (-5 2k—N+1)) N
on prend 7 égal & o, sauf éventuellement en j,,, ot 'on prend 7(j,,) = —1.

On vérifie aisément que les intervalles seuils ont été choisis de sorte que la nouvelle
configuration 7 soit distribuée suivant la loi P(a, ). Ainsi, on peut construire (o™, ),
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en utilisant une suite de variables i.i.d. uniformes (U™),, ., et une fonction de transition
F:%x10,1] = X telle que "1 = F(¢™ U™). Remarquons maintenant que

M(o™) +2 dans le cas (3
M (o)) = { M(a™) dans les cas (
M(c'™) —2 dans le cas (2

)
1) et (4),
).
Ainsi, M) = G(M™,U™) pour une certaine fonction M : 9 x [0,1] — 9. Le

théoréme de représentation des chaines de Markov implique donc que (M (”))neN est
une chaine sur l'espace ) = {—N,—N+2,..., N —2, N}. Sa matrice de transition est :

_N-—m eXp<%<m+1)> ;

Qim,m+2) = ON exp(%(m‘f‘l))+eXp<_%(m+1>>,
N+m €xp <_% (m_ 1)>

m,m—2) = !
Q(m,m) =~ " . 4.

! 2N exp (% (m—i—l)) + exp (—% (m—f—l))
N +m eXp<%<m_1>>

2N exp (% (m — 1)) + exp <—% (m — 1))

On voit facilement que Q est irréductible apériodique sur 1’espace 9). Notons 7™ et
™ les lois marginales des variables o™ et M(™). Si M : ¥ — Q) est la surjection qui
associe a une configuration sa magnétisation, alors M™ = M(c™), donc v™) est la
mesure image de 7™ par M : v(") = M, (7("). Par passage & la limite, on en déduit
que la mesure invariante vy 5 pour la matrice @ est :

v = Tim v =M, (lim 7)) = MPy 5.

*
n—o0 n—oo

D’apres ce que l'on a vu a la question (1), sim € 9 et m = 2k — N, alors il y a (ZZ)
configurations o avec magnétisation m, et ces configurations ont pour énergie commune
H(o) = —mTQ. La loi vy g s’écrit donc :

1 N 5m2
vy glm] = Ty \ Mg €N .
9 2

Le programme suivant implante la chaine de Markov (M), _,, et renvoie le dernier
état visité :

def Magnetisation(N, beta, n):
b = beta / N

Q={}

for k in range(N+1):
m= 2%¥k - N
QL(m, m+2)] = ((N - m)/(4#N)) * np.exp(b*(m + 1)) / np.cosh(b*(m + 1))
Ql(m, m-2)] = ((N + m)/(4*N)) * np.exp(-b*x(m - 1)) / np.cosh(b*(m - 1))

Ql(m, m)] = 1 - Ql(m, m+2)] - Q[(m, m-2)]
m = - N + 2*np.floor(N / 2)
for _ in range(n):

m = rand.choice([m+2, m-2, m], p=[Q[(m, m+2)], Q[(m, m-2)], Q[(m, m)]1]1)
return int(m)
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Pour la premiere formule, il suffit de remarquer que

] ([E{ezi/f/hDN _ (eNf/‘* +e_Nf/4>
a 2

Pour la seconde formule, partons de 'intégrale et injectons la premiere formule :

tXN  N1/242 tX N N1/242
¢N ) dt = [E[ ]e Mt gt =F| [enti Tt
R
2 uXn w2 du
— E 2 2 )
N1/2 |:/ReN \/27r}

Dans 'espérance, on reconnait la transformée de Laplace en z =
. . NNC I
gaussienne standard, égale a e 2~ . Ainsi,

(X )2 N1/2
[E[e N ]: o 4%\,(75) dt.

Par ailleurs, en décomposant X 5 en fonction des valeurs prises par les variables A,, on
obtient :

N

[ fﬁﬁ} ﬂ[[

1=

Xy

~ip d'une variable

2 4
Elo "] = o5 Yoot = T

ceXx

Finalement, la fonction logcosht a pour développement de Taylor en O :

2t 2 ot 2 4
1 ht=log| 1 — Y — — = ) I — ).
0g CoS og< +2+24> 5 T 51 8+0( 4) 5 1310 o(t*)

On en déduit que

+4

Yn(t) = e Trton() o emtn = (1),

Le programme suivant dessine la fonction de répartition empirique de
et B =1, et la compare a la fonction F'.

N3/4 avec N = 100

fig, ax = plt.subplots()
data = np.array([Magnetisation(100, 1, 100000)/ 100%*(3/4) for _ in range(500)])
ax.ecdf (data, color="red")
L = max(np.absolute(data))
x = np.linspace(-L, L, 500)
psi = (lambda x : np.exp(-x**4/12))
= quad(psi, -np.inf, np.inf) [0]
= [quad(psi, -np.inf, x)[0]/Z for x in xx]
ax.plot(xx, yy, color="blue")
ax.set_xlim(-L, L)
ax.set_ylim(-0.1, 1.1)
plt.show()

On obtient le dessin suivant :
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1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

0.0

-2 -1 0 1 2

Le résultat sur la limite en loi de N:E, /4) lorsque 8 = 1 est donc bien confirmé par ce
programime.

XN)2

]:

Comme dans la question (5), on peut relier Zy 5 a Ele
ZNp BM(a)? BX )
2N 2N Z e = o [E[ ]
oeX

On calcule alors sous Py 5 :

zXN+B(XN)2
(M(a))Z F e~ N

zM N
NLI/2 | — E N1/2 2 —
2 [e ] ¢ ﬁ(XN‘)?]

Nﬂ oeX [E{e N

(z+“\/€)XN_L2 du (z+u\/€)XN w2 du
~N1/2 2 ~N1/2 -5
z}‘f/l\é 2 -][;?e Vo 'LI‘Q[E ¢ ¢ Vo
|E|:eN i| = wVBX — ” = BX N 2 T .
~N1/2 2 ~N1/2 -5
El[e o fn? Ele e o

Par le théoreme central limite pour <£5, on a convergence des transformées de Laplace

N1/27
(z+uVB) X N (z+u\/3)2
[E[e N1/2 } —e 2 .

En admettant qu’on peut passer a la limite sous le signe intégral, on obtient donc :

(z+uyB)? u? du 1 22
=M e 2 e 2 ez201-p) 2
lim Fleni®| = fIR V2r _ V18 .
im El|en~ = 3 = =e .
N—oo f 7(“‘/2@ —“—22 du 1
© €2 Van 1-5

La convergence en loi de
de la vérifier :

N1 ~7% vers N(0, ﬁ) s’en déduit. Le programme suivant permet

fig, ax = plt.subplots()
data = np.array([Magnetisation(100, 1/2, 100000)/ 100**(1/2) for _ in range(500)])
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ax.ecdf (data, color="red")

L = max(np.absolute(data))

xx = np.linspace(-L, L, 500)

ax.plot(xx, scs.norm(0, np.sqrt(2)).cdf(xx), color="blue")
ax.set_xlim(-L, L)

ax.set_ylim(-0.1, 1.1)

plt.show()

On obtient le dessin suivant :

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

0.0

De nouveau, la convergence en loi est confirmée par cette fonction de répartition empi-
rique.

L’inégalité vient juste du fait que 1 y,y) < d(X,Y), puisque d est une distance a
valeurs entieres. En intégrant contre une loi P d’un couplage entre 7, et 75, on obtient
PIX # Y] < Eld(X,Y)],

et le résultat s’en déduit en prenant un couplage optimal pour la distance de Wasser-
stein :

dVT(ﬂ'hT(Q) S [P[X # Y] S [E[d<X7Y)] = dWasserstein(TrhT(Q)'

Supposons d’abord que 7 = o; pour un unique site ¢ € [1, N]; on a donc d(o,7) = 1. On
réalise o) ~ P(c,-) et 71 ~ P(7,-) en choisissant le méme site aléatoire k € [1, N],
et en utilisant une variable U ~ Unif([0, 1]) avec :

( _ exp(§5,,,00)
oW (k) = < s b (% X 70 Hexp(— & Xy 00)
\ exp( 43, 00) ) texp(—§ X, 00))
(11 siv< (R 70 :
(k) = 4 = exp(£ 30, 70))rexp(— & 5,4, 70))
\ exp( & 5,4, 7)) +exp(— % 2,4, 70))
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Par symétrie de la situation, on peut supposer que o(i) = —1 et 7(i) = +1. Calculons
la distance d(c'"), 7)) en fonction de k et de U :

e k = i. Posons m = M(o) — o(k), de sorte que le seuil pour la valeur de o'V (k)
(respectivement, pour 7(V(k)) est

eXP(B_m) respectivement, exp( (77\]+2))

) + oo ) ) o5 )
Remarquons tout de suite que la différence entre les deux seuils est plus petite en
valeur absolue que ﬁ, car la fonction = # est %—lipschitzienne (sa dérivée

1
est 1+coshm)'
Pour j # i, k, oV (j) = o(4) = 7(j) = 71(4). On a par ailleurs ¢V (i) = o(i) =
—7(i) = —7W (i), donc o'V et 71 différent en i. Il reste le cas du site k. On a
oM(k) = =W (k) si et seulement si U se trouve entre les deux seuils. Ainsi,

E[d(c™M), 7MY | k # i] = 1 + différence entre les deux seuils < 1 + %

e & = i. Alors, le seuil est le méme pour la valeur de oM (k) et de 7(V(k), donc
o) =71 On a donc :

E[d(c™, 7MY |k =i] = 0.

On conclut que

dyassorstein (P, ), P(7, ) < Eld(aV, 7V)] < (1 - %) (1 + %) |

Dans le cas général, si d(o,7) = d, alors il existe une suite de configurations o0 =
o,0V, ... 0 =7 tells que d(c'®, o{@"1)) = 1 (changer un-a-un les spins nécessaires).
Par I'inéqualité triangulaire,

d—
dWasserstein<P(U’ S Z dWassersteln (U(a)u ')7 P<U(a+1)a ))
a=0

1 g
<d|1l—— 1+—].
<afi-3) ()
(10) On choisit o0 suivant m et 7(0) suivant m,, de sorte que le couplage soit optimal pour
la distance de Wasserstein : E[d(c@, 7(9)] = dyy,scerstein (71, T ). Puis, on choisit ')
suivant P(c(?, ) et 711 suivant P(7(?), ) avec la construction de la question précédente,

et des variables k et U indépendantes de (o9, T(O>). On a donc, pour toute paire de
configurations (o, 7),

1
Ed(o®,7) |0 =0, 70 =7 < (1= 1) (1+5) d(o 7).

En réintégrant par rapport a la loi de (¢(?),7(%)), on obtient

Fla(e, ) < (1= ) (14 52) He,m0] = (1= 1) (14 2) dycrnan(m, ).

Par construction, oV a loi m P et 7 a loi o P, donc 'espérance obtenue est plus
grande que dyy,sserstein (M1, ToP). Comme 14z < e™®, on conclut que :

_1-8
dWasserstein(ﬂ—1P77T2P) <e ¥ dWasserstein<7T177r2>'
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En appliquant cette inégalité n fois et en prenant m; = loi de 00 = 70 gt o =Py g
on en déduit :
(1-B)n (1-B)n

— 0 _
dWasserstein<7T(n)7 DDN,B) <e N dWasserstein<7T( )7 [PN,B) < Ne Ny
la derniere inégalité provenant du fait que la distance sur X est bornée par N. Comme
la distance en variation totale est plus petite que la distance de Wasserstein, on conclut
que :

dyp(n"), Py 5) < New "
quelque soit la loi initiale. Sin = (1 + 5)%‘—%1\’, on obtient :

dyr (7™, Py g) < N7°.

Nlog N
—I—5 -

Le temps de mélange est donc borné supérieurement par — 5
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