Analyse spectrale du modele des urnes d’Ehrenfest

Dans tout le devoir, les coordonnées d’un N -uplet sont numérotées avec des exposants : v = (x(V, x3) .. £ (N)),
Ceci permet de considérer sans ambiguité une suite de N-uplets (,,)n>0 : alors, la i-iéme coordonnée du n-terme de
la suite est notée x,(f ),

Lobjectif de ce devoir est de comparer la vitesse du convergence du modele des urnes d’Ehrenfest a celle de
la marche aléatoire sur I’hypercube, qui a été étudiée en cours. Dans tout ce qui suit, N > 1 est un entier fixé,
et on considere les deux espaces d’états suivants :

— Pespace microscopique Xmicro = {+1, —1}¥, dont les états sont les N-uplets de signes = = (9:(1), oz
avec chaque z; € {+1, —1}.
— Lespace macroscopique Xmacro = [0, N], dont les états sont les entiers k compris entre 0 et N.

Supposons données N particules numérotées 1,2, ..., N et placées dans une boite B, que I'on sépare en deux
parties By et B_. Alors, 'appartenance de chaque particule a I'une des deux parties peut étre encodée par
un élément de Xpicro @ par exemple, si N = 5, alors I’état (+1,—1,+1,+1,—1) € Xpico indique que les
particules 1, 3 et 4 sont dans B et que les particules 2 et 5 sont dans B_. On récupére a partir de z =
(M, 2@ 2 € Xpicro le nombre de particules dans B en considérant

N
N 1 -
i=1

Ce nombre de particules est un état de I’espace macroscopique Xmacro-

Une chalne de Markov naturelle sur X picro consiste a choisir aléatoirement une particule a chaque étape et
a la déplacer de By vers B_ ou de B_ vers B . Pour obtenir une chaine de Markov apériodique, il sera utile
de considérer une version paresseuse de ce processus, ou ’on autorise la particule choisie a rester dans sa moitié
de boite avec probabilité % Ainsi, la marche aléatoire sur Uhypercube est la chaine de Markov sur X icro dont la
matrice de transition est :

1 S
5  Slx =y,

P(z,y) = ﬁ si et y pour seule coordonnée différente (") = —y) pour uni € [1, N],

0 stz ety ont au moins deux coordonnées différentes.

Dans le second cas donnant une probabilité de transition 5%, on suppose donc qu’il existe un indice i € [1, N]
tel que () = —y® et 20) = 49 pour tout j # i. Il y a N choix possibles pour 'indice 7, de sorte que la somme
des probabilités de transition est bien 3 + N 5% = 3 + 3 = 1. Par rapport & la version vue en cours, notons
qu'on a par exemple P(z,z) = % au lieu de P(z,z) = ﬁ; ceci modifiera les valeurs propres et le temps de
mélange, mais pas la méthode générale d’analyse. Dans tout ce qui suit, (X}, )nen est une chalne de Markov de
matrice P sur 'espace microscopique Xmicro- La premiére partie du probléme rappelle I’analyse spectrale de
cette chalne, et la seconde partie introduit la chaine image (K, )nen sur Xmacro, définie par K, = S(X,,). La
derniére partie est consacrée a la comparaison des vitesses de convergence des deux chaines.

1 Analyse spectrale de la chaine microscopique

(Q1) Montrer que la chalne de Markov (X,,),en est irréductible et apériodique sur espace Xpicro, €t que sa
mesure invariante est la mesure uniforme :

m(z) = gN pourtouts € Xmicro-



Notons 7, la loi marginale de X, : 7, (z) = P[X,, = x]. Ces lois sont des vecteurs de R¥micro qui vérifient la
relation 7, = my P". Le théoreme de convergence vers la loi stationnaire assure que lim,,_,o 7, = 7 (en tant
que vecteurs dans R¥micro), On équipe R¥micro du produit scalaire :

<u1|y2>:2iN S ni() mala).

xexmicro

Autrement dit, R¥micro est muni de la structure d’espace de Hilbert .2 (X micro, )-

(Q2) Pourtoute = (M ... ™)) dans {0, 1}V et tout état microscopique z, on note £(x) = Hij\il(w(i))s(l) ;
les éléments de {0, 1}V peuvent donc étre considérés comme des fonctions dans .2 (X micro, 7). Montrer

que
{elee{o.1}™}

est une base orthonormale de .22 (X micro, ), €t que pour tout élément de cette base,

N
eP = (1 - |;’> g, avec|e| = Ze(i).
i=1

(Q3) Dans tout ce qui suit, on suppose que N est pair et que Xo = (—1,—1,...,—1,1,1,...,1) : initialement,
les & premiéres particules sont presque stirement dans B_ et les 4 derniéres particules sont dans B... Que
vaut dans ce cas le produit scalaire (g | €) pour e € {0, 1} (vu comme une fonction de -2 (X micro, 7)) ?
Montrer que pour tout temps n, la loi marginale 7, s’écrit :

N
1 c le\" 5 <\
_ - _nlsl (1= =L Sl= (1)
™ = 5N Z (=1)'= <1 N) g, avec‘2‘—z;52.
1=

e€{0,1}N

(Q4) Redémontrer a partir de la question précédente la convergence 7, (z) — 7(z) pour tout € Xmicro-

2 Chailne image dans I’espace macroscopique

Pour tout état microscopique € Xpicro, on note comme dans I'introduction S(z) = % + % Zf\il 2@
I’état macroscopique correspondant, qui est le nombre de particules dans la partie B de la boite. On a donc une
application S : Xmicro — Xmacro, €t On s’intéresse au processus aléatoire (K, )nen sur I’espace macroscopique,
défini par K,, = S(X,,) avec (Xp)nen chaine de Markov de matrice P dans Xpicro- En particulier, comme
Xo=(-1,...,—-1,1,...,1), Ko = % presque sGrement. Comme image d’une chaine de Markov n’est pas en
général une chalne de Markov, il n’est pas clair que (K, )nen soit une chaine de Markov; les premieres questions
de cette partie traitent ce probleme.

(Q5) Si S(x) = k, quels sont les entiers I € Xacro tels qu’existe y € Xpmicro avec P(z,y) > 0et S(y) =1? En
déduire que pour tout (n + 1)-uplet d’entiers (ag, a1, - - -, an) € (Xmacro)™*, la probabilité

P[KO = aop, K1 = al,...,Kn = an]
est nulle s’il existe un indice ¢ € [1, 7] tel que |a; — a;—1] > 2.

(Q6) On décompose

P[Ky = ag, K1 =a1,..., K, =a,] = E P[Xo =yo, X1 =y1,..., X0 = ynl.
y()v”-vynexmicro
Vi, S(yi)=a;



En utilisant cette décomposition, montrer que cette probabilité s’écrit :

Lgo=vy Qlao, a1) Q(ar, a2) - - - Q(an—1,an),

apg=-15
avec
1 N-k k

Q(k,k):§ ; Q(k,k—i—l):W ; Q(k,k—l):ﬁ_

On pourra procéder par récurrence sur n. En déduire que (K, )nen est une chaine de Markov sur Xmacro
de matrice Q.

(Q7) On note v la mesure image de la loi uniforme 7 par application S :

v(k) = Z 7(x).
E€Xmicro
S(x)=k
Calculer v(k) pour tout & € [0, N]. Plus généralement, la fonction S : Xmicro — Xmacro induit une
application linéaire

Sy : $2(%micr07 7T) — fg(%macrm V)

fro|Sf ik > fla)
TE€Xmicro
S(z)=k

Par exemple, v = S,7. On fait agir les deux matrices de transition P et @) a droite des vecteurs de

L% (Xmicro, ™) et L?(Xmacro, V). Montrer que Q o S, = S, o P.

(Q8) Montrer que la chaine de Markov (K, )nen est irréductible et apériodique sur 'espace Xmacro, €t que sa
mesure de probabilité invariante est v.

(Q9) Montrer que si f est vecteur propre pour P avec valeur propre A, alors S, f est vecteur propre pour @
avec valeur propre A.

(Q10) Soit k € Xmacro €t € € {0,1} avec |¢| = k. Montrer que la fonction Fy, = S.e ne dépend que de k, et
s’écrit :

k

-k N —k

Fp(m) = Z(—l)j <]> <N o j> pour tout m € Xmacro-
=0

Montrer que F, @ = (1 — £) Fy.

(Q11) On considére Pespace de Hilbert .22 (Xmacro, 3), avec ﬁ = (fyl) Montrer que (Fy, F1,..., Fy) est

une base orthogonale de .Z%(Xmacro, 3), avec (Fy | Fi,) = 2V B(k). On pourra commencer par établir
Iidentité suivante : pour tout y tel que S(y) = m,

ec{0,1}V (m)
le|l=k

(Q12) On note vy, laloi marginale de K, : v, (k) = P[K,, = k]. Montrer que pour tout temps 7, la loi marginale

vy, STécrit :
1 p (N E\"
Vp = 27N21(k:estpair) (_1)5 <i> <1 - N) F.
k=0 2

N
2

Il sera utile de calculer de deux fagons le coefficient de #* dans (1 — x)2 (1 + :1:)% Montrer aussi que

lim,, o0 U, = V.



3 Comparaison des vitesses de convergence

Une bonne mesure de la vitesse de convergence pour la chaine de Markov microscopique (X, )nen est la
distance :

dmicro(ﬂmﬂ—) = 2N H7rn - W”,s,ﬂ?(x,,,icro,w) = 2N Z ‘Wn(x) - 7T(.CIZ)|2.

xexmicro

(Q13) Calculer dpicro(m0, 7). En remarquant que la loi stationnaire 7 est proportionnelle a I'une des fonctions
e € {0,1}", et en utilisant la formule de la question (Q3) et Porthonormalité des fonctions ¢ dans
L*(Xmicro, ™), montrer que :

Aicro (T, T) = g: (‘Z) (1 B ]Z)?n

k=1

De la méme fagon, une bonne mesure de la vitesse de convergence pour la chaine de Markov macroscopique
(K )nen est la distance :

2N
dmacro(Vn, V) = VN (U — ]| 220000 8) = > S lvk) — (k)2
k€EXmacro (k)

(Q14) Montrer que les deux distances dicro €t dmacro S’écrivent :

iero (T, 7)) = |7 () — m()|?
N2 = M
(dmacro( (3 )) - kexzmacro y(kj) )

L’analogie entre les deux formules justifient leur utilisation et leur comparaison. Par ailleurs, on a vu en cours
que ces distances .#’? majoraient la distance .#’! (distance en variation totale).

(Q15) En utilisant 'orthogonalité des fonctions F}, dans .2 (X macro, 3), montrer que :

)

N k 2n
dmaCrO(Vn7 V) = Z 1(k est pair) N <1 - N) .
st (%)

—~
vl
—
vl

(Q16) En déduire que dimacro(Vn, V) < dmicro(Tn, 7) pour tout n. Commenter cette inégalité.

(Q17) En s’inspirant des techniques de calcul vues en cours, montrer que si k = 3 N(log N + c), alors

—C

(dmicro(ﬂ'na 77))2 <e® —1= O(e_c),

etsik = iNc, alors

(dmacro(Vnﬂ/))2 < \/% —1= O(efc).

La derniére question est liée au fait que la chaine microscopique (X,,)nen admet une coupure avec temps de
mélange nggN, alors que la chaine macroscopique (K, ),en converge tout de suite vers 0, en temps O(N).

(Qbonus) Ecrire des programmes qui simulent : les chalnes de Markov (X, ) nen et (K )nen, les distances dicro (7, 7)
et dmacro(Vn, V) (disons avec N = 50). Commenter les résultats de ces programmes.



Corrigé

Q1)

(Q2)

(Q3)

(Q4)

Les états que I’on peut atteindre en une transition a partir d’un état x sont :

— Détat  lui-méme,

— et les N états 1) ot 'on a changé seulement le signe de la i-i¢me coordonnée de .
Si z et y sont deux états microscopiques arbitraires, alors en modifiant au fur et a mesure les coordonnées
de z, on peut bien atteindre y, donc la chalne de matrice P est irréductible. Par ailleurs, P(z,z) = 1 > 0
pour tout état x, donc la chaine est apériodique. Finalement, comme P(x,y) = P(y, z) pour tous états
x et y, la matrice de transition P est symétrique et donc bistochastique, ce qui implique que la mesure
uniforme est invariante :

1
(mP)(z) = Z m(y) P(y, 2N Z oN = 7(x) pour tout état = € Xpicro-

yexmicro yexmlcro

Si € et 1) sont deux éléments de {0, 1}V, alors

1 al (i) ()
Clm=5x > (H( W*’?)

ee{+1,~1}¥ \i=1

1)8( )+

N1Jr
11

=1

Si e = 1), alors chaque terme du prodult a droite vaut 22 = 1, donc (¢ | €) = 1. Par contre, si V) # 5@

pour une coordonnée d’indice 4, alors e + (¥ = 1, donc le terme correspondant dans le produit vaut

151 =0, et (] n) = 0. Les fonctions ¢ sont donc de norme 1 et deux-d-deux orthogonales : comme il y

en a2V = dim(Z?(Xmicro, 7)), elles forment une base orthonormale de .22 (X micro, 7).
Fixons maintenant € € {0, 1}", et calculons P :

1 1 & 1 1 & )
(P)(@) = 5 e(@) + 35 > e@t™) =<(@) | 5+ 757 > ()
1

=1

N
=e(x) (1 - ;ZE(")> = <1 - |]if’> e(z)

=1

En effet, si h € {0, 1}, alors (—1)" = 1 — 2h. On a donc bien eP = (1 — %) €.

Puisque les fonctions ¢ forment une base orthonormale de .£?(Xmicro, ™) et sont des vecteurs propres
pour I’action de la matrice P, on peut écrire :

m=mP"= Y (ml|e) (eP")= > (m|e) <1|ng|> €.

ee{0,1}V ee{0,1}NV
Comme 7 est le Diracen (—1,...,—1,1,...,1),0ona
N
2 N £
1 £ () ) (—1)‘2‘
7T() ‘ (3 QW H E H 18 = 2N .
i=1 i=8+1

On en déduit la formule souhaitée pour la loi 7.

Remarquons que toutes les valeurs propres (1 — %) sont comprises entre 0 et 1; de plus, le seul vecteur
propre € de valeur propre égale a 1 est ¢ = (0,...,0), qui correspond a la fonction constante égale a 1.
On adonc: N
1 £ &
m@) =gt X 0 (1-5) e
e#(0,...,0) [
—n—oo0 0

et limy, 00 mp () = QLN



(Q5) Siz est un état microscopique avec k signes +1 et N — k signes —1, et si P(x,y) > 0, alors :
— soit = y, et donc S(y) = k.
— soit y est obtenu en changeant I'un des signes +1 de 2 en un —1, donc S(y) = S(z) — 1 =k — 1.
— soit y est obtenu en changeant I’un des signes —1 de z en un +1, donc S(y) = S(z) + 1 =k + 1.
Les entiers [ atteignables en un pas depuis k sont donc dans {k — 1, k, k + 1}. Ainsi, si |a; — a;—1] > 2,

alors
P[K@ = ao, Kl =ai,.-. .,Kn = an] < P[S(Xi_l) = a;—1 et S(Xl) = ai] =0.

La probabilité ci-dessus est donc nulle s’il existe un indice ¢ € [1, 7] tel que |a; — a;—1| > 2.
. . 4 14
(Q6) Fixons une suite (ag,ay, ..., a,) dans Xmacro, €t démontrons la formule attendue par récurrence sur n.

Le cas n = 0 est bien vérifié :
P[Ko = ag] = 11, _x,

ap="%
car Xo = (—1,...,—1,1,...,1) presque siirement, donc Ky = % presque stirement. Supposons la
formule vérifiée au rang n — 1. Si (yo, Y1, - - - , Yn) est une suite d’états microscopiques tels que S(y;) = a;

pour tout i, alors
]P)[XO = Yo, Xl =Yiy.-- 7XTL = yn] - ]P)[XO =Yo,---, anl — yn—l] P(ynflvyn)

car (X, )nen est une chalne de Markov. Par conséquent,

]P’[K():ao, K1 :al,...,Kn:an} = Z ]P’[X() :yo,...,Xn_l :yn_l] Z P(yn_l,yn)
Y0y--yYn—1 ynexmicro
Vi, S(y;)=a; S(yn)=an

Montrons que & = Yy, €X, 100 P (Yn—1, Yn) ne dépend que de a,,—1 et ay, et pas spécifiquement de yp,—; :

S(yn)=an
— Si ap, = an_1, alors il existe un unique état y, avec S(yn) = an et P(yn—1,yn) > 0, a savoir
Yn = Yn—1. La somme « vaut alors %
— Sia, = ap—1 — 1, alors le nombre d’états y,, avec S(y,) = an et P(yn—1,yn) > 0 est a,_1 : ce sont
les états obtenus a partir de y,, en changeant I'une des a,,_1 coordonnées +1 en un —1. La somme

an—1
a vaut alors 3+,

— Sia, = ap—1 + 1, alors le nombre d’états y,, avec S(yn) = an et P(yn—1,yn) > Oest N — ap—1 :
ce sont les états obtenus a partir de y,, en changeant ’une des a,,—; coordonnées —1 en un +1. La

N_anfl
somme « vaut alors ——5x—+.
Ainsi,
P[Ko=ao, Ky =a1,....Kn=an)= Y PXo=y0, ,Xn1=1n1]Qan 1,an)
y07"'7yn71
Vi, S(yi)=a;

= IP[KO = ag, ... 7Kn—1 = an_ﬂ Q(an_l, an),

et I’hypothese de récurrence permet de conclure. Par définition, la formule obtenue implique que (K3, ) nen
est une chalne de Markov sur espace Xacro de matrice de transition Q.

(Q7) La mesure image v = S, est la loi binomiale B(N, 1) :

N
LN card({:v € Xmicro | S(x) = k}) — @

v(k) = 5



Fixons une fonction f € Z?(Xmicro, T), et calculons (S, f)Q. On a:

N

N
(SN =D (S NHE)QED =D Y f@)Q(S@),1)= > [f(@)Q(S(x),1).
k=0 k=0 xexmicro xexmicro
S(z)=k

Or, d’apres la question précédente, Q(S(2),1) = > yex e P (2, y), donc :
Sy)=l

(SN = > > f@Py)= > (fP)y) = (S(fP)).
TEXmicro ye-%micro ye-%nlicro
S(y)=l S(y)=l
Ainsi, Qo S, = S, o P.
(Q8) Comme Q(k,k+1) > 0, on peut passer en [ — k étapes de k al > k par des transitions de la matrice @, et
comme Q(k, k — 1), on peut de méme passer en k — [ étapes de k a [ < k par des transitions de la matrice

Q. Ainsi, la matrice est irréductible sur ’espace Xiacro- Comme Q(k, k) > 0, elle est aussi apériodique.
Finalement, puisque 7 est invariante par P, compte tenu de la question précédente,

vQ = (S«m)Q = S(nP) =St =v
et v est invariante par .

(Q9) De la méme fagon, si f est un vecteur propre de P pour la valeur propre A, alors

(S:f) Q = S« (fP) = A (S«f),
donc S, f est un vecteur propre de @ pour la valeur propre .

(Q10) Fixons ¢ € {0,1}" avec |¢| = k. On notera I = {i; < iy < --- < iz} 'ensemble des indices i tels que
e® =1, et J =[1,N]\ I. Alors,

(Ske)(m) = Z e(z) = Z (Hﬂ”).

ZE€Xmicro ZEXmicro el

S(z)=m S(xz)=m
Chaque produit [],; () met en jeu k signes +1 ou —1. Supposons donné x avec S(z) = m et tel que
PPensemble des indices i € I avec (") = —1 soit de cardinal j; entier j appartient a [0, k]. Alors, il y a
(I;) possibilités pour ces indices, et les autres indices i € [1, N] tels que 2(Y) = —1 sont dans J; il y en a
e ;lk_ j) possibilités pour ces autres indices. Ainsi,

S(z) = metilyajsignes —1 dans {z(™), ... z(x)} }) = <k>< N=k >

N-—m—j,etilya(

card ({ T € Xmicro

JJ\N—m—j
On en déduit la formule

(Sue)(m) = é)(—”j @ (N]j;zk—j)

J

Le résultat ne dépend que de k ; notons F, cette fonction sur Xpacro- D’apres la question précédente, avec
le| = k,ona

FrQ = (5.6)Q = Su(e P) = (1 _ ;) S.e = <1 _ ]’3) F.



(Q11)

(Q12)

On constate pour commencer que si S(y) = m, alors pour toute fonction ¢ telle que |¢| = k, le nombre
d’indices i tel que ) = —1 et &) = 1 est un entier j € [0, k]. La fonction £(y) vaut alors (—1)7, et si
y et j sont fixés, alors ¢ est enti¢rement déterminé par I'un des (¥ ;m) choix pour les indices i tels que

y@ = —1etel) = 1, et par I'un des (" ) choix pour les indices i tels que y® = 1 et ¢ = 1. On

obtient donc : . .
2 = Z::OHV( j m> <ij>'

e€{0,1}V J
lel=k

()

Une petite manipulation avec les coeflicients binomiaux montre que le terme de droite est égal a ® fois

la somme considérée dans la question (Q10). Alors, st k et [ sont fixés dans [0, N], calculons le pn;oduit

scalaire (F}, | F}) pour la mesure (3 sur Xmacro :
N N
(Eg Fk<m>) (ELN; Fz(m)>

(Fi | F1) = Z (m):i ()
1N)i<i\r/;> Yo oclwn) [ [ Do ) |

m= 0 m m=0 (]IX) (]2[)
m=0 e€{0, 1}V ne{0,1}N

le|=F =t

ou pour chaque m, y, est un état microscopique arbitraire de poids S(y,,) = m. Comme les sommes
considérées ne dépendent que de m, on peut réécrire ce qui précede sous la forme :

2. 2 2 ¢

(k;)( YE€Xmicro €40, 1}N n€ef{0, I}N
le]= [n|=t

puisqu’il y a (ﬁ ) états Yy, avec S(ym) = m. On conclut que :

oN oN
(Fi | F1) 22 (2 mnerosf) = TN TN Z (1M 22 @ ierorm) = 787 Lle=0)-
O .20 )
le|=k, [n|=l

En effet, les produits scalaires (¢ | 7) g2y . -y sonttousnulssik # [, etilyena (],Z) égauxa lsik = 1.

Il y a deux approches possibles au calcul de v, :

— soit décomposer v sur la base des fonctions Fy, puis utiliser la formule F, Q" = (1 — &) F}, pour
obtenir v,, = 1y Q™.
— soit utiliser la formule de la question (Q3), puis la relation v, = S,7y,.

Détaillons la premicre approche. Comme (Fy, ..., Fiy) est une base orthogonale de .Z?(Xmacro, 8), on
peut écrire :
N (wo| Fr) g2 il 1 L
E (xmacrO:B (k‘) N
Yo = Z ( ) Y0 | Fi) 22 o) Fr = 5 D NFlc< -
k=0 <Fk ’ Fk> (xmacrovﬁ) 2 k=0 (%) 2

D’apres la question (Q11), pour tout y avec S(y) = &, le coefficient devant F, dans la somme a droite

est égal 3
S el = i(—W’(%) (kN)

ec{0,1}N Jj=0
le|=k

o]



(Q13)

(Q14) C’est immeédiat compte tenu des formules m(z) = QLN et v(k) = S5

Si k est impair, alors le j-ieme terme de la somme se compense avec le (k — j)-ieme, donc la somme vaut 0.

Supposons maintenant & pair : alors, la somme ci-dessus est le coefficient de 2* dans (1 — :1:) (1+ x) =

N
(1—2?) 7, Cest-a-dire (—1)2 (7). On obtient donc :
2
1 & y
WZ kestpalr) ) <k>Fk’7
k=0 2

et la formule pour v, s’en déduit par application de Q. La convergence v, — v s’en déduit : seul le terme
k = 0 subsiste par passage 4 la limite n — o0, et il vaut 5 Fy = v.

MES

Avec g = (—1,...,—1,1,...,1),0na

12 12
(dmicro(7r077r))2 = 2N <1 — 2]\/) + 2N(2N — 1) (2]\/) = 2N —1.

En effet, le terme correspondant a ¢ dans la somme donne une contribution 2V (1 — 2%\,)2, etles2V — 1

autres termes donnent chacun une contribution 2 (35 )% Ainsi,

dmicro(ﬂb?ﬂ') =V 2N — 1.

Pour le calcul général, remarquons que la loi stationnaire 7 est a un coeflicient multiplicatif prés I'une des
fonctions ¢ :

2N est la fonction constante A 1, associée 3 € = (0,0, ...,0).

En utilisant orthonormalité des fonctions € dans .22 (X yicro, ), on obtient alors a partir de la question

(Q3):

(et = [ | 30 st (16

E;é(()”O) £? (}:micro:ﬂ-)
’5’ 2n
SN
N
E?é(0770)
La somme porte sur toutes les fonctions ¢ # (0,...,0), car on considére 7, — 7 au lieu de 7. Pour

chaque poids £ € [0, N], il y a (]IX ) fonctions ¢ € {0,1}"" de poids &, donc la somme ci-dessus vaut
N (N 2n
Zkzl(k) (1_%) :

k)

(Q15) Enutilisant Porthogonalité des fonctions F}, dans 22 (X macro, ), on obtient a partir de la question (Q12) :

(dmacro(yna V))2 = -~

HISOE

$2 (xtnacro 76)



N
(Q16) Pour tout entier pair k € [0, N], () < ™M), donc la somme donnant (dmacro (Vn, )2 est plus petite que
p k k plusp q

(dmicro(mn, m))? (il y a moins de termes, et chaque terme est plus petit). Ceci implique que la convergence
en loi K,, — v est plus rapide que la convergence en loi X,, — 7. Intuitivement : le nombre de particules
dans chaque moitié de boite (état macroscopique) est plus rapidement proche de sa loi stationnaire que la
distribution individuelle des particules dans chaque moitié¢ de boite (état microscopique).

(Q17) Pour la convergence en loi de (X,)nen, on majore chaque coefficient (}) par ]Z—f, et chaque puissance
(1-— %)2” par e~ %" Alors :

| —

) N 1 Y 00
(dmicro(ﬂ'nyﬂ-)) < Z H (Ne N) < Z

k=1 k=1

; (e_c)k —e® -1

o

sin =1 N (log N + c). Pour la convergence en loi de (K,,)nen, on utilise la majoration suivante :

-3

Alors, avec n = % Ne, on obtient :

e S0 () £ ) (5) - et
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