MESURES D’EWENS

L’objectif de ce devoir est d’étudier la répartition en diverses espéces des individus
d’un écosystéme ; par exemple, la répartition par espéces des arbres d’une forét tropicale.
Dans la premiére partie, on introduit un modéle markovien qui prend en compte les
phénomeémes de spéciation et d’extinction des espéces, et qui permet de décrire I’évolution
d’un écosystéme. Dans la seconde partie du devoir, on s’intéresse a I’évolution d’une espéce
fixée au sein d’'un écosystéme, et on montre une borne sur le temps d’extinction de cette
espéce. Enfin, dans la derniére partie, on s’intéresse au régime stationnaire de la chaine
de Markov introduite dans la premiére partie.

1. EVOLUTION D’UN ECOSYSTEME

Dans ce qui suit, on fixe un entier N > 1, qui représentera le nombre total d’individus
dans I’écosystéme que 'on considére, toutes espéces confondues. La répartition des indi-
vidus en différentes espéces est encodée par une composition de taille N, c¢’est-a-dire une
suite

Cc = (Nl,NQ,...,NR)

d’entiers telle que N; > 0 pour tout ¢, et telle que Zf; N; = N. Le nombre N; représente
le nombre d’individus appartenant a I’espéce i. Par exemple, si 'on considére une forét
avec 10 arbres dont 5 chénes, 2 peupliers et 3 sapins, alors on pourra représenter cette
répartition par la composition ¢ = (5,2, 3).

On note €y 'ensemble des compositions de taille N :

R
Q:N = {(le‘--aNR) | RZ 1, Nz >0 pour tout 1€ I[l,R]I, ZNZ :N}

i=1
On fixe également un paramétre v € (0,1). On va introduire une chaine de Markov
(¢(t))e>0 & valeurs dans €y et qui modélise 'évolution de la répartition entre espéces. La
taille N de I’écosystéme restera fixe au cours du temps. On fixe une composition de départ
c(0) € €n. Sic(t) = (Ny(t), Na(t), ..., Ngw)(t)) est construite, pour obtenir c(t 4+ 1), on
procéde comme suit :

(E1) On choisit au hasard un individu de la population qui meurt. La probabilité que

cet individu soit issu de 'espéce i avec i € [1, R(t)] est égale a NT(t)

(E2) Avec probabilité v, I'individu de type ¢ qui est mort a I’étape (E1) est remplacé
par un nouvel individu d’une nouvelle espéce (phénoméne de spéciation). Dans ce
cas, la nouvelle composition ¢(t + 1) s’écrit :

ct+1) = (Ny(t), ..., Nisy(£), Ni(t) = 1, Nig1 (£), - .., Npeoy (1), 1).

(E3) Avec probabilité 1 — v, I'individu de type i qui est mort a I’étape (E1) est remplacé
par un individu d’une espéce j avec j € [1, R(t)]. La probabilité de choix de j est
N; (1)

~4. Les indices i et j étant choisis, la nouvelle composition ¢(t + 1) s’écrit :

(1) = {il(jl(t),...,Ni(t)—1,...,Nj(t)+1,...,NR(t)(t)) zjj



On suppose que les choix faits dans les étapes (E1), (E2) et (E3) sont indépendants entre
eux, et indépendants pour des temps distincts. L’algorithme écrit ci-dessus définit alors
une chaine de Markov a valeurs dans €y. Notons que 'ensemble €y est infini, car il
contient toutes les compositions ¢ = (0,0,...,0, N) avec un nombre arbitraire de 0. Ceci
n’empéche pas de travailler avec la chaine (c(t)):en, car €y est dénombrable.

Q1.

Q2.

Q3.

On note €% l'ensemble des compositions de taille N sans part égale a 0; par
exemple, €& = {(4),(3,1),(2,2),(1,3),(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2),(1,1,1,1)}. Mon-
trer que pour tout N > 1, €% contient 2~ compositions. On pourra procéder
par récurrence sur NN.

Dans ce qui suit, on suppose que ¢(0) appartient a €4. Les autres compositions
¢(t > 1) pourront en revanche avoir des parts V;(t) égales a 0, qui représenteront les
espéces i éteintes au temps t. Ecrire un programme qui simule (¢(0), ¢(1), ..., ¢(T)),
avec par exemple N = 10, v = 0.1, ¢(0) = (5,2,3) et T" = 20. Donner un résultat
de cette simulation.

On note R(t) le nombre total de parts de ¢(t). Montrer qu’on peut écrire R(t) sous
la forme

R(t)=RO)+Vi+ Vot +V,

ou les V; sont des variables indépendantes et de méme loi, que 1'on précisera.
Décrire le comportement des variables aléatoires R(t) et @ lorsque t tend vers
I'infini. Que peut-on dire du nombre

E(t) = card {i € [1, R(t)] | N:(t) =0}

d’espéces qui sont éteintes au temps ¢, en particulier lorsque t tend vers I'infini ?

2. EVOLUTION D’UNE ESPECE FIXEE

Dans cette partie, on s’intéresse a 1’évolution d’une espéce fixée dans I’écosystéme, par
exemple celle d’indice ¢ = 1. Les paramétres N et v sont fixés comme précédemment, avec

v > 0.

Q4.

Q5.

Q6.

Montrer que (Ny(t))¢>o est une chaine de Markov sur [0, N], dont les probabilités
de transition sont

P(k,kﬂ):%—f)ku_y);
P(k,k):N];kwk ”fvi_k) (1—v);
k (N — k)k

P(k:,k—l):ﬁu%— (1—-v).

N2
Montrer que 0 est I'unique état absorbant de la chaine (Vy(t));>0. En déduire que
Ni(t) =400 0 presque siirement.

On cherche & déterminer a quelle vitesse I'espéce d’indice ¢ = 1 s’éteint. Pour
k € [0, N], calculer I'espérance conditionnelle E[Ny(t+1) | N1(t) = k], et en déduire
par récurrence sur t que

E[N.(5)] = Ni(0) (1~ %)t
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Q7. Soit T = inf{t > 0| Ny(t) = 0}. Montrer que P[T" > t] < E[Ny(t)]. En déduire
que
_ N Ny(0)

v

E[T] <) E[Ny(t)]

Commenter ce résultat.

3. REGIME STATIONNAIRE DE LA CHAINE DE MARKOV

Si ¢ € €y est une composition de taille N, on note p = 7(c) la partition de taille
N qui est obtenue en retirant de c les parts de taille 0, et en réordonnant ses parts de
maniére décroissante. Par exemple, si ¢ = (1,5,1,0,2,1,0), alors p = 7(c) = (5,2,1,1,1).
On notera Py 'ensemble des partitions de taille N (compositions sans part égale a 0, et
avec des parts classées par ordre décroissant) :

R
s13]\[: {(Nl ZNQZZNR) | RZ 1, Ni21pourt0uti€|[1,R]|, NZ:N}
i=1
Par exemple,
Bi={(4),3,1),(2,2),(2,1,1),(1,1,1,1)}.
Si (¢(t))s>0 est la chaine de Markov introduite dans la premiére partie, alors p(t) = w(c(t))
définit encore une chaine de Markov, cette fois-ci & valeurs dans ’ensemble fini By (on
ne demande pas de démonstration de ce fait). De plus, pour construire la chaine (p(t))¢>o,
on peut utiliser les mémes étapes (E1), (E2) et (E3) que pour la chaine (¢(t)):>0; la seule
différence est qu’il faut a chaque fois supprimer les éventuelles parts 0 qui ont été créées,
et reclasser par ordre décroissant les parts de p(t).

Q8. Si N = 4, écrire en fonction de v la matrice de transition de la chaine de Markov
(p(t))ten (comme card P, = 5, cette matrice est de taille 5 x 5). On ne demande
pas le détail des calculs pour tous les coefficients.

Q9. Pour tout entier N > 1, montrer que la chaine (p(t));en est irréductible sur Py,
et qu’elle est apériodique.

Q10. Montrer qu'il existe une mesure de probabilité py, sur Py telle que
lim Pp(t) = p] = pin (p)
—00
pour toute partition p € Py.

Etant donnée une partition p € By et un entier i € [I, N], on note m;(p) le nombre
de parts de p égales a i. Par exemple, si p = (5,2,1,1,1) € By, alors la suite de ses
multiplicités est :

(ml, Mo, ... ,mlo) = (3, 1, 0, O, 1, 0, 0, O, O, 0)
Si 0 est un parameétre positif, la mesure d’Ewens de paramétre 6 sur Py est la mesure
positive définie par

NI graitmet--+my
onob) = N e e BB D 1) (BTN D)
ou (my, ma, ..., my) sont les multiplicités de la partition p.
Q11. Montrer que pour tout 6 > 0, p4 ¢ est une mesure de probabilité sur *B,. Si 0 = 14_—”11,

montrer que pyg est laissée invariante par la matrice de transition calculée a la
question Q8, et donc que psg = fig,.
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On admet dans la suite que pour tout entier N > 1,si 0 = lj\i—i, alors la mesure d’Ewens
pn,o est la mesure invariante iy, introduite a la question Q10. Les derniéres questions
vont permettre de simuler la loi py g sur 'ensemble des partitions Py .

On note Gy l'ensemble des N! permutations de taille N, c’est-a-dire les bijections
o :[1,N] = [1, N]. Un cycle (ay,as,...,a,) est une permutation qui envoie a; sur as, as
sur as, etc. jusqu’a a, qui est envoyé sur a;; et tous les autres éléments de [1, N] sont
laissés invariants. On rappelle que toute permutation o € Gy peut s’écrire sous la forme

0 = (al,l) s 7a1,p1) o (a2,17 ce. 7a2,p2) ©---0 (a’f,l) ce. aaf,pz)7

les cycles (a1, ..., a;p,) ¢tant disjoints et recouvrant [1, N]. Par exemple, la permutation
o = 914362857 qui envoie 1 sur 9, 2 sur 1, 3 sur 4, etc. se décompose en le produit de
cycles (1,9,7,8,5,6,2)0(3,4). Le type cyclique d'une permutation o € &y est la partition
p(o) € Pn dont les parts sont les tailles des cycles de o. Par exemple, la permutation
914362857, qui est de taille 9, a pour type cyclique (7, 2).

Q12. Montrer que si p € By, alors le nombre de permutations ¢ € Sy dont le type

cyclique est p est égal a
N!

N
[L.L, @™ (m;)!
ou (mq,ma, ..., my) sont les multiplicités de la partition p.

b

Q13. Montrer par récurrence sur /N que toute permutation ¢ € Gy s’écrit de maniére
unique sous la forme
o= (1,n1)0(2,n2)0(3,n3)o---0(N,ny),

ou chaque n; appartient a [1,4], et ot par convention, si n; = i, alors (i,4) est la
permutation identité. On pourra dans la récurrence poser ny = o~ '(N). Montrer
que de plus, le nombre de cycles disjoints de o est

l(o) =card {i € [I, N] | n; = i}.

Un parameétre 6 > 0 étant fixé, pour chaque i € [1, N], on note m; la variable aléatoire de
loi

0
mi = jl =gy sieli=l mi =i = 5055
Ql4. Sioy = (1,my) o (2,my)o---o(N,my), montrer que la permutation aléatoire oy
a pour loi
gt(o)
Ploy = o] =

60+ 1)0+2)---(0+N—-1)
ot (o) est le nombre de cycles de o (les points fixes étant comptés comme des
cycles de longueur 1). En déduire que py = p(on) a pour loi la mesure d’Ewens
PN,0-

Q15. Utiliser la question précédente pour écrire un programme qui simule une partition
aléatoire de loi pyg, par exemple avec N = 1000 et ¢ = 10. Dans Sage, on
pourra utiliser la classe Permutation et ses méthodes, en particulier la méthode
.cycle_type () qui affiche le type cyclique d'une permutation. Donner un résultat
de cette simulation.

On obtient ainsi une méthode simple pour simuler la répartition par espéces des individus
d’un écosystéme. Le paramétre 6 est appelé constante de biodiversité du modéle, et il
régit le nombre moyen d’espéces distinctes et non éteintes dans une population.
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