Corrigé des exercices 2 Chanes de Markov 2024-2025

1. Classification des états. Dessinons le graphe de la chalne de matrice P :

0.1 0.5

1@WQ

Détat 1 est absorbant : P(1,1) = 1. Sous Py, (X,,)nen est la suite constante égale a 1. En parti-
culier, 1 est un état récurrent.

D’état 2 n’a aucune fleche pointant vers lui depuis un autre état. Donc, si X; # 2 sous Py, alors

75 = +00. On a ainsi :

Ceci implique 2 est un état transient.

Les états 3,4, 5 correspondent a une sous-matrice de P qui est encore stochastique. Autrement
dit, sous P, avec = € {3,4,5}, tout se passe comme si on regardait une chaine de Markov de
matrice

0.5 05 0
Q=10 0 1
0.6 04 0

Or, cette matrice est irréductible, donc les 3 états 3, 4, 5 sont récurrents puisqu’ils ont tous méme
statut (ils communiquent tous ensemble), et qu’au moins ’'un deux est récurrent. Ainsi, la chaine
de matrice P admet un état transient 2, et deux classes d’états récurrents : {1} et {3,4,5}.

Sous la mesure Ps, {X,,, n € N} = {3,4,5} avec probabilité 1 : tous les états de la classe de
récurrence sont visités infiniment souvent. Sous la mesure Py, X,, reste en 1’état 2 un certain
temps, jusqu’a une premiére transition vers 1 avec probabilité Z, et vers 3 avec probabilité .
Dans le premier cas, {X,,, n € N} = {1,2}, et dans le second cas, {X,,, n € N} = {2,3,4,5},
puisqu’apres avoir atteint I’état 3, la chaine explore la classe de récurrence {3, 4,5}, et visite ces
états une infinité de fois.

2. Récurrence ou transience de la marche aléatoire sur la droite.

(a) Lachaine de Markov de matrice P est irréductible si et seulement si le graphe orienté associé
Gp est connexe, et ici c’est clairement le cas. On peut aussi donner une preuve plus explicite
de Pirréductibilité, en raisonnant comme suit. Soit k£ # [ deux états de Z; on supposera
k < 1, Pautre cas étant tout a fait analogue. Alors, P'=*(k,1) > 0, car :

Pk, ) > Pk,k+1)Pk+1,k+2)---Pl—1,1)=p"'>0.

Donc, pour toute paire d’états (k # 1), il existe n > 1 tel que P™(k,l) > 0 : la chaine est
donc irréductible.



(b) Une représentation de la chalne de Markov est
Xn=&+8&+ - +&

avec les variables &, 1.1.d., et P[¢,, = 1] = 1 —P[§, = —1] = p. Par laloi des grands nombres,
avec probabilité 1,

Xy
Sip# 1, alors 2p — 1 # 0, et on a donc
- 1
i
—00 sip < 3.

Or, si X,, — +00 par exemple, alors la chalne ne peut visiter I’état 0 qu’un nombre fini de
fois, donc 0 est transient. Comme la chaine est irréductible, on en déduit que tous les états
sont transients si p # %

(c) Comme les variables &, sont dans 1, X,, = n mod 2 presque stirement sous Py. Alors,
P#H0,0) = Po[Xoni1 = 0] < Po[Xop41 est pair] = 0.

Calculons maintenant P?"(0,0) = Py[X5, = 0]. Chaque chemin 0 — z; — x5 — -+ —
Ta, = 0 avec |z; — 2;_1] = 1 pour tout ¢ a pour probabilité (%)2" = 4%. Pour construire un
tel chemin, il suffit de choisir quels pas z; — x;_; seront égaux a +1; les autres pas seront
égaux a —1, et comme 9, = 0, il y a autant de pas positifs +1 que de pas négatifs —1. On
a donc :

. .. .. . 2
(nombre de chemins) = (nombre de fagons de choisir n pas positifs parmi 2n) = < :) .

On conclut que

P?"(0,0) = (nombre de chemins) x (probabilité d’un chemin) = 4% (2n>

n
(d) On remarque que :

() - o (o Ly (22

Ceci implique par récurrence sur n que P?"(0,0) > 5= pour toutn > 1.Sin =1, onaen
effet P2(0,0) = 3. Supposons le résultat établi jusqu’au rang n — 1 > 1. Alors,

1 (2n 1 1 (2n-2 1
p = — =|1- — — (1= =) p»-2
(0,0) 4n ( n) < 2n) 4n—1 (n -1 > ( Qn) (0,0)

Donc, avec p = 1, >.>° | P*(0,0) > Y>> P?"(0,0) > >">° | 5= = +o00. Ceci implique la
récurrence de la chalne (irréductible) (X, )nen sur Pespace d’états Z.

3. Chaine de vie et de mort, I.

(a) Le graphe de la chaine de vie et de mort est :
Tk—1 Tk Tk+1

To 1 T2

dk dk+1




On retrouve le modele de file d’attente en posant 7, = 0 pour tout k, pg = 1, pp>1 = p et
Qr>1 =1 —p.

(b) Pour avoir I'irréductibilité, il faut et il suffit que le graphe orienté dessiné précédemment
soit connexe. Ceci est le cas si :

>0 VeE>0 ; q>1 Vk>1.

(c) On introduit comme dans le modele de file d’attente la fonction
fx) =P, e < 1 et 7 < +00).
Cette fonction vérifie f(k) =1, f(I) = 0 et pour k < x < I,
f@)=rs f(2) + @ flx = 1) +ps flz+1).

C’est une conséquence immédiate de la méthode d’un pas en avant (voir le corrige de I’exer-
cice 2 de la feuille 1). Comme r, = 1 — p, — ¢, on peut réécrire ’équation ci-dessus comme
suit :

f@+m—f@w:§«ﬂw—fu—ny

On a donc é;(z) = A [}, % pour une certaine constante A, et pour tout = dans I'inter-
J
valle [k, ]. Avec la définition de ¢ donnée dans I’énoncé, on peut donc écrire :

op(x) = A(d(x + 1) — ().
Puis, f(z) = f(k) + Zz;; dr(y) =1+ A(¢(x) — ¢(k)), et la constante A est obtenue en

évaluant cette identité en = = [ :

1
0=f()=1+A(s(l) — o(k)) ; AZ—M
Ainsi,
o) =0k 6() - é(a)
H@) =1 =S =oh) ~ o) = o(k)’

(d) Par la propriété de Markov,
PQ[TJ— < —|—OO] =To —l—po]P)l[T() < +OO] Z (7"() —|—p0) ]Pl[T() < —|—OO] = Pl[To < —l—OO]

Par ailleurs, sous Py, la suite des temps d’atteinte (7;);>1 est strictement croissante, donc la
suite (P79 < 7 et 79 < 400]);>1 est croissante et

. i 1 1
Py [ < 400] = llggopl[To < Tmet Ty < +00] = llg?ol o) - $(+00)’
Si ¢(+00) = +00, alors Pi[rg < +o0] = 1, donc Py[ry” < +oo] = 1 et la chalne est

récurrente irréductible.

Pour la réciproque, notons qu’on a de nouveau par la propriété de Markov :
Po
¢(+00)

Si la chaine est récurrente irréductible, alors Po[7,” = +o0] = 0, donc ¢(+00) = +00.

Po{T(;r = +OO] :popl{To = +OO] = Do (1 — Pl[TO < +OO]) =

(e) Par transience de la chaine, pour tout intervalle fini [0, M], la chaine (X,),en ne visite qu'un
nombre fini de fois les états de cet intervalle, donc il existe N (aléatoire) tel que X,, > M
pour tout n > N. Ceci veut dire que lim,, ,», X,, = +00 avec probabilité 1.



(f) Le rapport % est équivalent a % ~ 1 — 40§ ~ exp(—4Cj~*). Le produit [T’

adonc le meme comportement asymptotique que
‘1
exp | —4C — |-

est convergente, donc le produit est borné inférieurement par

le

Sia > 1, lasenezj | 5e

une constante strlctement positive. Alors, ¢(I) > Kl pour une certaine constante K > 0,
et ¢(+00) = +o0. Ceci implique que la chaine est récurrente.

Sia < 1, alors lasérie 22:1 J% est divergente, et de comportement asymptotique équivalent

\

a
L1 1

e

¢ 1 -«
Les termes de la série ¢(+00) = > °, Hl ! q] décroissent donc comme exp(—K [179), et
¢(+00) < 400 : la chalne est donc tran51ente.
Finalement, si @ = 1, en supposant que ﬁ ~ exp(—4Cj~1 + O(j7")) avec 8 > 1, on voit

que Hé B ZJ a le méme comportement asymptothue que

exp(—4C logl) = 17%¢.

La série ¢p(400) est donc convergente si et seulement si C' > 1; dans ce cas, on a une chaine
transiente. Si C' < 1, alors la chaine est récurrente.

4. Matrices sous-stochastiques et critere de transience.

(a) Comparons ogn(z) et ogn+1(x) :

ogu(@) =Y Q"M (w,y) = Y Q"(x,2)Q(2,y)

yeX y,2€X
< Z Q"(x,z) car Q est sous-stochastique,
zeX

En particulier, ogn (x) < og(x) < 1, et lamatrice Q™ est sous-stochastique pour tout n > 1.

(b) Par définition, h(z) est la limite décroissante de la suite (o0gn()),>1. On calcule alors :

=" Q.y) hly) = lim (Z Qr.y) g <y>) = Jim gt () = h().

yeX yeX

Justifions I'interversion de somme et de limite : les éléments on (y) sont dans [0, 1], et la
série > .y Q(7,y) est convergente, donc on peut appliquer le théoreme de convergence
dominée.

Soit k une solution positive de I’équation k = Qk avec 0 < k(z) < 1 pour tout z € X. On

k() = (Qk)(@) =) Qz,9) k(y) < Y Qlx,y) = 0q(x).

yeX yeX

Comme on a aussi k = Q™k pour tout n > 1, la méme preuve donne k(z) < ogn(z). En
faisant tendre n vers 'infini, on obtient k(z) < h(x).



(c) La matrice ) est obtenue a partir de P en changeant la colonne z et en mettant des 0 a la
place : elle est donc évidemment sous-stochastique. Posons k(z) = P,[Vn > 1, X, # xq].
Par la propriété de Markov,

ZP:{;y y[Vn >0, X, # x]

yeX

—pry y[Vn > 1, X, # x
Y#£T0o

= Q(z,9) k(y) = (Qk)(x).
yeX

Ainst, k est solution dans [0, 1] de I’équation k = Qk.

(d) Si la chaine de Markov est transiente, alors
k‘(xo):PIO[anLXn#xO]:Pxo[ +OO} >O

donc il existe une solution non nulle au systeme. Pour la réciproque, on va montrer que la
fonction k& de la question précédente est en fait la solution maximale de I’équation k = Qk.
Remarquons que

O-Q"(x) = Z Q(x7y1)Q(y17y2)'"Q(yn—hyn)

== Z IP)J:[XIZylaX2:y27"'7Xn:yn]
Y1, yn €X\{mo}

=P,[Vk € [1,n], Xi # 0]

Donc, h(z) < P,[Vk € [1,n], X} # xo] pour tout n > 1, et en passant a la limite, on
obtient h(z) < k(z). Donc, k est la solution maximale, et s’il existe une solution non nulle,
alors k # 0, ce qui implique que la chaine est transiente. En effet, fixons x tel que k(z) > 0.

Six = xg, Cest fini, car k(o) = Py, [7; = +00]. Sinon, comme la chaine est irréductible,
il existe un entier n > 1 tel que Q™(xy, ) > 0, et alors,

ZQ” 0, y) k(y) 2 Q" (w0, x) k(z) > 0.

yeXx

(e) Pour le modele de file d’attente, I’équation k& = QFk avec zo = 0 s’écrit :

k(0) = k(1) = A constante : k(2) = k(1) _ A

et
k(z) =pk(x+1)+ (1 —p)k(z—1)
pour tout z > 2. Ainsi,

k(x4 1) — k(z) = 1%) (h(z) — h(z — 1)) = (ﬂ)“ (k(2) — k(1)) = A (ﬂ)

17
Avecr = Tp, on a donc

x—1 gc .
AL sir#£1
yZ; Ax sir =1,

pour tout & > 2. Pour avoir une solution bornée dans [0, 1] et non triviale, il faut donc
r < 1, Cest-a-dire que p > 3. La chalne est donc transiente pour p > 1 et récurrente pour

p< 2



5. Chaines de Markov et fonctions harmoniques, II.

(a) Soit f harmonique sur X \ A, égale a 0 sur A. On considere un point 2o ¢ A tel que f(z0)
soit maximum, égal a M. Supposons M > 0. Alors,

M = f(x0) = (Pf)(x0) prm

yeX

est la moyenne d’éléments plus petits que M, donc tous les voisins y de o dans le graphe
Gp de la chalne de Markov doivent aussi vérifier f(y) = M. Alors, de proche en proche,
comme la chalne est irréductible, on atteint un point y € A tel que f(y) = M, ce qui
contredit I’hypothese f(y) = 0 pour y € A. Ainsi, M < 0, et symétriquement, on montre
que m = min{f(y), y ¢ A} > 0, donc f est constante égale a 0.

(b) Dans le cas général, si f; et f» sont deux solutions du probléeme de Dirichlet pour la paire
(4, g), alors la différence f; — fo est solution pour la paire (4,0), donc par la question
précédente, fi — fo» = O et fi = fo. On a donc établi en toute généralité 'unicité de la
solution a un probléme de Dirichlet.

(c) La chaine finie irréductible est automatiquement récurrente irréductible, donc tous les états
x € X sont visités (et méme infiniment souvent). Ceci implique, quelque soit 7y, 74 < 400
presque slirement.

(d) Comme 74 < 400, on peut bien définir la variable X.,, puis f(z) = E,[g(X,,))]. Si
z € A, alors 74 = 0, donc X, = x presque slirement sous P, et f(z) = g(x). Supposons
maintenant « ¢ A. Alors, par la propriété de Markov,

= P(x,y) fly) = (P)(x).

yeX

Dong, la fonction f est 'unique solution du probléme de Dirichlet.

6. La chaine de Markov des arbres de Galton-Watson.

(a) Notons &, = (&um)m>1, qui est un élément aléatoire de NY. On peut écrire X, =
f(X,,&,) pour une certaine fonction f : N x NN — N :

f( xm m>1 Z T

Comme les suites aléatoires &, sont des variables i.i.d. dans N¥ et indépendantes de X, par
le théoreme de représentation des chaines de Markov, (X, ),en est une chalne de Markov.
Sa matrice de transition est :

P(k,1) =P[f(k, &) =1] =Pléo1 + oo+ -+l =1 = Z ply) - plle) = ™ (0).

I=l1++lg

(b) Par définition, si X,, = 0, alors X,,;; = 0, donc P(0,0) = 1 et 0 est un état absorbant,
donc récurrent. La chaine n’est donc pas irréductible, puisque 0 ne communique qu’avec
lui-méme.

(c) Sip(0) > 0,alors P(k,0) = (u(0))* > 0 pour tout k € N, donc tout état communique avec
0. Tout état k£ > 1 est donc transient. En effet, supposons par I’absurde k£ > 1 récurrent.
La relation de communication est une relation d’équivalence sur les états récurrents, donc
comme k communique avec 0, 0 communique avec k. C’est une contradiction, car 0 ne
communique qu’avec lui-méme.



Une trajection de la chalne de Markov (X,,),en @ donc deux possibilités sous P; :

— soitelle visite 0 a un certain temps ¢, et elle reste alors stationnaire 2 0 : lim,, 0o X, = 0
(extinction de I’espece).

— soit elle ne visite pas 0. Alors, toute partie finie A = [1, M] n’est visitée qu'un nombre
fini de fois par transience des éléments de cette partie, donc :

VM >1, AN >0, (n> N) = (X,, > M).
avec probabilité 1. On a donc dans ce cas lim,, o, X, = +00.

On conclut que Py [lim,, 00 X, = 0] 4+ Py [lim,, 00 X, = +00] = 1.

(d) Comme 0 est un état absorbant,

{lim ano} - GT (X, = 0}.

n—oo

Par conséquent, p. = lim,,_,o P1[X,, = 0]. Sous la mesure P, X; a pour loi y, donc

- Z]P’l[Xl = k]s" = Zﬂ(k’) s

Supposons établie jusqu’au rang n la formule G, (s) = (G1)°"(s). Alors,

Gy ZIPH nt1 = k]'s
—ZP1 Js n+1:/€]8k

7,k=0
=) Pi[X, =j]P(j.k)s".
j,k=0
Or, si j est fixé, alors

ZPJ, s—Z > k) plky) s*

k=0 k1+-+k;=k

- (meskl) | 3 ly)

k1=0
= (Gi(s))".
Donc, Ghy1(s) = 22520 Pi[Xn = J1(Gi(5)) = Gu(Ga(9))

G, = (G1)°™ est donc vraie pour tout n > 1.

(G1)°*1)(5s). La formule

Si’on pose s = 0, on obtient
0) =Y Pi[X, = k0" =P[X, = 0].
k=0
Donc, p. = lim,, 0o G, (0) = lim,,_,+(G1)°"(0).

(e) La fonction Gi(s) = > po, (k) s* est croissante, convexe, bien définie au moins pour
s € [0,1]. Sa dérivée sur cet intervalle est

= Z k (k) s"
k=1



En particuliel.r, ’G’l(l) = ZzO:o k u(k) = m. Sim >1,Gyet la su'ite (G1)°™(0) ont I’aspect
suivant (considérer les abscisses successives des points sur I*“escalier” et sur la diagonale) :

1

0

1

On a donc dans ce cas p. < 1. Inversement, si m < 1, alors G et la suite (G1)°"(0) ont

I’aspect suivant :

0

On a donc dans ce cas p, = 1.




