Examen — Chalnes de Markov 924 octobre 2025

Durée : 3 heures. Les notes de cours (polycopiés ou notes manuscriptes) sont autorisées. Sont
interdits : livres, calculatrices, téléphones, ordinateurs ou objets apparentés. Toutes les réponses
dotvent étre justifiées; la rédaction sera prise en compte. On pourra admettre un résultat d’une
question précédente si nécessaire. Les questions plus difficiles sont marquées d’un symbole (x).

Dans tout le sujet, N > 1 est un entier fixé, et on note G(NN) I'ensemble des bijections
o:[1,N] — [1, N]. Une telle bijection sera donnée par la liste de ses valeurs entre crochets :
o= [o(1),0(2),...,0(N)]. Par exemple, [4,2,1,3] est un élément de &(4). On rappelle que
S(N) est de cardinal

IG(N)]=N!'=1x2x3x--xN.

Les éléments de G(N) seront également appelées permutations. L’ensemble & (V) est un groupe
pour la composition o des bijections; certaines questions ci-dessous utiliseront I'inverse ¢!

d’une bijection o. Par exemple, I'inverse de la permutation [4, 2, 1, 3] est [3, 2,4, 1]. Si iy, g, ...,
sont des entiers différents de [1, N], on notera ¢ = (iy, iy, ..., 7;) le cycle défini par :

cliy) =iy ; clig)=1iz ;3 - 5 c(i) =4
ete(z) =xsix ¢ {iy,iy,...,4;}. Parailleurs, on notera id = id y la bijection identité : id(x) = =

pour tout x € [1, N]. La bijection identité id est ’élément neutre du groupe &(N).

1. LA CHAINE TOP-TO-RANDOM

Supposons donné un paquet de N cartes numérotées 1,2, ..., IN. Si les cartes sont mélangées,
I'ordre des cartes lorsqu’on les énumere du haut vers le bas du paquet peut étre décrit par une
permutation : la premiére carte en haut du paquet a un numéro o (1), la carte juste en-dessous a
un numéro o(2), etc. jusqu’a la dernieére carte en bas du paquet qui a pour numéro o(N) ; et o est
une permutation dans &(N). Par exemple, si N =4 et 0 = [0(1),0(2),0(3),0(4)] = [4,2,1, 3],
alors le paquet de cartes a tout en haut la carte numéro 4, puis en-dessous la carte numéro 2,
puis la carte numéro 1, et enfin tout en bas la carte numéro 3.
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(1) Supposons que le paquet soit dans un ordre o € &(N). Etant donné k € [2, n], on retire
la carte tout en haut du paquet, et on la replace a la k-ieme position (les positions étant
comptées de haut en bas). On note ¢’ le nouvel ordre du paquet de cartes. Par exemple,
sio=[4,2,1,3] et k =3, alors 0’ = [2, 1,4, 3]. Ecrire une formule qui relie o, ¢’ et le
cycle ¢, = (1,2,...,k —1,k).
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Si k = 1, le paquet de cartes est laissé invariant par la transformation décrite ci-dessus; on
notera donc ¢; = id.

(2) La chaine top-to-random est la suite de permutations aléatoires (o,,),,cn dans S(N)
définie comme suit :
e On part avec les cartes ordonnées par ordre croissant dans le paquet : o, = idp.
e A chaque tempsn > 1 :
— on tire au hasard k,, € [1, N] uniformément : P[k,, = k] = + pour tout k.

— on applique au paquet de cartes d’ordre o,,_; la transformation de la question
précédente, en retirant la carte tout en haut du paquet et en la replacant a
la k,-iéme position.

On note o,, le nouvel ordre des cartes du paquet.

On suppose les variables de la suite (k,,),~; indépendantes. Etablir une relation reliant

01, 0y €t ¢ . En déduire que (0,,),,¢ est une chaine de Markov sur G(N).

(3) On note P la matrice de transition de la chaine de Markov (o,,),,cn- A quelle condition
a-t-on P(o,7) # 07 Donner dans ce cas la valeur de P(o, 7).

(4) Montrer que la matrice P est bistochastique :

Vo € 6(N), Z P(r,0) =1.
TES(N)

(5) (*) Soit o : [1, N] — [1, N] une permutation. Montrer qu’il existe r > 0 tel que

(ao(cNocNo---ocN)> (N)=N.

r termes

En déduire que la chaine de matrice P sur &(NV) est irréductible (on pourra faire une
récurrence sur N > 1).

(6) Montrer que I'unique mesure invariante 7 de la matrice P est la loi uniforme sur G(V) :

Vo € 8(N), (o) = %

(7) Montrer que la chaine de matrice P est apériodique.

(8) Soit m,, la loi marginale de o, : 7,[0] = P[o,, = o]. Par construction, 7, = d;4. Calculer

pour toute permutation o la limite lim,_, _ m, (o).

2. LA POSITION DE LA CARTE N
Dans cette section, on s’intéresse a la variable aléatoire
X,, = (position de la carte numérotée N dans le paquet au temps n).

On rappelle qu’une variable géométrique G de parametre p (notation : G ~ Geom(p)) est une
variable & valeurs dans {1,2,3, ...} telle que

P[G=t=(1—p)"1p pour toutt> 1.

(1) Comment exprimer X,, en fonction de o,, (indication : la position de la carte numérotée
N n’est pas o, (N))?



(2) Montrer que (X,,),,cn est une chaine de Markov sur [1, N].

Initialement, la carte N est en bas du paquet (position X, = NN). Elle y reste jusqu’a ce que la
carte en haut du paquet soit insérée tout en bas (k,, = N), et & ce moment-la elle se retrouve
en position N — 1.

(3) Notons Ty_; = inf({n € N| X,, = N —1}) le temps d’atteinte de la position N —1 par
la carte numérotée N. Montrer que T'y_; suit une loi géométrique de parametre p = %
(4) Plus généralement, pour m € [1, N], on note T,, = inf({n € N|X, = m}). Par
convention, T = 0. Montrer que
0=TNy<Ty_ 1 <Ty_o<--<T).
SiT,, ., <n<T,, quevaut X 7
(5) (*) Montrer que les variables (1,,, — T}, 1) e, n—1] Sont des variables géométriques

m m
N ~). On pourra réécrire un événement

indépendantes, avec T,, — T, ; ~ Geom(
Iya=iy 1 Ty o= Ty 1=ty o T =Ty =1
en fonction des valeurs prises par les variables aléatoires k, - .

(6) En utilisant la série entiere - = Z:io

variable géométrique G ~ Geom(p) est E[G] = %.

Z™ et sa dérivée, montrer que ’espérance d’une

(7) On pose T'= 1+ T;. Montrer que

E[T] = N (i %) |

Ceci implique que E[T] ~ N log N lorsque N tend vers 'infini.

3. LE TEMPS DE MELANGE

Soit py_1 € &(IN — 1) une permutation, dont on note les valeurs dans l'ordre : py_; =
[pN—l(l)va—l(Q)a ;pN—l(N - 1)] Pour J € [[17N]]7 on note :
py=pn-1tI=pna(1), s on (G = 1), N, oy 1 (), s v (N = 1))

la permutation dans G(IV) obtenue en insérant N en j-ieme position dans la liste des valeurs
de pp_;. Par exemple, si p, = [4,2,1,3] et j = 3, alors p; = p, +3 =[4,2,5,1,3].
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(1) On suppose que py_; est une permutation aléatoire de loi uniforme sur §(N —1) : pour
toute permutation o € (N —1), Pl[py_1 = 0] = ﬁ Soit j, une variable aléatoire
de loi uniforme dans [1, N, indépendante de py_;. Si py = py_1 + Jn, montrer que

la loi de pp est uniforme sur G(N).

La section précédente a montré que la carte N remontait progressivement dans le paquet de
cartes, jusqu'au temps 7} ou elle se retrouve tout en haut du paquet. On note i; le numéro
de la carte insérée sous la carte numérotée N au temps T'y_; ; 75 le numéro de la carte insérée
au temps T'y_, parmi les cartes sous la carte numérotée NV ; etc. jusqu’a i5_; le numéro de la
carte insérée au temps 7 parmi les cartes sous la carte numérotée N. Au temps Ty _,,, la carte

N a sous elle les cartes numérotées iy, io, ..., %,,, dans un ordre décrit par une permutation p,,
de taille m :

G-Tme = [ 3 N, ’me(1>, ,me(m)].
Dans cette écriture ou I’on ne précise pas les N — (m—+1) premieres valeurs, les indices i, ... , 7,,

sont aléatoires, ainsi que la permutation p,,, .

(2) Pour m € [1, N — 1], établir une relation entre p,,_1, p,, et kz . En déduire que la
permutation p,, suit une loi uniforme sur &(m).

(3) (%) SiTn_qy =tn_1,--, 1] =1y, exprimer en fonction de valeurs o, (1) avec des temps
n bien choisis les indices iy, ...,75_;. En déduire que pour m € [1, N — 1], (iy,...,1i,,)
et p,, sont indépendants.

(4) On rappelle que T = 1 + T3 ; a cet instant, la carte numérotée N qui était en haut
du paquet au temps 7)) est réinsérée aléatoirement dans le paquet. Montrer que la
permutation o suit une loi uniforme sur G(N).

On peut utiliser ce résultat et celui a la fin de la seconde section pour montrer que le temps de
mélange de ce modele de permutations aléatoires est Nlog NV : si n > Nlog N, alors la loi de
0,, est presque uniforme sur G(N).



I.1

1.2

I.3

1.4

L5

CORRIGE
Sio=[o(l),0(2),...,0(k),0(k+1),...,0(N)] et si 'on replace en k-ieme position la
premiere carte, on obtient

o' =10(2),...,0(k),0(1),0(k+1),...,0(N)]
= [o(ci (1)), .., olep(k — 1)), 0(cy(k)), o(cp(k + 1)), ..., o(c(N))]

:O'OCk.

La question précédente donne o,, = 0,,_; o ¢;, . On a donc une fonction
n

n—1
F:6(N)x[1,N] - &(N)
o,k ooc

telle que o,, = F(o,_;,k,), et les variables (k,,),~; sont indépendantes (et indépen-
dantes de la variable aléatoire constante o, = id). Par le théoreme de représentation
des chaines de Markov, (0,,),,c €st une chaine de Markov sur &(N).
Le théoreme de représentation donne :

P(o,7) =P[F(0,K) =71] =Ploocy =7] =Pl =01 o7]
avec K variable uniforme dans [1, N]. Cette probabilité vaut 0 si o=1 o 7 n’est pas un

cycle de la forme ¢, et elle vaut % si 07l o7 = ¢, pour un certain k € [1, NJ.

Compte tenu de la question précédente,

N N 1
Y P(r,0)=) Ploo(g) o)=Y =1
) k=1 k=1

TES(N
La matrice de transition est donc bistochastique.
Soit 7, 'unique entier de [1, N] tel que o(ry) = N. On a (cy)"™V(N) = ry, et donc

(0 o(cy)™)(N)=o0o(ry) = N. Montrons alors par récurrence sur N > 1 : pour toute
permutation o € G(N), il existe des entiers ry,..., 75 > 0 tels que

7o (en)™ o ()1 oo ()" o (e = idy.
Le cas N = 1 est trivial (et on peut prendre r; = 0). Si le résultat est vrai jusqu’'au
rang N — 1 et si 0 € &(NV), remarquons que la permutation o o (¢ )" précédemment
exhibée envoie N sur N et donc [1, N — 1] sur [1, N — 1]. Sa restriction a [1, N — 1]
est donc une bijection, et par hypothese de récurrence, il existe des indices 7, ..., 7n_1
tels que

(oo (CN)TNHHLN_H] o(en_q)Ntom(cy) 20 () =idy .
Tous les termes de la composée laisse NV invariant, donc on a en fait :
(go(en)™)o(cyq) ™ 1omo(cg)20(c)) =idy,
et le cas IV de la récurrence est établi.

La propriété établie ci-dessus montre que toute permutation ¢ communique avec I’'iden-
tité. Remarquons de plus que chaque entier r,, peut étre choisi dans [0,k — 1], puisque
(c;,)F =1id. Alors, si

oo (cn) ™o (enog) N too(ey) 20 () =1id,
on obtient en inversant les cycles :

o={(c) "o(cy) o0 (e q) N o (ey)N
= (c)V o (eg)F 200 (e )N TN o (e )V,



Ceci prouve qu’inversement, 'identité communique avec toute permutation o. Alors, si
o et 7 sont deux permutations arbitraires, il existe un chemin ¢ — id dans le graphe
associé a la matrice P, et un chemin id — 7, donc par concaténation un chemin o — 7.
La matrice P est donc irréductible.

1.6 La propriété de bistochasticité implique que la mesure uniforme (o) = % est invariante
par P :

1
(mP)(o . GZ P(r,0) = =m(o).
TE

[.7 Pour toute permutation o, 1 est dans ’ensemble des temps de retour possibles en o,
car P(0,0) = & # 0. La chaine est donc apériodique.

[.8 Comme P est irréductible apériodique sur un espace fini, et donc automatiquement
récurrente positive, par le théoreme de convergence vers la loi stationnaire, m, converge
vers la loi invariante :

Vo € 6(N), nh_)rr;o T, (0) = NI

1.1 On a X,, = (0,) " Y(NV).
I1.2 Par conséquent,

X, =(0,) H(N) = (0,1 005, ) THN) = (e, )7 (07, 0) THN)) = (e, )7 H( X y).

n n

Ainsi, il existe une application
F:[1,N] x [1,N] — [1,N]
xz, k= (Ck)71<x)

telle que X,, = F (X,,_;,k,), avec des variables (k,,),~, indépendantes. Par le théoréme
de représentation des chaines de Markov, (X,),,c) est une chaine de Markov sur [1, N].

I1.3 La carte N monte d’une position dans le paquet la premiere fois que la carte du haut
du paquet est replacée en N-ieme position. On a donc :

Ty, =inf({n € N|k, = N}).

Si 'on considere la suite d’expériences de Bernoulli indépendantes dont les succes sont
(k,, = N), alors Ty_; est I'indice du premier succes. La variable T_; est donc géomé-
trique, de parametre p = Plk,, = N] = +

I1.4 Notons que si X,, = m avec m > 2, alors il y a deux possibilités pour X,
(Ckn+1)_1<Xn> = (kn+17 kn+1 o 17 A 2’ 1><Xn> :
e sik, >m,alors X, ; =X, —1:une carte est insérée sous la carte numéro N,
qui remonte d'un rang.

e sik, ; <m,alors X, ; = X, :une carte est insérée au-dessus de la carte numéro
N, qui ne change pas de position.

Si X,, = 1, la carte numéro N est a ’étape d’apres réinsérée n’importe ou dans le
paquet, donc X, ., peut étre n’'importe quelle valeur dans [1, N]. Autrement dit, le
graphe de la chaine de Markov (X, ), ¢\ est le suivant :



Par conséquent, la suite (X,,),~( est croissante au moins jusqu’au temps 77, avec des
sauts 0 ou +1. Elle atteint successivement les niveaux N — 1, N — 2, etc. aux temps
Ty 1 <Ty_g <--<Tj. Entre les instants T, ; inclus et T, exclus, X,, = m + 1.

I1.5 Fixons des entiers t,,1,,...,t5_; > 1. Remarquons que les événements

Ty =ty 1, Ty o—Tn 1 =tn o ..., Ty =Ty =1)

et
Fyyoky, >N, k<N,
ktN—1+17 e ktN—1+tN—2_1 >N-—1, ktN—l+tN—2 <N-1,
kthl"""""‘tz"‘l’ ,ktN—1+"'+t1_1 > 2, ktN—1+"'+t1 <2

sont les mémes. Par indépendance des variables k,,, le second événement a pour proba-

bilité
N—1\""1"1 1 /N—2\~21 9 1\ PN -1
(T) N (T) N (N) N

Si G,,, désigne une variable géométrique de parametre N ~ et siles G, sont indépen-

dantes, alors la formule ci-dessus est la loi jointe

PIGN_1=tn_1, Gyog =Ty g, Gy =14].

IL.6 En dérivant expression - = Z:LO:O 2™, on obtient :

1 o0

— -1

(1—2)2 o ann '
n=1

Done, Y207 (1= p)" ' = b, et E[G] = 07 n(1—p)" 'p = % =

I1.7 On déduit des questions précédentes la formule pour E[T] :

N—-1 N—-1
E[T) =1+ > E[T, —T,,]=1+ ) EG,]
m=1 m=1
N—-1 N—-1 N
N N N
=1+ S g Z -,
m=1 N —m m=1 m m=1 m

III.1 Soit 7 une permutation de taille N. Notons qu’il existe une unique paire (o,j) avec
o€ &(N—1)etje[l,N] telle que 7 = 0 + j : en effet, j est la position de N dans
la liste des valeurs de 7 (autrement dit, j = 771(N)), et o est obtenue & partir de 7 en
retirant la valeur N de [7(1),7(2), ..., 7(N)].



Alors, si 7 € G(N) et (o,)) est la paire associée, on a :

. . . . 1 1 1
”D[PNZT]Z[P[PN—lzgetJNZJ]Z[P[PN—1=0’]”D[JN:J]:mNZm

en utilisant 'unicité de la décomposition pour la premiere égalité, et I'indépendance de
pn_1 et de 7 pour la seconde égalité. Ainsi, la loi de p, est uniforme sur S(IV).

I11.2 Pour m € [1, N —1], i,, est le numéro de la carte insérée sous la carte N au temps
Tn_m- Cet indice i,, est choisi dans [1, N — 1] \ {iy,...,4,,_1}, et on a ensuite :

Pm = Pm—1 T (kTme o (N o m))
En effet, au temps Ty _,,,, la carte 4, qui était en haut du paquet est insérée en position
kp,, ., donc

N —— —

or, = Nyi, (1)resip (1) | T (i, insérée en position kp )
N—1—m valeurs

{ ,N] . ([ipm—l(l)’ cosly (m1)] * (i, insérée en position kp— (N —m) ))
N—1—m valeurs

ou sur la deuxieme ligne - indique la concaténation de deux suites de valeurs.

On est presque dans la situation de la question précédente, mais avec une variable
aléatoire kp — (N —m) qui est construite a partir d’une suite de variables in-
dépendantes en prenant un indice aléatoire. Pour montrer par récurrence sur m que
P, Suit une loi uniforme sur &(m), il va falloir établir I'indépendance de p,,,_; et de
kp, ~— (N —m). La facon la plus claire de faire cela est de décomposer en fonction
des valeurs s = Ty_,,.1 > 0ett =Ty_,, — Tn_pi1- Sis = Ty_,,.q est fixé, alors

Pm—1 ne dépend que de oy, ...,0,, et donc de kq,...,k,; il existe donc un ensemble
K(s,0) C [1,N]° tel que p,, ; = o si et seulement si (ky,...,k,) € K(s,0). Par
ailleurs,

(Txn = Tnomir =t kg, — (N —m) = j)
& (kgirs o kg SN —m, kg = N —m+j).
On peut donc écrire, pour 0 € S(N — 1) et j € [1,m] :
Plpy1 = o, ]fTN,m — (N —m) = j]
= Plky, ., ky) € K(5,0), Ty — T py1 =, ki, — (N —m) = j]

s>0

t>1
= Z[P[(k177ks) S K(S,U), k8+1""?ks+t—1 S N_m, ks-l—t — N_m+j]
=1
1
- N;[P[(kl,...,l%) € K(s,0), kgyqseskgiy 1 <N —m)]
t>1

1
= EZ[P[(k:l,...,ks) € K(5,0), kgyqsoskgiv 1 < N—m, kg y >N —m)]

s$>0
t>1

1
=— Pl(ky, k) € K(5,0), Ty — Tiy_pnis =1
m 52?
t>

= %Z[P[(kl, k) € K(s,0)] = %[P[pml = o],

s>0



d’ou I'indépendance de p,,, ; et de kp — (N —m), et I'uniformité de la deuxieme
variable dans [1,m]. La question précédente permet de conclure que p,, est uniforme
dans &(m) pour tout m € [1, N —1].

III.3 On a4, = op, (1) : cest la valeur de la carte en haut du paquet juste avant le

temps T_,,. Fixons une suite de valeurs distinctes (aq,...,a,,) € [1,N —1] ", ainsi
qu'une permutation 7 € &(m), qui est déterminée par des insertions successives :

T=[l4+i1+det "t in
avec chaque j; € [1,1]. On a :

Pl(igy ey tp) = (Agyeee s @yy)y Py = T

= Z Pl(i1s s t) = (a1, 3 80)s Py =T Tyoy = Unegy ooy Ty = U]
I 1<ty o< <tn_p,

= > P[ANBNC|

In 1<ty o< <tn_p

avec dans la derniére somme :

A= {UtN7171(1> =i, - 70_tN,m71(1) = Uy }3
B - {k17 7ktN7171 S N - 1, ”'7ktN7m71+1’ .“’kthmil S N _m},
C:{km1 =(N—-1)+7y,.,k =(N—m)+7j,,}

’ tN—m

On aimerait découpler I’événement C' de AN B. Dans I'événement A, la premiere valeur
ne dépend que de k;, ..., k 10

YN

Oty -1 = Ckl ° Ckz e e cktN,lfl'

Cela ne semble pas aussi simple pour les permutations ultérieures ; par exemple,

Ttno—1 = Chy ©Chky © " °Ck, 1 %Chyy  ©Chyy 101 7 % Chy
semble mettre en jeu la variable kthl. Néanmoins, les temps tq,...,t5_; étant fixés,
onak, ...k, 1 <N-—2etdonc Chyy 0 0770 thN,Tl(l) < N — 2. Comme
ki, = N, ceci implique que

Cn° thN,lJrl ene thN,QA (1> - cktN,l ° thN,lﬂ ere thN,QA (1>

Autrement dit, on peut remplacer k,,  par N pour calculer la seconde valeur :
(1).

Le méme argument montre que pour tout m € [1, N —1], o, = _;(1) peut étre calculé
en remplagant k;, ..., k’tN%H par NNN—1,...,N—m+2:

= (o} O +++ 0 (o} o O +++ 0
O-tN—271(1) Cky © Cky thN,1—1 N thN,lﬂ thN,Tl

UtN,mq(l)
CON—m+2°%Chy 0Ty (1).

Par indépendance des k,,, C' est donc indépendant de AN B, et

PIC] = (%)m _ % Plk, > (N—1),...k. > (N—m).

SiC' ={k, >(N-1),...k > (N—m)},alors
A ﬁ Bﬂ C, — {(i17 7'Lm> — (al, ...,am>, TN*l — tN*l’ 7TN7’I7’L — tN*TTL}’



donc

Pl(iyy ey tpy) = (Aqyeee s Gy )y Pry = T
1 . .
=— > P[(iy,...yi,) = (aqs - sa,,), Tne1 =tn 15 s T =t
TN <ty o<-<tn .,
1 . .
= Pl(iyy .y tp,) = (a1, ..., a,,)]

I11.4 Remarquons que {i,...,ix_1} = [1,N —1]. On ne connait pas la distribution de la
suite (i1, ...,i5_1) : C’est une permutation aléatoire i € G(N — 1). Néanmoins, puisque
i et py_q sont indépendants, pour toute permutation 7 € S(N — 1),
Pli = v] 1

Plicpyy=1]= Z Pli=v, pyoy=v""oT] = Z = .
veS(N-1) vEG(N-1) (N - 1)' (N - 1)'

Comme [0(2),...,0(N)] = [iopy_1(1),...,i0 py_1(N —1)], on a donc montré qu’au
temps T3, les N — 1 dernieres valeurs de la permutation o sont réparties suivant une
loi uniforme sur &(N —1). Comme o est obtenue en insérant /N au hasard a 'une des
N positions possibles dans cette permutation, de nouveau par la premiere question de
cette section, ceci implique que o suit une loi uniforme sur G(N).
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