MAP-PRB201 Université Paris-Saclay

Examen "Chaines de Markov"
Mercredi 23 Octobre 2020 de 9h00 a 12h00

o Les résultats seront encadrés, et toute réponse devra étre justifiée (sauf exception).

o Les exercices sont indépendants les uns des autres.

o Le baréme est donné & titre indicatif, pour vous permettre de proportionner vos
efforts. Il pourra étre marginalement modifié. Noter que la somme excede 20.

o Le sujet comporte 4 pages.

o Le devoir dure 3h00.

o Les téléphones sont rangés éteints dans les sacs; en guise d’aide mémoire, vous
avez droit au recto d’une feuille manuscrite (par vos soins, pas de photocopie) sur
la table.

Exercice 1. [Renversement du temps, 8 points|

Soit P une matrice de transition irréductible sur €2, et 7 son unique mesure de probabilité sta-
tionnaire. On définit une matrice P par :

1.
2.

Vr,y € Q, f’(x,y) = %()y,x)

m(x

Montrer que P est bien définie et qu’il s’agit d’'une matrice stochastique.

Que vaut P si P est réversible par rapport & w7 En déduire I'unique mesure de probabilité
stationnaire de P dans ce cas. Vérifier que cette mesure de probabilité est encore 'unique
mesure de probabilité stationnaire de P si I’on ne suppose pas la réversibilité de P.

Dans toute la suite on choisit Q2 = {0, ...,n}, et, avec la notation x A y = min{z, y} :
1
P(z,y) = B (]l{y:(z—i—l)/\n} + ]l{y:o}) )
3. Calculer 'unique mesure de probabilité stationnaire © de P.

e~

o N o >

Donner la matrice de transition P. (On pourra faire un dessin des transitions possibles sur
un graphe).

Montrer que 15(0, ) =
Calculer Pt(x, ) pour tout 0 <t <z <n-—1.
Déduire sans calcul de ce qui précede pt(x, Jpourt >z, 0<zx<n-—1.

Soit X la chaine de Markov de matrice de transition P. On note
Tpot(X) =min{t >0: X, =n—1}

le temps d’atteinte de n— 1 par cette chaine, calculer P, (1,,_1(X) = k) et reconnaitre cette
loi.



9. Soit t < n. En déduire Pt(n, n — 1) puis plus généralement ISt(n, -). Reconnaitre en parti-
culier la mesure de probabilité P™(n, ).

10. Déduire sans calcul de ce qui précede f’t(n, -) pour tout ¢ > n. Commenter ce résultat.

Correction. P bien définie car l'irréductibilité implique que ['unique mesure stationnaire est
strictement positive en tout point x ; le fait que P soit stochastique découle alors du fait que 7 est
stationnaire pour P : ceci assure en effet que la somme sur les lignes vaut 1, (et les coefficients
sont positifs ou nuls).

St P est réversible par rapport a P, alors W(m)P(x, y) = m(y)P(y, x) implique P =P, dont 7 est
l'unique mesure stationnaire. De facon plus générale, on vérifie sans peine que w est une mesure
de proba stationnaire de P, puisque :

S wte)Pley) = o) LI =) 3 Ply) =

x x

Ensuite, pour l'unicité de cette mesure stationnaire il suffit de noter que P est encore irréductible.
Soit x,y € Q. Alors il existe t € N tel que P'(y,x) > 0 de Uirréductibilité de P et ceci implique

que P'(z,y) > 0, par exemple parce que P'(z,y) = —”(ylf();()“’y).

On commence maintenant la partie avec la forme explicite de P, et d’abord le calcul de w. On
commence par observer que m(x + 1) = w(x)1/2 pour tout x € {0,...,n —2} et m(n) =m(n —1).
Ainsi 7(x) = (1/2)* =D (0) pour tout x € {0,...,n}. Puis

1= Y w(@)=x0) > (1/2"" " =n(0) <% + (1/2)n—1> = 27(0).

0<z<n 0<z<n-—-1

Donc
n(x) = (1/2)

Ensuite, on calcule :

R 1
P(:Ea ?J) = ]lx:oﬂ(y) + 10<x<nﬂy:r—1 +1,—nz ﬂy:n—l + ]ly:n)-

5
On souligne que 15(0, -) est égal a

On wvoit que P'(x,-) = 6,4(-) pour tout 0 < t < x < n — 1 (évolution déterministe). Aussi
Pz, .) = 7 puis comme 7 est encore une mesure stationnaire pour P, P'(x,-) = 7 pour tout
t > x. Pour comprendre P(n,-), on note que Py (tn_y = k) = (1/2)F pour tout k > 1, on reconnait
une loi géométrique issue de 1 de paramétre de succes 1/2. Ainsi pour x > 1, Pt(n,n —r) =
P(7,1 =t—(z—1)) = (1/2)"*" d’ow, pour x <n—1, P(n,z) = (1/2) (n=a-1) = (1/2)**Y et
done puisque P" est une mesure de proba qui coincide avec  sur {0, .. — 1}, nécessairement,
P"(n,-) = n. Puisque T est stationnaire pour P, on en tire P*(n,-) = pour tout x > n. Ainsi la
chaine atteint sa mesure stationnaire en temps fini.

Exercice 2. [Marche aléatoire biaisée : temps d’atteinte, 10 points]

Soit deux réels p,q €]0, 1] tels que p + g = 1, avec p # ¢. On considére sur 2 = {0,1,...,n}
la marche aléatoire (X;);cn biaisée avec des conditions au bord de type réflexion, de matrice de
transition :

P(z,y) = plyy—wiy + qly—a1y size{l,...,n—1},y€{0,...,n}
P(0,1)=P(n,n—1)=1



On rappelle que 7, = min{t > 0: X; = 2} € INU {oo} désigne le temps d’atteinte de . On pose
f(z) = E,[1,] € [0,00] pour x € {0,...,n}.

1. Construire un réseau {G,c} dont la marche aléatoire associée est la chaine de Markov
(Xt)ren
2. A T'aide de l'identité du temps de transport, calculer la valeur du temps de transport

towsn == IE)0 [Tn] + En [7-0]'

On note que le temps de transport donne une borne supérieure sur g [7,,]. Les questions qui suivent
visent a établir une borne inférieure.

3. Justifier 'identité en loi suivante :
G-1
T, sous Py = Z'E + R,
i=1

ol

— G est une variable Géométrique (sur IN*) de paramétre p = Po(7," > 7,)

— Ty, Ty, ... dont des variables i.i.d. de loi Po(7," € -|7g" < 7,)

— R suit la loi Py(7,, € -|79" > 7)),

ces variables étant toutes indépendantes. (Si G = 1, on convient que la premiére somme
est nulle). On ne demande pas une démonstration rigoureuse. On sera concis et on pourra
faire un dessin.

4. En déduire :

1
Eo[r.] = (m — 1) Eolre |7o" < 7] + Eo[Ta| 79" > 7l

5. Calculer Eo[7"] et Po(ry > 7,) a 'aide de relations vue en cours.

6. On admet que Eg[ry |7" < 7] — Eo[ry'] quand n — oo. Déduire de ce qui précéde un
équivalent simple de [Ey[7,] dans le cas p < ¢ (cet équivalent ne nécessite pas de calculer
EO[Tn|T(T > Tyl).

La suite de 'exercice est indépendante de ce qui précéde. Elle vise a calculer de facon exacte

a ’aide de la méthode a un pas.

7. Soit k € {1,...,n—1}. Donner un lien entre 7, 0 §(X) et 7,,(X) sous P, la loi de la chaine
issue de k!, et en déduire a l'aide de la propriété de Markov une expression de f(k) en
fonction de f(k—1) et f(k+1).

8. Exprimer f(0) en fonction de f(1). Donner aussi f(n).

9. On pose ¢(k) = f(k+1)— f(k) pour 0 < k < n—1. Montrer que £(k) satisfait une équation
de récurrence du type ¢(k) = al(k — 1)+ 3, 1 < k < n — 1, pour des paramétres « et 3
que l'on précisera.

1. on rappelle que § est Vopérateur de translation : 0(X); = X411, et plus généralement, 0,(X); = X¢45,t,8s € N



10. On rappelle que la solution de la récurrence affine précédente est de la forme

€(k:)=%+ak(€(0)—%), 0<k<n-—1.

Calculer la fonction ¢ dans notre cas et en déduire la fonction f.
11. Donner des équivalents de IEq[7,,| quand n — 0o dans les deux cas suivants :
(i) p>gq
(i) p<q
ou p, q sont indépendants de n.

12. On pose, pour A € R\ {0} fix¢, ¢, = 1 —p, = 1 + 2. Montrer qu’il existe alors ¢ : R — R™
que l'on précisera, tel que, quand n — oo :

Eo[r] ~ n*p().
Correction. Le réseau associé est donné par le graphe G spécifié avec les conductances :
clwz+1)= ()

et c(x,x) =0 : pas de boucles. Il suffit en effet de vérifier que ce réseau donne les bonnes transi-
tions : Pour x € {1,...,n — 1},

Plz,z+1) = = =p

&
Pyz—1 4 (P)z P
(P 1+ (T 144
tandis que P(n,n — 1) et P(0,1) valent bien 1. On fera en sorte dans les écritures suivantes que

les quantités qui interviennent soient positives quand q > p et c’est dans ce régime qu’on prendra
nos équivalents. Notons que r(z,x +1) = (1) et partant

P(r,z—1) = =q

R(OHn):(i)— C(O<—>n):%—

1l faut aussi calculer le coefficient

CG:QZZc(x,y) :220(6) :2(2?

q

On peut aussi désormais calculer le temps de transport

(5" —11-(3)" Pq 4
towsn = 22 P~ 2 ' sig>p
v p-1 1-1 - aF »
Le tenps de transport donne une borne pour
pq q
IE:0 Tnl < toosn ~ 2 =)"
) < foe (p—aq)? )



1l suffit pour justifier la décomposition demandée de noter que les différentes excursions de la
trajectoire en dehors de 0 sont indépendantes : le nombre de telles excursions jusqua la premiére
qui atteint n suit une loi Geométrique G de parametre p = Po(1, < 74 ), et conditionnellement
a cette valeur, G, les G — 1 premiéres excursions sont indépendantes de loi celle de 7," sachant
1o < 7o et la G-iéme excursion est de loi celle de 7,7 sachant 1y > 7,,.En prenant les espérances
on a bien :

1
<W 1) Eol7q 175" < 7l + Eolral 7" > 7] = Eo[7a]

T > Ta
FEnsuite :
@
Po(ry" < 1) = c(0)Py(1y < 1) =C(0 > n) =C(0 > n) = (gp)n —
P
Aussi,
pP\n
Ca (_) —1
EO[T(T]:EZQ q§_1

donc en utilisant ’équivalent donné dans [’énoncé :

1 1

(4 —=11-(&)" 2pq
- 1 ]E < n _— P g ~
Bty > 7y VBl <l ~ e

g _ _ P _
c-1 1= (¢-p?p

( Eo[r'] =2

soit le méme équivalent que précédemment.

T00(X)=0(X)+ 1 sur l’événement {T # 0}, ou l'addition a lieu dans [0, +oc]. Comme Py(T #
0) =0 dés lors que k ¢ {0,n}. Pour un tel k, on a alors que

f(k) = Eglr] = Eg[r 00 + 1]
=Ei[ro0+1, Xy =k+ 1]+ Egfrob+1,X, =k—1]
=Epn[7+1Pe(Xs =k + 1)+ Epy[7 + 1Pp(Xy =k — 1)
=1+ pEpui[r + 1] + ¢Ep[7 + 1]
=1+pfk+1)+qf(k—1)

tandis que f(n) = 0. Enfin, pour k =0 on obtient :

f(0) = Eo[r] = Eqlr 0 6 +1]
07'09—|—1X1—1]

[
Eo|
E:[r + 1]IP’0(X1 =1)
B, |

1

7]+

S(1) +

Ensuite, pour k ¢ {0,n}, si l'on pose (k) = f(k+ 1) — (k), alors Uéquation f(k) =1+ pf(k +
1)+ qf(k—1) se rééerit 0 =1+ pl(k) — gl(k — 1) soit encore :

(k) = %E(k —1) - ]19

Ceci est équivalent :



avec o1 — 1) 1 clest-a-dire :

1
> —1 -2
o= pq = etl+a= 4
1=2 p—q P—q
(On ne remplacera qu’a la fin o par la valeur, c¢’est plus sir). Notons aussi que £(0) = —1. Ainsi
on obtient : q
(k) = o+ (5)’“(—1 —a)
Maintenant,
n—1
—f(k) = f(n) = f(k) = Y L)
j=k

c’est-a-dire : i
@ - @
flk)=(n—k)(-a)+ (1 +a)———7—
p
Et il est commode d’écrire cette expression sous la forme :
rog = { AR - (@ -] sin>a
—L = k) + 2 (9 = (O] sig>p

On en tire les équivalents pour p,q fixés :

L sip>gq (croissance linéaire)

FO) ~ 3 "3 , , |
P (2" sig>p (croissance exponentielle)

(p—q)?

3>

On en tire aussi les équivalents suivant pour q, = 1 — p, = % +

n? et —1 1

f(0) ~ 5( e _X)

et on vérifie sans peine que la fonction de \ dans le membre de droite est strictement positive en

dehors de 0.



Exercice 3. [Transformations de chaine de Markov, 6+1 point |

Soit (X})i>0 une chaine de Markov irréductible a valeurs dans € fini, de matrice de transition P
de mesure stationnaire 7. On pose

n(X) =min{s € N: X, # Xo}
(X)) =0, e1(X) =m(X) +100,(X) t>0

puis Y; = X, (x) pour tout entier £ € IN.
1. Décrire brievement en toute lettres comment la chaine Y est construite a partir de X.

2. Calculer P,(n > t) et en déduire P,(n < oo) = 1. Observer que (P,(X,, = ¥))syecq est une
matrice stochastique, en donner une expression a l'aide de P.

3. Montrer que, pour yo, y1, ...,y € §2,
]P)()/O = Yo, --- 7Y2—1 = Yt—1, }/t = yt) = ]P(}/O = Yo, - - a}/;i—l = yt—l)Q(yt—h ?Jt)
avec

P(z,y)
1— P(z,z) Sl

et en déduire que (Y;);>0 est encore une chaine de Markov.

(z)(1 — P(z,z))
2, mW)A=Plyy) )

est 'unique mesure de probabilité stationnaire de la chaine (Y;)>o.

Qr,y) =

4. Montrer que

Soit de plus A C €. On pose

(X)) =75(X)=min{s > 1: X, € A}
o (X)=0, 7 (X)=7r"X) +77004(X) t=0

puis Z; = er pour tout entier ¢ € IN. (On pose 7+ = 71 a la premiére ligne pour ne pas alourdir

la notation sachant que A est fixé, et aussi pour éviter la confusion avec le cas d’un indice entier

7,7 ensuite défini).

5. Reprendre les questions 1 et 3, jusqu’a obtenir que (Z;);>0 est une chaine de Markov pour
une certaine matrice de transition R que l'on précisera.

6. (Bonus, plus difficile, & ne traiter que s’il vous reste du temps). Montrer que

(5.,

est l"'unique mesure de probabilité stationnaire de la chaine (Z;);>¢. On pourra commencer
par montrer que, pour tout t > 1,y € A :

D o m(@)Pu(Xpr =y, 7h <)+ Y m(@)P(Xos =y, 7h = 1) = 7(y).
z€A x¢A




Correction. La chaine Y est la chaine trace qui consigne les différentes valeurs prises par la
chaine X en omettant les répétitions ; en conséquence, on s’attend a ce que la matrice de transition
soit nulle sur la diagonale. Ensuite, P,(n > t) = P(z,z)""' mais P(z,z) < 1 puisque la chaine
est irréductible, ceci entraine bien que P,(n = +o00) = P.(n > t) = P(z,z)""! — 0 donc P,(n <
+00) =1 —P,(n = +o0) = 1. Ensuite, pour y # x

t>1

:ZPJ}(XI :xw"aXt—l :ant:y)

t>1

= Zp(xax)tilp(xay>

t>1

_ Py
11— P(z,7)

et cette matrice définit bien une matrice stochastique puisque Ey:y# P(z,y) = 1—P(z,x) puisque
P est elle-méme stochastique. On peut noter que n; est un temps d’arrét en écrivant :

<y ={d Ix izx. 2t}
s=1

mais ceci n'est pas indispensable si on n’invoque pas la propriété de Markov forte (ce qu il est
toujours possible de faire en décomposant selon les valeurs prises par le temps d’arrét). On écrit
donc :

P(% = Yo, - .- ’Y;_l = Yt-1, }/;f = yt) = ]P)(XUO = Yo, - - - 7X77t—1 = Yt—1, Xﬂt—1+770971t_1 = yt)
= Z P<Xno =Yo, ey Xp = Y1, M1 =T, XT'+7709T = yt)
= Z]P)<X770 =Yo,--- 7X77t71 =Yt-1,Mt-1 = T)Pytfl(Xﬁ = yt)

- P(Xno = Yo, - - - 7X77t—1 = yt—l)]PJytfl(Xﬁ - yt)
= P(Xno = Yo, - -- >X17t_1 = y)%l)@(igtfl? yt)

en notant a la troisiemne ligne que : {Xp) = yo, ..., Xy, = Y—1,—1 =1} € 0{Xo,..., X, } ce
qui permet d’appliquer Markov. et on en tire par une récurrence finie immédiate que

P(Yo =yo,.- -, Yic1 = ye—1, Yo = %) = P(Xo = 20)Q(v0, v1) - - - Q(Ye—1, 1)
c’est-a-dire que (Y;)y est une chaine de Markov de matrice de transition Q). Ensuite, pour y fixé :

S w(a)1 = Plase) (o) = S n()1 - Ploe)) e,

= 3 7(@) Pl y) sy

=(y) — () Py, y) = 7(y)(1 - P(y,y))



d’ou la conclusion en renormalisant par Y m(z)(1 — P(z, 2)).

Ensuite, on fait de méme pour la suite (Z;) de variables aléatoires, qui correspond auz valeurs que
la chaine restreinte a A. On note que T est un temps d’arrét fini p.s. par irréductibilité de la

chaine (c’est le cours qui le garantit, on a méme que ces temps sont d’espérance finie), on a de
meme e que Tt est encore un temps d’arrét fini p.s. :

]P(ZO = R0 Zi = “t—1; Zy = Zt) = ]P)<X7'8L =Yo,--- 7XTt+_1 = Zt-1; XT:F - Zt)
B P(XTS— =Yoo 7XTtt1 = AL XTttH-To@pL_ - Zt)

— E — _ + —
= IED(XTS— —y07-~-7XT_Zt717Tt 1=T, X+ +T+09+ —Zt)

T

- ZP(XTJ =90, Xo = 21,1 = 1), (Xr = 2)

T

= P(ZO =20y Zt—l = Zt_l)IP)thl (XT+ = Zt)

et donc on pose R(z,y) = P.(X,+ = y) matrice stochastique sur A, et on en tire par une récurrence
finie immédiate que :

IF’(Zo =20y 441 = 21, Lt = Zt) = P(Xo = xo)R(ymyl) cee R(yt—hyt)

Pour la mesure stationnaire (BONUS) c’est un peu plus compliqué : on commence montrer la
formule proposée par récurrence surt : on pose donc l’hypothése de récurrence

H,:” 7T($)IP’:E(XT:\r =y, 74 <t) —i—Z 2( X + = =y, 74 =t)=n(y)".
z€A ¢ A
Hy vaut :
Y w(@Pu(Xr =y, 74 S D+Y m(@)Pu(X,r =y, mi = 1) =) w(@)Plw,y)+)_w(x)P(z,y) = 7(y)
z€A ¢ A €A ¢ A

Le calcul suivant montre que si H; vaut, alors Hy 1 vaut également :

Y w(@Pu(Xs =y, 74 =)

oA

= Z ( Z W(./E_l)P(«r—lax))]P)CE(XTX = y7Tj{ = t)
méA r_1€A

Y S e Pl R — i =0+ S P P 7 =
r_1¢A ¢ A r_1€AxgA

= Y e )P (X =y 2t 1)+ Y we )P (X =y =t 4+ 1)
xfléA xT_ 1€A

H,; étant prouvé, on passe a la limite en t dans cette égalité : pour cela, on se rappelle que l’évé-
nement {11 < oo} est P, p.s. pour tout x € A, et donc :

Zw(x)Px(XT+ yTh <) = Y w(x =y, 7 < +o0) = Zw(x)IPw(XTX =)

TEA TEA T€EA



mais ausst
D m(@)Pu(Xps =y, 74 = 1) = maxPy(f > 1) = 0.
¢ A

1l suit :

z€EA

et il suffit alors de renormaliser par w(A) pour avoir une mesure de proba.
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