Chaines de Markov - Examen 21-10-2020

Durée : 3 heures. Une feuille recto-verso de notes manuscriptes est antorisée. Sont interdits : livres, calcula-
trices, téléphones, ordinateurs ou objets apparentés. Toutes les réponses doivent étre justifiées, et la rédaction
sera prise en compte. Au sein d’un exercice, il est permis d’utiliser tout résultat qui apparait dans le cours on
qui a été énoncé dans une question précédente du sujet, méme si cette question n’a pas été traitée. La difficulté
est a peu pres progressive (au sein de chaque exercice, et de exercice 1 a Iexercice 2).

Exercice I. Un probléme d’urnes. (10 points) On considere une urne contenant au temps n. = 0
deux types de balles :

— r balles blanches;
— 7+ 2 balles noires,

r étant un entier positif. Le nombre (X,,),>¢ de balles blanches évolue au fil du temps comme suit.
Au temps n + 1, s’il y avait X, balles blanches et X,, + 2 balles noires dans ['urne au temps n :

1. on tire au hasard I'une des 2X,, + 2 balles de I'urne, toutes les balles étant équiprobables;
2. si la balle tirée est blanche, on la retire et on retire également une balle noire : X,,,; = X, — 1;

3. si la balle tirée est noire, on la replace dans I'urne et on rajoute dans 'urne une balle blanche et
une balle noire : X, = X, + 1.

On suppose que les tirages au hasard de I’étape 1 sont indépendants pour des temps distincts, de sorte
que (X, )nen est une chaine de Markov.

I.1 Donner Pespace des états X et la matrice de transition P de la chalne de Markov (X, ),en.
.2 La chalne de Markov (X,,),en est-elle irréductible ?

L3 Onnote f(k) = Pi[3n € N, X,, = 0] = P[0 < +o0], ou 79 = inf{n € N| X,, = 0} est la
variable aléatoire donnant le temps d’atteinte de I’état 0. Montrer que f est solution du systeme
d’équations suivant :

f(0)=1;
2f(k) =2 flk+ 1)+ 25 f(k—=1) sik>1.

I.4 On note f une solution arbitraire du systeme d’équations

f(g):L B _
2f(k) =182 flk+ 1)+ 5 f(k—1) sik>1.

Montrer que f(k) = C}lell pour un certain paramétre « réel. On pourra introduire la fonction

g(k) = (k+ 1) f(k). Pour quels paramétres « a-t-on f(k) € [0, 1] pour tout k?

1.5 On considére toujours une solution arbitraire f du systéme d’équations de la question L.3., avec
f(k) € [0,1] pour tout k € N. Montrer par récurrence sur n que, si k # 0, alors

(k) =Py[ro < n] + Z P(k, k1) P(ky, ko) - - P(kin-1, bn) f ().

En déduire que f(k) > f(k) pour tout k € N.



L.6 Conclure quant a la valeur du parameétre a pour la fonction f(k) = Py < +0o0] (indication :
que peut-on dire de f dans ensemble des solutions du systeme d’équations, avec la contrainte
0<f<12).

1.7 La chaine de Markov (X, ),en est-elle récurrente ou transiente? Que dire du comportement de
X, lorsque n tend vers I'infini?

Exercice II. La transformation 2M — X. (10 points) On considere une suite de variables aléatoires
(&3)n>1 indépendantes et identiquement distribuées, avec P[¢, = 1] = P[¢, = —1] = 1. Les sommes
X, = >;_, & forment une chaine de Markov irréductible récurrente sur Z (la marche aléatoire simple
symétrique, issue de Xy = 0). On pose

M, = max{X; |0 <k <n} : Y, =2M, — X,,.

II.1 On adessiné ci-dessous une trajectoire de (X, )nen. Compléter ce dessin en ajoutant la trajectoire
correspondante de (Y},),en. Montrer que Y,, > X, pour tout n, et qu’on a égalité si et seulement
si m est un temps ou X, atteint son maximum (M,, = X,,).
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I.2 Onnote X = {(k,1) e Zx N|k <l},et f: X x {1} — X la fonction définie comme suit :

(k+&1—€) sik<l,

f%JK%:{@+@z+n sik=1.

Montrer que (X411, Ynt1) = f( X, Yo, &ut1) pour tout n € N.

II.3 Montrer que (X, Y, )nen est une chaine de Markov sur I’espace X, et donner sa matrice de
transition Q((ky1, 1), (k2,12)).
La suite de Pexercice est destinée & montrer que (Y;,)nen est une chaine de Markov, et a calculer sa
matrice de transition. Sil € N, on notera I; = {—1, =1+ 2, =1 +4,...,1 — 2,1} : c’est ’ensemble des
[ + 1 entiers relatifs qui sont plus petits en valeur absolue que , et qui ont méme parité que .

I1.4 Montrer que pour tout n, X,, appartient a ’ensemble Iy, . Ainsi, (X,,, Y,,)nen est une chalne de
Markov sur I’espace d’états restreint X* = |,y I; % {1}.

IL.5 Soient [,!" deux entiers positifs avec |I' — I| = 1, et K € Iy. Calculer ), . Q((k,1), (K, 1)), et
montrer que le résultat est indépendant de £, [ et I’ (a condition que |I' — 1| = 1 et k' € I;/). On
sépareralescasl!' =1+ letl' =1— 1.



I1.6 On fixe une suite (I1,1ls, ..., 1, l,4+1) d’entiers positifs, avec |l; — I;_1| = 1 pour tout i (et avec
pour convention ly = 0). En utilisant le fait que (X,,, ¥,,)nen est une chalne de Markov, montrer
que

]P[Yn-i-l == ln—i—l ’ le = lla s >Yn = ln] = Z plhlz,...,ln(kn) Q((km ln)7 (kn—i-la ln—i—l))

kn€ly,
kni1€l,

avec pyy 1.1, (kn) = P[X, =k, | Y1 =1, ..., Y, = 1,]. On pourra décomposer la probabilité a
gauche en fonction des valeurs de X, ..., X, X,11.

I1.7 Montrer par récurrence sur n I'identité suivante : py, 5, 1. (kn) = ﬁ pour tout k, € I;,. On
pourra décomposer une probabilité py, 1, 1., (knt1) en fonction de la valeur X, = k,. Ainsi,
conditionnellement a la trajectoire (Y1 = Iy,...,Y, = l,,), X,, est distribué uniformément sur
I’ensemble d’entiers 1.

I1.8 Conclure que (Y;,)nen est une chaine de Markov sur N, et donner sa matrice de transition. Est-
elle irréductible?

IL.9 Montrer que lim,, ., Y;, = +00 avec probabilité 1.






Corrigé.
I.1 Despace des états est X = N, et la matrice de transition est

k+2 k
; Pk k—1)=
2(k+1) ’ (F, ) 2(k+1)

P(k,k+1) =

pour tout k > 0. En effet, pour le calcul de P(k, k + 1) par exemple, on passe de X,, = k a
Xn41 = k+1silon tire 'une des k +2 balles noires dans I'urne au temps n; ceci se produit avec

probabilite kkfl pulsque les balles sont équiprobables (remarquons au passage que les regles de
transition font qu’il y a a tout moment 2 balles noires de plus que de balles blanches).

1.2 Notons que P(k,k + 1) > 0 pour tout k& > 0, et que P(k,k — 1) > 0 pour tout k£ > 0. Par
conséquent, étant donné deux états k, ! € N, il y a toujours un chemin de transitions possibles
de k al:sipar exemple k < [, alors,

Pk, 1) > P(k,k+ )Pk +1,k+2)---P(1 —1,1) > 0

La chalne est donc irréductible.

I.3 On abien f(0) = Py[ro < +00] = 1. Par la propriété de Markov simple, pour tout & > 1,

f(k) = Prl1o((Xn)nen) < +00] = Pr[70((Xnt1)nen) < 4]

= 2(]{;]{121) P [70((Xpg1)nen) < +00| Xy =k + 1]
+ 2(k:k+ 0 Pi70((Xnt1)nen) < 400 | Xy =k — 1]
" 2(k+ 1) f(k+1>+mf(k—1).

1.4 L’équation de récurrence se réécrit :

- 1 1 ~
(k+1) f(k) = §(k+2)f(k+1)+§/€f(k—1);
1 1
o(k) = gk +1)+ S gl 1),
ce qui peut encore se reécrire : g(k+ 1) — g(k) = g(k) — g(k — 1). Autrement dit, la fonction ¢
est affine et I
~ a
g(k) = ak + g(0) = ak + D =0

Pour que f reste dans [0, 1], il faut que a € [0, 1] : sil'on avait o < 0, il y aurait des valeurs de 7
négatives, et si I'on avait a > 1, alors on aurait f(1) > 1.

L5 Fixons k # 0; par hypothese,

) =PGi+ D) fG+ D+ PG —1)fG—-1) = Pl



pour tout j # 0. Léquation proposée par ’énoncé est clairement vraie au rang n = 0; supposons-
la établie jusqu’au rang n, et montrons le cas n + 1. On peut écrire :

f(k) =Pylro <n] + Z P(k,ky) - P(kn-1, k) f(kn)

=Pilro<nl+ > Pk ki) Pkn1, kn) Pk, knsr) f(kni1)

=Pilro <n]+ > Plkki)- Plkn1,kn) P(kn,0)

+ Z P(kv kl) e P<kn—17 kn) P(km kn—H) J?(kn-l-l)

puisque par hypothése f(0) = 1. Il suffit alors de remarquer que la premiere somme sur la
derniere ligne est la probabilité Py[rg = n+1], qui additionnée a Py < n] donne Py[ry < n+1].

Ce résultat implique en particulier que f(k) > Px[10 < n] pour tout n € N, et donc par passage
a la limite que f(k) > f(k).

1.6 D’apres la question précédente, f est la solution minimale du systéme d’équations, correspon-
dant donc a un parametre o = 0. Ainsi,

1

f(/f):k—Jrl

pour tout entier k > 0.

1.7 Si la chalne était récurrente irréductible, on visiterait tous les états avec probabilité 1, quelque
soit le point de départ. Comme ce n’est ici pas le cas, la chaine irréductible est donc transiente.
Ceci implique que lim,, ,», X,, = +00 presque sGrement, quelque soit le point de départ X, = .

II.1 Le dessin complété est :
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Comme X,, < M, on a toujours

Y, =2M, - X, > M, = (max Xn> > X,.

0<k<n



II.2

I1.3

1.4

IL.5

On a égalité si et seulement si X,, = M, ; ainsi, Y,, = X, aux instants n ou X, atteint son
maximum.

S1 X,, <Y, alors X,, < M, d’apres la question précédente. Le maximum au temps n + 1 ne
p q p Ite. p
pourra donc pas augmenter, car X,,11 < X,, +1 < M,,. Ainsi,

Xn < Yn = Mn+1 = Mn = Yn—l—l = 2Mn - Xn+1 = 2Mn - Xn - gn—l-l = Yn - gn—l—l-

On a donc montré que si X,, < Y, alors (X411, Yat1) = (X + &ns1, Yo — &nt1)- Supposons
maintenant X,, = M,, =Y. Alors, le maximum au temps n + 1 peut augmenter d’une unité si
X,ni1 = X, + 1 (dans le cas contraire, M, ;; = M,). On a donc:

§n+1:1 :>Mn+1:Mn+1:>Yn+1:2Mn+2—Xn—1:Yn+1,
€n+1 ::——1 :> A4ﬁ+1::3A4n :> Y%+1 ::2A4ﬁ —')(n'+'1 ::}% +‘1.

Ainsi, si X, = Y, alors (X411, Ynt1) = (X5 + &ut1, Yo + 1). On a donc bien montré que
(Xni1, Yor1) = f(Xn, Yy, &ui1) dans tous les cas.

La question précédente implique que la paire (X,,, Y, )nen est une chaine de Markov sur ’espace
X (en effet, les aléas (&,,),>1 sont supposés 1.i.d.). Sa matrice de transition est donnée par :

Q(k, 1), (k+1,1—1)) = Q((k, 1), (k — 1,1+ 1)) = %

stk <, et
QU 1), (k 1,1+ 1)) = Q((k, 1), (h— 1,1+ 1)) =

stk =1I.
Comme Y,, = 2M,, — X,,, Y, et X,, ont méme parité. On sait déja que Y,, > X,,, et comme
M, >0,Y, > —X,, ot Y, > X, > —Y,. Ainsi, X, € Iy..

Supposons d’abord I’ = [ + 1, et fixons k' € I;. Notons que, pour que Q((k, 1), (k',1")) soit non
nulle, il faut que k£ € {k¥' + 1,k — 1}. On a donc :

Z Q((k’ l)? (k/’l + 1)) = Q((k, -1 l)a (k/J + 1)) + 1(k’+1§l) Q((k/ + 1, l)’ (k/> [+ 1))

kel
Y=ty lw<ry 1
Ty Ty Ty

Sil'! =1—1, on calcule de méme :

ZQ<<k7l)v (k,J - 1)) - Q((k/ + 17[)7 (k,J - 1)) + Q((k, - 17[)? (klal - 1)) =0+ % = %7

kel

en utilisant le fait que, puisque &' € I[,onak’ <!',donc k' =1 <l'+1=1.



I1.6 On calcule

PYyi1 = bt | Vi = lhy. ., Yy = 1]
PYi=04,...,Y, =1, Yoi1 = lnii]
Pﬂ}ﬁ ::ll,...,};/::ln]
_ Z ]P)[(leyl) = (klall)a ) (XnaYn) = (k:mln a(Xn+1aYn+1) = (kn-i-laln-i-l)]
l l

. Z P[Yi:ll,,yn Xn:kn]

=1
ny l{in ln , kn 7ln
PYi=11,...,Y, =1,] Q((Kn, 1), (K1, lnt))

knykn+1

- p(ll ~~~~~ ln)<kn) Q((kna ln)a (knJrl; ln+1))-

kn»k'rﬂ»l
I1.7 Le résultat est clair pour n = 0. Supposons le résultat établi jusqu’au rang n, et calculons

(k ) _ ]P)D/l :lla---7Yn:ln7Yn+1 :ln—l-l;Xn—l—l :kn+1]
p(ll ..... ln,ln+1) n+1 P[}/i — 117 o ’Yn — ln7 Yn+1 — ln+1] .

Le dénominateur de cette fraction se décompose comme suit :
P[}/I — lla ce. 7Yn — ln; Yn—l—l — ln+17Xn+1 — kn—l—l]
= > PYi=l, Ve =l Yarr = byt Xn = ki, Xor = Kinga

kn€ly,,
— Z ]P)[le - lla C. ,Yn - lnaXn = kn] Q((krn ln>7 (k‘n+1’ ln+1))
kn€ly,
— Z PYi =1,.... Y0 = L) pay,00) (Bn) Q((Kns 1n), (Bns, lng))
knelln
- Z ]P)[Yi = lla s )Yn = ln] Q((kT“ ln)7 (kn+17 l”"‘l))
ln+1
kn€l,

Le numérateur est égal a la somme sur toutes les valeurs possibles de X, 1 de la quantité ci-dessus,

c’est-a-dire : N
Q((kna ln); (knJrla ln+1))

Y O PMVi=l,.. Y =1,

kn€ly, b+ 1
EnJrl Efln+1
Lorsque l’on fait le ratio, les probabilites P[Y; = [4,...,Y, = [,] se simplifient et on obtient

simplement

» (k‘ ) anehn Q((knv ln)> (kn-&-l? ln-H))
(ll ..... Inyln 1) n+1l) = —~ .
: anEIln7’En+1€Iln+l Q((km ln)a (kn—I—h ln—l—l))

. . l 1
D’apres la question 116, le numérateur vaut 2 et le dénominateur vaut 1 card (I;,,,) = =,

Ainsi,
1
lni1+ 1

Pltsseodnidnsr) (Fng1) =



I1.8 En insérant le résultat de la question précédente dans le calcul de la question I1.6, on obtient :

1
PVosr = bot [ Vi =l Vo=l = 7= > Q(kn ln), (kns, b))
" kn€ly,
kn+1§I;n+1

Ccard(fy,,,) L +1
C2(L,+ 1) 2L+ 1)

Le résultat ne dépend que de (1, 1,,+1), donc on a montré que (Y,)nen est une chaine de Markov.
Sa matrice de transition est :
[+2 l
T PUI-1)=—
2(0+1) 2(0+1)

P(1+1) =

C’est donc la méme chalne de Markov que dans I’exercice . MWAHAHAHAHAHAHAHA
(rires diaboliques).

IL.9 D’apres I’exercice I, on a une chalne de Markov irréductible transiente. En particulier, Y, tend
vers +00 presque slirement.



