Chaines de Markov — Examen 13-11-2024

Durée : 3 heures. Les notes de cours (polycopiés ou notes manuscriptes) sont autorisées. Sont
interdits : livres, calculatrices, téléphones, ordinateurs ou objets apparentés. Toutes les réponses
dowwent étre justifiées, et la rédaction sera prise en compte. On pourra admettre un résultat d’une
question précédente si nécessaire. Les deux exercices sont indépendants ; le deuxieme exercice est
environ deux fois plus long et rapporte environ deuz fois plus de points.

Exercice I. Maximum de variables aléatoires géométriques. On fixe un paramétre p €
(0,1), et on rappelle qu'une variable géométrique de paramétre p est une variable aléatoire Z a

valeurs dans N telle que
P[Z = K = (1-p)*p

pour tout entier £ > 0. On fixe une suite (Z,),en de variables géométriques indépendantes et
toutes de paramétre p, et on note

Xn = max(Zo, Zl, ceey Zn)

1. Montrer que (X,,),en est une chaine de Markov. Préciser son espace des états X, et calculer
les entrées de sa matrice de transition P(7,j) (on pourra distinguer les trois cas ¢ < j, i = j
et i > j).

2. La chaine (X,,)nen est-elle irréductible ?

3. Montrer que tous les états k € X sont transients pour la chaine (X, ),en. Décrire précisément
le comportement de X,, lorsque n tend vers I'infini.

4. Si v est une mesure invariante et v(0) = «, calculer de proche en proche v(1), v(2), v(3), etc.
Montrer que la chaine (X,,),en admet & un coefficient multiplicatif prés une unique mesure
invariante. Est-elle de masse totale finie ou infinie ?

Exercice II. Chaine de Markov serpent. Au début de cet exercice, (X, )nen est une chaine
de Markov arbitraire sur un espace d’états dénombrable X, avec matrice de transition P et loi
initiale 7. On fixe un entier L > 0 et on note

Y, = (Xna Xn+1> s 7Xn+L)
le serpent formé par L + 1 valeurs consécutives de la chaine. On note également
Y = {(a07~-uaL) e X" | P(ag,a1) P(ay, a9) -+~ P(ag—1,az) > O};

c’est 'ensemble des états-serpents (de taille L).

1. Trouver 'unique matrice stochastique

Q = (Q ((ag, ..., ar), (b, - - . ?bL)))(aO,...,aL), (bos...,bL)

sur I'espace des états-serpents 2) telle que pour tous états-serpents Ag, ..., A,, on ait
PlYo = Ag, Y1 =Ar,.... Y, = Ay = P[Yo = Ao Q(Ag, A1) - - Q(Ap—1, An).
On pourra utiliser la notation (aq,...,ar) ~ (b, ...,br) pour indiquer que
a; = by, ag =by,...,a;, =bp_1,

et définir une matrice @ telle que Q(A, B) > 0 uniquement si A ~ B. En déduire que (Y}, )nen
est une chaine de Markov, donc on précisera 1’espace des états, la matrice de transition et
la loi initiale.



2. On suppose dans cette question et dans toutes les questions qui suivent que (X, )nen est irré-
ductible sur I'espace d’états X. Montrer que la chaine-serpent (Y},),en est alors irréductible
sur 'espace d’états 2).

3. On suppose que (X, )nen est récurrente irréductible sur X. Montrer que la chaine-serpent
(Y )nen est alors elle aussi récurrente irréductible sur ). Indications :

— Etant fixé un état-serpent A = (ag, . .., ar) dans ), a chaque retour en ag de (X, )nen,
il est possible de suivre exactement le serpent A.

— On pourra alors considérer la chaine (X,,),en & certains des temps de retour Téf ) en ag,
choisis de sorte que les serpents YT‘,EIE;) soient des variables indépendantes.

4. On suppose que (X, ),eny admet une mesure de probabilité invariante 7 sur X. Montrer que
(Y)nen admet une mesure de probabilité invariante II sur 9), et donner les valeurs de cette
mesure.

Dans la suite de 'exercice, N > 4 est un entier fixé, et on note X la grille [0, N] x [0, N] formée
par les paires d’entiers positifs plus petits que NN ; voir ci-dessous pour le cas N = 4.

(N,N)

(0,0)

L’ensemble X contient donc (N + 1)? éléments, et une matrice stochastique naturelle sur X est

1 .
H Y
Pla,y) = {d sia oy

0 sinon.

Ici,  <» y veut dire que x et y sont voisins, et degx est le nombre de voisins de z; ce nombre
vaut 2, 3 ou 4 selon la position de x sur la grille. Ainsi, P est la matrice de la marche aléatoire
aux plus proches voisins (X,,),en sur la grille X.

5. On pose L = 2, et on s’intéresse dans tout ce qui suit a la chaine (Y},),en des serpents de
taille 2 associée a la chaine de Markov (X,,),en de matrice P sur X. Expliquer pourquoi
(Xn)nen est une chaine irréductible récurrente positive sur X. Est-ce aussi le cas de (Y},)nen
sur ) 7

6. Combien y-a-t’il de sommets de degré 2, respectivement 3, respectivement 4 dans X 7 Calcu-
ler la somme ) _, degx, et montrer que la mesure de probabilité invariante pour (X, )nen
s’écrit :

_ degz

@) = NN D
7. En utilisant la formule trouvée a la question 4., donner la valeur de
I(ag, a1, as),

ou IT est la mesure de probabilité invariante sur ), et (ag, a1, az) est un état-serpent arbi-
traire. En déduire que II(ag, a1, az) ne dépend que de a;.



8. On distingue trois types d’états-serpents de longueur 2 :

— les états-serpents de type A sont les allers-retours (ag, a;, ay = ag) : e==e .

a2

— les états-serpents de type B sont les angles droits (ag, a1, az) avec [ag, a1] et [ay, as]

ag al
o——eo .

segments perpendiculaires :

[ J
a2

— les états-serpents de type C sont les suites (ag,a1,a2 # ag) avec [ag, a1] et [ay,as]

ay a2

segments paralléles : ‘o——e——e .

On partitionne ) en les trois parties Ya, Pp et P formées par les états-serpents de type
A, B et C. Calculer en fonction de N les mesures I1(Q4), I1(Yp) et [1(Y¢). Commenter ce
résultat. On fera attention au fait que des états-serpents de méme type et de méme point
de départ n’ont pas forcément la méme probabilité sous II.
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Si f:NxN — N est la fonction définie par f(a,b) = max(a,b), alors X,, = f(X,—1, Z,)
pour tout n, donc par le théoréme de représentation des chaines de Markov, comme les
variables Z,, sont indépendantes, (X,,)nen est une chaine de Markov d’espace d’états X = N.
Sa matrice de transition est :

P(i,j) = PIf(i, Z2) = j] = Plmax(i, Z) = j,

ou Z est une variable géométrique de parametre p. Distinguons trois cas :
— Si j <4, alors max(i, Z) # j, donc P(i,j) = 0.
— Si j = 4, alors max(i, Z) = i si et seulement si Z < 4, ce qui arrive avec probabilité
> imo(l=p)Yp=1—(1—p)™*" Done, P(i,i) = 1 — (1 — p)*.
— Si j > i, alors max(i, Z) = j si et seulement si Z = j, ce qui arrive avec probabilité
(1—p)p.
Conclusion : la matrice de transition de la chaine (X,,),en est

0 si j < i,
P(i,j)=<1—(1—-p)*t sij=1,
(1—p)p sij > i.

La chaine (X,,)nen est presque srement croissante : si n < N, alors X,, < Xy avec proba-
bilité 1, car
Xy =max(X,, Zni1, Zngo, -5 Zn) = X

En particulier, on a PY="(1,0) = 0 pour tout m = N —n > 0, donc la chaine n’est pas
irréductible.

Montrons que tous les états sont transients. Notons que la loi P, sur les trajectoires dans
NN est la loi de (X, )nen conditionnellement & I'événement Zy = k. Alors, comme (X,,),en
est croissante, 1’état k est visité une infinité de fois si et seulement si (X,,)nen est la suite
constante (k,k,k,...), ce qui est équivalent & demander que

Yn>1, Z,<k.

)k+1

Or, tous ces événements ont la méme probabilité 1 —(1—p < 1, et ils sont indépendants :

P [k est visité une infinité de fois] = P[vn > 1, Z, <k =[] (1 - (1 - p)**) =0.
n=1

Donc, k est un état transient pour tout £ € N. On en déduit que presque stirement, chaque
état n’est visité qu'un nombre fini de fois; ainsi, X,, sort avec probabilité 1 de tout segment
initial [0, K, et on a donc
P | lim X, = +oo| = 1.
n—oo
Cherchons les mesures invariantes non nulles pour la matrice de transition P. L’équation
d’invariance s’écrit :

E

-1

v(k) = (WP)(k) = Y v(j) P(j.k) = v(k) (1= (1 =p)"") + > v() (1 —p)p,

JeN J

Il
o
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ce qui se transforme en :

k-1
v(k)(1—p)* =) v(i) (L -p)p
7=0
Ainsi, v(k) est déterminé par les valeurs précédentes v(0), ..., v(k—1), et si l'on fixe v(0) =

a, alors il y a une seule solution au systéme triangulaire d’équations ci-dessus. On a :

Si v(0) = «, alors v(1) = qo, v(2) = qga+ o) = q(qg+ D)a, ¥(3) = qqlg+ 1) + g+ 1)a =
q(q + 1)?a. On devine que v(k) = q(q + 1)* ' pour tout k > 1. En effet, si le résultat est
vrai au rang k, alors au rang k + 1,

V(kz+1):q<1+Zq(q+1)j_l>a:q(l—kq%)a:q(qjtl)ka.

On conclut que toute mesure invariante s’écrit v(k) = ﬁ a pour un certain coefficient

a >0 (pour k£ > 1). Or, en utilisant I'invariance en k = 0, on a aussi :
v(0) = (wP)(0) = »(0) P(0,0) = v(0) (1 = p).

Donc, v(0) = a = 0, et on a en fait v = 0! Ainsi, 'unique mesure invariante pour P est la
mesure nulle (donc de masse finie).

Par définition, pour toute suite finie (ay, ..., a,) d’éléments de X,
P[Xo = ao, ..., Xn = a,] = mo(ag) Plag,a1) -+ Pan_1,a,).
Si
Yn = (Xn; Xn—i—la Ce >Xn+L) = (CL(), ai, ... ,CLL)

pour un certain entier n, alors la chaine (X,,),en a effectué les transitions ag — a1,a; —
as,...,ar_1 — ar, donc les probabilités de transition correspondantes sont positives :

P(ag,a1) P(ay,as) -+ Plag—1,ar) > 0.

Ainsi, presque siirement, (Y;,),en est un processus a valeurs dans 2). Notons de plus que
par construction, pour tout entier n, Y,, ~ Y, 1 avec probabilité 1. Donc, pour déterminer
les probabilités trajectorielles de la suite (Y},),en, on pourra donc se restreindre aux suites
finies (Ao, ..., A,) d’éléments de Q) telles que Ag ~ A;, Ay ~ As, etc. Fixons donc une
telle suite : elle est déterminée par une suite finie (ag,...,a,y+7) d’éléments de X avec
Ay = (ag, agy1, - - -, agy ) pour tout k € [0,n]. On calcule alors :

IP)[YOZACH K:A177Yn:An]
= P[XO = Ao, X1 =Aay,... 7Xn+L = an+L]
= mo(ag) P(ag,a1) -+ P(apsin-1,a,) car (X, )nen est une chaine de Markov de matrice P

= (Wo(ao) P(ag,ay) -+ P(GLA,GL)) P(ar,ar1) Plapt1, anye) - Planyp—1, nyr).



Remarquons que le terme entre parenthéses au début de la derniére ligne est P[Yy = Ag], et
qu’on a ensuite un produit de n termes. Pour (aq,...,ar) et (by,...,br) dans 2, posons

P(aL,bL) Si (ao,...,aL) ~ (bo,...,bL),
0 sinon.

Q((ao,---,GL),(bo,...,bL)):{

Alors, le calcul précédent se réécrit :
]P[YO == A07 Yi = Ala ce. 7Yn = An] = IP[Yb = AO] Q(A07 Al) e Q(Anfly An)>

donc (Y,,)nen est une chaine de Markov sur ) avec matrice de transition Q). Cette matrice

est bien stochastique : si A = (aqg,...,ar) € 2, alors
Y QAB) = ) QAB)= > P(ag,by) =1
BeY B|B~A bpeX|P(ar,br)>0

car une suite B € g) telle que B ~ A est entiéerement déterminée par sa derniére valeur by
La loi initiale de la chaine-serpent est

Iy (ag, . ..,ar) = P[Yy = (ag, .. .,ar)] = mo(ap) Plag,a1) - -+ Plap_1,ar).

I1.2 Supposons la chaine (X,,),en irréductible, et fixons deux états-serpents A = (aqg, ...,ar) et
B = (by,...,br) dans ). Par hypothése, il existe un chemin de longueur m > 1 reliant ay,
a by dans X, donc des états xy, ..., 2,1 tels que P(ap,z1) > 0, P(xy,z9) > 0, etc. jusqu’a
P(z-1,b9) > 0. Quitte a rajouter des boucles, on peut supposer m > L+ 1. Notons alors :

A= (a07"'7aL)
C) = (ala e ,CLL,9€1)
CQ - (CLQ, -..,ar, xl?‘/L‘Q)
Cry1= (xh ce 7$L+1)
C1m—1 = (xm—l—ln s 7xm—1)
C’m - (xm—L7 s Tm—1, bO)
Crgr-1 = (iUm—b bo, - - - 7bL—1)
B = (by,...,br).

Les faits suivants sont immeédiats :

— Tous les (L + 1)-uplets d’états C; sont dans ) (soit parce que A et B sont dans 2), soit
par hypothése sur les z;).
- OH&ANol, Cl NCQ,...,Cm+L_1 ~ B.
— Plus précisément, Q(A,Cy) = P(ag,x1) > 0, Q(C1,C) = P(x1,x2) > 0, etc. jusqu’a
Q(Cptr-1,B) = P(br—1,b1) > 0.
Dong, il existe un chemin de longueur m + L reliant A & B dans ) par des transitions de la
matrice ), et la chaine-serpent (Y},),en est irréductible.
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Supposons (X, ),en récurrente irréductible, et fixons A = (ag,...,ar) € 2. On a donc par
hypothése P(ag,a1) P(ay,a2) - Plag_1,ar) > 0. L’idée intuitive est la suivante : & chaque
retour en ag de (X, )nen, la chaine a une petite probabilité positive de suivre exactement le
serpent A, et comme il y a une infinité de retours avec renouvellement de la chaine a chaque
retour, ce serpent A sera traversé lui aussi une infinité de fois avec probabilité 1. Donnons
maintenent une preuve rigoureuse. Comme la chaine (X,,),en est récurrente irréductible, les

temps de retour T(gé), Tao ;... de (X,)nen en ag sont tous finis avec probabilité 1 :

T(k)—mf({n>7'(k Vi1 X, = ap}) < 400,

avec par convention r(ﬁo) = (0. Rappelons alors que les excursions

(k) —
(g) — XTéIS) ; XTéIS)‘Fl’ e ’X‘I‘ég+1)*1

sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi (& valeurs dans l'espace des suites
finies d’éléments de X commengant par ag). Regroupons ces excursions par blocs de L + 1
excursions : on pose donc

— g n(L+1)+1) | g( n(L+1)42) | éa(n L+1)+L+1)

= (XT%L(LH)H) , XT,%)-H’ o

, XTégH)(LH)H—l) .

Par regroupement, ces suites finies sont indépendantes et de méme loi pour n parcourant
I’ensemble des entiers, et par construction, chaque .%, est au moins de longueur L + 1,
puisque chaque excursion est au moins de longueur 1. Alors,

P[.#,, commence par (ay,...,ar)] = P(ag,a1) P(ay,az) - Plag—1,ar) >0

est la méme probabilité pour chaque variable .%, (ici, on utilise la propriété de Markov forte

. L+1)+1 . :
qui assure qu’au temps réff( )+ , la chaine X recommence avec loi P, ). Posons
E, = {%#, commence par (ag,...,ar)}

pour n > 0. Ces événements correspondent a des expériences de Bernoulli indépendantes et
toutes de méme probabilité positive. Il y a avec probabilité 1 une infinité de succes, et si E,
se réalise, alors

Y;_(n(LH)H) = A.
ag

Ainsi, I’état-serpent A est visité une infinité de fois avec probabilité 1, donc la chaine-serpent
est récurrente irréductible.

Si X est choisi suivant la mesure invariante 7, remarquons que la loi du serpent Y est
P[Yy = (ag, a1,-..,ar)] = w(ag) Plag,a1) - Plap_1,ar)

pour tout état-serpent A = (aq,...,ar). Notons II(A) le terme de droite de cette équation,
et vérifions que c’est une mesure de probabilité invariante sur ’espace des états-serpents 2).

— mesure de probabilité : on a

> Mag,....,a)= Y w(ao) Plag, @) Plar1,ar)

(ag,....ar )€Y (ag,...,ar)EXL+1
=Y (7P")(ap) = > w(ay) =1
ar€X ar€X

car la condition P(ag,ay)---P(ar—1,ar) > 0 est surperflue pour Iévaluation de la
somme (on rajoute des termes nuls).



I1.5

I1.6

IT.7

I1.8

— invariance par la matrice @) :

(I1Q)(ag, - . .,ar) = M(a_1,...,ar_1) Plar_1,ar)

a—1|P(a—1,a0)>0

m(a_y) P(a_y,a9) -+ Plap_1,ar)

i\

= (7P)(ag) P(ag,ay)---Plar_1,ar)
(ao) P(ao, al) tee P(CLL_l, CLL) = H(CL(), Ce ,CLL)

|
=)

car 7P = .

Comme la grille est un graphe connexe, on peut bien rejoindre toute paire de sommets par
des transitions de la matrice P, donc (X,,)nen est une chaine irréductible. Comme 1'espace
des états est fini, la chaine (X,,),en est automatiquement récurrente positive, avec une
unique mesure de probabilité invariante w. D’aprés la question 2., (Y},)nen est également
une chaine irréductible sur ’ensemble des états-serpents 2), et d’aprés la question 4., elle
admet une mesure de probabilité invariante II, donc elle est récurrente positive (on pourrait
aussi remarquer que ’ensemble ) des états-serpents est fini, ce qui impose de nouveau la
récurrence positive).

Les 4 coins de la grille sont de degré 2; les 4(N — 1) points au bord de la grille (mais pas
dans les coins) sont de degré 3; et les (N — 1)? points qui ne sont pas au bord sont de degré
4. Par conséquent, la somme de tous les degrés est :

D degr =4x2+44(N—1)x3+(N—1)>x4=4(2+3N -3+ N*—2N+1) = 4(N*+ N).

zeX

Veérifions alors que p(z) = degz est une mesure invariante pour P ; par renormalisation,

m(x) = 4]\?(‘}]\511) sera alors I'unique probabilité invariante. On calcule :

WP = Y ul) Ploa) = 32 GEL = 37 1 = dega = (o)

ylyez ylyez ylyez

Pour tout état-serpent (ag, a1, as), on a :

deg ag deg ag 1 1
I =—_ P P =
(ao,al,ag) 4N(N—|— 1) (aoaal) (a17a2) 4N(N + 1) deg ao degal
1 1

TAN(N +1) degay
La mesure d’'un état-serpent de longueur 2 ne dépend donc que du degré de son point milieu
aq.

Sous-partitionnons les ensembles d’états-serpents de type A, B et C en fonction du degré
du point milieu a;. Le tableau suivant donne les cardinaux de chaque type d’état-serpent :

A B C
dega; =2 8 8 0
degay =3 | 12(N —1) | 16(N —1) | 8(N — 1)
dega; =4 | 4(N —1)? | 8(N —1)* | 4N —1)?




En sommant les contributions, on obtient :

A AN+ (N-1? 11
H®@a) = IN(N +1) VRS
44+ B(N-1)+2(N -1 1 N-1
H(s) = AN(N +1) T2 6N(N+1)
SIN-1)+(N-1? 1 N+5
H(e) = AN(N +1) T4 2N(N+1)

12
s’il n’y avait pas de bord a la grille (N = +00), étant donnée la premiére partie (ag, a;) d’'un

serpent de taille 2, il y aurait toujours une chance sur 4 de revenir sur ses pas pour choisir as
(type A), une chance sur 4 de poursuivre dans la méme direction (type C), et une chance sur
2 de bifurquer & angle droit (type B). Les bords de la grille empéchent de choisir les types B
et C dans certains configurations, ce qui méne & une probabilité légérement inférieure pour
ces types, et légérement supérieure pour le type A.

Lorsque N tend vers I'infini, les probabilités des trois types tendent vers 1, 1 et i. En effet,



