Correspondance de Markov-Gibbs et simulation de champs aléatoires

On appelle champ une famille de variables aléatoires indicées par les sommets d’un graphe. Lobjectif du devoir est
d’étudier un certain type de champ aléatoire : ces champs sont caractérisés par une propriété qui généralise la définition
des chaines de Markov. On montrera que les lois de ces champs sont toujours données par des expressions semblables a
celle définissant le champ du modele d’Ising (mesure de Gibbs). Par aillenrs, il est toujours possible de simuler de tels
champs en utilisant des chaines de Markov, et la derniére partie du devoir est consacrée a ces techniques de simulation.

1 Indépendance conditionnelle et propriété de Markov

Soit X, Y, Z trois variables aléatoires a valeurs dans des ensembles dénombrables X, %), 3. On dira que X et
Y sont indépendants conditionnellement a Z si, pour toute valeur z € 3 telle que P[Z = z] # O et tous z € X et

y€P,ona
PX=zetY=y|Z=z2=PX=z|Z=z2] xPY=y|Z=2]

1. Montrer que X et Y sont indépendants conditionnellement a Z si et seulement si, pour tous y € 2) et
z€Jtelsque P[Y =yet Z = z] #0, et pour tout = € X,

PX=z|Y=yetZ=2]=PX=z|Z=2z]
2. Soit X un ensemble dénombrable et (X, ),en une chaine de Markov de matrice P sur X. Montrer que

pour tous entiers N > n > 1, les variables X,, € X et (Xo, X1,..., Xn_2, Xni2,..., Xn) € V2 sont
indépendantes conditionnellement a (X,,_1, X,,+1) € X2. Donner la valeur de la loi conditionnelle

P[Xn =X | Xn,1 = a, Xn+1 = b]

Ainsi, si 'on représente le temps discret par une droite, alors chaque variable X, est indépendante des autres
variables conditionnellement aux valeurs prises par les deux variables voisines (Xp,—1, Xp41).

o o —
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La section suivante étend cette définition a des familles de variables indicées par les sommets de graphes plus
généraux.

2 Champs de Markov et champs de Gibbs

Dans tout ce qui suit, G = (V, E) est un graphe simple fini : V' est un ensemble fini de sommets, et E est
une partie de ’ensemble des paires {a,b} de sommets distincts (a # b). On a dessiné ci-dessous un exemple
avec 8 sommets et 9 arétes. Les voisins d’'un sommet v sont les sommets w tels que {v, w} appartient & E. On
notera N, I’ensemble des voisins d’'un sommet v; dans exemple ci-dessous, N1 = {2,3} et Ny = {2,3,5,6}.
On notera aussi N, = {v} U N, et M, = V \ N,.




Soit X un ensemble dénombrable. Un champ sur le graphe G et a valeurs dans X est un ensemble de variables
aléatoires (X, ),cy a valeurs dans X. Sa loi est la fonction

Pl(zy)vev] =PV € V, X, = ]

sur XV. On dit que le champ (X,)vev a la propriété de Markov si, pour tout sommet v € V, les variables X,
et (Xy)wenm, sont indépendantes conditionnellement a (X, )wen,. Ainsi, conditionnellement aux variables
voisines, toute variable X, est indépendante des autres variables X,,. La loz locale d’un champ de Markov est la
fonction

m: | | 2N —0,1]
veV
(Ty, (Tw)wen,) — P[Xy = xy |Yw € Ny, Xy = Top)-

Pour que la loi locale soit bien définie en (x4, (24 )wen, ), 1l faut que P[Vw € N,,, X,, = z4,] soit non nulle.
Dans ce qui suit, pour s’assurer de cela, on supposera toujours que le champ (X,),ev est positif : pour toute
famille (x,),ev € XY, P[(2,)er] > 0. Autrement dit, toutes les valeurs de champs possibles ont une proba-
bilité strictement positive. Alors, la loi locale IT est une fonction bien définie et strictement positive sur tout

uveV %NU'

3. Soit (X,)pey un champ de Markov positif de graphe G = (V, E) et d’espace de valeurs X. Quitte a
énumérer les sommets, on peut supposer que V' = [I, N] = {1,2,..., N}. Montrer que pour toutes
familles (x,)vev et (yo)oey dans XV, on a

N

PX;, =z | X1 =21,...,Xi=1 = i1, Xit1 = Yit1,---» XN = YN]
Pl(x vi= P vl
(@0 )uev] (ZI_[1 PX;, =y | Xi=21,...,Xi=1 = zi—1, Xit1 = Yit1,-- -, XN = yN] [(Be)vev]

En déduire que si la loi locale IT : | |, 2N - (0, 1] est fixée, alors la loi globale P : ¥ — (0,1] du
champ (X)ycy est uniquement déterminée.

Parmi les champs de Markov, une sous-famille intéressante est formée par les champs de Gibbs associés & des
potentiels. Dans un graphe G = (V, E), une cligue C' C V est un ensemble de sommets tous voisins les uns des
autres : siv,w € C et v # w, alors {v,w} € E. On note €(G) ensemble des cliques de G'; c’est une partie
de I’ensemble P (V') des parties de V, qui contient en particulier tous les singletons-sommets {v} et toutes les
paires-arétes {v,w}. Par exemple, si G = [1, d]? est la grille carrée

(d,d)

(1,1)

alors €(G) est uniquement composé des sommets et des arétes. Dans le graphe dessiné au début de la sec-
tion, {2,3,4} et {4,5,6} sont aussi des cliques. Un potentiel sur le graphe G est une famille de fonctions
V = (Vo)cee(a) indicées par les cliques de G, avec chaque fonction

Vo : X9 5 R.



La mesure de Gibbs associée a un potentiel V est la mesure de probabilité sur ’ensemble des champs XV définie
par:

1

Pv[(zo)vev] = —exp | - > Ve ((@)weo) |
v cee(G)

ou Zy est la constante de normalisation 0, v exp <— >_cee(G) VC((%)vGC))-

4. Montrer qu'un champ (X,),cv donné par une mesure de Gibbs de potentiel V a la propriété de Mar-
kov. Donner dans ce cadre la valeur de la loi locale IT en fonction du potentiel V. On pourra simplifier
I’expression de P[X, = zy | (Xw)wer, = (Tw)wenr, €t (Xuw)wen, = (Tw)wen,] pour ne faire apparaitre
que des potentiels Ve ((24)vec) avec C clique contenant v, et donc incluse dans le voisinage N,.

5. On suppose que G est la grille carrée [1, d]?, que X = {—1, 1} et que le potentiel V est défini comme suit :

V{v}($v) = —Huxy;

Viww} (T, Tw) = —J T2y
avec H, J constantes réelles. Ainsi,
1
Pl(xy)vev] = A exp| H Z Ty +J Z Ty Tow
veV {v,w}eFE
C’est la loi d’Ising avec champ magnétique H et interaction J entre les voisins. Montrer que la loi locale

sécrit :
€xp (‘T’.U (H + JZwENu x“’))
2cosh(H +J Y en, Tw)

H(xva (‘Tw)wENu) =

3 Le théoreme d’Hammersley-Clifford

L’objectif de cette section est de montrer que réciproquement, si (X, )yev est un champ de Markov positif
sur un graphe fini G = (V, E), alors il existe un potentiel V tel que (X,,),ecy soit le champ de Gibbs associé a
ce potentiel.

6. Soit @ et ¥ deux fonctions de I’ensemble (V') des parties de V' vers R. Montrer que les deux assertions
suivantes sont équivalentes :

— pour toute partie A,

B|BCA

— pour toute partie A,

e(4)= ) (DNFu(B),

B|BCA

ou |A\ B| = |A| — | B] désigne le cardinal de A \ B. C’est la formule d’inclusion-exclusion.

7. On fixe un champ de Markov positif de loi globale P, ainsi qu’un élément arbitraire 0 de ’espace des
valeurs X. Si (2,)yev est un champ fixé et B une partie de V, notons (25

pour v € B, et qui vaut 2 = 0 pour v ¢ B. Pour A C V, posons alors

Va ((z0)vea) = Z (—1)IA\Bl log<P[(O)”€V]>_

e s Pl(2F)vev]

)vev le champ qui vaut 5 = =,



Montrer que pour toute valeur de champ (z),ecy, on a

Pl(z0)vev] = P[(0)uer] exp ( SV <(xv>veA>> .

ACV

On se donne une partie A C V contenant deux éléments s # ¢ qui ne sont pas voisins; autrement dit, A
n’est pas une clique. En séparant les parties B C A selon qu’elles contiennent ¢ ou non, montrer que

Va((@o)vea)= > (-1)"\Fllog (IM)

B
"o P[(2F)vev]

= Z (—l)IA\B| log(H(x“’(xg)weNz)>7

B
B|BCA\{t} 110, (3 wen, )

ou II est la loi locale du champ de Markov. En remarquant que les termes de la derniere somme ne dé-
pendent que de variables associées a la partie Ny, et en séparant les parties B C A\ {t} selon quelles
contiennent s ou non, en déduire que V4 ((xy)yea) = 0 pour tout vecteur (,)pea. Conclure que P = Py,
est la mesure de Gibbs associée au potentiel V.

4 Simulation des champs de Markov-Gibbs

Pour conclure notre étude des champs de Markov, fixons un champ positif sur un graphe fini G = (V, E),
avec espace de valeurs X. On note comme précédemment PP la loi globale et IT la loi locale. Soit (&,)nen une
suite de sommets indépendants et de méme loi, telle que P[{y = v] > 0 pour tout sommet v. On définit une
chaine de Markov X,, = (X, 4)vev sur espace des champs XV comme suit : si X,, est déja construit, alors
Xp41 est le champ avec les mémes valeurs que X, en tout sommet v # &,, et avec une valeur aléatoire de loi

II ( ) (Xn,v)veNgn)

en le sommet &,,. Autrement dit, on modifie une seule valeur du champ a chaque étape, en utilisant la loi locale
pour choisir cette valeur.

8. Montrer que la chaine de Markov (X,,)nen est irréductible sur espace XV, et que la loi globale P du
champ positif est réversible pour cette chaine. En déduire que la chaine est récurrente positive. Montrer
qu’elle est aussi apériodique, et expliquer comment utiliser la chaine (X, ),en pour simuler un champ de

loi P. C’est la technique d’échantillonnage de Gibbs des champs de Markov.

9. On reprend I’exemple de la question 5., par exemple avec une taille de grille d = 50. Ecrire un programme
(dans n’importe quel langage, par exemple Python ou Python/Sage) qui prend pour parametres H, J et
n et qui renvoie le champ aléatoire X, aprés n transitions.

— On pourra éventuellement travailler sur une grille torique ((Z/dZ)? au lieu de [1, dJ?) pour que tous
les sommets ait le méme nombre de voisins.

— Si l’on le souhaite, on pourra également modifier la fagon dont les sites & mettre a jour sont choisis :
st au lieu d’en prendre un au hasard a chaque fois, on les prend tous les uns a la suite des autres pério-
diquement, cela ne modifie pas les propriétés attendues du champ X, pour n grand, et a tendance a
accélérer un peu la convergence.

Commenter les champs ainsi obtenus (on pourra les dessiner avec une couleur pour les sites de valeur
+1 et une autre pour les sites de valeur —1). Quelle est I'influence de H et de J sur ces champs aléa-
toires? On appelle magnétisation d’un champ (z,),cq la valeur moyenne M = |—‘1/| > vey To- Vérifier

l, o l h/ \ 7, . ’ . .
par eXperlence € p enomene de magnetlmtlon Sponmnee suivant : pOU.I' J assez grand,

li lim E M 0.
P T (ﬁfw .| 1) >



Corrigé

1. Sil’on développe deux des probabilités conditionnelles dans la définition d’indépendance conditionnelle,

on obtient : PIX v -2 Py P
=zetY =yetZ =1z =yetZ =z
P[Z = 7] P[Z = 7] X =z]Z=2]
pour toute valeur z € 3 telle que P[Z = z] # 0. SiP[Y = yet Z = z] = 0, alors les deux termes de
I’équation valent 0, donc I’égalité est vraie. Sinon, on peut diviser les deux termes par P[Y = y | Z = ]

pour obtenir I’équation équivalente

PX=xzetY =yet Z = 2|
PY =yet Z =z

=PX=2x|Z=2]
et le terme de gauche est P[X =z |Y =yet Z = z].

2. Fixons des valeurs 4, 1, - - -, Yn—2, @, T, b, Yn o, . . ., yn dans X. On note 7y la mesure initiale de la chaine
(Xn)nen; X = X, Y = (Xo, ..., Xn—2, Xnyo,..., Xn) et Z = (X,—1, Xnt1). La formule habituelle
pour les probabilités trajectorielles d’une chaine de Markov donne :

P[Z = (a,b)] = Z mo(zo) P(xo, 1) -+ - P(xp—3,Tn—2) P(xn—2,a) P(a,z) P(x,b)

Z0s-+ T —2,2T

= (xP" 1) (a) P*(a,b).

De méme,
PX =zetZ = (a,b)] = Z mo(xo) P(zo, 1) - - P(xp—3, Tn—2) P(xn—2,a) P(a,z) P(z,b)
T0yeensTr—2
= (7P"")(a) P(a,x) P(x,b),
donc P[X =2|Z =2 =PX, = 2|X,-1 = aet Xp41 = b = W. Finalement, pour

I'indépendance conditionnelle, on a

IP[XZI'CtY: (3/07--~73/n—273/n+27--~ny) et Z = (G,b)]
= WO(?JO) P(y()ayl)”'P(yTZ—?nyn—Q) P(yn—Qaa) P(CL, .f) P(J),b) P<b7yn+2)"'P(yN—1ayN)

et

PY = (yo,---»Yn—2,Yn+2,---,yn) et Z = (a, b)]
= " 70(y0) PWo,y1) -+ P(Yn—3,Yn—2) P(yn—2,a) Pla,x) P(x,b) P(b,ynt2) - P(yn-1,yn)

= 70(y0) P(yo,y1) - - P(Yn—3, Yn—2) P(yn—2,a) P*(a,b) P(b,yn+2) - - P(yn—1,yn)
%. Ainsi, PIX =z|Y =yetZ =2 =PX =z|Z = 2] si
’événement {Y = y et Z = z} a une probabilité non nulle.

donc le ratio vaut de nouveau

3. Dans le produit, on peut réécrire chaque ratio sous la forme

P[xlv"')xivyi+17°"ayN],
]P)[xly"-)xi—byi)’"ayNy

la positivité du champ garantit qu'aucun dénominateur ne s’annule. Alors, le terme de droite de I'identité
est un produit télescopique
br Pz«
bo P1 PN-1

X Po = PN



avec p; = Plx1,..., %4, Yit1,-..,yn]. On adonc bien établi la formule annoncée, et on remarque que par
définition d’un champ de Markov,

PX; =z | X1 =21,..., Xi=1 = zi—1, Xit1 = Yit1,-- ., Xnv = yn] = (23, (a5) jen,)
avec a; = xj sij < ieta; =y;sij > i. De méme,
PX; =y | X1 = 21,..., Xiz1 = 21, Xiv1 = Yiv1, - XN = yn]| = (i, (a5) jen;).

Autrement dit, si la loi locale IT est fixée, alors la loi globale IP est enti¢rement déterminée (les rapports
de probabilité sont tous déterminés, et la normalisation 3 v P[z] = 1 fixe toutes les valeurs).

. Fixons un sommet v et calculons les probabilités conditionnelles de la question 1. pour une mesure de
Gibbs P = Py. On fixe des valeurs (x4,)ycy et on note X = X, Y = (Xy)wenm, €t Z = (Xy)wen, -
Ona:

PIX =2y etY = (Tw)wem, €t Z = (Tw)weN,] = Zly exp <_ ZVC ((xw)w60)>
C

PlY = (2w)wem, et Z = (Tw)wen,] = Z Zi exp <_ ZVC ((@(y))w60)>
C

yeXx v
avec Ty (Y) = Ty St W # v, et Ty(y) = y st w = v. Par conséquent,

exp(= ¢ Ve (Fw)wec))
2yex (= 2o Vo (Tuw(y)wee))

Dans cette expression, les sommes )~ portent sur ’ensemble des cliques €(G). Or, si v n’est pas dans
la clique C, alors les vecteurs (x4)wec et (X (y))wee sont identiques, donc les contributions correspon-
dantes des potentiels se compensent. On peut donc ne considérer que les cliques contenant v :

exp(~ Lovec Ve (wuluec))
Zyex €xp (‘ >c |veC Ve ((ffu(y))wec)) .

Siv € C,alors C C N, donc la loi conditionnelle ne dépend que des valeurs z;, et (x4 )wen, . Ceci
démontre que

PIX =2, |Y = (Tw)we, et Z = (Tw)wen,] = P[X =2y | Z = (Tw)wen, )

PIX = 00| Y = (@uuwens, et Z = (z)wen,] =

PIX =2, |V = (2w)wem, et Z = (Tw)uwen,] =

et un champ de Gibbs a donc la propriété de Markov. La valeur de la loi locale est

exp (_ > |veC Vo ((xw)w60)>
yex b (= Sejuee Ve (@)uec))

. Les cliques contenant un sommet v de la grille sont {v} et les arétes {v, w} avec w voisin de v. Le numé-
rateur de I’expressioon de la loi locale est donc

exp (H:cv+J > xvxw> = exp (m <H+J > xw>>

'UJGNU 'LUGNU

(2, (5Ew)w€Nv) =

Le dénominateur est la somme sur les deux valeurs possibles de z,, € {—1,1} de cette expression, c’est-a-

dire
wWE Ny wWE Ny wWE Ny

Le résultat est donc une conséquence immédiate de la formule générale montrée a la question précédente.



6. Si ’on considére ¥ et ® comme des vecteurs de R¥(Y) | alors les deux relations s’écrivent ¥ = M & et
® = N U, ou M et N sont les deux matrices

Map=1pca ; Nap=1lpgca(—1)M5l

Il s’agit donc de montrer que les deux matrices M et N sont inverses ’'une de I’autre. Or,

(MN)ac =Y MapNpc=> locpca(=1)P<CL
B B

Si C n’est pas incluse dans A, alors la somme ci-dessus n’a que des termes nuls, donc vaut 0. Supposons

maintenant C' C A et notons ¢ = |C| et a = |A|. Les parties B qui contribuent a la somme ont un

cardinal b compris entre c et a, et pour tout b € [c,a], il y a ({_¢) parties B de cardinal b contribuant (il
.« . 717 ,b ¢ . . .

faut choisir b — ¢ éléments dans A et pas dans C' pour compléter C' en une partie B). Ainsi,

(MN)ac = i(—l)b—c (Z:D — g(—l)k’ (a ; C) —(1—1)c = {(1) s% a=c,

b—c k=0 S1inon.

Or,siC C Aeta = ¢, alors A = C, donc on conclut que (MN)4,¢ vaut 0 sauf st A = C. Ainsi, M N
est bien la matrice identité.

7. Par la formule d’inclusion exclusion, on a pour toute partie A :
P[(
log(]P)[([vev) Z Vi ((zv)veB)
vEV BcA
En particulier, avec A = V et en prenant ’exponentielle, on obtient la formule :
Pl(@y)vev] =P[(0)vev] exp < Z Va ((w4)vea )
ACV

Il reste & montrer que les potentiels V4 s’annulent si A n’est pas une clique. Fixons deux éléments s # ¢
dans A tels que {s,t} ¢ E. On a pour commencer :

Valen) = ¥ (1) og( F0ker] )

5 Pl(@)uev]
- | B;\{t}(l)A\B log (Pm)_

Par conditionnement,

P[(xfu{t}) ev] =P[Xi = 2t | (Xw)wgpu = 0, (Xo)veB = (T0)veB] Pl(Xw)wgpur = 0, (Xo)ven = (2v)veB]
P[(l’f)ve ] = P[Xt =0 ’ ( )w¢But =0, (X’U)UEB = (xfu)vEB] ]P)[(Xw)wgéBut =0, (XD)UEB = (xv)veB],

donc le rapport des deux probabilités vaut

P[Xt = Tt | (Xw)wgéBl_lt = 07 (Xv)veB = (xv)veB]
P[Xt =0 | (Xw)wgéBut =0, (Xv)vEB = (xv)UEB] ‘

7



Or, puisque le champ est de Markov, ces probabilités ne dépendent que des valeurs au voisinage de ¢. Ainsi,
B
Pl vev] _ M@y, (28)wen,)
Pl(2)vev] II(0, (23 wen, )

Séparons maintenant les parties B C A\ {t} selon qu’elles contiennent s ou non. Remarquons que si B
ne contient pas s, alors les rapports de lois locales

(2, (x5 en) . (20, (2B)wen,)
T1(0, (25" e n,) I1(0, (2 &) wen,)

sont les mémes, car s n’est pas dans IV, et les variables apparaissant comme parameétres des lois locales ne
contiennent pas 5. On a donc :

Val(@uea) = > (-1 10g<ﬂ<:vv, (w{%)wem)

B
B|BCA\{t} I1(0, () wen, )

= Z (_1)|A\B\ 10g<H(‘TU’ (JUg)weNt))

B
B| BCA\{sUit} 10, (3 )wen,)

BU{s}

+ Z —(—1)‘A\B| log (H(mv, (x;u{s} )weM))

B| BCA\{sUt} (0, (zw " wen,)
=0

car les termes se compensent deux-a-deux. Ainsi, tout champ de Markov positif est le champ de Gibbs
d’un certain potentiel.

. Comme la loi 7 des variables &, charge tous les sommets, on peut modifier a chaque étape n’importe quelle
valeur X, du champ. De plus, comme le champ est positif, la loi locale II(-, voisinage) charge toutes les
valeurs possibles dans X, donc on peut modifier avec probabilité positive un sommet arbitraire en lui
imposant une valeur arbitraire. En réitérant cet argument pour chaque sommet, on peut passer en un
nombre fini d’étapes de n’importe quel champ (z,),cy & n’importe quel autre champ (y, ),y ; ainsi, la
chaine est irréductible.

Montrons maintenant que la loi P est réversible pour cette dynamique. Notons P la matrice de transi-
tion; par définition, P ((2y)vev, (Yv)vey) = 0 sauf si les deux champs (2, )pev et (yy)vey different en
exactement un site (ou sont égaux). Il suffit donc de montrer que, si z,, = Y, pour tout w # v avec v un
site fixé, alors

P[(‘TU)UEV] P ((xv)uev, (yU)UEV) = ]P[(yv)vEV] P ((yv)ver (xv)vEV) :

Les deux probabilités de transition sont par définition données respectivement par

(V) Wy, (2w)wen,) et 7(0) 2y, (Tw)wen,)-

Or, par la propriété de Markov pour le champ, on a

H(ym (xw)wGNU) =P (Xw)wENU = (xw)wGNU]
(Xw)wENU = (xw)wGNu et (Xw)wGMU = (xw)wGMv]
P (Xv)veV = (yv)veV]

)

wH#Y — (xw)w;év]

Dongc, le terme de gauche de ’équation de réversibilité est

7'('(1)) P[(xv)UEV]P[(yv)UGV]
P[(Xw)w;év = (xw)w;év]

8



et on obtient la méme expression pour le terme de droite, car (zy)wrs = (Yw)wso- Alnsi, P est une
mesure de probabilité réversible et donc invariante pour la chaine de Markov, ce qui implique la récurrence
positive. Finalement, a chaque étape, on peut choisir un sommet &, = v et conserver la méme valeur
T, avec probabilité positive. Donc, ’ensemble des temps de retour possibles contient 1 et la chalne est
apériodique. Par le théoréme de convergence des chalnes de Markov récurrentes positives apériodiques, la
loi de X, tend vers la loi P lorsque n tend vers P'infini : pour tout champ (x)yev,

lim P[(Xn,v>vev = (:Uv)vEV] = ]P)[(x’u)ve\/]-

n—0o0

Pour simuler la loi P du champ de Markov, on peut donc lancer la chaine (X,,)nen (2 partir d’un état
arbitraire, par exemple (0),cv) et observer en temps grand.

. Le programme suivant, écrit en Python, définit une classe Field qui permet la manipulation de configura-
tions dans XV = {+1}(Z/d2)*,

import numpy as np
import numpy.random as rand
import matplotlib.pyplot as plt

class Field:

def _ init__ (self, d):
self.dim = d
self.grid = 2xrand.randint (0, 2, size=(d, d)) — 1

def _ repr (self):

return f"Configuration_on_a_{self .dim}={self.dim}_grid"

def draw(self):
fig, ax = plt.subplots(figsize = (10, 10))
ax.set_axis_off ()
ax.set_aspect (1)
for i in range(self.dim):
for j in range(self.dim):
if self.grid[1, j] == 1:
ax.add patch(plt.Rectangle((i,j), 1, 1))
ax.set_xlim (0, self.dim)
ax.set_ylim (0, self.dim)
plt.show ()

def magnetisation(self):
return np.sum(self.grid) / (self.dim = self.dim)

def update(self, site, H, J):
x = self.grid
d = self.dim
1, j = site
theta =H + ] = (x[(i+1)%d, j] + x[(i—1)%d, j]
+ x[i, (j+1)%d] + x[1, (j—1)%d])
threshold = np.exp(theta) / (np.exp(theta) + np.exp(—theta))
val = 2x(rand.random() <= threshold) — 1
self.grid[i, j] = val

def periodic_update(self, H, J, n=1):
for _ in range(n):
for i in range(self.dim):
for j in range(self.dim):
self.update((i, j), H, J)

def GibbsSampler(d, n, H, J):



res = Field(d)
res.periodic_update(H, J, n)
return res

On a dessiné ci-dessous quatre simulations avec d = 50 (sur un tore) et n = 1000 mises a jour périodiques.

H=0,J)=0.3
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H=10.1,)=0.6

Plus le parametre J est grand, et plus il y a tendance a avoir de grandes zones toutes de méme valeur +1
ou —1. En I’absence de champ magnétique (H = 0), les deux valeurs ont la méme probabilité, et des
régions positives et négatives apparaissent en méme proportion. Si H > 0, alors les zones positives sont
privilégiées, et pour J assez grand et H > 0, ceci force quasiment toute la grille a étre positive. On aurait
un comportement opposé avec H < 0.

Mettons finalement en évidence le phénomene de magnétisation spontanée. Avec une grille de taille
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d = 30, et pour 20 valeurs de H entre 0 et 0.1, on calcule les moyennes empiriques sur 50 essais de
la magnétisation :

J = 0.3
Hlist = np.arange(0.005, 0.105, 0.005)
Mlist = np.zeros(20)
for 1 in range(20):
Mlist2 = np.zeros(50)
for j in range(50):
Mlist2[j] = GibbsSampler (30, 1000, Hlist[1], J).magnetisation ()
Mlist[i] = np.mean(Mlist2)

Avec les valeurs J = 0.3 et J = 0.6, on obtient les graphes suivants de E[M] en fonction de H :

}J=03

0.5 1

0.4 1

0.3 1

E[M]

0.2 1

0.1 1

0.0

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

1.0

0.8 1

0.6 1

E[M]

0.4 A

0.2 1

0.0

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Les irrégularités des graphes sont liées a I’approximation des espérances par des moyennes empiriques.
Par ailleurs, on considére a la fois que d = 30 est une dimension assez grande pour avoir une approxima-
tion de limg_,oc Eg s[M], et aussi que 1000 pas de I’échantillonneur de Gibbs périodique produise une
approximation assez bonne de la loi d’Ising. Quoiqu’il en soit :
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— pour J = 0.3, il semble que limy_o, (limg—,oc E, s[M]) = 0 : lorsqu’on diminue la valeur du
champ magnétique H, la magnétisation moyenne E[M] diminue également, et elle tend vers 0 si H
tend vers 0.

— en revanche, pour J = 0.6, il semble que limy o, (limgoo Ef,7[M]) > 0 : lorsque la valeur du
champ magnétique H tend vers 0, il reste une magnétisation moyenne résiduelle E[M] qui ne tend
pas vers 0. Notons également que E[M] est tres proche de la valeur maximale 1 méme pour des
petites valeurs de H.

On a ainst illustré le phénomeéne de magnétisation spontanée pour des valeurs de .J assez grandes.
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