Corrigé des exercices 1 Chaines de Markov 2025-2026

1. Chaine de Markov a deux états.

(a)

()

lim P[X, = 1] = «(1) =

Pour avoir une matrice stochastique, il faut a,b,c,d >0, a+b =c+d = 1. On peut
donc réécrire la matrice sous la forme

a 1—a
P =
Lt

avec 0 <a<let0<d<1.Si{a,d}N{0,1} =0, alors le graphe associé est :
1—a

a o/\@d
\/
1—d

Si 'une des deux valeurs a ou d vaut 0 ou 1, alors le graphe associé a moins d’arétes.
Par exemple, avec a =1 et 0 < d < 1, on obtient :

1<:>&Tv;/<:>d

Le polynome caractéristique de P est X? — (a + d)X + (a + d — 1), qui admet deux
racines : 1 et a+d— 1. Sous les hypotheses de ’énoncé, —1 < a+d—1 < 1. On vérifie

aisément que
_( 1—d 1—a )
= 2—a—d 2—a—d

est vecteur propre pour la valeur propre 1, et que n = (1, —1) est vecteur propre pour
la valeur propre a +d — 1.

Comme (7,7) est une base de R?, on peut décomposer le vecteur 7, sur cette base :
Ty = am + B pour certains coefficients o, 5. En faisant la somme des coordonnées, on
trouve :

1= mo(1) +7(2) = an(1) + (1) + an(2) + Bn(2) = a(n(1) + 7(2)) = o
Ensuite, 8 = (1) = my(1) —m(1) = m(1) — =%, Appliquons maintenant la matrice
P al'identité my =74 Bn :
T, =m+pa+d—1)"n.
Autrement dit :

1—d 1—d .
—5;;;E+(mm>—5;;;5)m+d—1>,

1—a 1—d n
_—2_a_d—(7r0(1)——2_a_d> (a+d—1)"

Comme |a + d — 1] < 1, sa puissance n-ieme tend vers 0, donc le vecteur 7, tend vers
7 lorsque n tend vers l'infini :

lim P[X, =2] =7(2) =

n—00 2—a—d ’ n—oo 2—a—d



(e) Si d =1, alors une fois atteint ’état numéro 2, la chaine de Markov ne peut plus en
sortir. On a donc 'identité d’événements :

hmz;zz}:Lﬁ{Xn:ﬂ.

n—00
neN

Par conséquent,

= lim P[X, =2] = = 1.

n— 00 l1—a

P[mnXﬁzﬂ L—a

n—oo

2. Modele de file d’attente, 1.

(a) On a une représentation du type X, ., = f(X,,,&,,1) avec des variables ¢, ii.d. et
indépendantes de X, donc par le théoreme de représentation des chaines de Markov,
(X, )nen €st une chaine de Markov. Calculons sa matrice de transition :

o si X, =0, alors X, ,; = 1 automatiquement, donc P(0,1) =1;
oesi X, >1 alors X, —X, =§,,1,donc P(k,k+1)=pet P(k,k—1)=1—p
pour k > 1.

La matrice de transition de (X, ),y est donc P, et la loi de cette chaine est Pp .

(b) Supposons p > % Remarquons que pour tout n, §, 1 x o)+ 1x  _—g =&, donc
X, > Xo"‘ZZ:l &- Or, par la loi des grands nombres, ZZ:1 §k P noocops. 2p—1 >0,
donc X,, =, o0 p.s. T00 dans ce cas. Autrement dit,

ﬂ[hnXﬁ:+w]:L

n—o0

(¢) Supposons p < 2. On a

0< X, =X+ Z(ﬁk Lix, 0T lix, ,—0) =Xo+ Z(fk +1ix, —0)(1—&))
k=1 k=1

<X+ &+2) Lo o
k=1 k=1

Par la loi des grands nombres, la somme des §;, tend vers —oo, donc pour compenser et
rester positif, il faut que ZZ=1 Lix, ,—o) tende vers +00 presque strement. Ainsi, une
infinité de fois, X;_; = 0. Le nombre de visites de 0 est donc presque stirement +oo,
et on ne peut pas avoir X, — 400 :

P.|lim X, 6 = +4oo| =0.

n—oo

3. Le probléme du collectionneur.

(a) Si l'on souhaite utiliser le théoreme de représentation pour montrer que (X,,), ey €st
une chaine de Markov, il faut faire un peu attention a la construction des variables C|.
Notons (B}),~ une suite de variables indépendantes uniformément réparties sur [1, NJ,
et notons par ailleurs ey, e,, ..., €, les éléments de E (on fixe donc une indexation). On
définit par récurrence des parties aléatoires de E : F, = (), et si

F, = {ein,l’ €y oavee iy < g < - < g

E\NF,={e;, ,..,e

jn,l’

Zn,l

}oavec j; < o < < Jn_is

In,N—1



alors on pose F,, ., = F,, U{C,, .}, ou:

C = ein’Bn+1 i Bn+1 < l’
n+1 .
si B, 4 > L

In,B, 1-1

Par construction, F, = {Cy,...,C,}, et X, = card F,,. Bien que l'indexation des
éléments de F), et de E\ F), dépende de (', ..., C,,, la variable C, , ; reste indépendante
de (Cy,...,C,) : en effet, pour tous ¢y, ...,¢c,, ¢, 1 € E,

PlChi1=chlCi=cy,...,C,=¢,] = —.

Dong, la suite de variables (C},),~; est bien une suite de variables indépendantes uni-
formes sur E. L’intérét de notre construction (plutét que de prendre par exemple
Cy = ep,) est qu'on peut facilement suivre I'évolution de X, :

Xn+1 - Xn + 1(Bn+1>Xn)'

On a donc écrit une relation de récurrence du type X, ., = F(X,,,B,,;) avec les
variables (B});>; i.i.d.; par le théoreme de représentation, (X, ),y est donc bien
une chaine de Markov. Son espace des états est ¥ = [0, N], puisqu’on a toujours
F, C E et donc X, = cardF,, < card ¥ = N. La relation de récurrence montre
que X, ., — X, € {0,1} pour tout n; par conséquent, la matrice de transition P(k,1)
s’annule en tout couple tel que [ ¢ {k, k + 1}. Les valeurs non nulles sont :

Pk, k) = P[B, < K]

= N’
k
Pk,k+1)=P[B;, >kl =1——.
N
Dire que T est fini presque stirement revient a dire que ’ensemble croissant F), défini
par F, = {Cy,--,C,} croit presque stirement vers F. Une preuve simple repose sur
I’argument suivant : considérons pour k > 0 I’événement
Ap ={Cnis1 =€1,Cnpy2 = €35, Cnpen = €nt,
avec F = {eq,...,ex}. Cet événement a une probabilité non nulle ﬁ, et les A, sont

indépendants. Donc, dans la suite d’expérience de Bernoulli (A;),~, il y a forcément
un succes, et si A, se réalise, alors Fi,,.ny = E et T'< Nk + N. Le temps T est donc
fini p.s.

Pour que T' =t avec t > N, il faut que la chaine (X)), o\ ait effectué les transitions
0—1,1— 2 etc. jusqua N —1 — N, cette derniére transition ayant lieu au temps
t. En notant ty,ty + ¢;,...,t9 + - + ty_; les instants des transitions 0 — 1,1 —
y....N—1—= N, on a donc :

P[T =t] = Z P[chaque transition k — k + 1 a lieu au temps ty + - + t5_4].

tornta 1 >1
tot ottty =t

Or, I’événement dans la somme correspond a la trajectoire suivante pour la suite
(Xn)ne[[l,t]] :
(0,...,0),(1,...,1),...,(N=1,...,N—1),N.

ty—1 valeurs t; valeurs t_q valeurs

On en déduit que
PIT =1t] = Z (1—=pg)otpo (1 —=p)" 'py (1 —py_1)¥ 1Py

toset n_121
tottty_ =t



C’est la formule du produit de convolution, pour la loi d'une somme de variables
géométriques indépendantes Gy + G| + -+ + Gy_; avec chaque G, de parametre
pp=Plk+1)=1— £,

(d) L’espérance d'une variable géométrique de parametre p est :

[[G]Zik(l—p)k‘lp=p< ! >

1—2

/

P 1
2
z=1—p p p

On a donc par linéarité de 1’espérance :

S eyt
(7= - =N = =NH,y,
o N~k =17

ou Hy est la N-ieme somme harmonique. En utilisant 1’équivalent bien connu Hp =~
log N, on en déduit que E[T] ~ N log N lorsque N est grand.

4. Marche aléatoire sur la droite et transformation M — X.

(a) La formule X,, = & + &, + -+, avec des variables i.i.d. , de loi B,(3) définit une
chaine de Markov sur Z de matrice de transition P(k,k +1) = P(k,k—1) = 1.

(b) Raisonnons par I'absurde et supposons que (M,,),,cy soit une chaine de Markov de
matrice ( sur N. On a

Q(0,1)=[P[M1=1\M0=0]=[P[X1=1|X0:o]:p(o,1):%;

1
Q(0,0) = P[M, = 0| M, = 0] = P[X, = —1]| X, = 0] = P(0,—1) 9
Alors, P[M, = 0| M, = 0] = (Q(0,0))*> = 1. Mais il y a deux chemins possibles tels
que My =0:
1 1 1

d’ou une contradiction.

(¢) Si M,,—X,, =0, alors X, est égal a sa valeur maximale jusqu’au temps n, et au temps
suivant :

e avec probabilité 3, &, =1, donc X, ,; = X, +1et M, ; =X, ;. Onaalors :
(Xn+17 Mn+l - Xn+1) - (Xru Mn - Xn) = (17 0— O) = (17O>
e avec probabilité 1, ¢, ., = —1,donc X, ., =X, —let M, =X, =X, ;+1
On a alors :
(Xn+17 Mn+1 - Xn+1> - (Xn7 Mn - Xn) = (_17 1— O) = (_17 1)
Si M, — X, >0, alors X, n’est pas égal a sa valeur maximale jusqu’au temps n, donc
(Xn+17 Mn+1 - Xn+1) - (Xn7 Mn - Xn) = (XnJrl - Xn7Xn - XnJrl) = (§n+17 _§n+1>'
(d) On peut donc écrire (X,,, 1, M, ;1 —X,,11) = fF((X,,, M, —X,,),&,,1) pour une certaine

fonction f et une suite de variables i.i.d. (§,,),en, donc par le théoreme de représentation
des chaines de Markov, (X,,, M,, — X,,), e €st une chaine d’espace d’états Z x N.

(e) La question (c) permet d’écrire :

1— €n
M, — Xy =M, — X, — L, —x,50) &nt1 + L(ar, —x, —0) TH



Il existe donc une fonction g telle que M,, ., —X, .| = g(M,,—X,,, &, 1), ce qui garantit
comme précédemment que (M,, — X)), est une chaine d’espace d’états N. Sa matrice
de transition est :

1 1

P(0,0) = = P(0,1) ==

1
. . —_ = = — > .
5 ; 5 ; Pk,k—1)=P(k,k+1) 5 pour k>1

5. Chaines de Markov et fonctions harmoniques, I. Pour toute chaine de Markov de
matrice P, on a

E[f(X,) | X, =a] =) Pla,y) f(y) = (Pf)(x).
yeX
Par conséquent
X =) PIX, E[f(X,0) | X, = 2] = > PIX, = 2] (Pf)(z) = E[(Pf)(X,,)].
zeX zeX

Si f est harmonique, Pf = f, donc E[f(X,,,1)] = E[f(X,,)], et la suite (E[f(X,,)])ncn €st

constante.
6. Modéle de la ruine du joueur avec p #+ %

(a) On voit 7 comme un fonction sur les trajectoires, a valeurs dans N U {+oo}. Alors, il
faut un pas de moins a (X, ), pour atteindre I'un des bords de I'intervalle [0, M]
par rapport a (X,,),,cn, donc

T(<Xn)new> =1+ T(<Xn+1>neh\l)'

L’identité est encore valable si les deux membres valent +o00. S’ils sont finis, alors

XT((X”)%N) = X1+T((Xn+l)n€w) (et vaut 0 ou M).

(b) On a f(0) =1, f(M) =0, g(0) = g(M) = 0. On écrit pour f la propriété de Markov
comme suit : si 0 < k < M, alors
f(k) = PRlr((X,)pen) <ooet Xox ) ) =0l
= Pl ((Xoi1)nen) < oot Xox, )41 =0
= pPRlT((Xps1)nen) < o0 et XT(( ES 01X, =Fk+1]

Xn+1)n€ )
+ (1 =p) Prlr(Xpi)nen) <ooet Xoqx, . )41 =01X; =k—1]

=p ﬂDk+1[T((Yn)n€N> < o0 et YT((Yn>n€N) = 0]
+ (1 =p) P [T(Yo)nen) < o0 et Yoy ) =0
=pflk+1)+(1—p) f(k—1).

Dans cette suite d’égalités, on a introduit la notation Y,, = X, ; pour la chaine décalée;
conditionnellement a X; = k £+ 1, (Y,,),,cn @ la loi de la chaine de méme matrice P
que (X,,) e, et de point de départ k 4+ 1. On traite de méme le cas de la fonction g,
en utilisant par exemple la formule E[T] = Z;’io JP[T = j] (on pourrait aussi utiliser
directement des espérances conditionnelles) :

9(k) = BEi[m((Xy)nen)] Z] Prlm(Xp)nen) = J]
=S P (X nen) 1= 1= D 0+ 1) Pelr(Xy 1)) = 1]
j=1 =0

I
Mg

n+1 neD\l) = l]



_1+p2lﬂ3k Xost)nen) =1 Xy =k +1]
Zl[Pk n+1 nGD\I)_”X _k_l]

=1+p Zle+1[T((Yn)neN) =0+ (1-p) ilﬂDk_l[T((XnH)new) I
1=0

=0
=1+pglk+1)+1—p)glk—1).

(c¢) La somme télescopique ZkM:BI d¢(k) vaut f(M)— f(0) = —1. Par ailleurs, la relation
de récurrence pour f se réécrit :

1—p
p
On a donc une suite géométrique de rapport r = 1].%1’, et —1 = 5f(0) 21;1 rk =
3p(0) 1
5p(k) = —rh 1"
f - 1— M-
Alors, pour tout k,
k—1 k k_ .M
. 1—r r¥—r
f) = FO) +) 6;() =1—+— 5 =T

(d) On garde la méme notation r = % que précédemment. Si d (k) = g(k+1)—g(k:)—1+2p,
alors la relation de récurrence pour g se réécrit :

6y(k) =7d,(k—1).

Comme 224:61 64(k) = —%, on en déduit que —% = 0,(0) 11_1";24, puis que
M 1—r
5. (k) =— k .
A s S s

k—1 .
Alors, g(k) — g(0) — 5 = Y40 8,(j) = — 2 5k done

k M 1—rF
1—2p 1—2pl1—rM’

g(k) =

(e) Supposons d’abord p < %, et donc r > 1. Alors, lorsque M tend vers Uinfini, f(k) tend
vers 1 pour tout k, et g(k) tend vers ﬁ pour tout k. Ceci laisse penser que la marche
aléatoire sur N = [0, +oc] avec pas 41 de probabilités p et 1 — p retourne toujours vers
0 lorsqu’elle part d’un entier k, et qu’elle met un temps aléatoire d’espérance %2]9 ; on
verra que ce résultat est juste.

Supposons maintenant p > %, et donc r < 1. Lorsque M tend vers l'infini, f(k) tend
vers ¥, et g(k) tend vers l'infini. Ainsi, dans ce cas, la marche aléatoire "limite” sur
N devrait atteindre le point 0 partant de k seulement avec probabilité r*: on peut de
nouveau montrer que c’est effectivement le cas.

7. Image d’une chaine de Markov.



(a) Prenons la matrice de transition sur trois états {0, 1,2} :

010
P=10 01
1 00

Si X, = 0, alors X,, = n mod 3 pour tout n € N. Soit f la fonction de {0, 1,2} vers
{0,1} définie par f(0) =0, f(1) = f(2) =1.S1 Y, = f(X,,), alors

v 0 sin=0mod 3,
" )1 sin=1ou?2mod 3.

Raisonnons par I'absurde et supposons donnée une matrice @) de taille 2 x 2 telle que
(Y,,)en soit une chaine de Markov de matrice Q). Alors,

Q0,1) =P[Y; =1]Y, =0 =P[X, € {1,2}[ X, =0] =1
et donc Q(0,0) = 0. Puis,
Q3(0,0) =P[Y3=0|Y, =0] =P[X; =0| X, =0] = 1.
Or, on peut développer Q3(0,0) = Zi,jQ(O,i)Q(i,j)Q(j,O), et comme ((0,0) = 0,
ceci implique
1=0Q(0,1)Q(1, H)Q(1,0) = Q(1,1)Q(1,0).
Alors, Q(1,1) et Q(1,0) sont des nombres dans [0, 1] dont le produit vaut 1, donc ils

valent tous les deux 1. Mais Q(1,1)+Q(1,0) = 1 # 2, d’ott une contradiction. L’'image
(Y,,)nen de la chaine de Markov (X,,),,c nest donc pas une chaine de Markov.

(b) On décompose la probabilité en fonction des valeurs de X, ..., X, . :
PIYo = 4o, -, Yo = Uns Y1 = U
= Z HD[XO :xOW"?Xn :xn7Xn+1 :xn+1]

wOGfil({yO}) 7777 wnefil({yn})
Ty €F 7 ({Ynsa})

= > P[Xy = Tg, s X,, = ] P[X o1 = Tppiq | Xo = g, oy X, =

zo€f  {yob)s -z €f H{yn})
$n+1€f71 ({yn+1})

= Z PXy=2g,..., X, =2, P(x,,%,,1)
woeffl({yo})lu efil({yn})

anrlef 17{Zn+1}
= > P[Xo = 2gs s X,y = 2] P2, f 7 ({Y411))
o€ ({Yo})sesTn € ({Yn })
- lP[YO = Yo - Yn = yn] Q(yn7yn+1)

Ainsi, (Y),),cn est une chaine de Markov de matrice ). Sa loi initiale est
P[Yy = yo| = Z (o) = mo(f ({Yo}))-
zocf({yo})
Autrement dit, c’est la mesure image f,m, de la loi initiale 7, de (X,,),,cn Par f.

(c) Fixons des nombres y; et y, dans N. Soit x et x” deux vecteurs avec le méme nombre
y; de coordonnées égales a 1. On a

N siys =y +1,
Pz, [ ' ({ys})) = 2 siys =y — 1,
0 sinon.



En effet, pour le premier cas par exemple, il y a N — y; vecteurs qui différent de = en
exactement une coordonnée, changée de 0 en 1 ; et tous ces vecteurs ont pour probabilité
de transition %

Le résultat ne dépend que de y; et y,, donc on obtient la méme formule lorsqu’on
calcule P(z’, f1({yy}). Ainsi, Y, = f(X,,) est une chaine de Markov, de matrice de

transition :

n

N —k k
kk+1) = —— ; kk—1)=—.
QUk+1)="F o QUk—1) =+
8. Transformation 2M — X.
(a) Voici sur un méme dessin une trajectoire (X,,),,cn €t la trajectoire (Y,,),,cp correspon-
dante :

n

O T T T
NN ¢ I
— 14

Comme X,, < M, , on a toujours
Y, =2M,—-X, > M, = <Orgg<ann> > X,
On a égalité si et seulement si X,, = M,, ; ainsi, Y,, = X, aux instants n ou X,, atteint

son maximum.

(b) Si X,, <Y, alors X, < M, d’apres la question précédente. Le maximum au temps
n + 1 ne pourra donc pas augmenter, car X, ; < X, +1 < M, . Ainsi,

(Xn<Yn):>(M +l:M>:>(Y—i-l:2Mn_Xn+1:2Mn_Xn_£n+1:Y _fn—i-l)‘

n n n n

n

On a donc montré que si X, < Y, alors (X,,,1,Y,,.1) = (X,, + &1, Y, — &us)-

Supposons maintenant X,, = M, = Y, . Alors, le maximum au temps n + 1 peut
augmenter d'une unité si X, ,; = X,, + 1 (dans le cas contraire, M, ; = M,). On a
donc :

(€n+1 = 1) = (MnJrl :Mn+1) = (Yn+1 = ZMn+2_Xn_1 = Yn+1>7
<§n+1:_1) :>(Mn+1:M> :>(Y+1:2Mn_Xn+1:Yn+1)

n n

Ainsi, si X, =Y, alors (X,,,1,Y,,.1) = (X,,+£,.1,Y,+1). On a donc bien montré que
(Xpi1: Yog1) = F(X,,Y,,,&,,1) dans tous les cas. Par le théoreme de représentation,
(X,,, Y, )nen est donc une chaine de Markov sur X, de matrice de transition donnée

par :

P«h04k+Ll—D):P«hmmk—Ll+n):%



sik <l et
P((k, 1), (k+ 1,1+ 1)) = P((k, 1), (k— 1,1+ 1)) = %

sik =1

(c) Comme Y, = 2M, — X, .Y, et X, ont méme parité. On sait déja que Y, > X, , et
comme M, >0,Y, > —-X,, douY, > X, >-Y,. Ainsi, X, € I .

(d) On aimerait montrer que (Y,,),,cn €st une chaine de Markov en utilisant le résultat de
I'exercice précédent ; il faut alors en particulier calculer pour (k,l) € X* la probabilité

P((k,0), fH1+1))

avec f : X — N projection sur la deuxiéme coordonnée. Par la question précédente,
f1l+1)=1I_, x {l+1}. On a donc :

P((k, D), fH U+ 1) = Y P((k,D), (,1+1))

JEl

= P((k, 1), (k+ 1,0+ 1)) + P((k,]), (k= 1,1+ 1)) = 14y

Cette valeur dépend explicitement de = = (k, 1), alors qu’elle ne devrait dépendre que
de [ pour appliquer le critere de I'exercice précédent.

(e) Supposons d’abord I” = [+ 1, et fixons k" € I;,. Notons que, pour que P((k,l), (k’,1"))
soit non nulle, il faut que k € {k" + 1,k —1}. On a donc :

ST P((k, 1), (K, 1+ 1)) = P((K = 1,0), (K, 1+ 1)) + 11y PR + 1,1, (K, 1+1))
kel

]_(k/:l/) + 1(k/<l/> . 1

2 2 2

Sil’ =1—1, on calcule de méme :

, B , , , , _ I 1
I;P((k,l),(k A=1) = P(K 4+ L1, (K, 1= 1) + P((K = 1,1), (K, 1= 1)) =0+ 5 = =,

en utilisant le fait que, puisque ¥ € I/, ona k' <!, donc k' —1 <l'+1=1.
(f) On calcule
[P[ n+l — n+1 1Yy =10,....Y, = ln]

_ IP[Yl =l,....Y, =1, ntl — ln+1]
— Z [P[(thl) ( l) < n’ n) :<kn7ln 7( n+1» n+1) (kn+17ln+1)]
- PIYi=1,....Y, =1,]
IP[<X17Y1) = <k17ll)a teey (X 7Y ) = (k 7l )]
= e = P((kp, 1)y (Bt lngr)
klaza];'rwrl [P[Yl = ll’ i 7Y7’L = ln] + 1
PIY, =1y,....Y, =1,,X, =k,]
= = P((kyy 1), (R ogr)
kn;'rwrl 1/1 - ll? . 7Yn ln] o i
- Z p (Lq el P((kn7ln)7 (kn+17ln+1))'
kn kn+1



(g) Le résultat est clair pour n = 0. Supposons le résultat établi jusqu’au rang n, et
calculons

p (k‘ ) — IP[Yl :l17“‘7Yn:ln’Yn+1 :ln+17Xn+1 :knJrl]
(ll’m’lmlnﬂ) i [P[Yl - llv ceey Yn = lna Yn+1 = ln+1] .

Le dénominateur de cette fraction se décompose comme suit :
PY; =14,...Y, = by Yo = Ly, Xy = kn-i—l]
= Z HD[Yl - ll? 7Yn = ln7Yn+1 = ln+1’Xn = kn?‘XnJrl = kn+1]

kel
- Z HD[YI = ll? 7Yn = ln7Xn - kn] P((kn’ ln)? (kn+17ln+1>>
kn€l;,
= Z HD[YI = ll? 7Yn = ln]p(ll,...,ln)(kn) P((kn’ ln)’ (kn+17 ln+1))
k€l
P((k .l k [
— Z [P[Yi :lla--an :ln] (( no n)?( n+1s n+1))
knelln l” +1

Le numérateur est égal a la somme sur toutes les valeurs possibles de X, ; de la
quantité ci-dessus, c’est-a-dire :

P((k,, 1), (ks
Z [P[Yl :ll,...,Yn :ln] (( no n)?( n+1» n+1>)‘

k€l by 1
kn+161ln+1
Lorsque I'on fait le ratio, les probabilités P[Y; = [, ..., Y, = [, ] se simplifient et on

obtient simplement
anelln P<<kn7 ln)? (kn+17 ln+1>)

anelln,fc P((kn7ln>7 <%n+1’ln+1)>‘

Le numérateur vaut % et le dénominateur vaut %card(] !

1
p(zl,...,ln,lnﬂ)(knﬂ) - m

n+1€Iln+1

) =l Ajng
1 2 ’

n+

(h) En combinant les deux questions précédentes, on obtient :

1
|]D[Yn—i-l :ln+1|)f1 =l Y, =1,]= I +1 Z P<<knvln>a(kn+1vln+l))
n knel,,

kno€h,
B card(IlnH) g +1
20, +1) 20, +1)
Le résultat ne dépend que de (1,,,1,,,,), donc on a montré que (Y,,), < est une chaine
de Markov. Sa matrice de transition est :
[+ 2 l

QUItY =577y ¢ QU= =575

9. Marche aléatoire sur le cercle et dernier site occupé.

(a) Lorsqu’on se déplace sur le cercle en partant d’un état x, 'ensemble des états visités
est un arc de cercle contenant x et croissant avec le temps, jusqu'a ce qu’il recouvre
entierement le cercle.



SiY = y est le dernier état visité, alors juste avant, 1'arc de cercle des états visités est
y+1— 2 — y—1 (en écrivant tous les entiers modulo N). On a donc 7, > 7,4 et
T, > T,_1, ce qui caractérise I'état y. Par disjonction des cas,

Y=yt={r,>7,1>7, 1 U{T,>71>7, 1}
(b) Ona f(y+1)=1et f(y) =0, et pour k ¢ {y,y + 1},

Prlry (X nen) < 7 ((Xp)nen)]

= Pk[Ty+1((Xn+1)neN> < Ty((Xn+1)n6N)]
1
2

Prlmy1 (X1 )nen) < 7 (Xpi1)nen) | Xy =k +1]

Byt (Ky ) < (X)) | Xy = £~ 1]

1 1

= 5 lPchrl[Ty+1(<Yn>nelN) < Ty(<Yn)n€D\l)] + 5 Pkfl[Terl((Yn)nGIN) < Ty(<Yn)n€D\I>]

1 1
= S S+ 1)+ 5 fll—1).

C’est essentiellement le méme argument que pour la chaine de la ruine du joueur (exer-
cice 2). On peut réécrire ceci f(k+ 1) — f(k) = f(k)— f(k—1), donc la fonction f est

affine sur I'arc de cercle y +1 -z — y. Comme il y a N — 1 pas, f(y—1) = ﬁ

(c¢) On écrit :

[P:B[Tyfl - t < Ty+1 < Ty]

= > P X, =xp,....X, =2, , X, =y—1,... X, =y+1,....X, =yl
t<u<wv
$17-~790t717éy—1»y,y+1
It+1,...,$u717éy7y+1
$u+1>--->xv—1#y

Chaque terme de la somme peut se réécrire sous la forme :
P(z,zq) Pz, 1,y — 1) P(y—Lzyq) P, 1,y + 1) P(y+1,2,,) Pz, 1,y)
=P, [X;=2,... X, =y—1] [Py_l[Y1 =Typqsey Yy y=y+1,..,Y, = Y]

avec (Y, )nen = (Xt nen, qui est une chaine de Markov de méme matrice de transi-
tion. En resommant sur les états x;, on obtient :

1
P lry1=t<m<7|=Plt=7,1<7,ulP, [T, <7,]= N1 P.lt =7, 1 <7yl
En sommant sur toutes les valeurs possibles sur ¢, on en déduit que pour x # y,
1
IPm[Ty—l < Ty+1 < Ty] = m [Pm[Ty—l < Ty—i—l]'



(d) Symétriquement, on a bien str P, [r, ., < 7, ; < 7,] = 55 P.[7,41 < 7,_1], donc en
sommant ces deux identités,

1 1 1
P.[Y =y] = ~N_1 Polry1 <7yl + ~N_1 Polryi1 < 7y1l = ~N_1

pour tout x # y. Ainsi, le dernier état atteint Y suit une loi uniforme sur X \ {z}.



