Convergence de mesures, processus de Poisson et de Lévy - Examen 15-12-2017

Durée : 3 heures. Tous les documents sont autorisés. Sont interdits : calculatrice, téléphone, ordinatenr ou
objet apparenté. Toutes les réponses doivent étre justifiées, et la rédaction sera prise en compte.

Régles du jeu. Toutes les questions doivent étre traitées en utilisant seulement :
— les résultats du cours (il faut donc démontrer tout ce qui n’y serait pas);
— ou les resultats de questions précédentes, méme si ces questions n’ont pas été traitées.

Les questions marquées d’une (%) sont plus longues a traiter que les autres, mais pas forcément plus
difficiles (elles valent plus de points).

Exercice 1. Distance de Fortet-Mourier. Soit (X, d) un espace métrique complet séparable. On note
BL(X) ’ensemble des fonctions f : X — R qui sont bornées et lipschitziennes :

sup = ||fllr < +oc.

T#YEX d<$7 y)

1. Montrer que BL(X) est un espace de Banach (espace vectoriel normé complet) pour la norme

[f1leL = l[fllee + 1f 1|z, avee || flle = Sup |f ()]

2. Montrer que pour tout compact K C X, la boule unité de BL(X) est relativement compacte
pour la topologie de la convergence uniforme sur le compact K.

On rappelle que 'ensemble .#' (%) des mesures de probabilité boréliennes sur X est un espace mé-
trique complet séparable pour la distance de Lévy-Prohorov

dpp(p,v) = inf{e > 0 | VA partie borélienne, p(A) < v(A%) + ¢},

ou A° = {x € X | Jy € A, d(z,y) < £}. On introduit une autre métrique sur . (X) : la distance
de Fortet-Mourier

deviv) = swp u(f) = ()], avee p(f) = / F(2) p(d).

fEBL(X), [IfllBL<1

3. (%) Montrer que dpy est une distance sur .Z'(X), et qu'une suite de mesures de probabilité
(#4n)nen sur X converge pour la topologie faible de . (X) vers une mesure 1 si et seulement si
dpm (fn, (1) —n—soo 0. Pour Pimplication =, on pourra faire un raisonnement par ’absurde.

4. Soient y et v deux mesures dans .Z'(X), et F une partie fermée de X. On se donne un parametre
e > 0 tel que p(F) > v(F¢) + e. Montrer qu'il existe f € BL(X) telle que || f||pr, < 1+ 2, avec
fir = 1 et fx\pe = —1. En déduire que

2
(1 + g) dFM(,U, I/) > 2¢.

5. Montrer que dpw(t, v) > 2 (dip(p, v))>%

6. Soit (X,Y’) un couplage de p et v, ¢’est-a-dire un couple de variables aléatoires avec X de loi 1
et Y de loi v. Montrer que si P[d(X,Y) > ¢] < ¢, alors e > dpp(p, v).



7. On admet la propriété suivante de dpp(u, v) : il existe un couplage optimal (X,Y) de p et v tel
que dpp(p,v) = inf{e > 0 | P[d(X,Y) > ¢] < €}. En déduire que dip(p, v) > 5 dpm(p, v).

Exercice 2. Dimension entropique et vitesse de convergence des mesures empiriques. On fixe un
espace métrique complet séparable (X, d) et une mesure de probabilité borélienne i sur X. Pour e > 0,
on note N (i, ) le nombre minimal de parties S, S, ..., Sy telles que (X \ UY, Si) < ¢, et telles
que

Vi e [1,N], diam(S;) = sup d(z,y) < e.

z,y€S;

La dimension entropique de (X, d, ;1) est la quantité positive (éventuellement +00)

log N
H(X,d, ) = limsup (_og—(,u,5)> :
e—0 loge

1. (x) Onsuppose que X = R", que d est la distance euclidienne et que p1 est une mesure absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Montrer que H(X,d, i) = h. Que peut-on dire
st on ne suppose plus £ absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue?

Dans ce qui suit, (X,,)en est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi p, et 1, est
la n-i¢me mesure empirique : p1, = £ 31" | 0x,. On sait que y1,, — p presque slirement dans .#"(X)
(on ne demande pas de redémontrer ce fait). Autrement dit, comme la distance de Lévy-Prohorov
métrise la convergence en loi, dpp(fin, 1) — 0 presque sirement. Les questions suivantes estiment la
vitesse de cette convergence.

2. Soit T' C X une partie borélienne, et 7' = | |\", S; une partition de 7" en un nombre fini de
parties boréliennes disjointes. Montrer que

muT)

E

IN

Z |14 (Si) = (3]

3. On suppose que la dimension entropique h = H(X,d, u) est finie. Montrer que tout n > 0,

Eldyp (pin, )] < n” EEET pour n assez grand. On pourra comparer p,(A) et u(A°) en décom-
posant A a I’aide d’une partition de X convenablement choisie.

Exercice 3. Front de certains processus de Poisson composés. On considere le processus de Poisson

composé (P;);>o d’intensité
1
ea;

V(d.]:) = 1$>0 daf

Notons que cette mesure intégre |x|, donc P, est intégrable quelque soit ¢ > 0.
1. Calculer E[P;], puis la transformée de Fourier E[e!*"*]. On pourra établir une équation différen-
tielle linéaire vérifiée par la fonction & — E[el¢/].

2. Pour tout parametre & > 0, on rappelle que laloi I' de paramétres («, 1) est donnée par la densité

wa—l e T 0
lyso —=——dx, avecl'(a)= e " du.
I(e) 0
Calculer la transformée de Fourier de cette loi, et en déduire la loi des marginales du processus

(P)ez0-

3. On dit qu’une variable aléatoire réelle X a un front en ¢ si elle admet une densité f(x)dx par
rapport a la mesure de Lebesgue, avec f croissante sur (—oo, t] et décroissante sur [t, +00) (on
ne demande pas que f soit continue). Déterminer le front de chaque variable P, (s’il y en a un).
Commenter.



Corrigé exercice 1.

1. 1l est bien connu que I’application || - ||« est une norme sur ’ensemble des fonctions bornées
sur X. Par ailleurs, || - ||, vérifie bien la condition ||Af||L = || || f]|L et I'inégalité triangulaire :

(F+9)@) = (F+9)W _ [f=) = fW)] | J9() = 9()]
d(z,y) - d@y) d(z,y)

d’ou P'inégalité triangulaire par passage a la borne supérieure dans le terme de gauche. Par consé-
quent, || - ||pL est la somme d’une norme et d’une semi-norme (norme sans la séparation) sur
BL(X), donc c’est bien une norme sur cet espace. Pour la complétude, si (f,,)nen est une suite
de fonctions sur X qui est de Cauchy pour || - ||gL, alors elle est 4 fortiori de Cauchy pour la
norme || - ||, donc elle converge uniformément vers une fonction bornée f (on utilise ici le
fait bien connu que (¢*°(X), | - ||) est un espace de Banach). Cette fonction limite f est bien
lipschitzienne, car pour tous z,y € X avec x # y,

@) = FW] _ @) = falw)]

< [Ifllz + llgllz

<liminf || f, ||z < lminf ||f,||sL < +oc.
neN neN

d(z,y)  noee d(w,y)
Finalement, on a bien convergence dans (BL(X), || - ||sL), car pour tous z,y, z € X avec = # v,
|(frtp — Su) (&) = (fnap — ) (9)]

= lim [(fary = f2)(2)] + d(z,y)

S sup ||fn+p - anBLa
peN

d’oti par passage a la borne supérieure || f — fullBL < sup,ey || futp — fullBL. Comme (fy)nen
est de Cauchy pour || - ||gr, on conclut que f;, =5, f-

2. Soit (fn)nen une suite de fonctions avec || f,|p. < 1 pour tout n, et K C X un compact.
Ces fonctions sont uniformément bornées et uniformément lipschitziennes sur K, donc par le
théoreme d’Arzela-Ascoli, il existe une sous-suite (f,,, )ren qui converge uniformément sur K.
Attention, en revanche, (f,,)nen n’a pas forcément de sous-suite qui converge pour la norme

, A : S o, 5 .
|| - |l (’espace BL(X) est en général de dimension infinie, donc sa boule unité n’est en général
pas compacte), ou pour la norme infinie || - ||o, sur X tout entier.

3. Dinégalité triangulaire et la symétrie de dpy sont triviales, et le seul point a vérifier est la sépa-
ration : si dpp(p, v) = 0, alors 4 = v. Notons que si dpy (i, v) = 0, alors u(f) = v(f) pour
toute fonction lipschitzienne bornée (pas seulement celles de norme || f||g1, plus petite que 1).
En effet, de fagon générale, par linéarité de I'intégrale, si p, v € 4 (X) et f € BL(X), alors

(u(f) = v < dem(pv) [ f 5L

Soit ' C X une partie fermée, et f,,(x) = max(0,1 — md(z, F)). C’est une fonction dans
BL(X), avec || fn|ls. < m + 1. Par hypothese, u(fn) = v(fm) pour tout n € N, et par conver-
gence dominée, comme limy, 00 fin(2) = lyer pour tout x € X, u(F) = v(F). On sait alors
que I’égalité de deux mesures sur tous les fermés implique I’égalité des deux mesures.

Supposons que dgy(fin, 1) tende vers 0. On va vérifier le critére de Portmanteau sur les fermés :
pour tout fermé F' C X, limsup,,_, . pn(F) < p(F). On remarque qu’avec les mémes fonctions
fm que précédemment,

i iy (frm) = p(fin) - puisque [pin(fin) = p(fin)| < (m +1) dini(pn, 1) = 0.



Comme f,(x) > lyep, ceci implique limsup,,_,. pin(F) < p(fn) pour tout m, puis, par
convergence dominée sur le terme de droite de cette inégalite, lim sup,,_, . pn(F) < u(F). Ainsi,
[l = pi-
Supposons réciproquement g, — . On raisonne par ’absurde et on suppose que dpy(fin, (1)
ne tend pas vers 0. A extraction prés, on peut donc supposer qu’il existe £ > 0 tel que :

— Un — 15

— il existe une suite de fonctions ( f,,)eny dans BL(X) avec || f,,||sr, < 1et |pn(fu) —p(fn)] > €

pour tout n € N.

Comme p,, — p et comme X est polonais, la suite (1, ),en est tendue et on peut trouver un
compact K C X tel que p1,(K) > 1 — £ pour tout . € N, et de méme pour y(K). D’apres
la question précédente, la suite de fonctions restreintes ((f,,)|x )nen est relativement compacte
pour la topologie de la convergence uniforme sur K. A extraction prés, on peut donc également
supposer f, = .|« f> [ étant une fonction continue sur K avec || f||o,x < 1. On prolonge f
en une fonction continue sur X tout entier, de sorte que || f||ooc < 1: c’est possible et le choix du
prolongement ne jouera pas de role dans la suite. Comme f est une fonction continue bornée
sur X, par hypothese, 11,,(f) — u(f). Par ailleurs,

n(F) = ()] 2 L) = i F)] = ot = (= Fo)Li)] = (10 = 1) (= f) )|
> = 2ua(X\ K) + (XN K)) =20 = Fulloesc = 5 =201 = Fulloos

)

Comme || f — fulloo,x — 0, on conclut que liminf, o |u.(f) — p(f)] > § > 0, d’ot une
contradiction. Ceci démontre 'implication (p, — ) = (dpm(pin, ) — 0).

. Considérons la fonction f(z) = max(—1,1 — 2d(z, F)). C’est le maximum de deux fonctions
2-lipschitziennes, donc elle est elle-méme 2-lipschitzienne. Par ailleurs, ses valeurs sont par défi-
nition comprises entre 1 et —1, donc || f]|s < 1. On conclut que f € BL(X) et que

2
[fllBL < 1+ -
£
Siz € F,alorsd(z, F) = 0,donc f(z) = 1.Siz ¢ F¢,alorsd(z, F) > eet 1 — 2d(z, F) < —1,
donc f(z) = —1. On a donc bien construit une fonction vérifiant les hypothéses attendues.

On écrit alors
(1+2) dowtin) 2 1= ) 2 (0= V)0 = (0= VDS +1) 2 20l) = () 2 2

. Notons que la distance de Lévy-Prohorov peut étre définie comme un infimum sur les parties
fermées au lieu des parties boréliennes. En effet, si la borne u(A) < v(A®) + ¢ est vraie pour
toute partie borélienne, alors a fortiori elle est vraie pour les fermés. Réciproquement, si elle est
vraie pour les fermés, alors étant donné un borélien arbitraire A, on a

u(A) < p(A) v ((A)F) +e=v(A) +¢
car (A)® = A¢ pour tout A et tout £ > 0.

Fixons ¢ < dpp(p,v) < 1. Ceci implique ’existence d’un fermé F' tel que p(F) > v(F*) + ¢,
donc d’apres la question précedente,

dFM(Ma V) > 2 = > —.



. . 2
Par passage a la borne supérieure dans le terme de droite, on conclut que dpy (p, ) > M.

6. Si (X,Y) est un couplage et P[d(X,Y") > €] < ¢, alors pour tout borélien A C X,
p(A) =PX € A] <PlA(X,Y) >e]+P[X € Aetd(X,Y) < ¢
<e+PXeAetY € A% <e+v(A),
donc dpp(p,v) <e.

7. Soit (X,Y) un couplage optimal, f telle que || f|lsL < 1, et & > dpp(u, v). On calcule

(=) (N = [Ef(X) = S < 2P[(X,Y) = el [[ flloo + B[S (X) = F(V) [ Taxv)<]
<2 |[flloe +ellflle < 2e (I fllsL < 2.

Par passage aux bornes, on conclut que dpy (1, v) < 2dpp(u, v).

Corrigé exercice 2.

1. Comme X = R" est polonais, 4 est tendue et on peut trouver une partie K bornée dans R”,
disons K = [—M, M 1, tfelle que p(K) > 1-e Cette partie se décqupe en ((%W ).h hyper-
rectangles dont les dimensions sont plus petites que &, et donc dont les diametres euclidiens sont
plus petits que v/h e. Par conséquent,

IM h log N log (1) 4 log(2M
N(M,\/ﬁg) S (_+1) a - Og (/'L7\/E€) S h Og(s) +1 Og(l h_l—g) _>8—>0 h
€ log(Vhe) log (1) — 5"

Ainsi, sans hypotheése supplémentaire sur p, on a toujours H(X%,d, u) < h. Supposons main-
tenant x absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. La quantité H (X, d, i) est
bien siir croissante en X et en i, donc pour montrer que H (X, d, i) > h, il sufhit de considérer
une sous-partie S C X et la restriction de g a S. On prend S = f~!([t, +0)), ot f est la densité
de 1 et ou ¢ est choisi strictement positif, mais de sorte que p(S) > 1; c’est toujours possible.
Si S; est une partie de diametre plus petit que ¢, alors

w(S) <t / ds < C(h)teh,
|s|<e, s€RM

ot C(h) est le volume de boule unité de R". Le nombre minimal de parties nécessaires pour
recouvrir S a € pres est donc au moins égal a

1
(3-¢)
2
2327 °) o NS, s ) < N(E, 1, ).
En prenant les logarithmes de cette inégalité, on obtient bien H(S,d|s,ys) > h, et donc
H(X,d, ) = h. Bien slr, si on ne suppose plus 1 absolument continue par rapport a la me-
sure de Lebesgue, alors on peut avoir une dimension entropique plus petite que h, en prenant
par exemple une mesure £ supportée par un sous-espace ou une sous-variété de dimension b — 1.

2. Par Cauchy-Schwarz, on peut écrire :

E

Z |1 (S5) — :U’(Sz)‘] <vm ZEHMn(Sz) — (S5 2.



Notons que El, (5;)] = 5 3271 Ellx,es.] = 7 2271 (i) = p(Si), donc B[ | (i) —pu(S:)*] =
var(p,(S;)). Cette variance est simplement :

Zvar e g = = (5 _ p(S)

var (g, (S

On conclut que

m

B |3 lin(S) — (5) o

3. On fixe n > 0, et pour ¢ > 0, une famille (S);<n(ue) qui recouvre X a un ensemble de y-
mesure plus petite que ¢ pres, les ST étant de diametre inférieur a e. On peut supposer sans perte
de généralité que les parties S¢ sont disjointes, quitte & prendre des parties plus petites. On note

=x\ M (1) Ge Considérons alors un borélien A. On a

pn(A) = Z fn(ANST) + pn(ANRY) < Z 1n(S7) + pn(R7)

<N () <N ()

ANSEAD ANSEAD

N(p.e)

< D ulS) + (R + D 1 — ) (S| + | — ) (7))

<N (e) i1

ANSE£0

N(,€)
p(A%) +e+ Z [ (ttn = 1) (S| + (. — ) (B

Comme c’est vrai pour tout A, on obtient

due (jin 1) <E+Z| 1))+ 1t — p) (R,

En prenant I’espérance et en utilisant la question précédente, on en déduit :

N(p,e)

EldLp (fin, )] < €+

.. . ) . ) ht
Par définition de la dimension entropique, pour € assez petit, N(u, &) < (%) " donc

1

Eldvp (pn, p)] < €+ c(htn)/2p1/2°

. : . 1 :
On choisit alors un ¢ optimal en fonction de n, supposant n assez grand : ¢ = n~ #+2+7. Ceci

1 , )
donne E[dyp(pin, pt)] < 2n~ ##2%7, et comme c’est vrai pour tout 7 > 0 et n assez grand, on peut
retirer le facteur 2.

Corrigé exercice 3.



1. On sait que Pespérance d’un processus de Poisson composé d’intensité v intégrant x est
o)
E[P|=tv(z) =t / e “dr=t.
0
Pour la transformée de Fourier, on a par la formule de Campbell

) oo ifxr 1
E[e*"*] = exp (t/ © dx) :
0 rer

Notons L(&) P'intégrale dans I’exponentielle. C’est une fonction qui vaut 0 en £ = 0, et qui est
infiniment dérivable par rapport a &, de dérivee

L'(€) = / iel€=Dz gy
0

En effet, le terme e™* dr permet de dominer toutes les intégrales de dérivées et d’appliquer le
théoréme de dérivation sous le signe intégrale. En dérivant une seconde fois et en faisant une
intégration par parties, on obtient

0o L 1 o B lL/(é)
" _ a1 _ / (ie-1)x —
(€) /0 Te dx -1, e dx e

dou L'(§) = Tclg Comme L/(0) = i, on obtient L'(§) = 1215' Si F'(t, &) = E[el*"], alors
OF(E) i

d’ou F(t,&) =

1
e=n
2. La transformée de Fourier G(a, &) de laloi I'(«, 1) s’écrit :
_ icx I D (dr) = / a—1 (i-1)z dr.
Glo§) = [T ) = s [ ame

On peut de nouveau dériver par rapport a £ pour obtenir :
0G(a,£) _ 1 OO. a (iE—1z . i

o€ _F(a)/o ix%e dx_l—ime’f)’

d’ou, pour les mémes raisons que précédemment, G(«, &) = @ On en déduit que la loi

['(t,1) et la loi de P, ont les mémes transformées de Fourier, donc sont égales.

3. Sit <1, alors la densite f,(z) = IF””(—%O 2=t e~ dz est décroissante sur [0, +00), et constante sur
(—00,0], donc la loi de P, a son front en 0. Si ¢ > 1, alors la densité f;(x) est constante sur

(—o0, 0], puis croissante sur [0, — 1], car

dfy, . lyso(t—1—a)al?e™®
) = T(t)

Elle est ensuite décroissante sur [t + 1, +00). Laloi de P, adoncun fronten ¢ —1si¢ > 1. Ainsi,
le front de la loi de P, reste d’abord constant a 0, puis avance linéairement a partir du temps 1.



