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Chapitre 1

Convergence de mesures de probabilité

Soit (2, Z,P) un espace de probabilité. On rappelle qu'une variable aléatoire X a valeurs
dans un espace mesurable (X, 9) est une application mesurable X : 2 — X. Le plus souvent,
I'espace des variables X est un espace topologique, et 8 = %(X) est 'ensemble des parties
boréliennes de X, c’est-a-dire la plus petite tribu sur X qui contient les ouverts et les fermés.
Deux exemples importants sont :

— X = Z, muni de la topologie discréte et donc de la tribu des parties B(Z) = #(Z)
(variables aléatoires entiéres) ;

— X =R, muni de sa topologie usuelle et de la tribu borélienne %(R) (variables aléa-
toires réelles).

Dans la théorie des probabilités et des modeles aléatoires, il est utile et parfois nécessaire
de travailler avec des espaces X plus compliqués que Z ou R. Par exemple, une marche aléa-
toire discréte X = (xg, X1, Xs, ..., X,, - ..) peut étre considérée comme une variable aléatoire
dans X = Z", et le mouvement brownien X = (X,),>, est une variable aléatoire & valeurs
dans l'espace X = ¢(R,,R) des fonctions continues sur R,. L'un des objectifs de ce cha-
pitre est de préciser quels espaces topologiques X sont adéquats en théorie des probabilités.
Plus précisément, on souhaitera travailler avec des espaces de variables X dans lesquels on
dispose de résultats généraux sur les divers modes de convergence d’une suite de variables
aléatoires (X,),cy. Dans la section 1.1, on rappelle quels sont les modes de convergence
usuels pour une suite de variables aléatoires, et quels sont les liens entre ces modes. Dans
les paragraphes 1.2 et 1.3, on étudie plus en détail la convergence en loi, et on montre que si
X est un espace topologique polonais, alors la topologie associée a ce mode de convergence
a de bonnes propriétés. Cette étude revient & comprendre la géométrie de 'espace .#(X)
des mesures de probabilité sur X ; c’est 'autre objectif majeur de ce chapitre.

Remarque 1.1. L’étude de la convergence de variables aléatoires dans un espace topologique
X est importante méme lorsque au final on souhaite étudier une seule variable aléatoire
X € X. En effet, de nombreux modeles aléatoires sont construits par approximation par des
modeles discrets, et en prenant des limites d’échelle. Par exemple, le mouvement brownien
est une limite d’échelle universelle pour les marches aléatoires a accroissements i.i.d. (voir le
chapitre 3), et il est donc utile de comprendre ce qu’est la convergence de variables aléatoires
avaleurs dans 6 (R, ,R), méme si finalement on souhaite uniquement étudier les propriétés
d’'un mouvement brownien.
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1.1 Modes de convergence des variables aléatoires

On fixe de nouveau un espace de probabilité (2, &, P), et un espace topologique X muni
de la tribu des boréliens %(X); et on considere une suite de variables aléatoires (X,,),cy @
valeurs dans X. L'objectif de cette section est de rappeler les divers modes de convergence
possibles pour cette suite. Ils sont résumés dans le diagramme suivant :

7 \ \
/ théoreme de \

convergence presque stire | ' convergence dominée | convergence €n norme
- >
Xn 1 X

Xn _>p.s. X

~

{ convergence en probabilité }

X, —=pX

convergence en loi
X, —X

FIGURE 1.1 — Les modes de convergence d’une suite de variables aléatoires.

> Convergence presque siire et convergence en probabilité. On rappelle que dans un
espace topologique X, une suite (x,),cy cOnverge vers x si, pour tout ouvert U contenant
x, x,, € U pour n > n, assez grand (notation : x,, —,_,. X, ou plus simplement x, — x). Si
la topologie de X est métrisée par une distance d, alors cette condition est équivalente a la
formulation plus classique :

Ve >0, dn,, Vn=>n,, d(x,,x) <e.

La convergence presque siire est 'adaptation probabiliste la plus simple de cette notion :

Définition 1.2 (Convergence presque siire). Une suite de variables aléatoires (X,,),en cON-
verge presque siirement vers une variable X si

Pl{w e Q)X (w) = 00 X(w)}] =1

On notera dans ce cas X, =, X.

Un cas particulier est celui ou X est un espace métrique muni d’'une distance d. Dans ce

cas, X, =, X si et seulement si

Pl{w € Q]d(X,(w),X(w)) =p 00 0} =1.
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Cette condition est encore équivalente a :

Ve>0, lim P[Vn=>n,, dX,,X)<e]=1.

ny— 00

Exemple 1.3. Soit (A,,),cy Une suite de variables aléatoires intégrables, indépendantes et de
méme loi dans X = R%. On pose X,, = % (A;+A,+---+A,). La loi forte des grands nombres
assure que

Xn _)p.s. E[Al]

Une notion plus faible de convergence est celle de convergence en probabilité. Dans ce
qui suit, on suppose que (X, d) est un espace métrique. Les ouverts de X sont donc les parties
U telles que, pour tout x € U, il existe £, > O tel que la boule

B(x,sx) = {y € %Id(x,y) < gx}

soit incluse dans U.

Définition 1.4 (Convergence en probabilité). Une suite de variables aléatoires (X,,) ey 4 Va-
leurs dans X converge en probabilité vers une variable X si, pour tout € > 0,

lim P[d(X,,X)<e]=1.
n—>oo
On notera dans ce cas X, —p X.

Exemple 1.5. Supposons X = R, et soit (X, ),cy Une suite de variables aléatoires telle que
E[(X, —X)*] — 0. Alors, I'inégalité de Bienaymé—Chebyshev
E[(X, —X)?
P[X,—X|>¢e] < ElX, —X)']
82
prouve que X, —p X.

Notons (A,),>; une suite de variables aléatoires indépendantes telles que

P[A, =n] =P[A ——n]—; . P[A —o]—1—;
o TR ~ 2nlog(n+1) ’ neue nlog(n+1)
On a E[A,] =0 et var(A,) = 7577, done, si X, = w, alors
1< k 1
E[X,]=0 ; ar(X,)=—» ———~
X0 var(X,) nzzlog(k+1) 2 logn

k=1

Par conséquent, X,, —p 0 (loi faible des grands nombres). En revanche, on n’a pas X,, =, 0.
En effet, considérons les événements E, = {|A,| = n}. Ces événements sont tous indé-
pendants, et Y. - P[E,] = Y., m = +00, donc, par le lemme de Borel-Cantelli,
P[limsup, E,] = 1. Ainsi, avec probabilité 1, une infinité de variables A, sont non nulles.
Autrement dit, pour presque tout w € 2, on peut trouver une suite croissante (n,(w))is1

telle que |A,, ()| = nx(w). Fixons une telle suite aléatoire, et considérons la suite des signes

& = Sgn(Ank) Sgn(Al Ra +Ank—1)7
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avec pour convention sgn(0) = +1. On voit facilement que les ¢, sont des variables aléatoires
de Bernoulli indépendantes, avec Ple;, = 1] = Plg;, = —1] = % On peut donc extraire de
(nx(w))k>1 une sous-suite aléatoire (n (w));»1, telle que

A

lel = nkl *

A”k . . . 7 N
Alors, |X,, | = 5 =1, donc on peut toujours extraire de (X,),>; une sous-suite aléatoire
l >

lel
0:¢ e )i>1 qui reste en valeur absolue plus grande que 1. Ainsi, la convergence en probabilité
n’'implique pas la convergence presque siire.

On voit immédiatement que si une suite (X, ),y de variables aléatoires converge presque
stirement dans un espace métrique vers une variable X, alors elle converge aussi en proba-
bilité. La proposition suivante précise cette implication, et le lien entre les deux modes de
convergence :

Proposition 1.6. On a (X,,),ey —p X si et seulement si, de toute sous-suite (X, Jxen, ON peut
extraire une sous-sous-suite (X - )ien qui converge presque siirement vers X. En particulier, si

Xy —ps X, alors X, —p X.

Preuve. Supposons X, —p X, et montrons qu’on peut extraire une sous-suite (X, )yey avec
Xy, —ps. X. Comme X, —p X, on peut trouver une suite croissante (M )ren telle que

1 1
]P’[d(Xnk,X) < ?] 21—

Alors, pour tout k),

1 21 1
=Ko

Comme ceci est vrai quelque soit ko, X, —, X. Donc, si X, —p X, alors pour toute sous-
suite (X, Jxen, cOmme on a encore X, —p X, ON peut extraire une sous-sous-suite (Xnkl )ien
telle que X ny P, X.

Réciproquement, supposons que (X, ),y N€ converge pas en probabilité vers X. Alors, il
existe une sous-suite (X, )iey €t un € > 0 tel que

VkeN, P[d(X,, ,X)>¢]>e.

ng>

Dans ce cas, aucune sous-sous-suite extraite de (X, k)keN ne peut converger presque stirement
vers X, car

P[ Vi1, d(X,, ,X) < e] < ]P’[d(Xnkl LX) < s] <1-—c¢. 0
0
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Remarque 1.7. La notion de convergence presque slire est purement topologique, donc, si
d et d’ sont deux distances sur X qui définissent la méme topologie, alors X,, —,; X dans
(X,d) si et seulement si X, —,; X dans (X,d’). Comme la convergence en probabilité est
liée a la convergence presque stire par la proposition précédente, on a le méme résultat pour
la convergence en probabilité : X,, —p X dans (X, d) si et seulement si X,, —p X dans (X,d").
Ainsi, la notion de convergence en probabilité peut étre étendue a tout espace topologique
métrisable ; elle ne dépend alors que de la topologie, et pas du choix de la métrique.

> Convergence dans £, (9, Z,P). Lorsque X = RY, ou plus généralement lorsque X est
un espace de Banach muni d’une norme || - ||, et de la topologie et de la tribu borélienne
associées a cette norme, un autre mode classique de convergence des variables aléatoires
est la convergence en norme. Rappelons que ’espace des fonctions intégrables ,%; (Q,7,P)
est le complété de I'espace vectoriel des fonctions en escalier

Escy(Q, Z,P) = {f =Z1Ai x; | Vie[1,n]l, x; € X et A, eﬂ}
i=1

pour la norme

n
= Z]P’[Ai] |||l siles parties A; sont disjointes.
@1 i=1

En particulier, par construction, ,‘K;(Q, Z,P) est un espace de Banach, dans lequel I'espace
des fonctions en escalier Escy(Q2, Z,P) est dense. Si X = R, on notera plus simplement
L2(9Q,7,P)=2'(Q,7,P).

Soit (X,,),en Une suite de variables aléatoires a valeurs dans X, avec chaque variable
X, € £y (0, Z,P).

Définition 1.8 (Convergence en norme). On dit que (X,),cy converge en norme vers X €
Ly (Q, ZF,P) si

1Xp =Xl gr =E[IIX, —Xllx] = J X () =X (w)llx Pldw]
Q

tend vers 0. Autrement dit, (X,,),cy converge vers X dans Uespace vectoriel normé 3;((2, Z,P),
et on note alors X,, = 1 X.

Proposition 1.9. Si X, — 41 X, alors X,, —p X.

Preuve. Par I'inégalité de Markov,

Ef[IX, —X
PLIX, — X[y > ] < 20X =Xl 0
£
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Théoréeme 1.10 (Convergence dominée). Soit (X,,),cy une suite de variables aléatoires a
valeurs dans Uespace de Banach (X, || - ||y), et tel qu’existe une variable aléatoire réelle positive
R avec E[R] < 400 et

1X;(0)llx < R(w)

pour tout n et pour presque tout w. Si X, =, X, alors X € G%;(Q,g,]?) et X, 241 X. En
particulier, lim,_, ., E[X, ] = E[X].

Preuve. Soit ¢ > 0. Comme R est intégrable, il existe un réel M > 0 tel que E[R 1z, ] < €
(les fonctions en escalier ont évidemment cette propriété, et il suffit ensuite d’utiliser la
densité des fonctions en escalier dans ,‘Z;(Q, Z,P)). On note A la partie mesurable de Q
constituée des w tels que R(w) < M. Comme X, —,; X, il existe une sous-partie mesurable
A, CA, et un entier n, tels que :

]P)[A\Aa] < Vo eAs: Vn= Ny, ”Xn((l))_X(O))“x <e.

€
M
Alors, pour tous n;,n, > ny,

E[11X,, — X, llx ] S E[UX, —Xllx + 11X, = X11:)1a | +E[2R 144 |+ E[2R 1\, ]
S28+2M%+2€=68.

Dongc, (X, ),ey €st une suite de Cauchy dans ,CZ;(Q, Z,P), et comme cet espace est complet,
il existe une variable aléatoire intégrable Y telle que X,, — 41 Y. En particulier, X, —; Y,
et comme par ailleurs X, —,; X, X,, —p X, donc la suite (X,),ey converge en probabilité
simultanément vers X et Y. Il est facile de voir que ceci implique X =Y presque stirement, et
ainsi, X est intégrable et X, — 41 X. Finalement, comme I’espérance est une forme linéaire
continue sur £ (2, Z,P), E[X,] =, E[X]. O

Pour préciser le lien entre convergence dans gé(ﬂ, Z ,P) et convergence en probabilité,
on a besoin de la notion d’'uniforme intégrabilité. Une suite (X, ),cy de variables aléatoires
intégrables est dite uniformément intégrable si, pour tout € > 0, on peut trouver un réel
positif M tel que

VneN, E[IX,llx Ljx jom] <€

Théoreme 1.11 (Uniforme intégrabilité). Une suite de variables aléatoires intégrables (X ,),en
converge en norme vers X € .,%32 (22, Z,P) si et seulement si X,, =p X et (X,)pey €St uniformé-
ment intégrable.

Lemme 1.12. Soit X € £.(Q,Z,P). Ona

lim sup E[||X]|;1,]=0.

t—0 4 pla]<t

Preuve. Raisonnons par 'absurde et supposons qu’il existe € > 0 et une suite d’événements
A, € Z telle que P[A,] — 0 et E[||X||x1, ] = & pour tout n € N. Quitte a extraire une
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sous-suite de (A,),cn, ON peut supposer que Z:ZO P[A,] est finie. Alors, si B, = | J,,5,Am>
(B,)qen €st une suite d’événements décroissante pour l'inclusion, avec

P[B,]1< D P[A;] =100 O,

m=n

et E[||X[[x 15 ] = E[IX|lx 14 ] = & pour tout n. Or, X,, = X 15 est une suite de variables
aléatoires dominées par R = [|X ||y, et telle que X, =, 0, donc lim,_,, E[||X,[|x] = O par
le théoreme de convergence dominée ; d’ou une contradiction. O

Preuve du théoréme 1.11. SiX, — 41 X, on a déja vu que X,, —p X. Pour montrer I'uniforme
intégrabilité, fixons € > 0, et n, tel que pour tout n > ny, |[|X,, — X[l < €. Comme dans
la preuve du théoreme de convergence dominée, on peut trouver M > 0 tel que la famille
finie de variables aléatoires {X,X,,X,...,X, _;} vérifie

E[IX ]Iy 1||X||352M:| <e¢ ; Vk < ng, E[ Xl 1||xk||sz] <e.
Quitte a augmenter la valeur de M, on peut aussi supposer grace au lemme précédent que

sup E[[[X[[x1 ] <e.
A|P[AI<

Alors, E[||X, |lx 1jx,,>2m] < 3€ pour tout n. En effet, cest clair si n < n,, et sinon,

E[X e Lix jesom] S EXy =Xl +ELIX Nz g ozom ]
< e+ E[IX e Ly, jezom, pieem ]+ ELIX N Lxyon]
<26 +E[IX|lx Ljx —xj2m] -

Or, par l'inégalité de Markov, 'événement {w ||| X,(w) —X(w)||x = M} a une probabilité
inférieure a 17, donc E[|IX||x 1x _xj,>m] < &, et finalement E[||X,[[x 1x,,>2n] < 3€. Ainsi,
(X, )nen est uniformément intégrable.

Supposons réciproquement que X, —p X et que la suite est uniformément intégrable. Il
est facile de voir que la suite (X,, —X),cy €st encore uniformément intégrable. Soit € > 0, et
M suffisamment grand tel que E[[|X,, — X||; 1jx _xj,>m] < € pour tout n. On a alors

E 11X, =Xl

<E[IX, —Xllx1px xpoze | ¥ E[ X —XNxLecix xpem ] FEIXy =X 21y xjoom]
<e+MP[||X,—X||x=¢€]+e.

Comme X, —p X, la probabilité P[||X,, —X || = €] tend vers 0, donc || X, —X||41 = 0. O

> Convergence en loi. Un dernier mode de convergence classique pour les variables aléa-
toires est la convergence faible, ou en loi (on parle parfois aussi de convergence étroite).
Dans ce qui suit, on suppose seulement que X est un espace topologique.
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Définition 1.13 (Convergence en loi). Soit (X,,),cy une suite de variables aléatoires a valeurs
dans X. On dit que (X,),ey converge en loi, ou faiblement vers une variable X si et seulement
si, pour toute fonction continue bornée f : X — R,

lim E[f(X,)] = E[f(X)].
On note dans ce cas X,, — X.

Remarque 1.14. Dans cette définition, il n’est pas nécessaire que les variables X, soient
issues du méme espace de probabilité (2, Z,P). En effet, E[f (X,)] ne dépend que de la loi
u, = (X,,),P de X,, qui est définie par

u,[A€ B(X)]=P[{w]|X,(w) €A}].

Cette loi u, est une probabilité sur X, et la convergence en loi peut étre comprise comme la
convergence U, — W, ou u = X,IP est la loi de X. Ce point de vue sera détaillé dans la suite
de ce chapitre ; 'espace de probabilité (2, #,P) peut étre entiérement oublié avec ce point
de vue.

Exemple 1.15. Soit (A, ),y Une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi
dans X = R? et de carré intégrable. Si m = E[A,], 02 = var(4,) et

G :ﬁ(A1+A2+"'+An_m)
o n ’

alors le théoreme central limite assure que G, — G, ou G suit une loi normale de densité
1

X2 . 7 :
=e 7 dx. Ce résultat sera détaillé dans le chapitre 2.

Si (U,)qen €t u sont des mesures de probabilité sur (X, (X)), on notera u, — W si
u,(f)= f of (x) u,(dx) tend vers u(f ) pour toute fonction continue bornée f sur X. D’aprées
la remarque précédente, si (X, ),y €St une suite de variables aléatoires, alors X, — X si et
seulement si u,, — u, ou u, estlaloi de X, et u est la loi de X. Le théoréme suivant donne
des conditions équivalents a u,, — u lorsque X est un espace métrique (ou métrisable).

Théoréme 1.16 (Portmanteau). Soit (X, d) un espace métrique. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. La suite de mesures de probabilités (u,),ey Verifie u, — U.

Pour toute fonction f bornée et uniformément continue sur X, u,(f) — u(f).
Pour tout fermé F de X, limsup, u,(F) < u(F).

Pour tout ouvert U de X, liminf, u,(U) > u(U).

Pour toute partie mesurable A de X telle que u(9A) =0, lim,_, o, u,(A) = u(A).

SAREP N I

Preuve. L'implication 1. = 2. est évidente, et 'équivalence 3. & 4. également (par pas-
sage au complémentaire). Supposons 2., et fixons un fermé F de X. La fonction d(x,F) =
inf .y d(x, y) est 1-lipschitzienne sur X, donc pour tout M > 0,

fu(x) =max(0,1—Md(x,F))
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est M-lipschitzienne, et par conséquent uniformément continue. On a donc par hypothese :
lim w,(fy) = u(fu)-
n—,oo

Lorsque M tend vers linfini, f), tend ponctuellement vers la fonction indicatrice 1. Par
convergence dominée, lim,,_, ., u(f,,) = u(f), donc pour tout £ > 0, on peut trouver un M
tel que u(fy) < w(F)+ e. Alors,

limsup p,(F) < limsup u,(fy) = u(fy) < pu(F) +¢.

Comme ceci est vrai pour tout € > 0, limsup, u,(F) < u(F), et 2. = 3.

Supposons maintenant 3. et 4., et montrons 'hypothese 5. Soit A une partie telle que
la frontiere JA = A\ A° ait mesure nulle, ou A désigne la cloture de A (plus petit fermé
contenant A), et A° désigne l'intérieur de A (plus grand ouvert inclus dans A). On a

lim sup u,,(A) < limsup u,(A) < u(A) = u(A°) < liminfu,(A°) < liminfu, (A),

donc tous ces termes sont égaux et lim, .. u,(A) = u(A) = u(A°) = u(A). Finalement,
supposons 5., et considérons une fonction f continue bornée sur X. Pour montrer que
u,(f) — wu(f), on peut supposer sans perte de généralité que f est positive, et méme a
valeurs dans [0, 1]. Alors,

X X y=0

Notons que la mesure u,(dx) ® dy est finie sur X x [0,1], et que la fonction 1,_¢(,) est
mesurable positive sur cet espace. Par le théoreme de Fubini-Tonelli, on peut échanger
I'ordre d’intégration, donc

1
pa(f) = f pa({x1f(x) =y} dy.
y=0

Notons que 'application ¢ : ¥y — u({x|f(x) = y}) est décroissante sur [0,1], donc elle
admet une quantité dénombrable de discontinuités. Soit y un point de continuité de cette
fonction, et A= {x € X|f(x) > y} = f ([, 1]). Comme A est I'image réciproque par une
fonction continue d'un fermé, A est fermée. Si x € JdA, alors x ¢ A°, donc on peut trouver
une suite x,, — x telle que x,, ¢ A, c’est-a-dire telle que f(x,) < y. Par passage a la limite,
f(x) <y, donc f(x)=y. Ainsi, A C f1({y}), et 'hypothése de continuité de v en y est
équivalente au fait que u(f *({y})) = 0. A fortiori, u(8A) = 0, donc lim,_, o, u,(A) = u(A).
On vient donc de montrer que la suite de fonctions

Ya(y) =, (F [y, 11)

convergeait en presque tout point y de [0, 1] vers ¢ (y). D’autre part, toutes ces fonctions
sont bornées par 1, donc, par convergence dominée,

1 1
u,(f) = J Y, (y)dy — J Y(y)dy = u(f),
0 0

ce qui est 'hypothese 1. O
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Corollaire 1.17. Si X,, —p X dans un espace métrique (ou métrisable), alors X, — X.

Preuve. Soit f une fonction bornée et uniformément continue sur (X,d), et € > 0. On peut
trouver 6 > O tel que, si d(x,y) < 6, alors |f(x)— f(y)| < € (on parlera de module d’e-
continuité pour f). Fixons également une borne M sur f, et soit n, assez grand, tel que
P[d(X,,X) > 6] < 3; pour tout n > n,. On a alors, pour tout n > ny,

E[|f (X,)— fCOIT < E[If () — f Ol Lo, x0<s |+ E[1f X) — F OOl Laex, x5 |
<E[elyx xy<s | +2M P[d(X,,X) > 5] < 3e. O

Remarque 1.18. 1l n’y a pas de réciproque a ce résultat, sauf dans le cas particulier ou la
limite X est une constante x € X. Dans ce cas, X,, —p X si et seulement X,, — x. En effet,
si X, — x, fixons £ > 0, et considérons les deux boules B, ., = {y € X|d(x,y) < €} et
By = {y € X|d(x,y) < ¢}. La premiere est une partie ouverte, et la seconde est une
partie fermée de X. Par le théoréme de Portmanteau,

limsup P[d(X,,,x) < €] < 6,(Be) =1=05,(B(,)) <liminf P[d(X,, x) < €],

donc toutes ces quantités sont égales a 1, et lim,_,, P[d(X,,x) < €] = 1. Ainsi, X,, —p X.

> Convergence de variables aléatoires et fonctions continues. Pour conclure notre pré-
sentation des divers modes de convergence pour des variables aléatoires, voyons comment
ces notions se comportent vis-a-vis des transformations continues. On a :

Proposition 1.19. Soit X et %) deux espaces topologiques, et f : X — %) une fonction continue.
St (X,)nen est une suite de variables aléatoires a valeurs dans X, alors

(X, —=ps. X) = (f(X,) =ps. X))

et
(X, —X) = (f&X,) = FCO).

Si X et Q) sont des espaces topologiques métrisables, alors
(Xn _’PX) = (f(Xn) —p f(X))

Preuve. La premiere implication est évidente, car si X,(w) — X(w) avec probabilité 1, alors
f(X,(w)) = f(X(w)) avec la méme probabilité, simplement par continuité de f. Pour la
seconde implication, si X, — X et g est une fonction continue bornée sur 9), alors g o f
est une fonction continue bornée sur X, donc E[g(f(X,,))] — E[g(f(X))]; ainsi, f(X,) —
f (X). Finalement, la troisieme implication découle de la premiére compte tenu du lien entre
convergence en loi et convergence en probabilité (sous-suites). m
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1.2 Topologie de I’espace des mesures de probabilité

Un résultat topologique important pour construire des objets en analyse est le lemme
suivant :

Lemme 1.20. Soit X un espace topologique métrisable, d une distance qui métrise la topologie.
On se donne une suite (x,,),cy @ valeurs dans X, qui a les deux propriétés suivantes :

1. Toute sous-suite de (x,),en @ UNeE sOUS-SOUS-SUite qui converge.
2. Si (X, xen est une sous-suite convergente de (x,,),e, alors sa seule limite possible est x.

Dans ce cas, x, — x.

Preuve. Supposons X, 7> x. Alors, on peut trouver £ > 0 et une sous-suite (x, )ey telle que,
pour tout k, d(x,,x) = €. On peut ensuite trouver une sous-sous-suite de (x,, )yey, NOtée
(Xnkl )ien> qui admet une limite y. Par passage a la limite, d(x, y) > €. Mais ceci contredit le

fait que toute sous-suite convergente de (x,),cy @ pour limite x. m

En théorie des probabilités, ce lemme peut étre utilisé de la facon suivante. Supposons
que I'on veuille construire un objet aléatoire X dans un espace X, dont la loi u vérifie cer-
taines propriétés d’'une liste P. Lorsque X est un espace un tant soit peu compliqué (I’espace
des fonctions continues sur R, ; 'espace de tous les arbres munis d'une métrique sur leurs
arétes; etc.), il n’est pas forcément évident qu’une telle loi u sur X existe. Une approche pos-
sible pour la construction de u est alors la suivante. On peut approximer X par des variables
X, plus simples, et telles que :

1. Les lois u,, des variables X, restent dans une partie compacte pour la topologie de la
convergence en loi de I'ensemble ./ *(X) des mesures de probabilité sur X.

2. Les propriétés listées dans P pour la loi u la caractérisent, et si (u,, Jxey €St une sous-
suite de lois qui admet une limite, alors cette limite a les propriétés listées dans P.

Dans ce cas, par le lemme précédent, la mesure u existe bien, et c’est la limite en loi de
(U, )nen- On verra dans le chapitre 3 que le mouvement brownien peut étre construit de cette
facon. Cette approche invite a étudier la topologie de la convergence en loi sur ./ (%), et
a en identifier les parties relativement compactes; c’est 'objectif de cette section et de la
suivante.

> Mesures de probabilité sur un espace polonais. Les hypotheses dont on aura besoin
pour I'espace des variables X sont réunies dans la définition suivante :

Définition 1.21 (Espace polonais). Soit X un espace topologique. On dit que X est un espace
polonais si :

1. Il existe une distance d qui métrise la topologie de X : U est un ouvert de X si et seulement
si, pour tout x € U, il existe € > 0 tel la boule B, ., = {y |d(x, y) < €} soit incluse dans
U.

2. Lespace métrique (X,d) est complet : si (x,),ey €st une suite de Cauchy pour d dans X,
alors (x,)pey @ une limite x € X.
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3. Lespace X est séparable : il existe une suite (x,,),cy qui est dense dans X.

Exemple 1.22. Les ensembles Z et R munis de leurs topologies usuelles sont des espaces
polonais.

Remarque 1.23. On peut légitimement se demander pourquoi un espace polonais est dé-
fini comme un espace séparable métrisable par une distance complete, et non directement
comme un espace séparable métrique complet. L'intérét de cette définition est le suivant.
Supposons que X soit une partie d'un espace vectoriel V de dimension infinie. Dans ce cas,
la topologie de V est souvent définie par une famille d’'observables @ = {f : V - R} :v, - v
dans V si et seulement si f(v,) — f(v) pour tout f € &¢. Méme lorsque cette topologie (res-
treinte a X) est métrisable, il est alors plus pratique de travailler avec les observables f € @,
qu’avec une distance d, qui peut ne pas étre tres naturelle ou commode a manipuler (elle
est rarement canonique). Le cas typique de cette situation est celui de la convergence en loi
dans .#'(X). On verra dans un instant que si X est un espace polonais, alors .#*(X) est
un espace topologique métrisable (pour la topologie de la convergence en loi). Néanmoins,
la manipulation de distances sur cet espace n’est pas trés aisée, et la topologie de . '(X)
est plus naturellement controlée par la famille d’'observables ¢ = %,(X,R), 'espace des
fonctions continues bornées sur X.

Remarque 1.24. Une autre raison qui justifie qu’on travaille avec des espaces métrisables et
non des espaces métriques est la suivante. Si (X,d) est un espace métrique non complet,
il peut exister une autre distance d’ sur X, qui correspond a la méme topologie, mais qui
le rend complet. Par exemple, X = [0, 1) muni de la distance usuelle sur les réels n’est pas
complet (ce n’est pas une partie fermée de R), mais comme [0, 1) est homéomorphe a R,
qui est complet, [0, 1) est bien un espace topologique polonais. Ainsi, le cadre des espaces
polonais offre plus de liberté que le cadre des espaces métriques complets séparables.

Dans toute la suite de ce chapitre, on fixe un espace topologique métrisable et séparable
X, et lorsqu’on en aura besoin, on utilisera une distance d sur X qui métrise la topologie.
On note .# (%) 'ensemble des mesures de probabilités sur I'espace mesurable (X, B(X)).
Cet espace est muni de I'unique topologie telle qu'une base de voisinages d’'une mesure u
est constituée des parties

Buefi,nfy = 1V € AN(X) | Vie [1,n]], lu(fi)— v(f)l <&}

avec ¢ > 0O et f1,...,f, € 6,(X) fonctions continues bornées. Alors, la convergence dans
M (X) pour cette topologie est exactement la convergence en loi précédemment introduite.
De plus, la proposition 1.19 peut étre réinterprétée comme suit : si X et ) sont deux espaces
topologiques et si f : X — 9) est une application continue, alors elle induit une application

for MN(X) > MN(D)
pe fiu=pof
qui est continue.

Proposition 1.25. Soit X un espace topologique métrisable et séparable. Lespace topologique
M%) est métrisable et séparable.
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Preuve. On fixe une distance d sur X, et on introduit la distance de Lévy—Prohorov sur
MUK :

dip(u, v) =inf{e > 0| VA€ B(X), u(A) < v(A®%) + ¢ et v(A) < u(A®) + ¢},

ou A°* = {x € X|dy € A, d(x,y) < €}. Montrons d’abord que d;; est une distance sur
M1(X). Elle est clairement symétrique, et comme (A°)? C A®*" pour toute partie A, on
obtient aisément l'inégalité triangulaire. Montrons que si d;p(u, v) = 0, alors yu = v. Soit A
une partie fermée de X ; alors, A= ﬂDOAE. Comme u(A) < v(A®) + ¢ pour tout € > 0, par
passage a la limite, u(A) < v(A), et symétriquement, v(A) < u(A), donc u(A) = v(A) pour
toute partie fermée A. Il est bien connu que ceci implique u = v dans 'espace des mesures
de probabilité (voir les exercices en fin de chapitre). Ainsi, d;p est bien une distance sur
M (X¥). Notons que 'on a en fait :

dip(u, v) =inf{e > 0| VA € B(X), u(A) < v(A°) +¢}.
En effet, soit € > 0 tel que u(A) < v(A®) + €. Notons que
((AE)C)&‘ CAC

pour toute partie A : si x appartient au membre de gauche, alors il est a distance stricte-
ment inférieure a ¢ d’éléments y a distance plus grande que ¢ de A, donc, par l'inégalité
triangulaire, x ne peut pas étre dans A. Il s’ensuit :

v(A) =1—=v(A°) < 1—=v(((A))) < 1T—u((A)) + e =uA) +¢,

c’est-a-dire 'autre inégalité.
Vérifions maintenant que d,, métrise la topologie de .#Z(X). Soit (u,),cy une suite de

mesures de probabilité, telle que d;p(u,, ) — 0. Soit A une partie fermée de X, et € > 0. Il
existe un rang n, tel que, pour tout n > n,, u,(A) < u(A®) + €. Par conséquent,

limsup u,(A) < u(A®) +e.

En faisant tendre ¢ vers 0, on conclut que lim sup, u,,(A) < u(A), car A=(),.,A° en tant que
partie fermée. Donc, par le théoreme de Portmanteau, u, — u. Réciproquement, supposons
U, — U, et fixons une suite (x,,) ey dense dans X. Pour tout £ > 0, X = J _y By, - Fixons
€ > 0, et une partie finie M C N telle que

u( U B(xm’e)) >1—c¢.

meM

Lensemble % de tous les ouverts U de la forme
U= B(xml’e) UB(me’E) J---u B(er’g), {ml, e, mr} CcCM

est fini, donc, par le théoréeme de Portmanteau, pour n assez grand, u,(U) = u(U)— & pour
tout ouvert U € % . Fixons maintenant une partie mesurable A € %(X). On approxime A
par
uA = |J By
MEM | By, &) NAFD



14 1.2. Topologie de I'espace des mesures de probabilité

Si x € A\ U(A), alors x n’est dans aucune boule B, ¢ MEM, donc x est dans une partie
de u-mesure inférieure a ¢. Alors,

u(A) < u(U(A)) + u(A\ U(A)) < u,(U(A)) + 2¢.
Or, U(A) c A%, donc :
u(A) < u,(A*) + 2e.

Par la caractérisation non symétrique de la distance de Lévy—Prohorov, d;p(u,,u) < 2e.
Ainsi, d;p est bien une distance qui métrise la topologie de la convergence en loi.

Finalement, pour établir la séparabilité de .#'(X), considérons de nouveau une suite
dense (x,,)mey dans X, et 'ensemble dénombrable des mesures de probabilité de la forme

Y= E TmOx

meM

ol M est une partie finie de N, et les r,, sont des nombres rationnels tels que >, _, 1, = 1.
On veut approximer a € > 0 prés pour la métrique de Lévy-Prohorov une mesure u € .4 *(X)
par une mesure v de cette forme. On fixe une partie finie M telle que

u( U B(xm,g)) =>1—e.
meM

En remplacant les boules B, ) par des intersections de celles-ci, on peut trouver des parties
mesurables disjointes B,, telles que x,, € B, C B, ) pour tout m € M, et telles que

U B(xm’s) = |_| Bm'

meM meM

Onpose v=>). _ rmO, ,oulesr, sont des rationnels choisis tels que > e T — (Bl <

€. Soit A une partie mesurable de X, et

vi= || B.

meM | B,,,NA#0D

On a alors
u(A) < u(vV(Aa) + uwA\ v(4a)) < u(V(4a) +e,

et d’autre part, V(A) C A® et |u(V(A)) — v(V(A))| < ZmeM|anA;é@ |u(B,,) — | < €, donc
w(A) < (V(A) +2¢ < v(A*¥)+2¢ dip(u, v) < 2¢.

Ainsi, on a bien trouvé une partie dénombrable dense dans . !(X). O
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> Le cas des espaces compacts. On verra plus loin un résultat encore meilleur : si X est
un espace topologique polonais, alors . '(X) muni de la topologie de la convergence en loi
est aussi un espace topologique polonais. Ainsi, toute suite de Cauchy pour la distance de
Lévy-Prohorov dans .#'(X) sera convergente. Pour établir ce résultat, on aura besoin de
montrer qu'une suite de Cauchy dans .# '(X) est relativement compacte ; la section 1.3 dé-
terminera justement quelles sont les parties relativement compactes de . (X). Un résultat
plus simple, et qui est une premiere étape vers le résultat général, est le suivant :

Théoreme 1.26. Soit X un espace topologique métrisable. Lespace des mesures de probabilité
AM(X) muni de la topologie de la convergence en loi est compact si et seulement si X est
compact. Dans ce cas, #*(X) est en fait métrisable compact.

Rappelons qu’un espace topologique X est dit compact s’il est de Hausdorff (deux points
x # y peuvent étre séparés par deux ouverts U et V telsque x e U, y e Vet UNV =)
et si, de tout recouvrement X = | J, . U, de X par des ouverts U,,, on peut extraire un
recouvrement fini :
X= U U, avec M CN et M fini.

meM

Lorsque X est métrisable, cette condition est équivalente a la compacité séquentielle : toute
suite (x,),ey dans X a une sous-suite (x,, Jyey qui est convergente.

Le théoreme 1.26 est une conséquence de deux résultats topologiques classiques, que
nous énoncons ici sans preuve (voir les références en fin de chapitre). Soit X un espace
topologique compact; notons € (X,R) = ¥ (X) I'ensemble des fonctions continues sur X.
C’est un espace de Banach pour la norme ||f ||, = max,y |f(x)| (le maximum est atteint
par compacité de X).

Théoreme 1.27 (Riesz). Une forme linéaire continue ¢ sur 6 (X) avec X espace topologique
compact s’écrit de maniére unique sous la forme

¢(f) =J f () u(dx),
X

ol U = U, — U_ est une mesure borélienne sur X, signée et de masse totale |u| = u (X)+u_(X)
finie. Cette masse totale est aussi la norme d’opérateur de ¢.

On note ./ (X) l'espace vectoriel des mesures signées finies sur (X, %(X)); il contient
lensemble . (%) des mesures de probabilité, et d’apres le résultat précédent, c’est le dual
topologique de €(X). A ce titre, il hérite de la topologie *-faible, qui est la topologie la
moins fine pour laquelle les applications

¢ — ¢(f)

avec f € 6(X) sont continues. La restriction a .4 '(X) de la topologie *-faible sur ./ (X)
est par définition la topologie de la convergence en loi.
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Théoreme 1.28 (Banach—Alaoglu). Soit V un espace vectoriel normé, et V* son dual topolo-
gique (formes linéaires continues sur V), muni de la norme

l¢ll="sup [Pp(v)I.

vev, [lvli<1

*

La boule unité fermée E(o,n

de V* est compacte pour la topologie x-faible.

Appliquons ce résultat a V = 4(X), avec X espace topologique compact. Par le théoréme
de Banach-Alaoglu appliqué a V* = .#(X), la boule unité B* de .#(X) est compacte, et
M (X) est une partie de cette boule unité, carsi ||f ||, < 1etu € #1(X), alors |u(f)| < 1.
Pour montrer que . '(X) est compacte, il suffit donc de montrer que c’est une partie fermée
dans . (X). Or, c’est I'intersection des parties

we #(x) | p(1)=1}

et
{ue A(X)| u(f)=0}

pour f € € (X) positive. Ces parties sont fermées pour la topologie *-faible, en tant qu’ima-
ges réciproques par des applications x-faiblement continues de fermés de R. Donc, . '(X)
est fermée dans . (X), et si X est un espace topologique compact, alors .4 '(X) est égale-
ment compact. Si de plus X est métrisable, alors il est automatiquement séparable, et on a
vu dans ce cas que . (X) était aussi métrisable séparable, et donc métrisable compact.

Preuve du théoréme 1.26. On vient de voir 'une des implications du théoréme. Réciproque-
ment, supposons . '(X) compact, et considérons I'application

§: X - M%)

X = 0,.

Soit U un ouvert de .#Z'(X), et V. = 6 1(U); montrons que V est ouvert. Si x € V, alors
0, € U, donc comme U est ouvert, il existe € > 0 et des fonctions continues f,..., f, telle
que Bs_.r,...ry CU. Soit y tel que

Viell,n]]l, Ifi(x)=fi(¥)l <e.

Alors, 6, € Bs_. ..y C U, et dautre part, comme les fonctions f; sont continues, il existe
un voisinage W de x dans X tel que si y € W, alors la condition précédente est vérifiée. On
conclut que V contient un voisinage W de x, et donc que V est ouvert. Ainsi, 'application
0 est continue.

Il est clair que 6 est injective, et on va montrer que 6 est en fait un homéomorphisme de
X vers une partie fermée et donc compacte de .#'(X). U'image de &, c’est-a-dire 'ensemble
des mesures de Dirac, est caractérisée par la propriété suivante : u € 6(X) si et seulement
si, pour toute fonction continue f sur X,

var, (f) = u(f?) — (u(f))* =0.
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Comme u — u(f?) — (u(f))? est continue sur .# (%), 6(X) est donc une intersection
d’images réciproques par des fonctions continues de fermés de R. C’est donc bien une partie
fermée de .4 '(X), et par conséquent compacte.

Finalement, pour montrer que 6 est un homéomorphisme, il reste a montrer que I'image
d’un fermé F C X par & est un fermé de .#'(X). On a besoin ici de 'hypothése X métrisable,
et de la caractérisation séquentielle du caractere fermé. Soit (5, ),ey une suite de mesures
de Dirac qui converge x-faiblement dans .# '(X) vers &,, avec tous les x,, dans F. On doit
montrer que x € F, ce qui impliquera que 6(F) est une partie fermée. Or, la fonction

dp : x = min(d(x,F),1)

est continue bornée et méme 1-lipschitzienne sur X, donclim,_,, 0, (dr) = 6,(dg) = dp(x).
Comme 6, (dp) = dr(x,) = 0 pour tout n, on conclut que dr(x) = 0, et donc que x € F.
Ainsi, 6 est un homéomorphisme de X vers un compact, donc X est métrisable compact. []

> Le dual topologique de 4,(X). Considérons maintenant un espace topologique polo-
nais X. On note 6,(X) l'espace des fonctions continues bornées sur X. Muni de la norme
Ilf lloo = sup,ex If (x)I, c’est de nouveau un espace de Banach. Par définition, une suite de
mesures de probabilité u, converge en loi vers u si et seulement si, pour tout f € %,(X),
u,(f) = u(f). De plus, pour toute mesure de probabilité u, I'application f — u(f) est
une forme linéaire continue sur %;,(X). On peut donc réinterpréter la convergence en loi de
mesures de probabilité comme suit :

1. Lespace .#'(X) est une partie du dual topologique (%,(X))*, et plus précisément, une
partie de sa boule unité.
2. La topologie de la convergence en loi sur .#'(X) est la restriction a cet espace de la
topologie *-faible sur (6, (X))".
La différence essentielle avec la discussion du cas compact est la suivante : dans le cas
oll X n’est pas compact, . '(X) n’est pas une partie *-faiblement fermée du dual topolo-

gique de 6, (X), et par conséquent, méme si le théoreme de Banach-Alaoglu s’applique pour
(6,(%))*, il ne dit rien sur la topologie de .#(X).

Le caractére non x-faiblement fermé de .#*(X) dans (%,(X))* est équivalent au résultat
suivant : si X espace métrisable séparable n’est pas compact, alors le dual topologique de
%,(X) contient strictement plus de formes linéaires que celles induites par . (X), 'espace
des mesures signées finies. Décrivons plus précisément ce dual topologique. Une mesure
finiment additive sur X est une fonction u : B(X) — R telle que :

1. pour toute famille finie (A4,...,A,) de parties mesurables disjointes,

% (|_| Ai) = Z u(A,).
i=1 i=1

2. pour toute partie mesurable A,

lul(A) = sup ( Iu(Bi)I) < 400.

A=B1UB,LI--UB, \ 2
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Par rapport a la définition usuelle de mesure signée, on demande I'additivité de u sur les
unions disjointes finies, mais pas forcément sur les unions disjointes dénombrables. L'en-
semble .#;,(X) des mesures finiment additives est donc en général strictement plus grand
que Z(X). On équipe #;,(X) de la norme ||u|| = |u|(X); c’est un espace de Banach pour
cette norme. Un sous-espace vectoriel fermé de #,(X) est 'espace des mesures finiment
additives régulieres, i.e., telles qu’en plus des deux assertions précédentes, on a :

3. pour toute partie mesurable A, et pour tout € > 0, il existe un ouvert U contenant A
et un fermé F contenu dans A, tel que |u|(U \ F) < ¢.

On note #;, (X) 'ensemble des mesures finiment additives réguliéres sur X. Si u € #,,(X)
etsif = Z?:l 14 x; est une fonction en escalier sur X et a valeurs réelles, alors on peut
définir I'intégrale de f par rapport a la mesure finiment additive u : elle est donnée par la
formule

n
u(f)= Z u(A;) x; siles A, sont disjoints.
i=1
La condition d’additivité finie implique que cette définition ne dépend pas de la décomposi-
tion de f comme combinaison linéaire de fonctions indicatrices de parties mesurables. On
note Esc(X, %B(X), |u|) 'espace vectoriel des fonctions en escalier sur X, muni de la norme

1Fller = lulta) x|
i=1

si f = Z?:l 14, x;. On définit alors comme dans le cas classique &£ (%, B(%),|u]) comme
le complété de Esc(¥, B(X), |u|) pour la norme £!; c’est un espace de Banach, sur le-
quel l'application f — u(f) est une forme linéaire continue. Ainsi, on a un analogue de la
théorie de l'intégration de Lebesgue par rapport aux mesures finiment additives. On peut
montrer que si X est polonais et u est finiment additive réguliere, alors 4,(X) est inclus
dans £21(%, B(X), |u)).

Théoreme 1.29 (Dual de %,(X)). Soit X un espace topologique polonais. Le dual topolo-
gique de 6,(X) est U'ensemble M, (X) des mesures finiment additives réguliéres sur X. Si
u € M, (X), alors sa norme d’opérateur en tant que forme linéaire sur 6,(X) est |u|(X).
De plus, #(X) est un sous-espace fermé de My, (X) pour la topologie forte associée a cette
norme d’opérateurs.

Nous admettrons ce résultat, qui est assez difficile. Un point important est que . ' (X) est
une partie fortement fermée de %, (X), mais n’est pas une partie x-faiblement fermée de
M, (%) lorsque X n’est pas compact. Par le théoréme de Banach-Alaoglu, . '(X) est bien
inclus dans une partie compacte du dual topologique de %6,(X), mais les limites potentielles
de suites de mesures de probabilité pour la topologie x-faible peuvent étre des mesures
seulement finiment additives, et donc en dehors de . '(%).

Remarque 1.30. On peut montrer (voir les exercices) que si X est un espace topologique
métrisable, alors X est compact si et seulement si %,(X) est séparable. On peut également
montrer qu'un espace de Banach est séparable si et seulement si la boule unité de son dual
topologique est métrisable pour la topologie *-faible. Par conséquent, lorsque X est polo-
nais mais non compact, la boule unité de ./, (X), qui est munie de la topologie *-faible
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qui la rend compacte, n’est en revanche pas métrisable. En particulier, la compacité de cette
boule n’est pas caractérisée séquentiellement. Dans la phrase juste avant le début de cette
remarque, les "limites potentielles de suites de mesures de probabilité" doivent donc étre
entendues au sens des suites généralisées a la Moore-Smith (familles indexées par des en-

sembles ordonnés filtrants).

1.3 Théoreme de Prohorov

D’apres la discussion de la section précédente, dans le cas général d’un espace topologi-
que polonais X non compact, .#'(X) n’est pas non plus compacte pour la topologie de la
convergence en loi. Pour employer la méthode d’approximation de mesures de probabilité
décrite au début de la section 1.2, il faut donc identifier les parties relativement compactes
de .#'(X), Cest-a-dire les parties dont la cléture est compacte. C’est I'objet de cette derniére
section, et on obtiendra comme corollaire une preuve du caractére polonais de . '(X).

> Familles tendues de mesures de probabilité. Jusqu’ala fin du chapitre, X est un espace
topologique polonais.

Définition 1.31 (Tension). Une famille A C .#'(X) de mesures de probabilité est dite tendue
si, pour tout € > 0, il existe un compact K, C X tel que

Yue N, ulK,)=1—c¢.

Exemple 1.32. Sur un espace polonais X métrisé par une distance compléte d, une famille
constituée d’une seule mesure u est toujours tendue. En effet, soit (x,,),ey Une suite dense
dans X. Comme u est de masse finie, pour tout entier k, on peut trouver un indice ¢ (k) tel

que
&
u U B(xm,z—k—l) > 1— 2k+1 .

m< (k)

Notons alors Y = [, U,.< (0 Bin,2-c1)» €t considé1jons une suite ( yn?neN d.ans Y. Notons
que la mesure de Y est plus grande que 1 — ¢. On raisonne par extraction diagonale, et on
construit une premiére sous-suite (¥, (,))nen telle que tous les termes de cette suite tombent
dans la méme boule B(xml’z—l—l) avec m; < ¢ (1) (C’est possible par le principe des tiroirs).
Puis, on construit une seconde sous-suite (¥, oy,m)nen telle que tous les termes de cette
suite tombent dans la méme boule B, ,1y avec m, < ¢(2). Par récurrence, on peut
my»>

construire des extractions successives iy, ..., 4y, ... et trouver des points X, , ..., X, tels
que, pour tout [ et tout n,

Yiprogppooypy(n) € Bl 2701)-
On définit alors yy ) = Yu, op,0--oy,(1)- Etant donnés [, < I,, les termes Yuq,) €t Yuq,) appar-
tiennent tous deux a la méme boule By, 2, donc
1

1
AV, Yey) < o
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On a donc extrait de (y,),ey une suite de Cauchy, et comme (X, d) est complet, cette suite
converge. Ainsi, Y est relativement compact, et la cléture K =Y est une partie compacte de
X telle que u(K) > u(Y)=>1—e¢.

Exemple 1.33. A contrario, si X n’est pas compact, alors on peut facilement construire des
familles de mesures non tendues. Par exemple, (§,,),cn €st une famille non tendue de me-
sures de probabilité sur R, car pour tout compact K, il existe un entier n tel que n ¢ K et
donc 6,(K) = 0.

Théoréme 1.34 (Prohorov). Soit X un espace topologique polonais. Une partie & C .#'(X)
est relativement compacte pour la topologie de la convergence en loi si et seulement si elle est
tendue.

Lemme 1.35. Fixons une suite dense (x,,) ey dans X. Soit A une famille relativement com-
pacte dans #(X). Pour tout € > 0, et tout entier k, il existe un indice ¢ (k) tel que

&
u( U B(xm,zkl)) 21—

m<¢ (k)

pour toute mesure U € N

Preuve. Dans le cas contraire, on peut trouver k et 6 = 57, et une suite de mesures (U, ) ey
dans ./, tel que pour tout n,

Un (U B(xm,z—k—l)) <1-6.

m<n

Soit (Uy(m))nen UNe sous-suite convergente, et u la limite de cette sous-suite. On a pour tout
entier n,

‘U,( U B(xm,z_"_l)) < hI‘I}liI‘lf,U,w(n)( U B(xm,z—k—l))

m<n, m<ng

< lirqlinfuw(n)( U B(Xm,z_k_l)) <1-6.
m<y(n)

Par passage a la limite n, — 00, u(X) = u(l oy By, 2-+1)) < 1—0, ce qui est absurde pour
une mesure de probabilité. O

Le lemme implique que si A4 est une partie relativement compacte de ./ *(X), alors
A est tendue; en effet, on peut maintenant utiliser exactement le méme raisonnement que
lorsqu’on a montré qu'une seule mesure u était tendue. L'implication réciproque va découler
des résultats connus dans le cas compact, et du lemme suivant :

Lemme 1.36. Soit X un espace topologique polonais. Il existe un espace topologique métrisable
compact 2, et une application continue ® : X — 20 qui est un homéomorphisme entre X et
d(X) cW.
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Preuve. On fixe comme précédemment une suite (x,,),ey dense dans X, et on considere les-
pace des suites 20 = ([0, 1])", muni de la topologie produit. Par le théoréme de Tychonoff,
comme [0, 1] est compact, 20 est également compact, et il est métrisé par

|an_bn|

d((an)neN’ (bn)nGN) = Z T ontl
n=0

on+1
On considere I'application ® : X — 20, définie par

<I>(X) = (mln(17 d(xn’ x)))neN'

Cette application est 1-lipschitzienne :

d(®(x),2(y))

_ i | min(1, d(x,,x))—min(1,d(x,,y))|

— 2n+1
< [d(x,, x)—d(x, )l o d(x,y)
< Z.: on+l1 = Z_(; on+l =d(x,y).

En particulier, c’est une application continue. Elle est injective, car si ®(x) = ®(y), alors
min(1, d(x,,,x)) = min(1,d(x,,, y)) pour tout y. Choisissant une sous-suite (x,, )jey qui
converge vers x, on en déduit :

0= llim min(1, d(x,,,x)) = llim min(1, d(x,,,y)) = min(1,d(x, y)),

donc d(x,y) = 0 et x = y. Finalement, montrons que ® est un homéomorphisme sur son
image. Il faut montrer que si y, /# y dans X, alors ®(y,) 7 ®(y) dans 20. Comme y, /~ y,
on peut trouver une sous-suite (y,, Jyey €t un € € (0,1) tel que d(y,,, y) = € pour tout k € N.
On peut également trouver un x,, proche de y a £ pres, et donc, par I'inégalité triangulaire,
d(Yp,» Xm) = 23—5 pour tout k. Alors,

|min(lﬁd(ynkaxm))_min(]-:d(y: xm))l > &
om+1 - 32m+1’

d(®(y,,), 2(y)) =

donc @(y,) /> @(y). O

Preuve du théoréme 1.34. On a déja vu l'une des implications, et il reste a montrer que si
A est tendue, alors elle est relativement compacte. Comme ./ '(X) est métrisable, cette
relative compacité est caractérisée séquentiellement : il suffit de montrer que tout suite de
mesures (U,),cy dans & admet une sous-suite convergente en loi dans .Z'(X). On fixe
comme dans le lemme précédent une injection continue ® : X — 20 vers un espace métri-
sable compact, et on note v, = &, u,, les lois images dans .# *(20). Comme 20 est métrisable
compact, ./ (20) l'est également, et il existe une sous-suite (Vn Jken qui converge en loi
vers une mesure v € ./ '(2J). Montrons que cette mesure v est supportée par ®(X). Soit
e > 0, et K, un compact de X tel que u,, (K.) = 1— ¢ pour tout k. Comme & est continue,
®(K,) est une partie compacte de 2, donc fermée dans 2. Par le théoréme de Portmanteau,

W@(K,)) = limsup v, (®(K,)) = limsupu, (K.) = 1—¢.
k k
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A fortiori, (®(X)) = 1 — &, et comme ceci est vrai pour tout € > 0, ¥(®(X)) = 1. Ainsi, v
peut étre considéré comme un élément de .#*(®(X)), et on peut alors définir une mesure
de probabilité u sur X par la formule

u(A) = »(@(A) = (271,

Comme ™' : ®(X) — X est continue, et v, — v, (™), v, — u. O,

(q)_l)* vnk = vnk o ¢ = Mnk’

donc on a trouvé une sous-suite convergente en loi u, — u. O

> Complétude de 'espace des mesures de probabilité. Avant d’étudier les conséquences
théoriques du théoréme de Prohorov, revenons un instant sur la méthode d’approximation
de mesures de probabilité décrite au début de la section 1.2. Pour construire une mesure de
probabilité u sur un espace X qui vérifie certaines propriétés d'une liste P, il suffit mainte-

nant :

1. de vérifier que les propriétés de la liste P, si elles sont satisfaites par une mesure u, la

caractérisent entiérement;

. de construire des approximations (u,),cy (lois de variables aléatoires X, € X), qui

forment une famille tendue de mesures de probabilité, et qui satisfont asymptotique-
ment les propriétés de la liste P (autrement dit, toute limite potentielle de la suite u,,
doit satisfaire les propriétés dans P).

Alors, l'existence et I'unicité de la mesure u sera assurée, et ce sera la limite en loi des
mesures u,. C’est une méthode tres efficace de construction de variables aléatoires, a deux
conditions :

1. Il faut disposer de critéres de tension simples pour une famille de mesures de proba-

bilité dans .#'(X). Ceci demande en premier lieu d’identifier les parties compactes de
X. Dans le chapitre 2, on verra comment faire ceci dans un espace de dimension finie
(variables aléatoires vectorielles), et dans le chapitre 3 on traitera le cas de 'espace
des fonctions continues sur R, (processus aléatoires continus).

. 1l faut également étre capable de caractériser les lois sur X, et de vérifier qu'une liste

de conditions P caractérise une loi. Dans un espace de dimension finie, la transfor-
mée de Fourier fournira un tel outil, et dans certains cas, on pourra aussi utiliser les
moments des lois. Dans I'espace des fonctions continues sur R, , on verra que les lois
fini-dimensionnelles caractérisent la loi d'un processus.

Voyons maintenant une conséquence théorique importante du théoreme 1.34 :

Théoreme 1.37. Soit X un espace topologique polonais. Lespace des mesures de probabilité
M(X) est également polonais.

En analyse, une regle d’or est de toujours travailler dans des espaces complets (sinon, ceci
veut dire que 'on a oublié des points limites possibles). Cette regle est bien satisfaite par
M (%), etla topologie de la convergence en loi est donc une bonne topologie sur cet espace.
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Preuve. On sait déja que .#'(X) est métrisable séparable, et on va montrer que la dis-
tance de Lévy-Prohorov d;, rend cet espace complet. Soit (U, ),y Une suite de Cauchy dans
M (X) pour la distance de Lévy—Prohorov. On va montrer que cette famille de mesures est
tendue. Alors, (u, ),y aura des sous-suites convergentes, et d’autre part, les limites de ces
sous-suites sont toutes les mémes lorsqu’on a une suite de Cauchy, donc, par le critere habi-
tuel de convergence, (U, ),y aura bien une limite dans .#*(X) (c’est le méme raisonnement
que lorsqu’on montre que R est complet en utilisant le théoréme de Bolzano-Weierstrass).

On utilise une nouvelle fois le critere de tension suivant : une suite dense (x,,)ey €étant
fixée, pour tout € € (0, 1) et tout entier k, il existe un indice ¢ (k) tel que

£
Mn( U B(xm,Zkl)) =1- ok+1

m<¢ (k)

pour tout n. Comme la suite (u,),cy st de Cauchy, on peut trouver un entier n, tel que
dip(Un,> Un) < 567 pour tout n > n,. D’autre part, comme {uq, ..., U, } est une famille finie
de mesures de probabilité, et comme (x,,), ey €St dense, on peut trouver un indice ¢ (k) tel

que
)
tn| U Ban | 21505

m<¢ (k)

pour tout n € [0, n,]]. Alors, I'inégalité

&
un( U B(xm,z_k_l)) 21—

m<¢ (k)

est a fortiori vérifiée si n < n,, et pour n > ny, on a

£

ok+2
Hn( U B(xm,zkl))ZMn ( U B(xm,ZkZ))

m<¢ (k) m< (k)
€ €
= M, ( U B(xm’z_k_z)) T gk+2 z 1= ok+1°
m<¢ (k)
Ceci acheve la preuve du théoreme. O

> Représentation de Skorohod. Nous concluons ce chapitre par un dernier résultat théo-
rique au sujet de la convergence en loi.

Théoréme 1.38 (Skorohod). Soit (U, ),y une suite de mesures de probabilité sur un espace
polonais X, telle que u, — w. Il existe un espace de probabilité¢ (0, F,P), et des variables
aléatoires X,, de lois u, et X de loi u qui sont définies sur cet espace, et telles que

X - X.

n - p.s.
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Attention, le théoreme ne dit pas que si X, — X, alors X, =, X : si X, — X, alors quitte
a étendre I'espace de probabilité, on peut trouver d’autres variables aléatoires X, et X’ qui
ont mémes lois que X, et X, et telles que X, —,  X'. La preuve de ce théoreme repose sur
la théorie de la tension de Prohorov, mais elle est assez difficile, et nous ’omettons ici. En
pratique, c’est un résultat peu utile, mais il a des conséquences théoriques intéressantes.

Exemple 1.39. Soit (X,,),cy une suite de variables aléatoires uniformément intégrables, qui
converge en loi vers une variable intégrable X. Alors, E[X,] — E[X]. En effet, on peut
remplacer X, et X par des variables X/ et X’ de mémes lois et telles que X, —, . X'. Comme
(X! )nen est uniformément intégrable, et X/ —, X', ceci implique

E[X,] = E[X’] - E[X'] = E[X].
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L'essentiel du contenu de ce chapitre est issu de [P Billingsley, Convergence of Probabi-
lity Measures, 2nd edition, Wiley, 1999, Chapter 1]. Pour la construction de l'intégrale de
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Exercices

1. Soit (X,),ey une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi, a valeurs
dans R, . On suppose que P[X, > t] > 0 pour tout t € R,.

(a) Montrer que pour toute suite (c,),cy telle que ¢, = 0, ¢, X, —p 0.

(b) Construire une suite (c,),ey telle que ¢, — 0, mais ¢, X, 7,5 0

2. Soit (X,,),ey une suite de variables réelles indépendantes et de carré intégrable : X, €
£%(Q, Z,P) pour tout n. On pose S, = >, _ X;.

(a) Comparer les espaces de Banach (£Z1(Q, Z,P), || - |l41) et (£%(Q, Z,P), || - || 2)-

(b) Montrer que si (E[S,]) ey €t (var(S,)),ey convergent, alors S, converge dans
£%(Q, Z,P) vers une variable de carré intégrable S.

(c) Montrer la réciproque de cette implication.

3. Dans cet exercice, (2, #,P) est ’espace mesuré ([0,1], ([0, 1]),dx). On note

a;(x) a,(x) a(x) a(x)
:12 +24 +3 Z

le développement dyadique propre d’'un nombre réel, bien défini pour x € [0,1)
(chaque a,(x) vaut 0 ou 1). On définit ensuite

k
n(x) =25+ Z a,(x) 2k e[ 2k, 28 —1]].
n=1

(a) Calculer le développement dyadique de x = %, puis la suite (n,(x)),>; pour

=2
x=3.

(b) On pose X, = 1, (r), OU x est tiré au hasard dans [0, 1] suivant la mesure de
Lebesgue. Que vaut E[X, |? Montrer que X,, —¢: 0, mais que X,, /2, 0

(c) Soit Y, = nX,. Montrer que Y, = 0, mais que Y, /4,1 0

4. Soit (X, 8, u) un espace mesuré, avec U mesure positive mais pas forcément finie. On
considére une suite de fonctions (f,),cy dans £(X, %, u) telles que :

f.=0 ; f.— f u-presque partout.

(a) Montrer le lemme de Scheffé : si fxfn(x),u(dx) — fxf(x)u(dx), alors f, =1 f.
On pourra introduire la fonction g, = f — f,, et utiliser I'identité

|g.| =2 max(g,,0)—g,

et le théoreme de convergence dominée pour u(max(g,,0)).
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(b) Soit (X,),ey une famille de variables aléatoires réelles. On suppose que les lois
des variables X, sont toutes absolument continues par rapport a une méme me-
sure u sur R, et de densités f,(x)u(dx). Montrer que si f, converge u-presque
partout vers une densité de probabilité f, alors X, — X, ou X est une variable
aléatoire de densité f par rapport a .

5. Soit {Ag(m;,(0;)?)};; une famille de lois normales. Donner un critére nécessaire et

suffisant sur {(m;, (0;)?)},c; pour que cette famille soit tendue.

. Soit X un espace polonais, et (X, ),y Une suite de variables aléatoires indépendantes

de méme loi u € .#'(X). Montrer que la suite des mesures empiriques

1<
nunzzzé&-)

qui est une suite aléatoire dans ./ !(X), converge presque sirement pour la topologie
de la convergence en loi vers u (indication : utiliser une base dénombrable d’ouverts
de X).

. Soit  C £(Q, Z,P) un ensemble de variables aléatoires réelles intégrables. Cette

famille est dite uniformément intégrable si, pour tout € > 0, il existe un réel positif M
tel que
VXeXx, E[IX[1xsy] <e.

(a) Montrer que dans ce cas, lim,_,q SUpxc g SUP4 | praj<; E[1X]1,] = 0. On pourra s’ins-
pirer du lemme du cours qui traite le cas ou & est réduit a un seul élément.

(b) On suppose E[|X]|] < K pour tout X € Z et pour une certaine constante K > 0.
Montrer que réciproquement, si lim,_,q SUPxcq SUP4|piar<; EL[|X]14] = 0, alors &
est uniformément intégrable.

La propriété d’uniforme intégrabilité pour £'(Q,.#,P) joue un rdle analogue a la
tension pour . '(X). Plus précisément, on dispose du théoréme de Dunford—Pettis.
On rappelle que le dual topologique de £'(Q, Z,P) est l'espace £°°(Q, Z,P) des
fonctions presque stirement bornées (2, Z#,P) — R. Ce dual définit la topologie faible
de £1(Q, Z,P), et on peut montrer qu'une partie  de £(Q, Z,P) est relativement
compacte pour la topologie faible si et seulement si elle est uniformément intégrable.

. Dans cet exercice, on s’'intéresse a des conditions suffisantes pour que deux lois u et v

sur un espace topologique X soient égales.

(a) Soit u et v deux mesures de probabilité sur X (muni de la tribu des boréliens),
telles que u(F) = »(F) pour tout fermé F de X. Montrer que u = v. On pourra
introduire 'ensemble .o/ des parties A C X tel que u(A) = v(A), et montrer que
c’est une tribu.

(b) Soit u et v deux mesures finies sur X, telles que u(f) = v(f) pour toute fonction
continue bornée f. Montrer que u = v. En déduire qu’'on a toujours un plonge-
ment de . (X) dans (6,(X))".
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9. Siu et v sont deux mesures de probabilité sur un espace topologique X, leur distance
en variation totale est définie par

dyr(u, v) = sup |u(A)—»(A) €[0,1].
AERB(X)

(a) Montrer que si dy(u,, u) tend vers 0, alors u, — u. La réciproque est-elle vraie ?

(b) On suppose X polonais, et on voit ./ '(X) comme une partie fortement fermée de
M, (X), le dual topologique de 6,(X). Quel est le lien entre dy et la topologie
forte de A, (X)?

(c) Supposons X = Z. Montrer que d,; métrise la topologie de la convergence en loi
sur ./ (Z). Montrer aussi que

durlit, v) = 5 10— (R

keZ

(d) Plus généralement, soit u et v deux mesures de probabilité qui sont toutes les
deux absolument continues par rapport a une mesure commune A sur X. On note
u(dx) = m(x) A(dx) et v(dx) = n(x) A(dx). Montrer que

dyr(u, v) = % f Im(x) —n(x)| A(dx).
X

10. Dans cet exercice, on donne des interprétations probabilistes des distances de Lévy—
Prohorov et en variation totale, en termes de couplages.

(a) Soient u et v deux mesures de probabilité sur un espace topologique métrisable
X. Un couplage de u et v est une mesure de probabilité M sur X x X, telle que
la premiére marginale (7r;),M de M est u, et la seconde marginale (7t,), M est v
(1, et 1, sont les deux projections coordonnées X x X — X). Montrer que

dVT(.u’) V)
= inf{e > 0, il existe un couplage M tel que M(¥*\ D(X)) < ¢},

ot D(X) = {(x,x)|x € X} est la diagonale dans X? (question préliminaire :
pourquoi D(X) est-elle une partie mesurable ?).

(b) Soit d une distance qui métrise la topologie de X, et d;p la distance de Lévy-
Prohorov qui lui est associée. Montrer que

dip(u, v)
= inf{e > 0, il existe un couplage M tel que M({(x, y)|d(x,y) = e}) < ¢}.

(c) Montrer qu’on a toujours d;p(u, v) < dyr(u, v).

11. Détailler la preuve de I'inégalité triangulaire pour la distance de Lévy-Prohorow.
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12.

13.

Soit (V, || - ||) un espace vectoriel normé, et V* son dual topologique, c’est-a-dire I’en-
semble des formes linéaires ¢ : V — R qui sont continues. On rappelle que ceci est
équivalent a demander que

ol = Sup e ()

lvl<1

soit une quantité finie. On note B* = EZ‘O y =1{# € V*lli¢ll <1} la boule unité fermée

de V* pour cette norme sur les formes linéaires continues, et 'objectif de cet exercice
est de montrer que B* est compacte pour la topologie *-faible, c’est-a-dire la topologie
la plus grossiere sur V* qui rend les applications

V>R
¢— o)

continues. Soit B la boule unité fermée de V, et ¥ I'application

W:B* - ([—1,1])F
¢ = (¢(v)),c5-

On équipe ([—1, 1])8 de la topologie produit, et on rappelle que par le théoréme de
Tychonoff, c’est un espace topologique compact.

(a) Montrer que W est une application continue, et méme un homéomorphisme entre
B* muni de la topologie x-faible, et ¥(B*) (indication : comparer les topologies
sur W(B*) obtenues par transport de la topologie %-faible de B* par W, et par
restriction de la topologie de ([—1,1])%).

(b) Montrer que ¥(B*) est une partie fermée de ([—1, 1])§. Conclure que B* est com-
pacte pour la topologie x-faible.

(c) On suppose V séparable, et on se donne une suite (v, ),y dense dans V. Montrer
que

O D gruLic |¢1;:1)1— (7))

n=0

et une distance sur V* qui métrise la topologie x-faible.

Soit X un espace polonais, et d une distance qui métrise la topologie. Une partie A de
X est dite précompacte si, pour tout € > 0, il existe une famille finie {a,,...,a,} de
points de A telle que A C U::1 By, ¢)- Montrer qu’'une partie A est précompacte si et
seulement si elle est relativement compacte.

14. Soit (%, d) un espace métrique.

(a) On suppose X compact. Montrer que I'algébre des fonctions continues %,(X) =
% (X) est séparable. On pourra utiliser le théoreme de Stone-Weierstrass et consi-
dérer la Q-sous-algébre engendrée par les fonctions constantes et les fonctions
d(-, x,), ot (x,),ey €st une suite dense dans X.
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(b)

On suppose maintenant X non compact. Montrer que 6, (X) n’est pas séparable.
On pourra d’abord montrer qu’il existe une famille infinie de boules ouvertes
B, . disjointes dans X, puis utiliser les fonctions d(-, x,) pour construire une
famille non dénombrable de fonctions dans %, (X) qui sont toutes distantes de 1
pour la norme uniforme.

15. Dans cet exercice, on donne un critére simple sur un espace topologique pour qu’il
soit métrisable (lemme d’Urysohn). On dit que X espace topologique est normal si
ses points x € X sont des fermés, et si pour tous fermés disjoints F; et F,, il existe
deux ouverts disjoints U, et U, tels que F; C U, et F, C U,; autrement dit, on peut
séparer les fermés disjoints par des ouverts. Dans tout ce qui suit, on fixe un espace
topologique normal X.

(@)

(b)

(o)

(d)

Soit A une partie fermée de X, et U; un ouvert contenant A. Montrer qu’il existe
un ouvert U, , tel que

Soit A et B deux fermés disjoints de X. Construire une famille d’ouverts (U, ),
indexée par les dyadiques 5 € (0, 1], et telle que A C U, pour tout r, U; = X\ B,
etU cU,sir<s.

Avec les mémes hypothéses, on définit une fonction f : X — [0, 1] par la formule

1 six €B

fo) = {inf{rlx eU,} six¢B.

Montrer que f est une fonction continue sur X, telle que f, =0 et fjz = 1.

On suppose maintenant X normal et séparable, au sens suivant : il existe une
famille dénombrable d’ouverts (U, ),cy telle que tout ouvert U de X soit une
union de certains de ces ouverts de base (la définition differe un peu du cas ou
X est métrisable, mais lui est équivalente dans ce cas). Soit (U, , Uy, );ey la liste

de toutes les paires d’ouverts de base telle que U_nl C Up,, et (f;)iey une liste de
fonctions continues a valeurs dans [0, 1], telles que

(fi)|U_nl_ =0 5 (fi)}i\Umi =1
On pose d(x,y) = Ziozoo %Ifl-(x) — f:(y)|. Montrer que d est une distance sur X,
et qu’elle métrise la topologie de X. Ainsi, tout espace topologique normal et
séparable est métrisable.

16. Soit X un espace polonais, et (X,),en €t (Y,),eny deux suites de variables aléatoires
indépendantes, avec X, — X et Y, — Y. Montrer que si Z est la variable aléatoire
dans X2 dont la loi est P, = Py ® Py, alors (X,,Y,) — Z. Si I'on retire I'hypothése
d’indépendance entre les X, et les Y,, montrer que le couple (X,,,Y,) peut ne pas avoir
de limite en loi.
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17.

18.

Soit X un espace polonais, et (X,),en €t (Y,),en deux suites de variables aléatoires,
telles que X,, — X et Y,, = y, ol y est une constante. Montrer qu’on a la convergence
en loi (X,,,Y,) — (X, y) (cest le lemme de Slutsky).

Soit X un espace métrisable. Une mesure borélienne sur X est dite réguliere si, pour
toute partie A mesurable,

w(A) = inf{u(U) | U ouvert contenant A} = sup{u(F)|F fermé contenu dans A}.

Montrer que toute mesure de probabilité sur X est réguliere.



Chapitre 2

Convergence en loi et transformée de
Fourier

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté la notion de convergence en loi de
variables aléatoires, dans le cadre général de variables a valeurs dans un espace métrique
ou métrisable X. Dans ce chapitre et le suivant, on spécialise cette théorie au cas ou X est un
espace numérique ou un espace de fonctions. On traite dans ce chapitre le cas ou X =R, la
théorie se généralisant mutatis mutandis au cas d’espaces vectoriels réels R? de dimension
finie.

Dans la premiere section 2.1, on revisite la notion de convergence en loi dans le cas de
variables réelles, et on la relie a la convergence des fonctions de répartition. On présente en-
suite dans le paragraphe 2.2 le théoréme de Lévy, qui est un critére pratique pour vérifier la
convergence en loi de variables réelles : une suite (X, ),cy converge en loi vers X si et seule-
ment si les transformées de Fourier E[e**»] convergent ponctuellement vers la transformée
de Fourier E[e** ]. Si'on peut contrdler localement uniformément la vitesse de convergence
de ces transformées de Fourier, alors on peut en déduire une borne sur la distance de Kol-
mogorov dy.;(X,,X) : c’est ce que I'on explique dans la section 2.3, avec comme application
les inégalités de Berry—Esseen, qui sont vérifiées dans le cadre du théoréme central limite
avec une hypothése de troisieme moment.

2.1 Fonction de répartition et distance de Kolmogorov

> Fonctions de répartition et convergence en loi. Dans toute cette section, (X, ),cy €St
une suite de variables aléatoires réelles, et si X est une variable réelle, on note Fy(s) =
P[X < s] la fonction de répartition de cette variable ; c’est une fonction croissante, continue
a droite, avec lim,_, ., Fx(s) =0 et lim,_,, ., Fx(s) = 1. Si Fyx est discontinue en s, alors

Fy(s) = Fx(s-) = lim (P[X € [r,5]]) = P[X =s],
r/s
et s est un atome de la loi de X, dont le poids est la discontinuité de la fonction de répartition.
Comme Py est une mesure de probabilité, elle ne peut pas avoir plus de % atomes de poids

supérieur a ¢ ; par conséquent, 'ensemble des discontinuités de Fy est inclus dans une union

31
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dénombrable d’ensembles finis

Q{S|P[X=S]Z%},

et est donc dénombrable. Réciproquement, toute fonction croissante continue a droite sur
R et avec limites O et 1 a I'infini est une fonction de répartition d’'une mesure de probabilité.

La proposition suivante décrit la convergence en loi X, — X en termes des fonctions de
répartition :

Proposition 2.1. On a convergence en loi de (X,,),cy vers X si et seulement si, pour tout s € R
qui est un point de continuité de Fy, lim,_,o, Fx (s) = Fx(s).

Preuve. Supposons X,, — X. Sis est un point de continuité de Fy, alors A = (—00,s] est une
partie mesurable et 6A = {s} a mesure nulle pour Py. Donc, par le théoréeme de Portmanteau,
lim, ., P[X, € A] =P[X € A], Cest-a-dire que lim,,_, o, Fx (s) = Fx(s).

Supposons réciproquement la convergence simple des fonctions de répartition Fy — Fy
en tout point de continuité de Fy. Si € > 0 est fixé, alors on peut trouver un compact
K =[—C,C]tel que Fx(—C) < e et F4x(C) = 1—¢, et comme Fy a un ensemble dénombrable
de discontinuités, on peut supposer Fy continue en —C et en C. Alors, pour n assez grand,
Fyx (—C) < 2¢ et Fx (C) = 1—2¢, car Fx (—C) — Fx(—C) et Fx (C) — Fx(C). Quitte a
augmenter la valeur de C, on peut donc trouver C > O tel que, pour tout n € N,

Fy (—C) < 2¢ ; Fx (C)=1—2e.

Par conséquent,
Py ([-C,C]) =Fx (C)—Fx ((—C)_)=1—4¢

pour tout n € N, ce qui montre que les lois (Py_),cy forment une famille tendue. Il reste a voir
que la seule limite possible d’une sous-suite convergente de (Px ),cy est Px. D’apres l'autre
implication de la proposition, si X, — Y, alors FXnk (s) = Fy(s) sauf éventuellement sur
un ensemble dénombrable, donc Fy(s) = Fy(s) pour presque tout s € R. Or, deux fonctions
continues a droite sur R qui sont égales en dehors d’une partie dénombrable D C R sont en
fait égales partout : en effet, si d € D, alors on peut trouver une suite x,, \, d avec x,, ¢ D
pour tout n, et dong,

Fy(d) = lim Fy(x,) = lim Fy(x,) = Fy(d).

Dong, si (X, )xey converge en loi, alors sa limite est forcément X, ce qui implique X,, — X
par le lemme 1.20. m

Corollaire 2.2. Soit X une variable aléatoire réelle dont la loi Py admet une densité fy par
rapport a la mesure de Lebesgue. Une suite de variables aléatoires réelles (X, ),y converge en
loi vers X si et seulement si Fy converge ponctuellement vers Fy.

Preuve. Si X admet une densité fy, alors sa fonction de répartition Fy(s) = f ::—oo fx(w)du
est continue sur R. O
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> Distance de Kolmogorov. En fait, on peut démontrer un résultat beaucoup plus fort,
en utilisant un argument proche du théoréme de Dini.

Définition 2.3 (Distance de Kolmogorov). Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles,
leur distance de Kolmogorov est définie par la formule

dKol(X:Y) = Suﬂlg |Fx(s)—Fy(s)|.
NS

Si X, — X, alors il n’est pas vrai en général que dy,(X,,X) — 0, car Fy (s) peut ne
pas converger vers Fy(s) si s n’est pas un point de continuité de Fy. C’est en fait la seule
obstruction :

Théoreme 2.4. Soit X une variable aléatoire réelle dont la fonction de répartition Fy est conti-
nue sur tout R. Une suite de variables aléatoires (X,,),ey converge en loi vers X si et seulement
si dgy(X,,X) — 0.

Preuve. Si dy,(X,,X) — 0, alors en particulier Fy converge ponctuellement vers Fy en
tout point s € R, donc X,, — X par la proposition précédente. Réciproquement, supposons
X, — X; on sait alors que Fx (s) — Fx(s) pour tout s € R, et il s’agit de montrer que la
convergence est en fait uniforme. Fixons k > 1, et des points s; < s, < -+ < 5;_; tels que
Fx(s;) = i pour tout i € [[1,k]]; c’est possible car Fy est une fonction continue croissante
de R vers [0,1], avec lim,_,_., Fx(s) =0 et lim,_,, ., Fx(s) = 1. Pour n assez grand,

i—1 i+1
—— S )< ——

pour tout i € [[1,k — 1]], compte tenu de la convergence simple des fonctions de répartition
en tous les points s;. Alors, sis € R, choisissant s; tel que s; < s <s;,; avec pour convention
Sg = —00 et s, =+00, on a pour n assez grand

[+ 2 2 2
FXH(S) < FXn(Si-H) < % = Fx(s;)) + P < Fy(s)+ P

et de méme,

i—1 2 2
Fxn(s) = FX,,(Si) = Tk = Fy(si41) — P > Fy(s)— %

La distance de Kolmogorov entre X, et X est donc plus petite que % pour n assez grand, ce
que 'on voulait démontrer. O

Ainsi, bien que la distance de Kolmogorov métrise une topologie plus fine que la topo-
logie de la convergence en loi, elle contréle bien cette convergence lorsque la limite a une
fonction de répartition continue. En particulier, pour mesurer la vitesse d'une convergence
en loi X,, — X, on cherchera a estimer di.(X,,X) dés que X est par exemple une variable
aléatoire a densité.
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2.2 Transformée de Fourier et théoreme de Lévy

> Transformée de Fourier de mesures de probabilité. Si X est une variable aléatoire
réelle, on rappelle que :

Définition 2.5 (Transformée de Fourier). La transformée de Fourier de X est la fonction d’'une
variable & € R définie par
¢x(&) = E[e**].

On parle également de fonction caractéristique de X. Si u est une mesure de probabilité sur
R, on définit de méme sa transformée de Fourier par la formule t(&) = f R els* u(dx). Ainsi,

si X aloi Py, alors ¢ (&) = Py ().

Proposition 2.6. La transformée de Fourier est une application injective de .#*(R) vers l'espace
%, (R, C) des fonctions continues bornées de R dans C.

Preuve. Si u est une mesure de probabilité, alors la fonction (&, x) — €'~ est continue en les
deux variables et uniformément dominée par la fonction x — 1 qui est intégrable par rapport
a u, dong, par le théoréme de continuité sous le signe intégral, £ — fR el®* u(dx) est continue

et bornée par f g Lu(dx) = 1. Il reste & montrer que u — [ est une application injective. On

x2
rappelle que si v,> = A5(0,0%) est une loi gaussienne de densité v, .(dx) = @ e 202 dx,

alors sa transformée de Fourier est v,.(§) = e~ 2 , voir les exercices en fin de chapitre. Si
u est une mesure de probabilité sur R, on pose t,2 = W * v,2, ou x désigne le produit de
convolution de mesures. Ainsi,

boa(A) = H Leryen) MdX) v2(dy) = f dr( ‘/_ e u(dx))

pour toute partie mesurable A. L'injectivité de la transformée de Fourier est une conséquence
des deux faits suivants :

1. Sil'on connait la transformée de Fourier i, alors on peut calculer u,. pour tout o> > 0.
2. Sil'on connait la famille de mesures de probabilité (u,:),-q, alors on peut retrouver
la mesure de probabilité u.

Gt
Pour le premier point, notons que e~ 202 = =7 V1 (x —t), et donc que

Hy2(A) = f dt eV y 1 (dy) u(dx)
A (x,y)€R2 v2no? o?

_ 1 —1yt’\ 1
—Ldt( - Tw (y)v (dy))

ne dépend effectivement que de {i. Pour la seconde partie, montrons que lim,_,; l,2 = 4 au
sens de la convergence en loi. Soit f une fonction uniformément continue et bornée sur R;
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ona U,(f)=E[f(X +Y,)] avec X ~ u, Y, ~ v,2, et X et Y, indépendants. Or,

2 * 2 2 (% _» n
P['Y"”Z"]:WJ ez"zdy:Ef T =g(])
n 2

est une fonction décroissante de g, avec lim,_,, g(g) = 0. Soit £ > 0, B une borne sur |f/|,
et n un module d’e-continuité pour f : si |y; — y,| < m, alors |f(y;) — f(¥,)| < €. On peut
écrire :

o2 (f) — () = [E[f (X + Y,2) — fF(XD]I
<E[f (X +Y52) = f X)Ly, 1<q ]+ 2BP[[Y,2| Z 1]
<e+2B g(ﬂ) < 2¢ pour o suffisamment petit.
o
Dongc, lim,_,q u,2(f) = u(f) pour toute fonction uniformément continue bornée, et u, . —
w. Ceci acheve la preuve de la proposition. O

Remarque 2.7. Une autre propriété importante de la transformée de Fourier de mesures de
probabilité, et qui sous-tend le calcul reliant u,. a U, est la compatibilité avec le produit de
convolution. Ainsi, pour toutes mesures de probabilité u et v sur R, si u * v est la loi de la
somme de deux variables indépendantes de lois respectives u et v, alors :

®(5)=f et (u v)(dt) = J €0 1y (dx) W(dy)

R R2

_ ( f e u(dx)) ( f e v(dy)) = 5.
R R

> Théoréme de Lévy. Comme x — el** est une fonction continue bornée, si (X,),cy €st
une suite de variables aléatoires réelles avec X,, — X, alors ¢x (§) = ¢x(&) pour tout & € R.
Le théoreme de Lévy assure que la réciproque est vraie :

Théoréme 2.8 (Lévy). Une suite de variables aléatoires réelles (X,,),ey converge en loi vers X
si et seulement si (¢y )nen converge ponctuellement vers ¢y.

Preuve. On vient de voir 'une des implications, et il s’agit maintenant de montrer que si

¢x (&) = ¢x(&) pour tout & € R, alors X,, — X. Montrons d’abord que la famille des lois
(Px )nen est tendue. On utilisera I'inégalité suivante : pour tout x € R et tout 6 > 0,

sindx

5
Lisx2 < 2(1 — ) = éf_é(l —cos(Ex))dE.

ox

En intégrant par rapport a Py , on obtient

27 1 (° bx (E) + Px (—£) 1 (°
P[|Xn|>g]§gf_6(l— 5 )d£=gﬁ6(1—¢xn(§))d€-
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Fixons ¢ > 0. Comme ¢y est continue en 0, il existe & > 0 tel que |1 — ¢ (&)| < & pour tout
& e[—06,0], et donc tel que

1 6
5 J (1—9x(9)) d& <2e.
-5

Comme ¢y converge partout vers ¢x et est bornée par 1, par convergence dominée, pour
n assez grand, on a donc également

5

]P’[|Xn| > %] < éf (1— ¢y (8)) dE < 3e.
-5

Ceci prouve la tension des lois des variables (X, ),ey. Il reste alors a montrer que si (X,,, Jxen

est une sous-suite convergente en loi, alors sa seule limite possible est (la loi de) X. Or,

si X,, — Y, alors ¢Xnk — ¢y par le sens direct du théoreme, donc ¢y = ¢y, et par la

proposition 2.6, ceci implique Py =Py [

Exemple 2.9. Le théoréme de Lévy est classiquement utilisé dans la preuve du théoreme
central limite : si X;,X,,...,X,,... sont des variables aléatoires indépendantes et de méme
loi avec E[X;] =0 et E[(X;)*] = 02 < +00, alors

_X1+X2+"'+X
n ovn

converge en loi vers une gaussienne standard .A%(0, 1). En effet,

¢Sn<g>=E[ez>ﬁ+f:ﬂ]{[E[ef—ﬂ {[%f(a%):(")xl(aia))n'

Or, si Y est une variable aléatoire réelle avec E[|Y|¥] < +oo, alors le théoréme de déri-
vation sous le signe intégral montre que ¢, est dérivable continuement k fois sur R, avec
(¢y)P(&) = E[(iY)*e“"]. Sous les hypothéses du théoréme central limite, ¢y, est déri-

vable deux fois, et on a le développement de Taylor ¢y (Uiﬁ) =1-— %(1 +0,,00(1)). Par

conséquent,

n

lim 65 &)= im (1- £ (1 40,_01)) =%,

qui est la transformée de Fourier d’'une gaussienne standard.

2.3 Inégalités de Berry-Esseen

Si l'on suit attentivement la preuve du théoréme de Lévy 2.8, on peut s’attendre a ce
qu'un contréle au voisinage de 0 de la différence ¢y — ¢y implique un contrdle sur la
distance de Kolmogorov dy(X,,X). Lobjectif de cette section est d’établir un résultat de ce
type, lorsque X est une variable a densité avec une densité fy(x) = de{x(x) uniformément

bornée sur R par une constante M > 0. On va démontrer 'inégalité suivante :
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Théoreme 2.10 (Feller). Soit X et Y deux variables aléatoires réelles, avec Y telle que f, existe
et soit bornée par M > 0. Pour tout T > 0,

KOI(X Y) < - f
TJ)-r

Pour démontrer ce résultat, supposons dans un premier temps que X et Y ont des densités
fx et fy qui sont extrémement réguliéres, par exemple dans 'espace de Schwartz. Alors,
Fy — Fy est également dans ’espace de Schwartz, et en utilisant la formule d’inversion de
Fourier, on obtient :

Px(&)— ¢Y(€)‘ M

dgo(X,Y) = SUPIFX(S) Fy(s)l = —SUP

J (Fy —Fy)(E)e & dE

—F)(©)| dE.
Or, par intégration par parties,

(Fy—Fy)(E) = J (Fx(x) = Fy(x)) e dx

§dx:i(¢x(5)g¢y(5)),

—J (fx(x) = fy(x))

donc on a dans ce cas I'inégalité

dKol(X Y) — ﬂ_f

Pour traiter le cas général, on va essentiellement se ramener au cas précédent, en utilisant
des noyaux de convolution qui vont nous permettre de travailler avec des densités dont les
transformées de Fourier sont a support compact dans [—T, T ]. Plus précisément, posons

Px(E)— ¢y(€)‘

k(x) = 1 1—cosx
T

J

x2

la fonction étant prolongée par continuité en x = 0.
Lemme 2.11. On a fR k(x)dx =1, et plus généralement, fR k(x)e** dx = max(1—|&],0).

Preuve. On utilisera sans démonstration le fait suivant : si f € £%(R), alors sa transformée
de Fourier f (&) = fR f(x)e** dx appartient aussi & Z2(R) (la transformée de Fourier est

définie d’abord sur Z!(R)N.22(R), puis prolongée par densité). De plus, si f et fA sont dans
21 (R)N £2(R), alors on a la formule d’inversion de Fourier

F0) = %J Fe)eErae
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ainsi que la formule de Parseval (||f || 2)* = 5= =(|l f || »2)* (voir les références données a la fin

du chapitre). Comme le noyau k est dans £ (R)N.22(R), la formule k(E ) = max(1—|&],0)
est donc équivalente a k(x) = % fR h(E)e * d& avec h(&) = max(1 —|&],0). Or,

1 1
— J h(g)e—iﬁd§=if (1—|§|)e—i€Xd5=1J (1—&) cos(Ex)dE
T ) 21 ) I
1 Jlsin(ix) 1 1—cosx
0

[

dé=— ———. O
X d x2

Lemme 2.12. Soit X et Y deux variables aléatoires choisies comme dans U'énoncé du théoréme
2.10. On pose A(s) = Fx(s)— Fy(s), 6 = sup,cg |A(s)| = dgoi(X,Y),

Ar(s) = f A(t) k(T(s—1t)) T dt,
R

et finalement & = sup,cg |Ar(s)]. Ona
6 12M

S5p > —————,
=9 goT

Preuve. Choisissons un point s ot |A(s)| est proche de son maximum : |Fy(s)—Fy(s)| = 6—¢.
On traitera le cas ol Fy(s) — Fy(s) = 0, 'autre cas s’y ramenant en remplacant X par —X et
Y par —Y. Comme Fy est croissante et Fy est M-Lipschitzienne, on a

Als+n)=Fx(s+nm)—Fy(s+n)=6—e—Mn

pour tout 1) > 0. Soit s’ =5+ 2M,etno—%,pourtoutte[s — 1Ny =s,8 +my],ona

0—¢
A(t) > 5 —M(t—s").
D’autre part, A(t) > —6 pour les autres valeurs de t. Maintenant,

5= Ar(s") = J A(t) k(T(s"—t)) T dt
Mo 5?(9 +oo
ZJ ( —Mu) k(Tu)T du—26 J k(Tu) T du
u=—"o 2 Mo
o—e¢ o0—e¢
>

+00

—¢) k(x)dx.

+00
—8)f k(Tu)T du =
Mo
Comme ceci est vrai pour tout € > 0, on conclut que

5 +00
5y = —36 J k(x)dx.

TS

2M

Or, la queue de distribution f rs k(x) dx est plus petite que —== ﬂ:T 5 ,cark(x) <

de conclure. O

nxz ; ceci permet
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Preuve du théoréme 2.10. Posons k;(x) = T k(Tx). La fonction A;(x) introduite dans le
lemme précédent a pour transformée de Fourier

A(E) = Arky () = A(E) (€)= max(l _El o) NG)

On a donc, avec le méme raisonnement que dans le cas ou les variables X et Y ont des
densités tres régulieres :

51 = sup|Ar(5)| < - f |25(9)| de

<—J |A)] da——J

Le théoreme découle alors immédiatement du lemme précédent. m

Px(E)— ¢y(€)‘

Exemple 2.13. Appliquons I'inégalité précédente dans le cadre du théoréme central limite,
avec des variables aléatoires X1, ..., X, indépendantes et de méme loi, et

E[X;]=0 ; E[X)1=0*> ; E[IX;]l=p <+oo.

Xl:;;jﬁrx”, et notons Y une variable gaussienne standard. On pose T =
comme o3 < p, T < /n. Linégalité du théoréme donne :

17 |(0n(55)) e 24
dKol(Sn: Y) < E J;T g + 7-5—\/2_7-[']"

a’yn.,
o

Posons S, =

D’autre part, on a pour tout t € R

2

3
et —1—it+ = e
2

6

par la formule de Taylor avec reste intégral. Par conséquent, en intégrant par rapport a la

loi de X;, on obtient
g ) g
o (55 ) -1+ 5

si |£| < T. Donc, sur l'intervalle [—T, T ],

(50m)

Si a, b sont des réels de valeur absolue plus petite que c, alors |a" — b"| < n|la— b|c"L. Par

plEP _ 1P _
603113/2 6Tn — 6'

2 2 2 P
<1-S 8 8 F
2n 6n 3n

&2 _e
conséquent, avec a = ¢X1( ) b =e 2 et c =e 3, on obtient

(o)) -+

<nla—b|c"?
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avec

2 2
e_g_n—1+€—
2n

L& 8 _TEr,

+ < < 5
6Tn 8n2 24Tn

o ()15

2n

£ 24T ©
sur l'intervalle [—T, T ], d’ou
v 2 1
(S, Y) < (7—” + —4)— <d_ g0
6 varn) T T o3 ﬁ

Comme le terme de droite est plus grand que %, I'inégalité est également trivialement vraie
si n < 4, donc on conclut :

Théoreme 2.14 (Berry-Esseen). Soit X,...,X, des variables indépendantes et de méme loi,
centrées et admettant des moments d’ordre 3. Si S, = %, alors pour tout n > 1,
n 1
1 (7 e 4E[IX;?] 1
sup |P[S, <s]— — e 2 dx Sﬁ—.
seR V2r ) _e (EL(X1)2])*2 v/n

Remarque 2.15. On peut encore utiliser le théoreme 2.10 pour évaluer des distances de Kol-
mogorov concernant des suites de variables aléatoires plus compliquées que des sommes
renormalisées de variables indépendantes. De facon générale, un bon contrdle sur les trans-
formées de Fourier donne toujours des estimées de type Berry-Esseen, mais un tel controle
peut étre tres difficile a démontrer.

Références

Lessentiel de la discussion autour du théoreme de Lévy peut étre trouvé dans [O. Kal-
lenberg, Foundations of Modern Probability, 2nd edition, Probability and Its Applications,
Springer-Verlag, 2001, Chapter 5]. Pour les arguments de transformée de Fourier, on ren-
voie a [W. Rudin, Functional Analysis, 2nd edition, International Series in Pure and Applied
Mathematics, McGraw-Hill, 1991, Chapter 7]. Le théoreme de Berry-Esseen et I'inégalité
générale qui relie la distance de Kolmogorov aux transformées de Fourier proviennent de
[W. Feller, An Introduction to Probability Theory and Its Applications, Volume II, 2nd edition,
Wiley Series in Probability and Mathematical Statistics, Wiley, 1971, Chapter XVI] (dans cet
ouvrage, la preuve du théoréme 2.14 est légerement plus précise qu’ici, et elle donne une
constante 3 au lieu de 4 dans I'inégalité).



Chapitre 2. Convergence en loi et transformée de Fourier 41

Exercices

1. Soit X une variable aléatoire réelle.
(a) Montrer que la fonction de répartition Fy(s) = P[X < s] est continue a droite.

(b) On suppose que la loi Py est absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue. Montrer que la fonction Fy est continue sur R.

(c) Si Fy est continue sur R, la loi Py est-elle absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue?

_ (x=m)?

e 202 dx.

2. Soit X ~ Ag(m,c?) une variable aléatoire gaussienne de densité
Montrer que sa transformée de Fourier est

1
V2ro?

E[eiEX] — eigm—#

On pourra d’abord se ramener au cas ot m = 0 et o2 = 1, puis écrire une équation
différentielle satisfaite par ¢, (&) et la résoudre.

3. SiA > 0, on rappelle que la loi de Poisson de parametre A est la mesure de probabilité

p; sur N telle que
L
pa({k}) =e =R

Soit X4, ...,X, des variables indépendantes avec P[X; = 1] =1—P[X; =0] = % On
pose S, = X; + -+ + X,,. Calculer les transformées de Fourier de S, et de la loi de
Poisson p,, et en déduire que S, — p, lorsque n tend vers l'infini (A restant fixé).

4. Siu et v sont deux lois discrétes sur Z, pour évaluer la distance entre u et v, on peut
1. . .. 1 \
utiliser la distance en variation totale dy(u, ¥) = 5 Do, (k) — v(k)| & la place de la
distance de Kolmogorow.

(a) Montrer que pour toutes lois discretes Uy, ..., Uy, V15«5 Yy
dyp (U * g * % Uy, Y1k Vo ko5 V) < dyp(g, v1) +dyr(e, v2)+- -+ dyr (U, 7).

(b) En déduire qu’étant données des variables de Bernoulli indépendantes X, ..., X,
avec X; ~ AB(p;), si P suit une loi de Poisson de parametre A = p; +---+p,, alors

n
dyr(X; +---+ X, P) < Z(Pi)z-
i=1
(c) Retrouver le résultat de I'exercice précédent.

5. Dans cet exercice, on considere une suite de variables aléatoires (X ),y qui admettent
des moments de tout ordre, et telles que E[(X,)*] — E[X*] pour tout k > 1 (conver-
gence des moments). Ceci n'implique pas en général la convergence en loi X,, — X,
car les moments d’une variable aléatoire ne déterminent pas en général sa loi.
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(a) Soit uy une loi sur R, telle que l'intégrale m;, = f ka u(dx) soit absolument

convergente pour tout k > 1. On note M, = f R |x|* u(dx), et on suppose que
la série entiére

0 k
Z m;2z
IE zX k

[e°] Mk Zk .
a un rayon de convergence r non nul. Montrer que Y.~ =& a aussi un rayon
de convergence R non nul (indication : utiliser 'inégalité |x|**! < 1 + x2K).

(b) Soit ¢(&) = u(&). En utilisant I'inégalité
K . k K+1
itx ihx __ (th) < (|hX|)
¢ (e 2 k! )_(K+1)!’

montrer que pour tout |h| < R et tout t € R, on a le développement en série
entiere

(¢) Endéduire que si la série E[e** ] a un rayon de convergence r non nul, alors u est
I'unique mesure de probabilité dont les moments sont m; (indication : montrer
par récurrence sur n > 1 que les moments m; déterminent U sur lintervalle
(—nR, nR)).

(d) On suppose que X a une loi u entierement déterminée par ses moments comme
dans les questions précédentes. Soit (X, ),y une suite de variables aléatoires
admettant des moments de tout ordre, avec lim,_,., E[(X,)*] = E[X*]. Montrer
que la suite des lois (P ),ey est tendue, puis que X, — X (indication : si Y
est une limite d’'une sous-suite convergente en loi (X, );cy, alors (an)k — Yk
et ((an)k)l21 est uniformément intégrable, donc E[X*] = lim,_,, E[(an)k] =
E[YX]).

6. Soit (X,),cy une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi u, et

1 n
Yn = ;;5&

les mesures empiriques de ces variables. On note F, la fonction de répartition de u,,
et F celle de u.

(a) On suppose d’abord F continue. En s’inspirant de la preuve du théoreme 2.4,
montrer que lim,_, o, Sup,cg |F,(s) — F(s)| = 0 presque stirement.

(b) On ne suppose plus F continue. Soit Y;,...,Y, des variables i.i.d. de loi uni-
forme sur [0,1], et G(x € [0,1]) = inf{s € R|F(s) > x} l'inverse continu a
droite de F. Si X; = G(Y;), montrer que (X, ),y €St une suite de variables aléa-
toires indépendantes et de méme loi u, et que F, =A, o F, ou A, est la fonction
de répartition empirique des Y;. En déduire quon a encore presque stirement
lim,,_, o, sup,cg |F,(s) — F(s)| = 0. C’est le théoreme de Glivenko—Cantelli.



Chapitre 3

Convergence en loi de processus

Dans ce chapitre, on étudie la convergence en loi de processus aléatoires, c’est-a-dire des
variables aléatoires a valeurs dans des espaces de fonctions. Par exemple, on pourra consi-
dérer une variable aléatoire X dans I'espace X = ¢ (R,,R) de toutes les fonctions continues
de R, dans R; c’est la bonne facon d’étudier une famille (X,),, de variables aléatoires qui
varient continuement en t. Dans les deux premieres sections 3.1 et 3.2, on introduit les
espaces de fonctions X dans lesquels on souhaitera étudier des processus aléatoires :

— Tespace des fonctions continues sur [0, 1], ou sur R,, ou plus généralement sur un
espace métrique compact ou o-localement compact;

— et ’espace des fonctions continues a droite et avec limites a gauche (cadlag) sur [0, 1]
ousur R,.

On montre dans chaque cas que I'espace de fonctions X est polonais, et on donne un critere
simple pour caractériser une loi sur X. On décrit aussi les parties relativement compactes de
ces espaces ; pour les fonctions continues, une condition nécessaire et suffisante est donnée
par le théoréeme d’Arzela—Ascoli.

Le paragraphe 3.3 donne des critéres de tension pour des familles de mesures de proba-
bilité sur les espaces de fonctions X précédemment listés ; dans le cas des fonctions continues
sur R, un critere simple reposant sur les moments des accroissements du processus est dii
a Kolmogorov, et on en donne une preuve complete. Finalement, on applique ces résultats
dans la section 3.4, en étudiant les limites en loi de marches aléatoires renormalisées. Plus
précisément, soit (X, ),y Une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de méme
loi, avec E[X; = 0] et E[(X;)*] = 1. On peut associer & (X,),cy les deux marches aléatoires
suivantes :

[nt]

nt— ntJ
CM(t=0)=— ZX e Kt

ntJ

DM(t > 0)= Zx

On verra dans la section 3.4 que les deux suites de processus (C™),y et (D™), oy ad-
mettent la méme limite en loi, a savoir le mouvement brownien, qui est un processus gaus-
sien continu.

43
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Cc™(t) D™(¢t)

t +)tt
\/\/\ — |—|_ I_I—
|_

FIGURE 3.1 — Marches aléatoires associées a une suite de variables i.i.d.

3.1 L’espace des fonctions continues

Dans toute cette section, (T, d) est un espace métrique, et X = 6(T) = ¢ (T, R) désigne
I'espace des fonctions continues sur T et a valeurs dans R. Les deux exemples importants
qu’il faut garder en téte sont 4 ([0, 1]) (espace des trajectoires continues a horizon fini) et
% (R, ) (espace des trajectoires continues a horizon infini), mais la théorie que nous allons
développer sera valable plus généralement pour tout espace métrique T compact ou o-
localement compact.

> Fonctions continues sur un espace compact. On suppose dans un premier temps T
compact; alors, toute fonction f continue sur T est bornée et atteint ses extrema, et 6 (T)
est un espace de Banach pour la topologie de la convergence uniforme donnée par la norme

If lleo = sup|f ()] = max|f (¢)].
teT teT
En fait :
Proposition 3.1. Lespace € (T) est un espace polonais.

Preuve. On sait déja que 6 (T) est métrisé (normé) par || - ||, et est complet pour cette
distance, donc il reste a montrer qu'’il est séparable, c’est-a-dire qu’il admet une sous-suite
dense. Soit (t,),cy Une suite dense dans T, f,(t) =d(t,,t), et

"Q{Q:Q[flafb“'] 5 "d]R:R[flafZJ“']

les sous-algebres de € (T) engendrées respectivement sur R et sur Q par les fonctions con-
stantes et les fonctions f;. Il est clair que la cléture de .o/ dans 6(T) est la méme que la
cléture de .o/ (raisonner par double inclusion). Or, I'algebre .o/, contient les constantes et
sépare les points de T, car si s # t, choisissant une suite (t, )iey telle que limy_,o, t, =t,
on a limy_, o f,, (s) = d(s, t) # 0 et limy_,, f,, (t) = d(t,t) = 0, donc pour k assez grand,
fu (8) # f, (t). Par le théoréme de Stone-Weierstrass, .o/ est donc dense dans 6(T), etil en
va de méme pour .of;. D’autre part, .o/, est dénombrable, car ses €léments P sont des poly-
nomes a coefficients rationnels en les f;, donc sont déterminés par une famille finie de multi-
indices a € (N*)™ et de coefficients c, € Q telsque P = _c,f*, avec f* = (f,)“1(f,)% .
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Comme Q et (N*)™ sont dénombrables, on conclut que g est dénombrable, et que € (T)
est bien séparable. m

Plus tard, on s’intéressera a des familles de mesures de probabilité sur € (T), et 'on
essaiera d’établir leur tension. Il faudra alors savoir identifier les parties compactes de € (T).
Le théoréme suivant donne un critére simple de relative compacité. Si & > 0 et f € €(T),
on définit :

w(f,6)=sup{|f(s)—f(t)||s,t €T etd(s,t) <5}
Comme les fonctions continues sur un compact sont uniformément continues par le théo-

réme de Heine,
lim w(f,6)=0

pour toute fonction f € 6(T) si T est un espace métrique compact.

Théoreme 3.2 (Arzela-Ascoli). Soit & C 6(T) une partie de Uespace des fonctions continues
sur le compact T. On pose w(F,6) = supscs w(f, ). La partie F est relativement compacte
si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. Pourtout t € T, {f(t), f € F} est une partie bornée de R.

2. Ona
(lsin%w(gf'ﬁ) =0.

Ainsi, une partie de 6(T) est relativement compacte si et seulement si elle est localement
bornée et uniformément équicontinue.

Preuve. Supposons d’abord & relativement compacte dans 6 (T). Pour tout t € T, 'appli-
cation 7, : f — f(t) est continue de ¥ (T) dans R, et méme linéaire 1-lipschitzienne. La
partie

(), f € P} =n(P) cn(F)

est donc incluse dans un compact, et donc bornée. Pour démontrer la deuxieme implication,
raisonnons par 'absurde et supposons que lims_,, w(%, ) # 0. Alors, on peut trouver € > 0,
une suite 6, — 0, et des fonctions f, € & telles que w(f,,5,) = € pour tout n. Ceci veut
dire qu'il existe des points s,, t, avec d(s,, t,) < &, et |f,(s,) — fu(t,)| = € pour tout n € N.
Comme T est compact et & est une partie relativement compacte, quitte a extraire des sous-
suites, on peut supposer s, — s, t, — t et f, — f pour une certaine fonction f € €(T).
Comme 6, — 0, on a forcément s = t. Dans ce cadre, f(s) =1lim,_, ., f,(s,,), car

f )= fals )l S Uf ()= f (sl + I = falloo =0,

puisque f est continue en s et f, — f dans 4 (T). De méme, f(t) = lim,_,, f,(t,), dou
une contradiction car |f,(s,) — f,(t,)| reste toujours plus grand que & > 0. Ceci acheve la
preuve de I'implication directe.

Pour la réciproque, soit & une partie de 6 (T) qui vérifie les deux hypotheses du théo-
réme, et (f,),ey Une suite dans &. On fixe une suite (5,,)cy de nombres réels positifs
tendant vers 0, et pour chaque m, un recouvrement du compact T par des boules ou-
vertes B1 5 3, .-, Bgm 5 1. Pour chaque point tfn, la partie { fn(tfn), n € N} est bornée, donc,
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on peut extraire une sous-suite de (f,),ey qui converge ponctuellement en tin. Ces points
étant en quantité dénombrable, par extraction diagonale, on peut trouver une sous-suite
(fu ) ken de (fu)nen telle que (f,, (¢! ))iey ait une limite pour tout point t! avec m € N et
i € [[1,N,,]]. Montrons alors que la suite (f,, Jxen = (gx)ken €st de Cauchy dans €(T), et
donc convergente. Soit € > 0, et m assez grand tel que w(%,5,,) < €. Comme toutes les
suites (g(t. My avec i € [[1,N,,]] sont de Cauchy, pour K assez grand, si k,,k, > K, alors

Vl € [[1)Nm]]: |gk1(t,ln)_gk2(t:n)| <e.

Soit t un point quelconque de T. Il existe i € [[1,N,, ]I tel que t € B,; 5 5. Alors, si ky, k, 2 K,

|1, () = 81, (O] < |81, () — &, (E1)] + | 8, () — g, (£1)] + [ 81, () — 84, (1))
< g, (t) =g, ()| +2w(ZF,5,) < 3e.

Dong, la suite (g )rey €St uniformément de Cauchy, et on a trouvé une sous-suite de (f,,),ex
qui converge uniformément sur T. m

Remarque 3.3. Si T est compact connexe, on peut affaiblir légérement les hypothéses du
théoreme 3.2 et remplacer la premiere condition par :

1. Pour un certain t, € T, {f (t,), f € Z} est une partie bornée de R.

En effet, la seconde condition montre alors que {f(t), f € &} est une partie bornée pour
tout t dans une boule autour de t,, et de proche en proche on montre le résultat pour
tout t € T. En particulier, si 'on considere I'espace 4([0, 1]), alors on utilisera souvent
le théoréme d’Ascoli sous la forme suivante : une partie & de €([0,1]) est relativement
compacte si et seulement si :

1. La partie {f(0), f € &} est bornée.
2. On alims_,, w(Z,6) =0.

> Fonctions continues sur un espace o-localement compact. La discussion précédente
montre que si T est un espace métrique compact, alors X = %(T) est un espace adéquat
pour appliquer la théorie du premier chapitre, car il est polonais et on sait reconnaitre ses
parties compactes (ce qui sera requis pour déterminer la tension d’une famille de lois sur
X). Si T n’est plus compact, on peut encore dans certains cas équiper ¢ (T) d’une topologie
avec les mémes propriétés; la bonne hypothese est alors celle de o-locale compacité.

Définition 3.4 (o-locale compacité). Un espace métrique T est dit o-compact s’il existe une
famille dénombrable de compacts (K,),en, qu’on peut supposer croissante pour linclusion, et
telle que T = | J o K,- IL est dit o-localement compact si, de plus, tout point t € T admet un
voisinage compact.

Exemple 3.5. La droite réelle R est o-compacte, car c’est 'union des compacts [—n, n] avec
n parcourant N. Elle est méme o-localement compacte, puisque tout x € R admet comme

voisinage compact [x —¢&,x + ¢€].

Lemme 3.6. Soit T un espace métrique o-localement compact.
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1. Lespace T est séparable.
2. Il existe une base dénombrable d’ouverts relativement compacts (U,,),en-

3. Il existe une famille dénombrable de compacts (K,,),en, croissante pour lUinclusion, telle
que tout compact K de T soit inclus dans l'un des K,,.

Preuve. Soit (K,),cy une famille dénombrable de compacts de T telle que T = | J,_ K, Tout
espace métrique compact est séparable, donc pour tout n, il existe (x,, ,,).en dense dans K,,.
Alors, {x, }(n.menz €st une famille dénombrable dense dans T, donc T est bien séparable.

Dans ce qui suit, on fixe une suite (t;);cy dense dans T. Chaque point t;, admet un
voisinage relativement compact, donc, pour ¢, assez petit, B, ., est relativement compact.
On note Q; I'ensemble des nombres rationnels ¢, > 0 tels que B, ., soit relativement
compact dans T. Notons que si g, € Q, et 0 < 1, < &, avec 7, rationnel, alors 7, est aussi
dans Q, car la cléture B, ,  est un fermé inclus dans le compact B, ., ), donc est compacte
elle-méme. La famille de boules ouvertes

B(tk’gk)’ k S N, & (S Qk

est alors une base dénombrable d’ouverts relativement compacts de T. En effet, il reste a
montrer que si U est un ouvert de T, alors U s’écrit comme réunion de certaines de ces
boules ouvertes. Soit D = {k | t, € U}, et pour chaque point t; € U, R, C Q; I'ensemble des
nombres ¢, tels que B, .y CU.Ona:

U= U B,

kED,&‘kGRk

En effet, I'inclusion D est évidente par définition de D et des ensembles R,.. Réciproquement,
soit t € U, et ¢ > O rationnel tel que B, ., soit un voisinage relativement compact de t entie-
rement inclus dans U. Si t; est un point de la suite (t; ),y tel que d(t;,t) < 3, alors la boule
B, ) contient ¢ et est enticrement incluse dans U, donc g, = 5 €ER, et t € UkeD,Ek e, Blteo)-
On a donc bien exhibé une base dénombrable d’ouverts relativement compacts.

Finalement, notons (U, ),y Une base dénombrable d’ouverts relativement compacts dans
T,etK, = UZ:o U,. Chaque K,, est un compact, et la suite (K, ),y €st croissante pour l'inclu-
. (o] (o] . .
sion, avec Un:O K, = Un:O U, =T. Soit K C T un compact. Il existe un sous-recouvrement
. e n . . n T
fini | J,_, Uy de K par des ouverts de base, et a fortiori, K C | J,_, Uy =K,,. O

Si T est un espace o-localement compact, on équipe I'espace des fonctions continues
%(T) de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact K € T. Une base de
voisinage d’une fonction f € 4 (T) est formée des parties

{g € 6] lg=fluo=suple( -l <e.
te
avec € > 0, et ou K parcourt 'ensemble des parties compactes de T'.

Proposition 3.7. Si T est o-localement compact et si 6 (T) est muni de la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact, alors 6 (T) est un espace polonais.
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Lemme 3.8 (Prolongement de Tietze). Soit K C T compact, et f une fonction continue sur
K. Il existe une fonction continue bornée g sur T telle que gx = f.

Preuve. Sans perte de généralité, on peut supposer f a valeurs dans [0,1]. Soit K_ =
fY(o, %]) etK, = f‘l([g, 1]). Ce sont deux fermés disjoints dans K et donc dans T. Tout
espace métrique est normal, car on peut utiliser la fonction distance pour séparer les fermés
disjoints par des ouverts. Donc, d’apres le lemme d’Urysohn (voir les exercices du chapitre
1), il existe une fonction g, continue sur T, a valeurs dans [0, 1], et telle que (g;)x_ =0 et

(g1)|K+ =1. AlOI'S, la fonction
3 (g )K
fl ( Y )

) 3

est une fonction continue sur K qui prend de nouveau ses valeurs dans [0, 1]. On peut donc

trouver g, telle que
3 (gz)|1<
fa (f1 -

—2 3

prenne ses valeurs dans [0, 1], et telle que g, soit continue sur T a valeurs dans [0, 1].
Notons qu’on a :

(g)x 2 (g)x 208k 4
f= 81|K+i: 81|K+ 82|K+£.
3 3 3 9 9
Par récurrence sur n, on peut trouver une suite de fonctions (g,),en, avec g, € 6(7,[0,1])
pour tout n, et avec

3 9 3n

2\" (gl)lK 2(82)|K 2n—1(gn)|K
(5) 2“]‘ s 9 T T

oo,k

>

. . oo on1 . ,
Alors, la série de fonctions anl 3ng" est uniformément convergente sur T, donc elle a une

limite g qui est une fonction continue bornée sur T. De plus, gx = f d’apres 'inégalité
précédente. m

Preuve de la proposition 3.7. Soit (K,),cy Une suite exhaustive de compacts, c’est-a-dire une
suite croissante de compacts telle que T = | ] . K, et telle que tout compact K de T soit
inclus dans un K,,. On équipe ¥(T) de la distance suivante :

— ' 1, - oo,K,
i(7.5)= 5T o)
n=0

Comme tout compact K est inclus dans un K,,, on voit facilement que d est bien une distance
sur 6 (T), et qu'une suite (f,,),,eny de fonctions continues sur T converge ou est de Cauchy
pour cette distance si et seulement si chaque suite de fonctions ((f,,)x)mey cONverge ou
est de Cauchy dans ¥ (K), K parcourant 'ensemble des compacts de T. Ainsi, d est bien
une distance qui métrise la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. De
plus, comme les espaces 4 (K) sont complets, une suite de Cauchy dans ¥ (T) converge
uniformément sur tout compact K, donc converge dans 6 (T); ainsi, (4 (T ), d) est un espace
métrique complet.
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Pour la séparabilité, on fixe pour tout n € N une suite (f, ;) ey dense dans €(K,).
D’apreés le lemme précédent, on peut étendre toutes ses fonctions par continuité sur T, donc
supposer que chaque fonction f, , est en fait définie sur T. Alors, la famille (f,, ;) m)en €5t
dense dans ¥ (T). En effet, soit

Vigory = {g € 61| llg =l = suplg(6) — £ (0] < s}

un ouvert de base de cet espace. Si K C K, alors il existe par hypothese f, , telle que
If = finlloox, < €. A fortiori, |f — fiulloox <€, donc f,,, € Vs, ) O

Proposition 3.9. Si T est o-localement compact, alors une partie & C 6 (T) est relativement
compacte si et seulement si, pour tout compact K C T, la partie ZFx = {fx|f € F} est
relativement compacte dans 6 (K).

Preuve. Comme la projection

¢x : 6(T) > 6(K)
f '—’f|K

est continue, si & est relativement compacte, alors Zx = ¢y (F) C ¢« (F) est une partie in-
cluse dans un compact, donc relativement compacte. Réciproquement, supposons toutes les
parties Z | relativement compactes, et considérons une suite (f,,),cy dans Z, ainsi qu'une
suite exhaustive de compacts (K,),ey dans T. Les familles ((f;,)x, Jmen Sont toutes relative-
ment compactes, donc, par extraction diagonale, on peut trouver une sous-suite (f,,, );ey qui
converge uniformément sur chaque compact K,. Comme tout compact K est inclus dans un
K, (fin, )ien converge donc uniformément sur tout compact K, c’est-a-dire qu’elle converge
dans € (T). Ainsi, & est une partie relativement compacte. O

Remarque 3.10. La preuve de la proposition précédente montre qu’on peut remplacer dans
I’énoncé "pour tout compact K" par "pour tout compact K, d’une suite exhaustive de com-
pacts", et cette hypothése est plus simple a vérifier.

Remarque 3.11. La discussion de ce paragraphe servira essentiellement a traiter le cas ou
T = R,. Dans ce cas, on peut prendre comme suite exhaustive de compacts K,, = [0,n], et
la plupart des preuves précédentes sont un peu plus simples dans ce cadre. Une distance sur
% (R, ) correspondant a la convergence uniforme sur tout compact est

oo

. 1: - 00,[0,n
d(f,g)Zme( ||f2ng|| [0, ])’

n=1

et une partie & de ¢ (R, ) est relativement compacte si et seulement si les deux conditions
suivantes sont vérifiées :

1. La partie {f(0)|f € &} est bornée.
2. Pour tout n € N, limg_,osup{|f(x)—f(¥)||x,y €[0,n], |[x—y| <6, feZF}=0.
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> Lois fini-dimensionnelles. Pour conclure notre présentation de ’espace des fonctions
continues ¥ (T), nous allons donner une caractérisation simple des mesures de probabilité
sur cet espace. Dans tout ce qui suit, T est un espace métrique o-localement compact. Si
ti, ty,...,tq sont des points de T, alors 'application

%6(T) — R
f — (f(tl),f(tz),,f(td))

.....

les lois fini-dimensionnelles issues de u. Ces lois vérifient des conditions de compatibilité
évidentes : si ¢ : R” — R¢ envoie un vecteur de D coordonnées (¢, ..., tp) sur le vecteur
de d < D coordonnées (t;, ..., ty), alors pour tous points ty,...,t, dans T,

Théoreme 3.12. Soit u et v deux mesures de probabilité sur 6(T), avec T espace métrique
o-localement compact. Si u et v ont les mémes lois fini-dimensionnelles, alors elles sont égales.

Preuve. La preuve du théoréme repose sur la comparaison de deux tribus sur 4 (T). En tant
qu’espace métrique muni d’une distance d correspondant a la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact, 6 (T) est muni de la tribu des boréliens %8(%6(T)) engendrée
par les ouverts

Vigexy =18 € €(T)1Ig = flloox <€}

D’autre part, €(T) est une partie de R”, I'ensemble des familles de nombres réels (x,),cr
indexée par T ; et R” est muni de la tribu produit Q),.; #(R). La restriction de cette tribu
produit a €(T), que 'on notera &, est la tribu engendrée par les ouverts

Wiernin =18 € 6(T)|Vie[[1,d]], |g(t,)—f(t)l < e}

Comme linclusion i : €(T) — R’ est continue, et comme & = i (Q),cr B(R)), on a
P C B(6(T)). De plus, 'hypothése du théoreme est équivalente au fait que w(B) = v(B)
pour toute partie B € & (on a égalité sur un m-systeme de parties qui engendre la tribu &2).
Il suffit donc de démontrer que 'on a en fait :

P = RB(6(T)).

Or, si (t; )ren €st une suite dense dans T, alors

[ @]
Vife) = U ﬂ W(f,(l—%)e,tk)-

[=2t€K

En effet, si g € V. x), alors il existe [ > 2 tel que ||g§ — flloox < (1— 1%1)8, et dans ce cas,

lg(t)—f(t)l < (11— %)8 pour tout t; € K, ce qui démontre I'inclusion C. Réciproquement,
si g est dans un ensemble ﬂtkeK Wi, =1)e,e0> alors |g(t)—f(t)| < (1— %)8 sur un ensemble
dense de K, donc par densité de (t;),cy dans T et par continuité de f et de g,

1
g =l < (1-7 ) <e.
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Ainsi, on a Pinclusion réciproque D. Il S'ensuit que Vs, x) € & pour tout ouvert de base
Vif.e.x)> et donc que # = B(6(T)). ]

Corollaire 3.13. Soit (U,cy)nen Une famille de mesures de probabilité sur 6 (T), avec T espace
métrique o-localement compact. On suppose la famille de mesures (u,),ey tendue, et les lois
fini-dimensionnelles (u,),, ., qui convergent toutes sur RY. Alors, (U,),ey @ une limite pour
la convergence en loi dans #'(6(T)).

Preuve. La limite en loi d'une sous-suite convergente de (U, ),cy €St unique, puisque ses lois
fini-dimensionnelles le sont et la déterminent. Le résultat découle alors comme d’habitude
du lemme 1.20, puisque (U, ),y €st tendue et donc relativement compacte. m

Remarque 3.14. La réciproque du corollaire est également vraie : si u, — u, alors la fa-

.....

continues, on a aussi (U,)¢, ¢, — MUe,,..r, POUT tOUS temps t;,..., t4.

3.2 L’espace des fonctions cadlag

Dans la section précédente, on a étudié en détail la topologie d’espaces tels que 6 ([0, 1])
(cas compact) ou ¥ (R, ) (cas o-localement compact), ce qui permettra de manipuler des
lois de processus continus a horizon fini ou infini. On souhaite maintenant étendre cette
étude a certains processus discontinus. En particulier, on souhaite pouvoir étudier les pro-
cessus de Poisson, qui sont les processus (N,).cg, a valeurs dans N, croissants, tels que
chaque ensemble N~({k}) soit un intervalle [, t;,;) avec t,,; — t; = &, suivant une loi
exponentielle de parametre A, et avec les variables &, toutes indépendantes.

p——N\,

l_

4+t
t; toty tyts te

FIGURE 3.2 — Un processus de Poisson de parametre A = 1.

Le bon espace de fonctions pour ’étude de ces processus est 'espace 2(R, ), défini comme
suit :
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Définition 3.15 (Fonctions cadlag). Lespace (R, ) est l'ensemble des fonctions f : R, = R
telles que les limites lim,_,, ;. f(s) et lim,_,, .-, f (s) existent pour tout t € R,, et telles que la
seconde limite soit toujours

lim f(s) = £ (t).

s>t
On définit de méme 9(I) pour tout intervalle I C R.. Une fonction f appartenant a 2(R.) ou
9(I) est dite continue a droite et avec limites a gauche (en abrégé, cadlag).

L'objectif de cette section est de munir 2(R,) d’'une topologie qui en fait un espace
polonais, et telle que les processus de Poisson par exemple puissent étre considérés comme
des variables aléatoires dans cet espace.

> Structure des discontinuités. Soit0=1t,<t; <t, <--- < t; <--- une suite de temps
dans R, qui tend vers l'infini, et wy, w;, w,, ... des nombres réels. On note

FO)= > wye

k|t <t

On obtient une fonction continue a droite et avec limites a gauche, et les fonctions que 'on
peut construire de cette facon généralisent celles qui viennent de processus de Poisson (dans
ce dernier cas, w, = 1 pour tout k). Une topologie raisonnable sur 2(RR_ ) doit étre telle que,
si f et g sont des fonctions associées a des temps s; <s, < --- ett; <t, < --- et ades
sauts vy, Vq, Vo, . . . €t Wy, W1, W5, ..., alors f est proche de g dans 2(R, ) si et seulement si les
temps s; sont proches des temps t; et si les tailles des sauts v, sont proches des w;.

: f(t)
: g(t)

FIGURE 3.3 — Deux fonctions proches dans 2(R, ).

La topologie de la convergence uniforme sur tout compact est trop fine pour que cette
condition soit vérifiée : comme le montre la figure 3.3, si les sauts de deux fonctions f, g €
2(R ) ont lieu a des instants tres proches mais distincts, alors la norme infinie || f —g |l 0.7]
peut étre grande, bien que les graphes des deux fonctions f et g soient tres proches. Dans
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ce qui suit, nous allons définir sur 2(RR, ) une topologie un peu plus grossiére, mais qui res-
treinte a ¥ (R, ) correspondra a la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.
Comme préliminaire, il convient de décrire un peu mieux la structure des discontinuités

d’'une fonction f € 2(R,). Soit f une fonction dans 2([0,T]), ou T est un temps fini
arbitraire. Une subdivision

O:t0<t1<t2<"'<t :T

n

de [0, T] est dite &-espacée si |t;,; — ti | = 6 pour tout k € [[0,n—1]]. D’autre part, on
définit pour f : [0, T] >R :

o(f, [tp, tipn)) = sup {|f (s) = F ()] | s, t € [ty, ti0)}

Finalement, on pose

O(f,5)= inf (maxﬂw(f,[tk,tm))),

to<ty<--<t, \ ke[[0,n—1

ou l'infimum porte sur toutes les subdivisions &-espacées de [0, T]. Si 'on doit préciser
l'intervalle [0, T'], on notera coEO T](f, 6).

Proposition 3.16. Une fonction f appartient a 2([0, T]) si et seulement si
lim e, y(f, 5) = 0.

De plus, pour tout 6 < T et toute fonction f € 9([0,T]),

o (£.3) 200622608+ wp 176~

se[o,T

Preuve. Supposons f € 2([0,T]), et fixons ¢ > 0. Il s’agit de trouver une subdivision
to < t; < -+ < t, de [0,T] telle que max;cyo,—17@(f,[tg, tys1)) < €. Alors, si 6 =
mingcgo o1y tks1 — txl, ceci impliquera w’(f,8) < ¢, et a fortiori liminfs_,, '(f,6) < &.
Notons

T’ = sup {t <T

il existe une subdivision 0 =ty <t; <:--<t, =t
telle que maxyegon—17 @(f>[trstrr1))<e

Remarquons d’abord que T’ > 0 : comme f est continue en 0, ses variations |f(0) — f(t)]
sont bornées par £ sur un petit intervalle [0, T'], et

o(f,[0,T)) =sup{lf ()= f () | s, t <T'} <2sup{lf(O)—f(O) [t <T'} <e.

Supposons maintenant par I'absurde T’ < T. Comme f admet une limite a gauche de T’,
sur un intervalle [T’ — &, T’] a gauche de ce point, les fluctuations de f sont bornées et
o' (f,[T'"—6,T")) < e. 1l en va de méme sur un intervalle [T’, T’ + &) (quitte a diminuer
la valeur de &), puisque f est continue a droite de T'. D’autre part, par définition de T, il
existe une subdivision 0 = t, < t; < --- < t, = T'— 6 telle que w(f, [ty ts1)) < € pour
tout k € [[0,n—1]]. Alors,

to<t; <+ <t,=T' —6<ty =T <ty =T'+6
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est une subdivision de [0, T’+6] telle que les fluctuations de f sur chaque intervalle [ t;, t;.;)
soient inférieures a ¢. Ceci contredit la définition de T’, donc T’ = T. On a donc montré que
si f € 2([0,T]), alors lims_,, w'(f,8) =0.

Réciproquement, supposons lim;_,, w’(f,5) = 0, et montrons que f est continue a droite
et avec limites a gauche. Fixons un point t € [0, T), et € > 0. Par hypothése, pour 6 as-
sez petit, on peut trouver une subdivision 6-espacée 0 = t, < --- < t, = T telle que
w(f,[ty, trser)) < € pour tout k. Soit [ ty, t,,;) I'intervalle qui contient t. On a |f (s)—f (t)| < €
pour tout s € [t, t;,,), donc f est continue a droite de t. Supposons maintenant t € (0, T],
et montrons que f admet une limite a gauche de t. Par le critere de Cauchy, il suffit de mon-
trer qu'il existe un intervalle (t — 7, t) tel que si s;,s, appartiennent a cet intervalle, alors
|f (s1) — f(sy)] < €. Si la subdivision précédemment choisie vérifie t, < t < t;,;, alors on
peut prendre l'intervalle (t, t), et la preuve est achevée. Supposons maintenant que t = t,;,
est I'un des points de la subdivision. Alors, on peut prendre comme intervalle (t,_;,t), donc
ce cas aussi est traité. On a donc bien démontré que f € 2([0, T]).

Etablissons maintenant la suite d’inégalités. Fixons & < T, et considérons la subdivision
de [0, T] dont tous les pas t;,; — t; valent %, sauf le dernier pas T —t,_; qui a une taille
comprise entre g et 6.

FIGURE 3.4 — Subdivision dont presque tous les pas ont taille %.

C’est une subdivision %—espacée, et sur chaque intervalle [t;, t;,;), les points sont écartés
d’au plus 6 (dans la derniere part), donc :

ie[[o,n—1

% (f, g) < max ol [t ) < 00, 5,

Pour la seconde inégalité, on fixe une subdivision 6-espacée t, < t; < -+ < t, telle que
maxycro 17 O, [t 1)) < '(f,0) + &, avec € > 0 trés petit. Sis < t sont deux points
de [0, T] écartés de moins que 6, alors :

1. Soit ils tombent dans la méme part [ t;, t;,), et dans ce cas
f ()= f(O < o(f, [t tin)) < (£, 6) + &
2. Soit ils tombent dans deux parts consécutives [ t;, t;,1) €t [tii1, trsz), € dans ce cas,

If ()= F(O <1 () — f ((trp )N+ 1f ((trg1)) = f (e D+ f (Er) = (0
<20'(f,6)+ 28+ |f ((tr1)-) — f (try1)l-

La seconde inégalité de I'énoncé s’en déduit en faisant tendre ¢ vers 0. m

Corollaire 3.17. Une fonction f € 9([0, T]) est toujours bornée, et pour tout € > 0, le nombre
de discontinuités de f qui sont plus grandes que € (|f (t)— f(t_)| = €) est fini. En particulier,
f a des discontinuités en quantité dénombrable.
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Preuve. Soit 6 tel que w’'(f,8) < 1. Il existe une subdivision -espacée t, < t; < --- < ty
de [0, T] telle que les fluctuations de f sur chaque intervalle [t,, t,,,) soient bornées par 1,
ce qui implique en particulier que f soit bornée sur chacun de ces intervalles; la fonction f
est donc bornée sur [0, T']. Fixons maintenant £ > 0. Si w’(f, §) < &, alors toute subdivision
0-espacée t, < t; < --- < t, telle que maxycgg 17 w(f, [t txr1)) < € doit contenir les
éléments t tels que |f (t)—f(t_)| = €. Comme il existe une telle subdivision, on conclut que

card{t | |f(t)—f(t)|=e} <n< g

Puis, comme I'ensemble des points de discontinuité de f est 'union dénombrable des en-
sembles finis {t € [0, T]||f(t) — f(t )| = ﬁ} avec k € N, cet ensemble est dénom-
brable. m

Remarque 3.18. La discussion précédente s’étend immédiatement au cas de fonctions f €
2(R.), avec les résultats suivants :

— une fonction f : R, — R est dans 2(R,) si et seulement si, pour tout T > 0,
1im5—>0 wEQ,T](fJ 5) =0.

— sif € 2(R,), alors elle est localement bornée et elle a une quantité dénombrable de
discontinuités.

> Topologie de Skorohod. Apres ces préliminaires, définissons une topologie sur les es-
paces 2(I) et 2(R,) a l'aide d’'une distance. On commencera par le cas des fonctions a
horizon fini, c’est-a-dire dans un espace 2([0, T ]). Uextension des résultats a 2(R, ) utilise
des arguments semblables a ceux qui permettent de passer du cas compact au cas o-compact
pour les espaces de fonctions continues, mais avec des complications liées aux discontinuités
des fonctions considérées (voir le dernier paragraphe de cette section).

Définition 3.19 (Distance de Skorohod). Soit f, g € 2([0, T]), et Homeo, ([0, T ]) Uensemble
des applications ¢ : [0, T] — [0, T ] croissantes, continues et bijectives. La distance de Skorohod
entre f et g est définie par

d(f,g) = inf  rpyP(lid =lleo, [If =& 0 ¥lloo).

y€Homeo, ([0,T]

L’idée est que deux fonctions de 2([0, T ]) sont considérées proches si leurs graphes peuvent
étre obtenus 'un par rapport a 'autre par de petites modifications (mouvements) selon I'axe
des abscisses et selon I'axe des ordonnées. Si 'on n’autorise les modifications du graphe que
selon I'axe des ordonnées, ceci revient a regarder la norme uniforme ||f — g||oo, €t on a vu
précédemment qu’elle ne donnait pas une topologie raisonnable sur 2([0, T ]). Pour autori-
ser également des modifications selon 'axe des abscisses, on compare en norme uniforme f
et g o, ot est un homéomorphisme de [0, T] qui permet de déplacer les points horizon-
talement ; et on prend en compte ces déplacements avec la norme uniforme |lidy 71—l oo -

Proposition 3.20. Lapplication d est bien une distance sur 2([0, T]), qui en fait un espace
métrique séparable.
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Preuve. L'application d est symétrique, car

d(g,f) = inf ~ max([lid—¢lleo, I§ = f 0 Plloc)

y€Homeo, ([0,T])

= inf ~ max(|lidoy™ =y oy, llgoyT —forporp o)

~ peHomeo, ([0,T])

= inf  max(|lid— vy oo, If —g oY loo) = d(f, &)

B y€Homeo, ([0,T])

Sid(f,g) =0, alors il existe une suite (,),cy d’homéomorphismes de [0, T] telle que

max(llld_,(/)n”oo’ ”g _f 0 wn”oo) — 0.

En particulier, ¢, — id en norme infinie. Soit t € [0,T], et ¢ > 0. Comme f et g sont
continues a droite en t, il existe un intervalle [ ¢, t + &) tel que pour tout s dans cet intervalle,

lf&)—fl<e 5 lgls)—gl)l <e.

Comme 1, — id en norme infinie, pour n assez grand, ¥, (t + g) € [t,t+ ). Alors,

50— £ ()]
g(t+2)-row(c+3)

o
H—glt+=
g(t) g( 2)
<2e+llg—folle
donc par passage a la limite, |g(t)—f (t)| < 2¢ pour tout € > 0, ce qui implique g(t) = f(t)
et finalement g = f. La distance d sépare donc bien les points. Finalement, pour l'inégalité
triangulaire, si 1), et ¢, sont deux homéomorphismes croissants de [0,T], et si f,g,h €
2([0, T]), alors

max(|lid =1 lco, 1§ = f 0 1l ) + max(llid =l oo, 1R — & © 15 le0)

= max([[yp, =1 0 Pslleo, 18 0 Y2 = f 0y 015 ]l00) + max([lid —ploo, [h =g 0 Y2lc0)
2 max(lid —sllee + 192 =1 0 Yslleo, R =g 0 Yslloc + 118 0Py = f 0Py 0 Yylos)

= max([lid =1, oY lleo, [lh = f 01 09slec) = d(f, h).

En prenant la borne inférieure sur toutes les paires ’homéomorphismes (¢';,’,), on conclut
que d(f,g)+d(g,h) = d(f,h), donc d est bien une distance.

Pour la séparabilité, on va approcher toute fonction f € 2([0, T]) par une fonction en
escalier, puis utiliser des homéomorphismes pour approcher ces fonctions en escalier par des
fonctions d'une famille dénombrable. Si f € 2([0, T]), fixons e > 0,etnotons t; < --- < t,_;
les points de [0, T'] ol la discontinuité de f est plus grande que &, avec pour convention
to =0 et t, = T. Par hypothese, sur chaque intervalle [ t,, t;., ], la plus grande discontinuité

de f est plus petite que ¢, et d’autre part, lim;_,, coE . tk+1]( f,06) =0. Linégalité

< + +

foy(t+2)-r0

w[tk:thrl](f’ 6) <2 wEtk,tkH](fy o) +e

montre alors que pour & assez petit, wy,, ,,.,1(f,6) < 2¢ pour tout k € [[0,n—1]]. On peut
donc trouver une sous-subdivision 0 =5, <s; < --- <s, = T, dont les pas sont plus petits
que 0, et tels que si a, b € [s;,5,,,), alors |f(a) — f(b)| < 2¢. La fonction en escalier

[@)=f(s) sit€[s;,s41)
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est alors proche a 2¢ pres de f en norme infinie. On peut ensuite remplacer les valeurs de
f, par des nombres rationnels : si

fo(t)=r sit€ls,s; ), avecr, €Qet|r,—f(s)| <e,

alors f, est une fonction en escalier, a valeurs rationnelles et telle que ||f, — f|loc < 3e.
Finalement, soit 0 = 5, < §; < -+ < s, = T une subdivision de [0, T] telle que tous ses
points (sauf éventuellement T) soient rationnels, et telle que sup;cyg 17 15 =51 < 3¢. Sip
est 'unique homéomorphisme de [0, T'] qui est affine par morceaux et qui envoie [s;,s;,1]
sur [5;,5,,1), alors ||y —id||o, < 3¢, et f; = f, 02! est une fonction en escalier, a valeurs
rationnelles et dont les sauts ont lieu en des points rationnels. On a

d(f, f3) < max(|[ —id|lco, lf = falleo) < 3e,

et d’autre part, 'ensemble des fonctions f; possibles est dénombrable. Ceci achéve la preuve
de la séparabilité de (2([0, T]),d). O

Malheureusement, 'espace métrique (2([0, T']),d) n’est pas complet (voir les exercices
en fin de chapitre). Mais il existe une autre distance d’ sur 2([0, T]), qui correspond a la
méme topologie de Skorohod que celle donnée par d, et qui rend I'espace complet. Si ) est
un homéomorphisme croissant de [0, T ], posons

gl = sup_og (L))

0<s<t<T —S

Notons que |||¢||| peut étre égal a + 00, par exemple pour un homéomorphisme non lipschit-
zien. Si |||y ||| = O, alors la pente de 1) est partout égale a 1, donc 1) = id. Ainsi, la fonction
[[| - ||| fournit une nouvelle fagon de mesurer la distance entre un homéomorphisme 1 et la
transformation identité. Si f,g € 2([0, T]), on pose :

d’(f,g)=wE inf oy DAL =g 0 tplloo)-

Homeo, ([0,T

Proposition 3.21. Lapplication d’ est une distance sur 2([0, T]), qui correspond a la méme
topologie que d.

Preuve. La symétrie de d’ vient des identités ||g — f o Ylleo = [lg oY — flloo et ||[]l| =
[||p~||. Pour montrer que d’ sépare les points dans 2([0, T]), considérons deux fonctions
f et g telles que d’(f, g) = 0. Il existe alors une suite (),,) ey ’homéomorphismes de [0, T']
telle que |||y, ]|l = O et ||g—f o, |lc — 0. Si I'on peut montrer que ¢, — id en norme
infinie, alors on pourra suivre le méme raisonnement que pour la distance d pour établir
I'égalité f = g. Or, si |||y ||| — 0, alors les pentes des fonctions 1), sont uniformément
bornées, donc par le théoreme d’Arzela—Ascoli 3.2, (,) ey €St relativement compacte dans
€([0,T]) (en fait, c’est le cas de toute famille de fonctions continues croissantes et unifor-
mément bornées, par un argument similaire a celui de la preuve des théoremes de Dini).
De plus, si ¢ est une limite d’'une sous-suite convergente (v, )xey, alors pour tous s < t,

lOg w(t)_w(s) — klil'& IOg ‘ wnk(tz ::/Jnk(S)

t—s

< liminf|[]y, ||| = 0.
n—,oo
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Donc, ¢ = id, et l'unicité des limites possibles de sous-suites convergentes prouve que v, —
id dans € ([0, T']). On obtient ainsi '’hypothese de séparation pour d’. Finalement, si f, g, h
sont trois fonctions dans 2([0, T]) et si 41,3, sont deux homéomorphismes croissants,
alors

max(|[[y1 1], 1§ = f 0 Y1lloe) +max({[[1p,]ll, [[h = g 0 Pslle0)

= max(|[[y1]ll, [1g o P2 = f 0Py 0 Yslos) +max({[[1f, ][], [h — g 0 Yslle0)
2 max(||[Y ||| + [[[Y.]ll, 1h =g 0 sl +1[g 0P = f 091 09slos)

> max(||[yy o P,lll, Ih— f 0Py 0 plles) = d'(f, h),

doud’'(f,g)+d’(g,h) = d'(f,h) par passage a la borne inférieure sur (;,,). La fonction
d’ est donc bien une distance sur 2([0, T]).

Montrons maintenant que d’ est topologiquement équivalente a d. Pour tout homéomor-
phisme croissant v,

YO =p(0)
t—0

[p()—t| =t 1

< T (el —1),

donc ||y —id|lo < T (/' —1). Par conséquent, si d’(f,, f) tend vers 0, alors d(f,,f)
tend également vers 0. Réciproquement, supposons d(f,,f) — 0, ou f est une fonction
fixée dans 2([0, T]). 1l existe alors une suite v, d’homéomorphismes de [0, T] telle que
[, —id||leec — O et ||f oY, — fulleo — 0. Dans ce qui suit, on fixe une subdivision 0 =
Sp < 8§ < -+ <s, =T comme dans la preuve de la proposition 3.20 : si a,b € [s;,5,1),
alors |f(a) — f(b)| < e. On note alors 6, 'homéomorphisme de [0, T] qui est affine sur
chaque segment [ (s;), 4 (s;41)], avec 6,(y.'(s;)) = s; pour tout [ € [[0,m]]. Comme
lim,_, ., Y ,(s;) =s; pour tout [,

lim |[|6,]|| = lim sup
n— o0 n—=09 1(10,m—1]]

Si+1 795
log( )‘ =0
Y (s141) — Y i(s)
Evaluons alors

||f09n_fn||oo < ||f09n_folpn”oo-l_”folpn_fn”oo

Pour prouver que cette suite tend vers 0, comme ||f oY, — f,llooc — O, il suffit de montrer
que ||f 00, 0" — fllo tend vers 0. Soit t € [0, T], et [s;,s;,,] l'intervalle qui contient t.
Notons que 'homéomorphisme 6, 0v~ " stabilise chaque intervalle [s;,s;,, ]. Par conséquent,
tet6,o w;l(t) sont dans le méme intervalle de la subdivision, donc

[f 08,09 ()~ F(0)| <.

On conclut que ||f 00, 0! — f|lo, < &, et donc d’(f,, f) — 0. O
Théoreme 3.22. Lespace 2([0, T]) muni de la topologie de Skorohod est polonais.

Preuve. On sait déja que 2([0, T']) est métrisable séparable, et on va montrer qu’il est com-
plet pour la distance d’. Soit (f,,),ey une suite de fonctions dans 2([0, T]), qui est de Cauchy
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pour la distance d’. 1l suffit de montrer que (f,),cy @ Une sous-suite convergente, car une
suite de Cauchy et relativement compacte est toujours convergente. Soit (1, );cy Une suite
croissante d’entiers telle que

, 1
sup d (fmlafmz) <

my,Mmy=>ny 2k

Alors, en particulier, (gx)reny = (fy, Jken €St une sous-suite telle que d'(gy, gx+1) < 5 pour
tout k, donc il existe une suite d’homéomorphismes (Y, )y telle que

1 1
|||¢k|||S§ ; ||gk°1/)k_gk+1”oo§§-

Pour k,m > 1, posons 0y ,, = Y, 0,1 0- - -0, ,,. Nous allons d’abord montrer que (6, ) >1
converge uniformément vers un homéomorphisme 6, de [0, T]. On a

||9k,m+1 - Gk,m”oo = sup |9k,m(q~pk+m+1(t)) - Gk,m(t)l

te[0,T]

< ( SUP. [Py (£) = t|) el < [y s = il €1l

te[0,T]

. 1 .
O, |16 mlll < Wil + -+ + Y gamlll < 357, €t 1Y gy —idlleo < T (e —1), donc il
existe une constante C = C(T) telle que, pour tous k,m > 1,

C
Qk+m’

||9k,m+1 - Qk,m”oo <

On en déduit que les suites (6, ,,),>; sont uniformément de Cauchy dans ([0, T]), et
convergent donc uniformément vers des fonctions continues 6,. Ces fonctions 6, sont des
homéomorphismes de [0, T], car

1
Ol = Mlilll +lvelll +-- < 5=

pour tout k > 1, et la finitude de |||6, ||| implique que la fonction 6, est un homéomorphisme.
D’autre part,

1% © Ok — k1 © Orrilloo = I8k © Vi — Srs1lloo < ?

pour tout k > 1. La suite (g, © 6))rey €st donc de Cauchy pour la norme uniforme, et elle
admet une limite g, qui est aussi la limite de (g, )rey pour la distance d’ :

d'(gx, &) < max([||0]11, 11gx © O — &lloo) = O.

La limite g appartient bien a 2([0, T]), car c’est la limite uniforme de fonctions cadlag. On a
donc bien exhibé une sous-suite convergente de (f,,),cy, € qui démontre la complétude. [

Ainsi, on a équipé '’espace de fonctions 2([0, T ]) d’'une topologie adéquate pour pouvoir
y faire des probabilités et y considérer des (suites de) processus.
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> Parties compactes et lois fini-dimensionnelles. Pour conclure I'étude des espaces de
trajectoires discontinues 2([0, T]), il nous faut comme pour %4 ([0, T]) identifier les par-
ties relativement compactes, et caractériser les lois sur 2([0, T]). Concernant les parties
relativement compactes, on a un analogue du théoreme d’Arzela—Ascoli :

Théoreme 3.23. Soit & C 2([0, T]) une partie de Uespace des fonctions cadlag sur [0, T]. On
pose w'(F,8) = sup;cy '(f,8). La partie F est relativement compacte si et seulement si les
deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. Onasupseg ||f lloofo,r) < +00.

2. Ona
(lsirré w'(Z,5)=0.

Notons que l'on a le méme critere pour les parties relativement compactes de ¢ ([0, T]),
mais avec les fonctions w(+, §) au lieu de w'(+, 6).

Preuve. Si & n’est pas bornée pour la norme infinie, alors on peut trouver une suite de
fonctions (f,)ney telle que || fyllco = Max(lfollos | fillsos - -» | fulloo)+1 pour tout n. Alors,
aucune sous-suite (f,, Jxen = (&x)xen N€ peut converger dans Z([0, T']). En effet, pour tout
k et tout homéomorphisme ) de [0, T], si t;,; € [0, T] est un point tel que |g,1(t;1)| =
lgelloo + 3, alors

1861 = 8 Wlloo 2 18 (tien) = 8 0 Y (tien)] = g ()l — gl 2 5,
donc d(gy41,8%) = % Ceci montre que la premiere condition est nécessaire a la relative
compacité. Pour la seconde condition, raisonnons également par I'absurde et supposons
lims_,, w'(ZF, ) # 0; alors, on peut trouver une suite de fonctions (f,,),cy dans &, une suite
(6,)nen tendant vers 0, et € > O tels que w’(f,,, 6,) = € pour tout n > 0. Sous ces hypotheéses,
aucune sous-suite (f,, Jren = (&x)ken N€ peut converger dans 2([0, T]). En effet, si g, — g
pour la topologie de Skorohod, fixons 6 > 0, et une subdivision 6-espacée 0 = t, < t; <
.-+ < t, = T de [0, T]. Pour chaque k, notons v, un homéomorphisme de [0, T] tel que
llgr oV —glloo < 2d(gy, &), et tel que ||, —id||o, — 0. Pour k assez grand, la subdivision
Yi(ty) < YPr(ty) < -+ <P (t,) est %—espacée, et donc o, -espacée. Alors,

max _w(g, [VYi(t;), Pi(tii1))) = €.

i€[[0,n—17]]

On peut donc trouver des points x, et y, dans le méme intervalle [¢;,t; ), et tels que
|81 (Yr(x)) — g (Y (1)) = 5. Supposons k assez grand, tel que d(gy, &) < 1z. On a alors

18(xi) — gl = 1&gk (Prlxi)) — &P iy = 2Igk 0 Yi — &ll oo 2 % —4d(gr,8) =

3

Alm

et donc max;cgg 17 w(g,[t;, t;11)) = 5. Par conséquent, w’(g,5) = %, et comme ceci est
vrai pour tout 6 > 0, g ¢ 2([0,T]).

On sait donc que les deux conditions sont nécessaires a la relative compacité de & . Mon-
trons maintenant qu’elles sont suffisantes. Comme (2([0, T]),d’) est un espace complet, il
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suffit de montrer qu'une partie & qui vérifie les deux conditions est précompacte, c’est-a-
dire que pour tout € > 0, elle peut étre recouverte par un nombre fini de boules de rayon
e pour d’. Fixons donc & > 0, et notons M = sup;c ||f || Soit & suffisamment petit, tel
que w'(Z,8) < e. Pour toute fonction f € 7, il existe une subdivision t, < t; <--- < t, de
[0, T'] qui est 6-espacée et telle que w(f, [ty, try1)) < € pour tout k. Si 2lk < &, notons alors
Sp < s; < -+ <s, la subdivision de [0, T] dont tous les points appartiennent au réseau ré-
gulier {0, 21,(, 22—1, ..., T}, ettelle que t; — 21,( <s; < t; pour tout i. Si ¢ est ’homéomorphisme
affine par morceaux qui envoie chaque intervalle [s;,s;.,] sur [t;, t;.,], alors

o chim—h o

T — - T
O+x Sm—S 66—

pour tout i, d’ou
T . 1.
Y]] < 5T < ¢ pour k assez grand (indépendamment de f).

Considérons alors les fonctions g qui sont continues a droite, prennent leurs valeurs dans
un réseau fini de pas inférieur a ¢ et couvrant [—M, M ], et qui ont leurs sauts en des points
du réseau régulier {0, Zlk, 22—?;, ..., T}. Il y a un nombre fini de telles fonctions, et 'une d’entre
elles est a d’-distance de f plus petite que 2¢. En effet, si g est une fonction dont les sauts

ont lieu aux points s;, avec |g(s;) — f (t;)| < ¢, alors

g0y ™ = flloo=_max _ sup [goyp'(s)—f(s)|

1€[l0,n—1]] s€lti,tiy1)

< max_((f. 6 ) +1g() —f(6)]) < 26.

Ceci achéve la preuve de la précompacité et donc relative compacité de & . m

Examinons maintenant les propriétés des lois fini-dimensionnelles issues de lois sur
2([0, T]). Une différence majeure entre le cas de 2([0,T]) et le cas de € ([0, T]) est que
les applications

T <ty<<ty - 2([0,T]) — R4
fe (), f(t),..., f(tg))

ne sont pas continues pour la topologie de Skorohod. En effet, si 'on considére par exemple
I'application T f € 92(0,1]) — f (%) € R, alors elle n’est pas continue en la fonction
f = Ligy: les fonctions f, = 11,1,y convergent vers f dans 2([0,1]), mais n%(fn) =0
tandis que 7 1 (f,) = 1. On a néanmoins le résultat plus faible suivant :

Proposition 3.24. Les applications 7, ,, ., sont mesurables pour la topologie de Skorohod.
De plus, 7, est continue en f € 9([0, T]) si Uune des conditions suivantes est vérifiée :

1. t=0o0ut=T.
2. t€(0,T)et f estcontinueen t : f(t)= f(t_).
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Preuve. Remarquons tout de suite que les applications 7, et 71, sont continues sur 2([0, T]),
car

[70(f) = mo(8)l = inf ~|f(0)—goy(0)] <d(f,g)

yeHomeo, ([0,T])

et de méme pour 7, (on utilise le fait que tous les homéomorphismes croissants de [0, T]
envoient O sur O et T sur T). Dans les autres cas, pour montrer que 7, est mesurable, on
introduit des approximations

.. 2([0,T]) >R
f— lf f(s)ds.
€ t

Pour tout f € 2([0,T]) et tout t € (0, T), comme la fonction f est continue a droite de
t, lim,_,m  (f) = f(t) = n,(f). Dautre part, les applications 7, , sont continues pour
la topologie de Skorohod. En effet, supposons que f, — f pour cette topologie, et notons
v, une suite d’homéomorphismes tels que |||, ||| = 0 et ||f, —f oY ,llcc = 0. Si Y est
un homéomorphisme de [0, T] avec |||y||| < +0o0, alors en particulier, la mesure image
Y, (ds) de la mesure de Lebesgue par 1 est absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue, de densité m,(s) encadrée par

eIl < m (s) < el
On peut alors écrire :

1 t+e 1 P, (t+e)
e (fo) = ;f fals)ds = ;J (faop)(s)my, (s)ds
t WPa(t)

P(t+e)
_ lj f(s)mwn(s)ds+O(|¢n(t+8)_wn(t)| ||fn_f o,lrbn”oo)

Pt €

t+e

zé Fs)ds+0 (el £ — F op,llos)-

t

Par hypothese, le reste est un o(1) lorsque n tend vers l'infini, donc 7, . est continue en f.
Alors, 1, s’écrit comme limite ponctuelle de fonctions continues sur 2([0, T ]), donc elle est
mesurable.

Montrons finalement que si f est continue en t, alors 'application 7, est continue en f.
Soit (f,),ey Une suite convergeant vers f dans 2([0, T ]), avec f continue en t. On fixe une
suite d’homéomorphismes (v,,),cy comme précédemment, et € > 0. Pour n assez grand,
Y ,(t) est tres proche de t, et comme f est continue en t, |f(t)— f(y,(t))| < e. Alors,

I (f)—m(f)l < e+ fu—f oYullcos
ce qui prouve que 7, (f,) = 7w .(f). O

.....

.....

convergence semblable au corollaire 3.13 :
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Proposition 3.25. Soit (U, ),cy est une famille de mesures de probabilité sur 2([0,T]), et u
une autre loi. On pose

D,={t€[0,T]|u({f () # f(t)})>0}.

1. Lensemble D, est dénombrable.

2. Si (U, )ney est tendue et si (u,,),,
W, — U (et réciproquement).

,,,,, ¢, = Wy, POUT tOUS ty, ..., 4 en dehors de D, alors

Preuve. Soit ,6 > 0. S’il existe une suite (t,),cy telle que u({f | If(t,)—f((t,)_)| =¢e}) =
8, alors, notant A, = {f | |f(¢t,)—f((t,)-)| =€}, ona

. . .
u(limsupA,) = lim p (UAH) >3,

n>k
donc
u (il y a une infinité de points t, tels que |f (t,) — f((t,)_)| =€) >0,

ce qui est impossible car les fonctions de 2([0, T']) n’ont qu’un nombre fini de discontinuités
plus grandes que ¢. Donc, pour tout €,6 > 0,

{te0,T]u({f [If()=f(t)l=€}) =6}

est fini. En prenant des réunions dénombrables sur les ¢ = % etles 6 = %, on conclut que
I'ensemble

D,={t€[0,T]| u({f | If(t)—f(t_)|>0})>0}
est dénombrable.

Pour la seconde partie de la proposition, montrons d’abord que la donnée des lois fini-

.....

déterminent entierement la loi u. Comme dans la preuve du théoreme 3.12, considérons
I'application
i:92(00,T]) — RO
f (f(t))te[O,T]\D;

d’apres la proposition précédente, cette application est mesurable, donc la tribu produit & =
i_1(®t€[0’T]\D %B(R)) est incluse dans la tribu borélienne %(2([0, T])). Réciproquement,
notons

Virey =18 €2([0,T]) | d'(f, 8) < e}
nous allons montrer que toutes ces boules ouvertes sont dans . On a

Vo= | {&€2(0,TD|lIg—f olleo < e}
Yl llplll<e

et il n’est pas tres difficile de montrer qu'’il existe en fait une famille dénombrable (',,),cx
d’homéomorphismes de [0, T] telle que |||y, ||| < € pour tout n € N, et telle que

Vo= J{g €200, TD | llg — f o Pulloo < €}

neN
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(on laisse ce point en exercice ; la famille (v,,),cy peut dépendre de f). Maintenant, comme
les fonctions considérées sont continues a droite en tout point,

{8€ 20, TD | llg—f oalloo <)
- Uleestorpiingerng-vors(i-1)e)

keNi>1

ol (ty)rey €st une suite dense dans [0, T] et qui évite D. Comme la partie a droite est une
intersection dénombrable de réunions dénombrable de parties & -mesurables, la preuve de
I'inclusion 8(2([0,T])) C & est achevée. Maintenant, si u et v sont deux lois sur 2([0, T'])
tellesque u, . = v, . pourtoustemps en dehorsde D, alors elles correspondent sur un
m-systéme qui engendre la tribu 22 = 8(2([0, T])), donc u = v. Démontrons maintenant le
second point de la proposition. Soit (u,,),cy Uune suite tendue de mesures sur 2([0, T ]), telle
que (Uy)e,, ¢, — My, POUT tOUS £q,...,t; en dehors de D,,. Si v est la limite en loi d’une
sous-suite convergente (U, Jxey, alors comme les applications 7, . avec ty,...,t; ¢ D,
sont continues presque partout sur le support de v, on a :

.....

d

..... 150t ®

Par conséquent, si les temps ty,..., t; ne sont pas dans D, UD,, alors u, . =, . .Par
la discussion précédente, ceci implique u = ». O]

Un cas particulier de la proposition précédente est celui ou la limite u porte sur 'en-
semble des fonctions continues 4([0, T]). Dans ce cas, D, = § et on retrouve le méme
critere de convergence en loi que dans le corollaire 3.13, mais avec des lois u, portant sur
2([0,T]).

> Trajectoires discontinues a horizon infini. Pour conclure cette section, expliquons
comment étendre la théorie précédente a I'espace des fonctions discontinues (R, ). La dif-
férence essentielle entre ce cas et celui des fonctions continues sur R, est que les projections

2([0,T+U]])— 2([0,T])
f = fior

ne sont pas continues pour les topologies de Skorohod : en effet, dans 2([0, 1]), les fonctions
fo= 111414 convergent vers f = L1 mais dans 2([0, %]), la distance entre (fn)|[o,§] =0et
firo., 1= o 1 est toujours égale a 1. Par conséquent, on ne peut pas directement équiper 2(R, )
d’une topologie limite projective des topologies des espaces 2([0, T]). Pour pallier cette
difficulté liée aux discontinuités des fonctions f € Z(R_), on peut utiliser des projections
qui forcent la continuité. Plus précisément, si m € N* et si f € 2([0,M]) avec M > m,
notons

1 site[0,m—1],
nﬁf(f)(t) =c,(t)f(t), avecc,(t)={m—t site[m—1,m],
0 sit=>m,

le résultat 7'51,‘:{ (f) étant considéré comme un élément de 2([0, m]).



Chapitre 3. Convergence en loi de processus 65

Proposition 3.26. Pour tous m < M, la projection ¥ est continue de Uespace 2([0, M]) vers

s m mg m
2([0,m]). De plus, si m; < m, < ms, alors TOp2 0 T8 = T,

Preuve. La compatibilité des projections 7" est évidente, car ¢, (t) cy(t) = c,,(t) pour tous
m < M. Montrons maintenant la continuité pour les topologies de Skorohod. Soit (f,),en
une suite de fonctions dans 2([0, M]), qui converge vers une fonction f. Si € > 0, pour
tout n > ny, il existe un homéomorphisme v, de [0, M] tel que ||, —idjpllec < € et
Ilf oY, — fulloo oy < €. Notons 6, : [0,,(m)] — [0,m] 'homéomorphisme affine par
morceaux qui est défini comme suit :

— Clest Iidentité sur [0,,(m —2¢)];

— Clest la fonction affine sur [v,(m — 2¢),4y,(m)] qui envoie cet intervalle sur I'inter-
valle [¢y,(m —2¢),m].

On a
16, —id|lco < [m—1,(m)[<e,

et dong, si ¢, = 6, 0, alors ¢, est un homéomorphisme croissant de [0, m] tel que
¢, —idlloo < 10, —idlleo + [l9p, —id]| < 2e.

Evaluons alors A, (t) = [((7(£)) o $,)(t) — (T (£,))(t)]. Si t € [0,m —2¢], alors comme
c,, est 1-lipschitzienne,

A1) = [(cp 0 @, )() (f 0 )(£) —cp(t) £ (0)]
< f llooll@rn —1dlloo + lem(£) (f 0 Y )(8) — ¢ (t) fu(O)] < (2[|f Moo + 1)e.
Supposons maintenant t € [m —2g, m]. Alors, |c,,(t)| < 2¢ et
|cm ° ¢n(t)| < m_,‘*pn(m_z‘g) < 385
donc
AL(8) < (e 0 @ )(E) (f 0 @,)(8) — cu(8) (f 2P )] + len (E) (f 0 vp, — £)(E)]
< (5[lflleo + 1e.

On conclut que d(nlr‘r’l’(f), ﬂlr‘:l’(fn)) < (5]|f lloo + 1)& pour n assez grand, d’ou la continuité.
]

Sim € N*, notons 7,,, : 2(R,) — 2([0, m]) 'application de multiplication par la fonction
de coupure c,,. Ona m,, = n’n‘f o 1, pour tous M > m. On munit (R, ) de la distance

d(f.g) = Z min(l,d(ﬂ;,(nf), 7Tm(g)))’

m=1

et de la topologie qui en découle.

Théoreme 3.27. Lespace 2(R,) est un espace polonais pour la distance d, et une suite de
fonctions (f,) ey converge vers f dans 2(R, ) si et seulement si toutes les suites de projections
(7 (fu))nen convergent vers m,,(f). Une partie & de 2(R,) est relativement compacte si et
seulement si toutes les projections T,,(F) le sont dans les espaces 2([0, m]).



66 3.3. Critéres de tension

Preuve. La définition de la distance d implique immédiatement que f,, — f dans (2(R.),d)
si et seulement si toutes les projections 7,,(f,) convergent vers 7,,(f ). Montrons que 2(R.)
est complet. Si (f,),cy €st une suite de Cauchy dans cet espace, alors les suites (77,,,(f,))men
sont de Cauchy dans les espaces 2([0, m]), donc elles admettent des limites f™ :

Vm=>1, n,.(f,) = f™ € 2([0,m]).

Comme 7t est une application continue et 7t,, = n¥ o m,,, f™ = 7™ (fM) pour tous m < M.
. m m m 7 . .
Soit t € R,. Pour tout M > m > t, f™(t) = fM(t). On peut donc définir une fonction

f R, — R par la formule

f(&)= lim f7(c).

Cette fonction appartient a 2(R ), et elle a la propriété que n,,(f) = f™ pour tout m > 1.
Alors, d(f,,f) — 0, puisque c’est vrai pour toutes les projections; on a donc démontré
qu’'une suite de Cauchy dans 2(R, ) admettait toujours une limite.

Pour la séparabilité, introduisons des suites (f "),y denses dans les espaces 2([0,m])
(C’est possible, car ils sont polonais). On prolonge f™ en une fonction de (R, ) en posant
f(t > m) = f™(m). Montrons alors que que la famille (f™), ey est dense dans 2(R.,).
Soit f € 2(R,), € > 0 et M tel que ZLM < ¢. On peut trouver f proche de m,,(f) dans

2([0,M]) a o pres. Alors, pour tout m < M, d’apres la preuve de la proposition
précédente,

d(m,(f), T (F 1)) = d(mM (7m0 (), T (M) < (5 lImtp (Flloo + 1) d(mryy (), M) < e.

Alors,
M-1 e o) 1
M —
d(f:fn )Szz—m-i— Z]:\/Iz—mﬁ8+28—38.
m= m=

Examinons finalement la relative compacité. Si & est relativement compacte dans 'espace
2(R.), alors comme les projections 7, sont continues, les parties r,,(%) sont relativement
compactes dans les espaces 2([0, m]). Réciproquement, si ces parties sont relativement com-
pactes, soit (f,),en une suite de fonctions dans % . Chaque suite de projections (77,,(f,))nen
est relativement compacte, donc par extraction diagonale, on peut trouver une sous-suite
(fu ken telle que (7,,(f, ))ken converge pour tout m. D’apres la discussion au début de la
preuve, ceci implique que (f,, Jyey converge, donc Z est bien relativement compacte. [

Ainsi, on peut bien équiper Z(RR_ ) d’une topologie d’espace polonais, mais la connection
avec les espaces 2([0, T]) avec T fini n’est pas donnée par les projections usuelles (si 'on
veut que ces projections soient continues).

3.3 Criteres de tension

Dans les sections précédentes, on a équipé les espaces (R, ) et 2(R,) de topologies
d’espaces polonais, et on a identifié les parties relativement compactes de ces espaces. Dans
cette section, on utilise ces résultats pour identifier les familles tendues de mesures sur ces
espaces. Une premiere étape simple est la réduction au cas compact :
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Proposition 3.28. Soit & une famille de mesures de probabilité sur € (R, ). La famille est
relativement compacte si et seulement si les images (¢,,), 2 sont relativement compactes dans
les espaces ' (6([0,m])), ot ¢,, est la projection

¢(R,) — ¢([0,m])
f = from:

De méme, soit & une famille de mesures de probabilité sur (R, ). La famille & est relativement
compacte si et seulement si les images (m,,), % sont relativement compactes dans les espaces

A1 (2([0,m])).

Preuve. Traitons par exemple le cas des fonctions continues, I'autre cas étant identique. Si
% est une famille relativement compacte, comme ¢,, : 6 (R,) — € ([0,m]) est continue,
lapplication induite (¢,,), : A4 (€ (R,)) — 4 (6([0,m])) est également continue, donc
(¢,,).2 estrelativement compacte (image par une application continue d’une partie incluse
dans un compact). Passons maintenant a la réciproque. Si toutes les parties (¢,,),% sont
relativement compactes, alors elles sont tendues, donc pour tout € > 0 et tout m > 1, on
peut trouver un compact K, . C €([0,m]) tel que ((¢,,,),.u)(K,, ) = 1—5- pour tout u € 2.
Posons

K= m(¢m)_1(Km,s)'

m=>1

On a ¢,,(K) C K,, . pour tout m, donc, K est une partie relativement compacte de € (R,).
De plus, pour tout u € 2,

u(K°)<Z((¢m) W(K,,) < Zzi= .

Donc, & est une partie tendue, et elle est relativement compacte par le théoreme de Pro-
horow. H

> Familles tendues dans .#'(4([0,T])). Dans ce qui suit, on donne deux critéres de ten-
sion simples pour une famille # de mesures de probabilité sur € ([0, T]) ; comme % ([0, T])
est polonais, par le théoreme de Prohorov, ces critéres caractérisent la relative compacité.

Théoréme 3.29. Une famille & est tendue dans .# (6 ([0, T])) si et seulement si :

Jim sup udflif@IzAah=0 5 Ve>0, limsupu({f [w(f,0) 2 e}) =
ue

,ueg’

Preuve. Soit & une famille de mesures qui vérifie les deux hypothéses limites, et ¢ > 0.
On peut trouver A tel que ,u({f ||f(0)] < A}) = 1—¢, puis, pour tout n > 1, §, tel que
ul{f |w(f,6,) < %}) >1— o siu €. Considérons alors la partie

:{f | 1F(0) <A et ¥n > 1, cu(f,6n)£%}.
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Pour tout u € &, u(K) = 1 — 2¢. De plus, K est une partie relativement compacte de
%([0,T]), car elle vérifie bien les deux hypotheses du théoreme d’Ascoli 3.2. Donc, & est
tendue.

Réciproquement, supposons & tendue. Soit € > 0, et K une partie relativement com-
pacte de 6([0, T]) telle que inf 5 u(K) = 1—¢. Par le théoréme d’Ascoli, K C {f ||f(0)| <
A} pour une certaine constante A, donc il existe A tel que u({f ||f(0)] < A}) > 1 —¢ pour
tout u € Z. On en déduit que

liminfsup u({f [1f (0)| = A}) <,
A—+00 UEP

et comme ceci est vrai pour tout € > 0, lim,_,, o, Sup,,c» u({f |1f(0)] = A}) = 0. La premiére
limite est donc établie, et la seconde provient d’'un raisonnement similaire et de la seconde
condition du théoreme d’Ascoli. O

Remarque 3.30. Le théoréme se généralise immédiatement a tout espace de fonctions € (T)
avec T espace compact; dans ce cas, la premiere condition du critere de tension s’écrit

Jim sup u({f [1f (¢0)l = A}) =0,
—+00 ME'@
ol t, est un point arbitraire de T.

Les conditions du théoreme précédent ne sont pas forcément pratiques a vérifier : en
effet, il faut calculer les probabilités des ensembles {f | w(f,5) < €}, ce qui souvent n’est
pas aisé. Le critére suivant est seulement suffisant, mais nettement plus pratique :

Théoréme 3.31 (Kolmogorov—Chentsov). Soit (X™), .y une suite de processus aléatoires
dans 6([0, T]), qui vérifie les deux conditions suivantes :

1. La suite de variables aléatoires (X™(0)),cy est tendue dans R.

2. Il existe des constantes a = 1, b > 1 et C > 0 telles que, pour tout n € N, et tous
s,t €[0,T],
E[1X™(s)—xM(e)*] < Cls— ¢’

Alors, la suite (X)), _y est tendue.
Preuve. La premiere partie est équivalente a la premiére condition du théoréme 3.29, donc,
il suffit de montrer que pour tout £ > 0, lims_,,sup, . P[w(X™,5) > &] = 0. Sans perte

de généralité, on supposera T = 1, puisqu’il y a une isométrie évidente entre € ([0, T]) et
%([0,1]). Posons

g{“) = max { XMW (s) —x™ ()]

1 2 1
S,tE{O,E,ﬁ,...,l}, |S—t|:§}
1

Sis,t € [0,1] avec |s —t| < 5, alors on peut utiliser le développement dyadique de ces
points pour trouver des suites (s )e>; €t (t)is; avec :

1
k
25 €N, s —spial € {O’ﬁ > S =S



Chapitre 3. Convergence en loi de processus 69

et de méme pour (t; )i, et t. Alors, par continuité de X,

X)) =xP(0)] = lim X (s) =X (6] < XP(s) =X +2 3 £ <2 g,

k>1+1 k>1

Donc, w(X™, %) <2 Zkzl 3 ("), et par conséquent,

of(o(x03)) ] s2geteny

k>1

Or,
z j i—1\|° 1 C
(n) [ L)y k [l
]E[(gk )“]SZE[X (zk) X ( 2k ) ]SZ Xczkb_zk(b—l)'
j=1
Il suit :
E [(w (X(n) l))a] < g 91D
b Zl — b
et par I'inégalité de Markov,
") 1 Kz—(b—l)(l—l)
VneN, Plw|X '3 =€ ST—n_mO. O

Remarque 3.32. On a utilisé dans la preuve I'inégalité de Holder-Minkowski pour les normes
£* avec a > 1. En utilisant son analogue pour a € (0,1], on peut étendre le théoréme au
cas plus général ou a > 0 (en revanche, il faut toujours b > 1). Si'on regarde des fonctions
continues a valeurs dans R¢ au lieu de R, on a le méme résultat mais avec I'’hypothése
b > d. Enfin, on peut montrer que si X est la limite dans %4 ([0, T']) de fonctions vérifiant les
hypotheses du théoreme de Kolmogorov—Chentsov, alors X est presque stirement localement
Holderienne d’exposant ¢ pour tout ¢ < %

> Familles tendues dans . '(2([0,T])). Lanalogue du théoréme d’Arzela—Ascoli pour
les fonctions cadlag est le théoréme 3.23, et il méne a un analogue dans .# (2([0, T])) du
critere de tension 3.29 :

Théoréme 3.33. Une famille & est tendue dans #'(2([0, T])) si et seulement si :

Jim_ supu((f [Ifle 24D =0 5 Ve>0, limsupp((f](f,5) > e}) =0.
—+0 e 5_’0‘[169

Preuve. C’est exactement la méme preuve que dans le cas des fonctions continues, mais avec
la nouvelle caractérisation des parties relativement compactes, qui repose sur les quantités
I ]loo €t ' O

De nouveau, il existe des critéres numériques suffisants qui rendent plus pratique la
vérification de la tension. Pour la démonstration du théoréme de Donsker dans 2(R. ), on
utilisera le critere suivant :
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Théoreme 3.34. Soit X un processus aléatoire dans 2([0,T]), qui est presque siirement
continu en T. On suppose que (X™), oy est une suite de processus aléatoires dans 2([0, T]),
qui converge en lois fini-dimensionnelles vers X. S’il existe a > 0, b > 1 et une fonction continue
croissante F : [0, T] — R, telle que

sup B[ [X™(£) =X ®(s)* [X(s) =X (r)|*] < (F(£) = F (1))’

neN

pour tous r <s < t, alors (X™),__ converge en loi vers X dans 2([0, T]).

On admettra ce critere numérique, dont la preuve est vraiment pénible (voir les réfé-
rences données en fin de chapitre).

3.4 Théoremes de Donsker

Dans cette derniére section, on démontre que les processus aléatoires C™ et D™, qui
ont été introduits au début du chapitre et qui appartiennent respectivement a ¢ (R, ) et a
2(R.), convergent en loi vers le méme processus aléatoire continu.

> Lois fini-dimensionnelles. D’apres la discussion des paragraphes précédents, si u,, est
la loi de C™ dans 4 (R,) et si v, est la loi de D™ dans 2(R,), alors pour démontrer la
convergence en loi des processus, il suffit de montrer que :

1. Pour tous temps t; < t, <--- < t4, les lois fini-dimensionnelles (u, ), . ., €t (v,),
convergent.

..... tg

2. Les familles de mesures de probabilité (u,,),cy €t (v,),en SONt tendues.

Le premier point est une simple conséquence du théoréme central limite :

Proposition 3.35. Pour tous temps t; < t, < --- < ty, les lois fini-dimensionnelles (u,),, . .,
., convergent vers la loi d’'un vecteur gaussien de matrice de covariance cov(Y;,Y;) =

.....

Preuve. La proposition est équivalente a la convergence en loi des vecteurs

(C™(t)), €™ () = C™(ty), ..., €™ (t0) = C™(t4-4))
et (D™(t,), D" (t,) —D"(ty), ..., D (tg) — D (t4-,))
vers un vecteur gaussien (Z,,...,Z;) dont les composantes sont indépendantes, et tel que
var(Z;) = t; — t;_,. Pour chaque temps t;, notons n; = |nt; ], de sorte que

1 L {nt} X, g —{nt 1} X, o
(Y _ _ 1 : ey
C (tl) C (ti—l) - Z Xk + .\/ﬁ >

k=nl~_1+1

1 <
D™(t;) =D (t;,) = W Z Xie-
k=n;_1+1
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{nt} X 1—{nti 1} X0, 01
vn
en norme .£2 : pour n assez grand, n; # n,_, pour tout i, et donc

& ({nti}Xni+1_{nti—l}Xni_1+1)2 _Ant Y+ {nt,_}?
J/n B n

Par le lemme de Slutsky, il suffit donc de démontrer la convergence en loi des vecteurs
(D™ (£;) —D™(t;_1))icr.ay ; 1a limite en loi des vecteurs (C™(t;) — C™(t;_1));cq1.ay Sera la
méme. Par le théoreme de Lévy, on peut utiliser les transformées de Fourier pour établir la
convergence en loi; fixons donc un vecteur (&;,...,&,) dans R%. On a :

E[eizg:l gi(D(n)(ti)_D(n)(tifl))] — ﬁ (elffl ) e — l_[ ( @ + O(l))n(fi_fi—l)+o(l)
. n n
d (G-t )ED? 1)(5)
e[ ]

ce que I'on voulait démontrer. m

Notons que les suites convergent toutes en probabilité vers 0, et méme

B[] < S E[(X, )] -0

> Tension de la suite (C™),_,. Pour démontrer la tension de la suite (C™),.y, on sup-
posera que les variables X; ont des moments d’ordre 4. On peut alors utiliser le critére de
Kolmogorov—Chentsov avec a = 4 et b = 2 (il est par ailleurs évident que (C™(0)),y est

tendue, puisque C™(0) = 0 pour tout n). Calculons donc E[(C(”)(t) — C(”)(s))4] avecs < t.
Si 'on suppose d’abord que t —s > , alors

M 4
E[(c™(0) - c™(s))'] = % E ( >, Xk+{nt}XM+1—{ns}Xm+1)

k=m+1

=% ( > EG)+6 > (E[(Xl)z])2+0(n(t—s)))

k=m+1 m+1<k<I<M

oum = |ns] et M = |nt], et ot le reste O(n(t —s)) provient des termes mettant en jeu
{nt} X1 —{ns}X,.1, que 'on n’a pas comptés dans le développement de la puissance 4.
On obtient donc :

E[(c"(0)-cV) ] =3c—s7 +0(==2) = 0t =5

k k+1

Supposons maintenant t —s < 1 . Sis <t appartiennent au méme intervalle [, =—], alors

E[(c™(t)—c™(s))'] = E[(ﬁ(t —8$)Xp4q)' | =0 (£ =) E[(X)*] S BICG) T (e —5)

De méme, 5136[— —]ette[ ] alors

E[ (c"(t)— ()] = %E[((nt — ) X + (k—ns) X,)*]

_ (nt —k)* —Z(k —ns)* E[(X)1] + 6(nt — k)zz(k —ns)?
n n

<n?(t—s)"(E[(X1)*]+6) < (B[(X,)']+6) (t —s)*.
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Ainsi, on peut bien employer le théoreme 3.31. Il démontre la tension dans tout espace de
fonctions € ([0, T]), et donc dans ¥ (R, ). Ainsi :

Théoreme 3.36 (Donsker). Soit (X, ),y Une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées, telles que E[X;] = 0, E[(X;)?*] = 1 et E[(X;)*] < +00. On consi-
dére les marches aléatoires continues

Lnt]

ch(t) = % (Z

i=1

X;+ (nt— LntJ)X[ntHl) .

Lorsque n tend vers linfini, (C (”)(t))te]R+ converge en loi dans 6 (R, ) vers l'unique processus
continu gaussien (B,).cg, tel que E[B,] = 0 et cov(B,, B,) = min(s, t) pour tous temps s et t
dans R,. Ce processus est appelé mouvement brownien.

Remarque 3.37. En fait, le résultat reste vrai avec des variables qui ont des moments d’ordre
2, mais la preuve est nettement plus difficile. Elle repose sur une inégalité assez subtile due
a Etemadi:si S, = Zzle « est une somme de variables i.i.d. centrées, alors

IP’[ max_|Si| > BA] <3 max P[|S;|=A]
kel[1,n]] ke[ 1,n]

pour tout A > 0. Ceci implique lim,_,, limsup,_,., A* P[maxcp; ,p1Sk| = Av/n] = 0, et
comme les accroissements de (S, ),cy sont indépendants, cette limite permet de contrdler
les lois des modules de continuité w(C™, §).

> Tension de la suite (D) _.. Pour démontrer la tension de la suite (D™), . dans
2([0, T]), on utilise le théoréme 3.34, avec X = B mouvement brownien, qui d’apres le para-
graphe précédent existe et est continu partout, et qui est la limite en lois fini-dimensionnelles
des processus D™, Il reste donc a calculer

E[(D™(6) = D™(5))* (D™(s) = D™ (r))’]

pour r <s < t. Notons que contrairement a précédemment, on n’a pas besoin de ’hypothese
de moments d’ordre 4, car les variables (D™(t)—D™(s))? et (D™ (s)—D™(r))? sont toujours
indépendantes. On peut donc factoriser les espérances :

E[(D™(t) = D™ (5))* (D®(s) = D™(r))* | = E[ (D™ (¢) = D)) | E[(D"(s) — D*(1))?]
= = (lne)—Lns (s Lnr ),

. 1 1 , Lo :
Si|t—s|>_ et|s—r|> <, alors l'expression ci-dessus est plus petite que

(t—s+1) (s—r+%) <4(t—s)(s—r)<4(t—r)

n

Dans les autres cas, supposons par exemple |t —s| < % L’espérance vaut alors 0 sauf si
s< % < t pour un certain k. Dans ce cas, |nt|—|ns|=1, et

Lns|—Lnr]

E[(D™(t) = D™(5))* (D™(s) — D™ (r))*] < =——
n
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Supposons s —r > % Alors,

E[(D™ ()= D™ (s)*(D™(s) = D™(r))*] < <2(t—r)

2(s—r)
n

Le seul cas qui reste est celui ot [t —s| < % etls—r| < % Pour que I'espérance soit non nulle,

il faut que r < % <s< k—:l < t pour un certain entier k. Alors,

1
E[(D®(6) = D™(5)? (D(s) = DP(r))*] = — < (e —r)2.
n
Le théoréme 3.34 s’applique donc avec a = 2, b =2 et la fonction F(t) = 2t. On conclut :

Théoreme 3.38 (Donsker). Soit (X,),cy Une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées, telles que E[X;] = 0 et E[(X;)?] = 1. On considére les marches

aléatoires discontinues
[nt]

DW(t) = %le
i=1

Lorsque n tend vers linfini, (D(”)(t))te]R+ converge en loi dans 2(R, ) vers le mouvement brow-
nien.

Preuve. Le critére numérique de tension et la convergence des lois fini-dimensionnelles im-
pliquent la convergence en loi dans chaque espace 2([0, T]) des restrictions (D|([rz>),r])neN'
Or, I'application 7,, : 2([0,m + 1]) — 2([0, m]) est continue, donc les processus aléatoires
,,(D™) convergent en loi dans 2([0,m]) vers 7,,B pour tout m € N. Ceci implique que

D™ converge en loi vers B dans 2(R,). m

Références

Pour la structure de ¢ (T) avec T espace compact, le théoréme de Stone-Weierstrass et
celui de Heine, on renvoie a [S. Lang, Real and Functional Analysis, Graduate Texts in Mathe-
matics vol. 142, Springer-Verlag, 1993, Chapters II, III]. Le théoréme de prolongement de
Tietze est également issu de ce méme ouvrage. L'extension au cas o-localement compact est
classique, voir la proposition 16.6 dans [O. Kallenberg, Foundations of Modern Probability,
2nd edition, Probability and Its Applications, Springer-Verlag, 2001].

La topologie de Skorohod et I'espace de fonctions & sont introduits et traités en détail
dans [P Billingsley, Convergence of Probability Measures, 2nd edition, Wiley, 1999, Chapters
12-16]. En particulier, on renvoie aux théorémes 13.3 et 13.5 de loc. cit. pour une preuve
complete de notre théoréme 3.34, qui repose sur I'introduction d’un autre module de conti-
nuité

w”(f,6) = sup min(|f ()= f(s)I,|f () —F(rID.

t—r<6
r<s<t

Notre preuve du critere de Kolmogorov—Chentsov est issue de [O. Kallenberg, Foundations

of Modern Probability, 2nd edition, Probability and Its Applications, Springer-Verlag, 2001,
Théorémes 3.23 et 16.9].
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Exercices

1. Soit T un réel positif, et f : [0, T] — R,. Montrer que f € 6([0,T]) si et seulement
si
li 6) =
lim w(f,6)=0

(le cours contient le critere analogue avec w’ pour 'espace 2([0, T])).

N

. Vérifier qu’une suite de fonctions cadlag dans 2([0, T ]) qui converge uniformémement
a une limite qui est cadlag.

w

. Montrer que la partie

{1 € Homeo, ([0, T]) | [[|¥]]| < K}

est compacte dans 4 ([0, T]).

4. Soit U une variable de loi uniforme sur [0, 1], et X((t € [0, 1]) le processus continu
défini par
X™(t) = min(1, n|U — t|).

Montrer que X™ converge en lois fini-dimensionnelles, mais pas dans ¢([0,1]).
5. En considérant les suites de fonctions (1o ;_1y),en €t (141 77)nen, montrer que l'ad-

dition n’est pas une opération continue sur 2([0, T]). On n’a donc pas de structure
d’espace vectoriel topologique.

(o)}

. Dans 2([0,1]), on considere la suite de fontions (f,),cy définie par f, = 1[0’2%). Mon-

trer que la distance d(f,, f,,1) est égale a % En déduire que I'espace métrique

(2([0,1]),d) n’est pas complet.

7. On restreint la topologie de Skorohod de 2([0,T]) a € ([0, T]).

(a) Montrer que la topologie qu’on obtient sur € ([0, T']) est celle de la convergence
uniforme.

(b) Montrer que ¥([0, T]) est une partie fermée de 2([0, T]).

(c) En déduire que le critere de tension du théoreme 3.34 s’applique a des processus
aléatoires dans € ([0, T']) (au lieu de 2([0, T ])). Redémontrer avec ce critére le
théoréme de Donsker pour les suites (C™), .y, avec une hypothése de moments
d’ordre 4.

8. Soit (U,),ey une suite de variables aléatoires indépendantes, toutes de loi uniforme
sur [0,1]. On pose
Lnt]

X(n)(t) = Z 1(Uksﬁ)'
k=1
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(a) Montrer que les fonctions X (") sont des variables aléatoires a valeurs dans I'espace
2(00,1]).

(b) Montrer que le nombre x(n) de discontinuités de X™ sur le segment [0, 1] suit
asymptotiquement une loi de Poisson de parametre 1 :

VkeN, lim P[x(n)=k]= L
n—00 ek!

(c) Conditionnellement a I'événement k(n) = k, montrer que la loi des temps t; <
t, <---<t, des sauts de X est donnée par :

loi de (n,t,n,t,...,n,t)=loi uniforme sur les parties de taille k dans [[ 1, n]].
En déduire que conditionnellement a 'événement x(n) = k,
ol C(k) est une constante explicite qui ne dépend que de k (raffinement : mon-
trer qu’on peut prendre C(k) = k).
(d) Montrer que

éirré (sup P[X™W a deux sauts séparés de moins de 5]) =0.
—Y \ neN

On pourra calculer ces probabilités en conditionnant par rapport a la valeur de
k(n), et en mettant de coté les valeurs trop grandes, qui ont une faible probabi-
lité. En déduire que (X)), .y est un processus tendu dans 2([0,1]).

(e) Montrer que (X™), . converge en loi dans 2([0, 1]), et décrire sa limite.

(f) Redémontrer la tension en utilisant le critere de Kolmogorov pour les fonctions
dans 2([0,1]).

9. On se propose de démontrer le théoreme de Donsker pour les suites

[nt]
C(n)(t) = % (le + (nt — LntJ)XLntJ+1) >

i=1
avec des variables i.i.d. (X;);>; qui vérifient seulement les hypotheses E[X;] = O et
E[(X,)*]=1.
(a) Onpose S, =X, +---+X,, et on introduit le temps d’arrét T = inf{k | |S;| = 3M},
ol M est un palier fixé. Montrer que

n—1
]P[ max_|S,| > 3m] <P[IS,| > M]+ Y P[t =k]P[|S, — 5| > 2M].
ke[[1,n]] =1

En déduire I'inégalité d’Etemadi :

IP’[ max_|S,| > BM] <3 max P[|S,| > M].
ke[ 1,n]] ke[ 1,n]]
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(b) A laide du théoréme central limite, montrer que

lim limsup (AZIP’[ max_|S,| > A\/ﬁ]) =0.
kel L]

-0 poeoo

(c) Montrer que pour toute subdvision d-espacée 0 = t, < t; < --- < t, = 1 de
[0,T],

Plw(C™,85) >3e] < Zrzlp[ sup [CP(w)—CM(t)| > e].
1

i= uelt;_q,t;]

(d) En choisissant convenablement la subdivision, montrer que la suite (C("))nGN est
tendue dans €([0, T]), et conclure.

10. Soit ¢ : 2(R,) — 2([0, T]) I'application qui a une fonction f associe sa restriction
sur [0, T]. On a vu dans le cours que cette application n’était pas continue.

(a) Montrer que ¢ est tout de méme mesurable.

(b) Montrer que si f € 2(R,) est continue en T, alors ¢, est continue au point f .

11. Montrer qu'une suite de fonctions cadlag (f,,),cy converge dans 2(R, ) vers une fonc-
tion f si et seulement s'’il existe une suite d’homéomorphismes croissants v, : R, —
R, tels que ||¢,, —idg, [l r, — O, et tels que pour tout m €N,

”fn ° Qrbn _f”oo,[O,m] — 0.



Chapitre 4

Mesures aléatoires de Poisson

Soit (X, (%), u) un espace topologique mesuré, pas forcément de masse finie; par
exemple, R muni de la mesure de Lebesgue. Si la mesure u n’est pas de masse finie, il
n’est pas possible de donner un sens a 'expression "un point choisi dans X suivant la me-
sure u". Sous certaines hypothéses, on peut tout de méme faire des probabilités par rapport
a la mesure u en considérant une infinité de points aléatoires répartis suivant la mesure u.
Ceci mene a la notion de nuage poissonnien de points, ou mesure aléatoire de Poisson.

Dans le premier paragraphe 4.1, on rappelle les propriétés des variables de Poisson,
et la théorie des processus de Poisson, qui sont des cas particuliers de processus de Lévy
(voir le chapitre 5). Les sauts d'un processus de Poisson forment un nuage poissonnien
sur R,, et dans la section 4.2, on généralise cette construction en définissant pour tout
espace polonais mesuré (X, B(X), u) qui est s-fini un nuage de Poisson sur X d’intensité u.
Ces mesures atomiques aléatoires N ont une caractérisation fonctionnelle par la formule
de Campbell, et elles sont stables pour de nombreuses opérations listées dans la section
4.3. Finalement, dans le paragraphe 4.4, on étudie des nuages poissoniens sur X x R,,
qui peuvent étre réinterprétés comme processus indexés par une variable temporelle, et
permettent la construction de processus cadlag généralisant les processus de Poisson. Ces
processus de Poisson composés constitueront I'un des blocs de base dans la construction des
processus de Lévy.

4.1 Variables et processus de Poisson

Dans cette section, on rappelle la théorie des variables et processus de Poisson.

> Variables de Poisson. On fixe dans tout ce qui suit un parameétre A € R, .

Définition 4.1 (Loi de Poisson). Une variable de Poisson de paramétre A est une variable
aléatoire entiere X telle que

VkeN, PIX=k]=e Tk

On note dans ce cas X ~ P (7).

77
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Remarque 4.2. Si A = 400, on convient qu'une variable de Poisson X ~ & (+00) vaut +00
presque slirement. De méme, si A = 0, une variable de Poisson X ~ #(0) vaut O presque
sirement.

Les moments factoriels d’une variable de Poisson X ~ % (A) sont

_ _ _Oo —A A'l 1k
EX(X—1)-(X—k+1)]= ) e T

=k

On en déduit que E[X | = var(X) = A. D’autre part, la transformée de Fourier d’'une variable
de Poisson X de parametre A est

. s £k i i
px(@ =)= e BT et~ e
k=0 :

On déduit de ce calcul plusieurs résultats importants :

Proposition 4.3 (Principe de superposition). Soit (A;);c; une famille sommable de paramétres
positifs : A=, A; < +00. Etant donnée une famille de variables indépendantes (X,),c; avec
X; ~ P(A;), lasomme X =>.._ X, est finie presque stirement, et elle suit une loi de Poisson de
paramétre A.

iel

Preuve. La variable X est positive et a son premier moment fini :
E[X]= ) E[X]= > A =2A<+00.
i€l i€l
Elle est donc finie presque sirement, et on peut calculer (en utilisant le théoréme de conver-
gence dominée lorsque I est infini) :

i _ iEX:7 (ei€—1) __ A(eig—l)
]E[eng] — l_[]E[engl] — l_[ell(e 1) — e .
i€l i€l
Donc, X suit une loi de Poisson de parametre A. O
Remarque 4.4. Si Y., A; = +00, alors X = .., X; suit encore une loi de Poisson & (+00),
c’est-a-dire que X = +00 presque slirement. En effet, les événements {X; > 1} sont indé-

pendants et ont probabilité
PX;>1]=1—e"",

donc Ziel P[X; > 1] = +00, et par Borel-Cantelli, une infinité de variables X; est > 1. Ainsi,
X = +00 presque slirement.

Remarque 4.5. La transformée de Laplace E[e** ] d’'une variable de Poisson X ~ (1) est
en fait bien définie et convergente sur tout le plan complexe, et égale a e 1,

Proposition 4.6 (Principe de raréfaction). Soit X ~ & (A), et (v, )i=1 une suite de variables
indépendantes de X, i.i.d. et a valeurs dans N, avec P[ v, = i] = p;. Les variables

X
Xi= Z 1=
k=1

sont indépendantes, avec X; ~ P (Ap;).
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Preuve. Notons que X = Zf:OXi. Si 'on montre que pour tout j > 1, la famille

J
(XO,...,X]-,X—ZXi)
i=0

est constituée de variables de Poisson indépendantes, on aura établi le résultat; cette re-
marque permet de se ramener au cas ol les p; forment une mesure de support fini [[0, j]]
sur N.

On calcule maintenant facilement, avec k =k, +k; +---+k; et 1 =po+p;+---+p; :

k k
]P)[onko,Xl:kl,...,Xj:kj]:P{X:ketZlvlzozkoet"'etZlvl:j:kj
=1

=1

_ _ k ko kl kj
=k (ko, ks ..,kj) (Po)(po)™ - (py)
- : (p')ki I . (ﬂ,p.)ki
= Akk M AD; i )
) l:()[ (k;)! L_O[e (k)! =

> Processus de Poisson. La version dépendante en temps des variables de Poisson est le
processus cadlag vérifiant les propriétés suivantes :

Définition 4.7 (Processus de Poisson). Soit A € R*. Le processus de Poisson de paramétre A
est le processus aléatoire (N,)eg, a valeurs dans 2(R.), tel que N, = O et, pour tous temps
t; <ty <...<tg (N, N,—N,,..., N, —N,, ) est une famille de variables de Poisson indé-
pendantes de parameétres Aty, A(t,—t,),..., A(t; —t ;). En particulier, t — N, est croissant,
a valeurs entieres et a sauts tous de taille 1.

L'unicité en loi du processus de Poisson de parameétre A est claire, car les lois fini-
dimensionnelles de (N,),s, sont entierement déterminées, et elles caractérisent une loi sur
2(R,). Pour l'existence, on peut procéder comme suit. Soit (&;);~; une famille de variables
indépendantes, suivant toutes une loi exponentielle de paramétre A : P[£;, > t]= e pour
tout t > 0. On pose alors

Ntzmax{kEN

k
Zg,gt}.
j=1

C’est bien défini, car la somme Zf:l €, est infinie presque stirement (utiliser par exemple
Borel-Cantelli). On obtient ainsi un processus croissant, cadlag et dont les sauts ont lieu
aux instants presque stirement distincts T; < T, < -+ < T < -+, avec
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Déterminons la loi de N,. La loi de T, est une loi y de paramétres (k, A) (convolée de k lois

exponentielles) :
2K k=1 g=Ax
T.~1,.—————dx.
k x>0 F(k)

On a alors :

]P)[Nt = k] :]P)[Tk S t et €k+1 > t_Tk]

Ak xk—l e—lx
= Locyst 1o Ae N dx dy
JJ]R+><R+ . (k—=1)! e

— tkkxk_l —At — —At (At)k

~ ), k=€ k!

Chaque variable N, suit donc une loi de Poisson de parametre At. Pour achever la preuve
du fait que (N,),>( est un processus de Poisson, on va utiliser le principe de raréfaction, et
le lemme suivant :

Lemme 4.8. Dans la construction précédente, conditionnellement a U’événement N, = k, la
distribution des instants de saut T; < T, < --- < T} est uniforme sur le k-simplexe

SKt)={(ty,...,t)]|0<t; <t, <--- <t <t}
Preuve. Soit f une fonction mesurable bornée de S%(t) vers R. On calcule
]E[f(Tla TZ) R Tk) |Nt = k]

k! ~
= GOF e“J f(ty,ty, ..., t) A e g Mamt) oMt =M g ... dt, du
Sk(t)

k!
:—k f(tl’tz""’tk)dtl"’dtk. .
B sk

u:t—tk

Concluons maintenant la preuve du fait que (N,),>, est un processus de Poisson. Fixons
des temps t; < t, < --- < tg4, et notons (U ), une famille de variables indépendantes de
loi uniforme sur [0, t;]. D’apres le lemme précédent, la loi de 'ensemble aléatoire de points

{1, T,.. ..,TNtd}
est la méme que la loi de ’ensemble aléatoire de points
{Uls U2> ) UX})

ou X suit une loi de Poisson de parametre t; (ces ensembles aléatoires sont des variables
7 . \ (o] o .
aléatoires a valeurs dans |_|k=0 S¥(T)). Introduisons alors les variables

v, = unique i € [[1,d]] tel que U, € (t;_,, t;].

Les v,~; sont des variables indépendantes, avec p; = P[v, = i] = (t; — t;_1)/t4. De plus,
si X; = Zle 1, -, alors (Xq,X,,...,X,) a la méme loi que (N, ,N,, —N,,...,N,, —N,, ).
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Par le principe de raréfaction, on conclut que (N, ,N,, —N,,,...,N,, — N, ) est un vecteur
de variables de Poisson indépendantes de parameétres Atq, A(t, —t1),...,A(t; —ty_,). Ona
donc achevé la construction d’un processus de Poisson de parameétre A, et par construction,
ce processus n’a que des sauts de taille 1, qui se produisent a des instants espacés par des
variables indépendantes de loi exponentielle &(A).

Dans la théorie des mesures aléatoires de Poisson, on s’intéressera aux positions des sauts
Ti>1, en oubliant totalement le processus (N, ), (il peut étre entierement reconstruit si I'on
connait la position des sauts). Pour tout intervalle ouvert (a, b) C R,, le nombre de sauts T
qui tombent dans (a, b) suit une loi de Poisson de parameétre A(b — a). Comme tout ouvert
de R est une réunion dénombrable d’intervalles ouverts disjoints, en utilisant le principe de
superposition, on en déduit que pour tout ouvert U C R, le nombre N, de points T; dans
U suit une loi de Poisson de parametre A x (mesure de Lebesgue de U). De plus, si U et V
sont disjoints, alors N, et N, sont indépendants. Il n’est pas difficile d’étendre ce résultat
aux nombres

N, = nombre de points T, dans A,

avec A partie mesurable quelconque de %(R.). L'objectif de ce chapitre est d’étudier en
toute généralité des mesures atomiques aléatoires N sur des espaces topologiques mesurés
(X, B(X),u), telles que pour toute partie mesurable A, N(A) suit une loi de Poisson de
parametre u(A), avec indépendance de N(A) et N(B) si A et B sont disjoints.

4.2 Mesures aléatoires de Poisson

> Espace des mesures atomiques. Un préliminaire a la construction de mesures aléa-
toires poissonniennes est la définition d'un espace adéquat contenant toutes les mesures
atomiques, qu’on choisira plus tard aléatoirement. Dans tout ce qui suit, X est un espace
topologique polonais, et on note .# "*(X) 'ensemble des mesures boréliennes u positives
et s-finies sur (X, (X)), c’est-a-dire telles qu’existe une famille dénombrable (u;);c; de me-
sures finies sur X avec u = )., U;. Cette hypothese de s-finitude est légérement plus faible
que 'hypothese plus classique de o-finitude, mais elle a 'avantage d’étre toujours stable par
somme dénombrable de mesures.

Exemple 4.9. La mesure de Lebesgue sur R est s-finie, puisque c’est la somme de mesures
finies
dx = Z (1x€[n,n+1) dX)

nez

De méme, pour toute famille dénombrable (x;);; de points de R, et toute famille de poids
(¢i)ies dans R, U {+00}, la mesure atomique )., ¢; 6, est s-finie. En effet, il suffit de le
montrer pour une mesure ¢; 6, : cest alors évident si ¢; < +00, et si ¢; = +00, alors
0y, = Z]o:l 0,,. Notons que la mesure de Lebesgue est en fait o-finie, car on peut la
décomposer comme somme dénombrable de mesures finies a supports disjoints ; ce n’est pas

lecasde )., ¢ 0, sil'un des poids ¢; est infini.
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Remarque 4.10. Si (u;);c; est une famille dénombrable de mesures s-finies, alors la somme
u = Zje ; u; est encore une mesure s-finie. Cette stabilité par somme dénombrable n’est
plus vraie pour la o-finitude, et c’est 'une des raisons qui poussent a utiliser ’hypothese
plus confortable de s-finitude.

On équipe 4 **(X) de la plus petite tribu qui rend mesurable les applications

avec A parcourant %B(X). Notons que si f est une fonction mesurable positive sur X et si
u € 4 *(X), alors on peut toujours donner un sens a u(f) = fxf(x) u(dx) : c’est la somme

finie ou infinie ), fxf(x),ui(dx) si u = D U est une décomposition de u en mesures
positives finies, et chaque terme fae f (x) u;(dx) est par convergence monotone la limite des
intégrales finies fae f(x) 1f()<m 4i(dx) lorsque m tend vers Pinfini.

Proposition 4.11. Notons .#*°™(X) l'ensemble des sommes dénombrables d’atomes, c’est-a-
dire les sommes dénombrables

N = Z &, avec I dénombrable et (x;);c; € X'.

iel
Si X est un espace polonais, alors A *°™(X) est une partie mesurable de .#**(X).

Preuve. La proposition est liée a I'identité :
M%) ={N € M (X) | VA€ B(X), N(A) eNL {+o0}}.

Si Zie[ 6, =N € "™, alors N(A) = card {i € I | x; € A} pour toute partie mesurable A,
donc N(A) € NU {+00}. Réciproquement, supposons N(A) € N U {+00} pour toute partie
mesurable A. En particulier, pour tout x € X, ¢, = N({x}) est un poids dans N U {+00}. De
plus, comme N est s-finie, 'ensemble S des points x € X tels que ¢, > 0 est dénombrable.
Posons M = ers ¢, 0, et montrons que M = N. Notons que Z = N — M est encore une
mesure positive s-finie sur X, telle que Z(A) € NU {+00} pour toute partie mesurable A. En
effet, la partie S est dénombrable dans un espace métrique, donc mesurable, et

Z|3e\s = N|x\s = Z(Ni)pe\s

i€l

si N = )., N; est une décomposition de N comme somme de mesures finies. La mesure
Zx\s est donc s-finie, et d’autre part, par construction, Z; = 0, donc Z = Zys est s-finie.
De plus, la restriction d'une mesure qui prend des valeurs entieres a une partie mesurable
est encore uniquement a valeurs entieres, donc Z = N|y\s est bien uniquement a valeurs
entieres. Montrons maintenant qu’on a en fait Z = 0. Si Z # 0, alors on peut trouver une
partie mesurable A telle que Z(A) € [[1, +o0o]]. Fixons une suite (x,,) ey dense dans X. Au
moins 'une des intersections AHE(XW%) a Z-mesure non nulle, donc on peut trouver m; € N

tel que Z(AHE(X %)) €[[1,4+00]]; a fortiori, Z(E(X %)) € [[1,+oo]]. Puis, on peut trouver
mj> mjp>
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m, € N tel que Z (E(xml, 1N E(xmz, 1 y) € [[1,+00]]. Par récurrence, on construit une suite
(X, k1 telle que

2(Bey,, 0 ﬂB(xmk,zik)) € [[1,+oo].

La suite de fermés

B =B, N NB, 1)

est décroissante et de diametre tendant vers 0; comme X est complet, Fo, = ﬂ;:i L Fy est
non vide et restreint & un unique point x € X, et on a Z({x}) € [[1,+00o]]. Or, ceci n’est
pas possible, car dans ce cas N({x}) > M({x}) et x € S; or, Ny = M, ce qui est une
contradiction.

Remarquons finalement qu’on peut modifier la preuve de I'identité précédente pour mon-
trer qu’on a également la caractérisation suivante :

(%)= {N € .a**(X) | ¥m,n, N(B, 1)) €NU{+o0}}.

Comme le terme de droite est une intersection dénombrable de parties mesurables de I'es-
pace A (X)), M*°™(X) est bien mesurable. O

> Construction et caractérisation des mesures aléatoires poissonniennes.

Définition 4.12 (Mesure aléatoire poissonnienne). Soit X un espace topologique polonais, et
W une mesure s-finie sur X. Une mesure aléatoire poissonnienne, ou nuage de points poissonnien
d’intensité u sur X est une variable aléatoire N a valeurs dans .#*°™(X), qui vérifie les deux
propriétés suivantes :

1. Pour toute partie mesurable A C X, N(A) suit une loi de Poisson de paramétre u(A).

2. Si(A;)i; est une famille de parties mesurables disjointes de X, alors les variables (N (A;));c;
sont indépendantes.

Théoréeme 4.13 (Existence des nuages poissonniens). Pour toute mesure y € M (%),
il existe une mesure aléatoire poissonnienne N d’intensité u, et elle est unique en loi dans
‘%atom(x)

Lemme 4.14 (Stabilité par somme). Si (N;);c; est une famille dénombrable de nuages pois-
sonniens indépendants et d’intensités (u;);e;, alors N = Zje ;N; est un nuage poissonnien

d’intensité =, U;.

Preuve. Soit A € 98(X). Comme les variables N;(A) sont des variables de Poisson indépen-
dantes de parametres u;(A), par le principe de superposition, N(A) suit une loi de Poisson
de parameétre u(A) = >, jes 4j(A). De plus, si (A;);cr1, 7 est une famille de parties mesurables
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disjointes de X, alors

PIN(4) =k et - etN(A)=k]= > PVie[LI], VjeJ, NjA&)=k;]

k1=Z jeJ kq j
kz=Z jeJ kzj

k=2l e ki
!

[T > []eva) =kl

i=1 \ k=Y, ky €I
l

[]MNMJ=hL

i=1

d’ou la condition d’indépendance. O

Démonstration du théoréme 4.13. Par le lemme précédent, pour établir 'existence des nuages
poissonniens, il suffit de traiter le cas ot I'intensité u est une mesure finie. Soit M une va-

riable de Poisson de parametre u(X), et (X;)i>; une famille de variables indépendantes a

valeurs dans X et de loi % On pose

M
N=> 5y,
k=1

Vérifions que N est une mesure poissonnienne d’intensité u. Soient A,,...,A; des parties
. l . .
mesurables disjointes de X, et B=X\|_|,_, A; leur complémentaire. On note

I siX, €A
Vi = 5
0 siX, e€B.

Les variables (v, ),~; sont indépendantes et de méme loi, donc, par le principe de raréfaction,

les variables
M M
N(A) = Z ly,ea = Z 1=
k=1 k=1

sont indépendantes et suivent des lois de Poisson de parameétres u(X) x P[v, =1i] = u(A,).
Ainsi, N est bien un nuage poissonnien d’intensité u sur X.

Pour l'unicité, considérons 'ensemble des parties mesurables de . *°™(X) qui s’écrivent :

ol les A; sont des parties mesurables et les k; dans NLI {+00}. C’est un ensemble stable par
intersections et qui engendre la tribu de .#*°™(X), donc, par le lemme de classe monotone,
si deux mesures de probabilités sont égales sur ces parties, alors elles sont globalement
égales. Or, toute partie de ce type peut se réécrire sous la forme

{N € _y@om |N(Bl) =j, et N(Bz) =j,et .- et N(Bl) :jl}
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avec des B; mesurables et disjoints; et la probabilité d’'une telle partie pour une mesure
/ . . . ”: .z / \ l i ,

aléatoire poissonnienne d’intensité u est égalea [ [._, s 83)),) e B)_ Donc, la loi d’'un nuage

de points d’intensité u est uniquement déterminée. O

Proposition 4.15 (Formule de Campbell, cas positif). Soit N une mesure aléatoire de Poisson
d’intensité u, et f : X — R, une fonction mesurable positive. La variable aléatoire positive

N(f)= [ o F(XIN(dx) @ pour espérance E[N(f)] = u(f) = [, f (x) u(dx). De plus

E[e™V]=exp (J (e F) — 1)u(dx)) )
x€X

Preuve. On peut écrire f comme limite ponctuelle croissante de fonctions en escalier f, =
Zieln ¢; 1,, et pour chacune de ces fonctions,

N(f) =D c;N(A)
i€l,
est une combinaison linéaire de variables de Poisson indépendantes, d’espérance
EIN(f,)]=D G EIN(A)]= D ¢ uA) = u(f,).
iel, iel,

Si (9, Z,P) est I'espace de probabilité sous-jacent a la mesure aléatoire N = N, lorsque n
tend vers l'infini, pour tout w € , par le théoréeme de convergence monotone, N,,(f) =
lim,_,., N,,(f,). En particulier, N(f) est bien une variable aléatoire positive définie sur
(2,Z,P), en tant que limite ponctuelle de variables aléatoires. En utilisant de nouveau
le théoréme de convergence monotone, on obtient

EIN(H)] = lim EIN(f,)]= lim u(f,) = u(f).

Calculons maintenant la transformée de Laplace. Pour chaque fonction f,,

N(fn l_[ ]E —c; N(A; ) l_[ QA =1)

= exp (Z u(A) (e — 1)) = exp ( J (et —1) u(dX)) :
i€l, x€X

Par convergence monotone appliquée aux suites décroissantes de fonctions e NeUn) | e N ()
et (e —1)N\, (e /™ —1), on obtient bien

E [e‘N(f)] = exp (f (e F™— l)u(dx)) . O
xeX

Proposition 4.16 (Formule de Campbell, cas intégrable). Soit N une mesure aléatoire de Pois-
son d’intensité u, et f € L1(X, B(X), ). La fonction f appartient & £ (%, B(X),N) presque
stirement, et la variable aléatoire N(f) = fxexf(x)N(dx) a pour espérance E[N(f)] = u(f).
De plus,

E[e"] = exp ( J (e — 1)u(dX)) :
xX€X
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Preuve. En utilisant le cas positif, comme |[N(f)| < N(|f]),

E[IN(OII < EIN(f D] = udf]) < +oo.

Par conséquent, f est intégrable contre N presque sirement, et N(f) est intégrable. En
décomposant f comme différence f, — f_ de deux fonctions positives, on montre ensuite en
utilisant le cas continu que E[N(f)] = u(f).

Pour la formule donnant la transformée de Fourier, notons qu’elle est vraie pour les
fonctions f = Y., ¢; 1 4, €n escalier. Ces fonctions sont denses dans £ Yx, B(X), ), et si
f est une fonction u-intégrable générale, on peut trouver une suite de fonctions étagées
(f)en telle que f, — f en norme £! et u-presque partout. On a alors (N(f,)),ey qui
converge en norme dans Z(Q, Z,P) vers N(f), car

E[IN(f) =N <EIN(f = fuD]= wllf = £:1) = 0.

Quitte a extraire une sous-suite, on peut aussi supposer N(f,,) =, N(f). Alors, par conver-
gence dominée,

E[e"P] = lim E[eNU)] = exp( ll)ngof (et — 1),u(dx)) :
x

n—oo
S J
X

La formule de Campbell est donc également établie dans le cas intégrable. O

Or,

f (&0 —1) u(dx) — f (e — 1) u(dx)
X X

et — | p(dx) < plf —f,) = 0.

Remarque 4.17. La formule de Campbell fournit en fait une caractérisation des mesures
aléatoires de Poisson. En effet, si N est une variable aléatoire a valeurs dans .#*°™(X) qui
vérifie la formule de Campbell pour toute fonction f mesurable positive, alors la transformée
de Laplace du vecteur (N(4,),...,N(A;)) avec Ay, ...,A, parties disjointes est entierement
déterminée, et est celle d’'un vecteur de variables de Poisson indépendantes ; donc, N est un
nuage poissonnien de points.

> Existence de points multiples. Etant donnée une mesure d’intensité u qui est s-finie,
la mesure aléatoire poissonnienne N d’intensité u est une somme de Dirac Y., 0,,, avec
des points aléatoires x; qui ne sont pas forcément tous distincts. On néanmoins a un critere
simple sur u pour que presque slirement tous les atomes de N soient distincts :

Proposition 4.18. Soit u € .#**(X) une mesure sans atome, c’est-a-dire telle que u({x}) =0
pour tout singleton x. Presque stirement, la mesure poissonnienne N d’intensité u a ses atomes
qui sont tous distincts :

P[Vxe X, N({x})e{0,1}]=1.
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Preuve. Supposons d’abord u de masse finie. Alors, la mesure poissonnienne N peut étre
construite en tirant au hasard M de loi #(A), puis M points indépendants X, ...,X,, dans
X de loi % Or, étant donnée une suite (X,,),n de telles variables indépendantes,

PIX; =X;]= m L Loy u(dx) u(dy) = m LO u(dx) =0,

donc tous les points de la suite sont distincts avec probabilité 1. Par conséquent, N =
M s 7 . .
Zi=1 b, a avec probabilité 1 tous ses atomes distincts.

Traitons maintenant le cas général. On décompose yu comme somme de mesures finies
W=D, U etonnote N =Y. N, ol les N; sont des nuages poissonniens indépendants
de loi u;. On a vu que N était un nuage poissonnien d’intensité u. Pour montrer que N
n’a pas de point multiple, il suffit de montrer que si N; et N; sont des nuages poissonniens
indépendants associés a des mesures finies sans atomes y; et u;, alors presque stirement, N;
et N; n’'ont pas de point en commun. Or, c’est une conséquence du cas fini, car N; + N; est un
nuage poissonnien d’'intensité u; + u;, donc sans point multiple d’apres ce qui précede. [

Exemple 4.19. La mesure aléatoire poissonnienne sur R¢ d’intensité la mesure de Lebesgue
a presque slirement tous ses points distincts.

FIGURE 4.1 — Nuage poissonnien de points sur R
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4.3 Transformations de nuages de Poisson

Dans cette section, on liste les transformations possibles des mesures aléatoires pois-
sonniennes, qui conservent ce caractére. Un premier résultat simple est la conservation par
image :

Proposition 4.20 (Stabilité par image). Soit u une mesure s-finie sur un espace polonais X,
et f : X — ) une application mesurable. Si N est un nuage poissonnien sur X d’intensité u,
alors f,(N) est un nuage poissonnien sur ) d’intensité f,(u).

Preuve. Si f : X — ) est une application mesurable, alors f, : A*°™(X) — #*°™(2)) est
une application mesurable, car si B € B(2)) et k €N, alors

(F (v e ™™ )| v(B) =k}) = {u € 4*™(X) | u(f ~'(B)) =k})
= {u € #""(X) | uA) = k}

avec A= f!(B) dans %B(X). Le terme de droite est bien mesurable dans .#*°™(X), ce qui
prouve que I'image réciproque par f, d'une partie mesurable de .Z*°™()) est une partie
mesurable de .#°™(X).

Soit N nuage de Poisson d’intensité u. Par la discussion précédente, la mesure image
f.(N) est bien une variable aléatoire dans .#*°™(9)), et si B € %()), alors

£N)(B) =N(f7(B)) ~ 2 (u(f ' (B)) = 2 (f.(L)(B)).

De plus, si By,...,B; sont des parties mesurables disjointes de 2), alors les parties A; =
f71(B,),...,A. = f1(B,) sont disjointes dans X, et donc, les variables

f(N)(B;) =N(4))
sont indépendantes. On a donc montré que f,(N) est un nuage d’intensité f,(u). O

On a déja vu que les mesures aléatoires de Poisson étaient stables par somme dénom-
brable. Un autre résultat de stabilité tres simple est :

Proposition 4.21 (Stabilité par restriction). Soit N un nuage poissonnien d’intensité u sur X.
Si Q) C X est une partie mesurable, alors la restriction Ny est un nuage poissonnien d’intensité
- De plus, si (;)er est une famille de parties disjointes, alors les mesures restreintes Ny,
sont indépendants.

Une propriété plus subtile est la stabilité par marquage mesurable. Soit (X, ),y Une suite
de variables aléatoires a valeurs dans X, et M une variable aléatoire a valeurs dans NLI{oo}.

On suppose que
M
N =5,
i=1

qui est une variable aléatoire dans .#*°™(X), est une mesure aléatoire de Poisson d’inten-
sité u € 4 *5(X). Par exemple, si u est une mesure finie, et si M ~ 2 (u(X)) et les X, sont
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des variables indépendantes de loi H((x))’ alors on sait que N est un nuage poissonnien d’in-

tensité u. Soit (Y,),cy Une suite de variables a valeurs dans un espace polonais 2), qui sont
indépendantes de (X,),cy et de M, indépendantes entre elles et toutes de méme loi u'.

Proposition 4.22 (Stabilité par marquage). Dans le contexte précédent, le nuage marqué

M
N = Z Sx,.v)
i=1

est une mesure aléatoire de Poisson sur X x %), d’intensité u ® u'.

Preuve. Soit f : X x Q) — R, une fonction mesurable positive. On calcule

E[e VO] =E[E[e 20/ | M, (X,)pen ]

=FE |:l_[f e /&) ,u’(dy):| =E [exp (Z log (J e /X)) ,u’(dy)))] )
i=1J9Y i=1 )

Lapplication F : x — —log ( f . e f(xy) u’(dy)) est mesurable par rapport a x, et positive;
et par la formule de Campbell,

£ [e—ﬁ(f)] =E[e V] =exp (J (e — 1)M(dx))
k4

= exp U (et —1) u(dX)u’(dy)) :
k39

Comme la formule de Campbell caractérise les nuages poissonniens, on conclut que N est
un nuage poissonnien de points d’intensité u ® u'. O

. M ;L. . e .
Exemple 4.23. Soit N = ), 64 une mesure aléatoire de Poisson d’intensité y sur X, et

(Y, )nEN une suite de Varlables de Bernoulli indépendantes de parameétre p. Comme N =
Zl 1 0(x, v, est une mesure aléatoire de Poisson d’intensité u ® %(p) sur X x {0, 1}, si

NP = Z Y; 5Xi
i=1

alors N, est la restriction de N 2 X x {1} =X, donc N, est une mesure aléatoire de Poisson
d’intensité (u ® %B(p))xx(1} = PU.-

4.4 Processus ponctuels de Poisson

> Mesures aléatoires a parametre temporel. Soit X un espace polonais, et y une mesure
s-finie sur X. On consideére le nuage poissonnien N sur X x R, , d’intensité u®dt. On parlera
aussi de mesure aléatoire de Poisson a parametre temporel, d’intensité u sur X. Comme u
et dt sont s-finies, il en va de méme pour u ® dt, qui est par ailleurs sans atome, car dt est
sans atome. Le nuage poissonnien est donc bien défini, et avec tous ses points (X, T) qui
sont simples. En fait, on a le résultat plus fort suivant :
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Proposition 4.24. Avec probabilité 1, pour tout t > 0, N(X x {t}) € {0,1}.

Preuve. Supposons d’abord u de masse finie sur X. Dans ce cas, pour tout n > 1 et tout
T=0,

P[At € [0, T], N(X x {t}) > 2] < ]P’[Elj e[1,n], N(ae x []_TlT% D > 2]
w(xX)T

< Z(l —e*1+21)) avecA=
=1
n 2
< ZAZ _ @1
=1 "
Comme ceci est vrai pour tout n, P[dt € [0,T], N(X x {t}) > 2] = 0. En faisant tendre T
vers l'infini, on conclut que si u est de masse finie, alors

P[dt eR,, N(X x{t})=>2]=0.

7 7 7 . e o
Dans le cas général, decgomposons u comme somme de mesures finies : u = 21:1 u;. On
eut alors écrire N = ), N;, ou les N; sont des mesures aléatoires poissonniennes indé-
i=1""1 L
pendantes d’intensité u; x dx sur X x R,. Comme

]P’|:3t eR,, (ZNi)(% x {t}) > 2} =0

L1 A [ I , ,
pour tout I > 1, on en déduit le méme résultat pour N = sup;-, Zilei ; C’est ce que l'on
voulait démontrer. O

Ainsi, si N est une mesure aléatoire de Poisson a parameétre temporel, alors pour tout
t € R,, on a soit Nz} = 0, 80it Njxy(;p = 8y ) POUr un certain point x € X. Dans ce qui
suit, on définit X, comme I'application a valeurs dans X Ll {T} donnée par :

X = x si N|,’£><{t} = 5(x,t)5
‘ t si N ne charge pas X x {t}.

. 9 L4 I
O,n app'el}e (X ¢)rer, 1€ processus ponctuel de Poisson d’intensité u. Ce processus n’a aucune
régularité, si ce n’est :

Proposition 4.25. Pour tout t € R,, X, est une variable aléatoire a valeurs dans X Ll {7},
c’est-a-dire une fonction mesurable sur Uespace de probabilité (Q0, #,P) sur lequel la mesure
aléatoire a parametre temporel N est définie.

Preuve. Pour toute partie A € %B(X),
{X, €A} ={N(Ax{t}) =1},

tandis que {X, = 7} est le méme événement que {N (X x {t}) = 0}. Par hypothése, N est une
variable aléatoire a valeurs dans .#Z*°™(X xR, ), donc ces événements sont bien mesurables.
L]
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Le processus ponctuel de Poisson (X, ),cg, d’intensité u peut étre reconstruit a partir d’un
processus de Poisson usuel lorsque u est une mesure finie sur X. Plus précisément :

Proposition 4.26. Si u(X) = +o00, alors {t | X, # T} est dense dans R,. Si 0 < u(X) < +o0,
alors Uensemble aléatoire {t |X, # T} est presque siirement infini dlscret. Il s’écrit dans ce cas
{T,<T,<---<T,<--+}, avec:

1. les variables T,, T, —T,...,T,— T,_4,... indépendantes et suivant la loi exponentielle
de paramétre u(X);

2. les variables X ,Xr,,...,Xr ,... indépendantes des temps Ty, T,,... et indépendantes

u()

entre elles, et suivant toutes la loi et

Preuve. Siu(X) = +00, alors lavariable N(X x[s,s+¢]) suit une loi de Poisson de parametre
infini pour tout s € R, et € > 0, donc est égale a + 00 presque slirement. Par conséquent,
{t € [s,s+¢€]|X, # T} est non vide, et méme infini presque slirement : ceci démontre la
densité de 'ensemble {t € R, | X, # T}.

Supposons maintenant u(X) < 0o. Alors, une réalisation possible de N est par marquage
de la mesure aléatoire de Poisson d’intensité u(X)dt sur R,. En effet, si P = Z:l Or, est
une telle mesure aléatoire, et si (Y;),cy est une famille de variables aléatoires indépendantes
de 101 “ () , alors d’apres la proposition 4.22, N = Z 1 O(v,1,) €St une mesure poissonnienne
d’ 1nten51te u ® dt. Remarquons de plus que les points de la mesure P peuvent étre indexés
de sorte que T; < T, < -+ < T, < ---, car P est presque sirement une mesure infinie
discrete sur R, . En effet, comme dt est sans atome, tous les T; sont p.s. distincts, et dans tout
intervalle [a, b], le nombre de points T; suit une loi de Poisson de parametre (b —a) u(X),
donc est fini. Avec cette convention, on a Y; = X, et il reste donc a démontrer le premier
point de la proposition, qui concerne une mesure aléatoire de Poisson sur R, d’intensité A dt
avec A = u(X).

Si(T,),>; est la suite croissante des atomes d’une mesure aléatoire poissonnienne P sur
R, d’intensité u(X)dt, considérons d’abord le temps T;. On a

P[T, > t]=P[P([0,t)) = 0] = e ¥,

donc T, suit bien une loi &(u(X)). Montrons maintenant que pour tout n > 1, la variable

T,— T,_; est indépendant de (T;);<,_; et de méme loi que T;. Si f : (R,)"' > Ret g :

R, — R sont des fonctions continues a support compact avec f|o -1y = 0, alors

E[f(Tl) Ty,..., Tn—l) g(Tn - Tn—l)]

AN p
mll—>r£>1<> (Z: E[f(T1; oo Toc) 1Tn—1€(‘7—;11K,%K] Irsek g(Tn T )])
p:

m
111‘1'1 (Z E[ (Tl’ ceey TTI—].) 1’1},]6(%1{,%1{] 1Tn>rEnK X

m—0Q
p=1

g(premier atome de P sur [BK, +oo) - BK)D.
m m

Remarquons que la variable f(Ty,...,T,_1) 1, 17, 2k est mesurable par rapport

T,1€(21K,EK]
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a la tribu engendrée par les P(A), A C [0, +-K ], tandis que la variable

g(premier atome de P sur [BK, +oo) — BK)
m

m

est mesurable par rapport a la tribu engendrée par les P(A), A C (%K ,+00). Par conséquent,
les deux variables sont indépendantes, et de plus, la loi de

premier atome de P sur [BK, +oo) Py
m m

est exponentielle de parametre u(X), pour les mémes raisons que pour T;. Donc,

]E[f(Tla TZ’ te Tn—l)g(Tn - Tn—l)]

= lim (Z E[f(Tl,...,Tn_l)lTnle(p%K,%K]lm%K]E[g(Tl)])

m—-0Q
p=1

=ELf(Ty,..., T,-1)]E[g(T1)]-

Ceci implique le résultat annoncé, et achéve la preuve de la proposition. m

> Processus de Poisson et processus de Poisson composés. On peut utiliser les mesures
aléatoires a parametre temporel pour construire une grande classe de processus cadlag, par
intégration de fonctions f € £21(X, (%), ). Dans ce qui suit, on fixe une mesure u qui
est s-finie sur un espace polonais X, et on note N la mesure poissonnienne a parametre
temporel d’intensité u ® dt sur X x R,.

Théoréme 4.27. Soit f € L1(X, B(X),u), et

Nt(f)=f fEONd)= > fEX,).
xx[0,t]

0<s<t, X, £t

Le processus (N,(f)).cr, est bien défini et presque stirement cadlag, donc peut étre considéré
comme une variable a valeurs dans 2(R,). De plus, pour tout temps s > 0, le processus

(Ns1e(f ) = N;(f ))cer, est indépendant de (N, (f ))o<y<s> et de méme loi que (N.(f))er,-

Preuve. Pour tout temps T, la fonction (x, t) — f(x) est mesurable et appartient a 'espace
LY xx[0,T], B(Xx[0,T]),u®dt), donc N;(f) = Njzx[o,r1(f) est bien définie et d’espé-
rance fo[O’T] f()u(dx)dt =T u(f). D’autre part, si w € Q2 est fixé, alors par convergence
dominée, I'application t — N,(f )(w) est continue a droite et avec limite a gauche. On en
déduit que (N,(f)).er, est bien une variable aléatoire a valeurs dans Z(R.,).

Fixons un temps s > 0, et considérons N, ,(f) — N,(f) = fo[s’sH]f(x)N(dx dt). Ce
processus est mesurable par rapport a la tribu engendrée par la mesure aléatoire Njz (s +o0)>
qui est indépendante de celle engendrée par Ny, (o). Par conséquent, (Ny, . (f) —N;(f))cer,
est indépendant de (N,(f ))y<u<,- Finalement, un argument d’invariance par translation de
la mesure de Lebesgue montre que ce processus cadlag a les mémes lois fini-dimensionnelles
que le processus initial (en considérant par exemple les transformées de Fourier, calculables
par la formule de Campbell), donc est de méme loi que (N,(f)) e, - O
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Exemple 4.28. Soit v une mesure sur R, qui integre x — |x|. On appelle processus de Poisson
composé d’intensité v le processus (P,(v))er, = (N:(x)).eg, associé a I'intensité » ® dt et
la fonction identité. On a :

Pt(v):Nt(x):J xN(ded)= > X,

Rx[0,t] 0<s<t, X, #1

Le processus de Poisson homogene d’intensité A correspond a la mesure v = A9;. Pour tout
temps t,

E[eigPt(v)] — E[eNt(ngC)] — E I:ef]Rx[O,t] i&x N(dx dt):| = eXp (tf (eigx — 1) V(dx)) .
R

On verra dans le chapitre suivant que cette formule est un cas particulier d’'une formule
générale pour les lois de processus a accroissements stationnaires et indépendants (le cas
d’un processus de Lévy purement discontinu de mesure de Lévy intégrant |x|). Notons que
si v n'integre pas |x| mais est de masse finie, alors on peut toujours considérer la variable

aléatoire
P(M= >, X,

0<s<t, X,#t

qui est une somme finie presque slirement puisque v ® dt est de masse finie sur R x [0, t].
La transformée de Fourier de cette variable aléatoire est toujours donnée par E[el*(")] =
exp(t fR(eigx — 1) v(dx)) ; en revanche, P,(v) n’est plus forcément intégrable. Ces deux cas
d’existence du processus de Poisson composé (mesure intégrant |x| ou mesure de masse
finie) joueront un role important dans la construction générale des processus de Lévy.

Références

Lessentiel de ce chapitre est issu de [J. E C. Kingman, Poisson processes, Oxford Studies in
Probability vol. 3, Oxford University Press, 1993]. On renvoie également a [K.-I. Sato, Lévy
Processes and Infinitely Divisible Distributions, Cambridge studies in advanced mathematics
vol. 68, Cambridge University Press, 1999, Chapter 19]. Il y a néanmoins une différence
entre notre exposé et celui des ouvrages précités, au niveau du cadre choisi pour les mesures
aléatoires de Poisson. Dans notre cadre, I'intensité peut étre n'importe quelle mesure s-finie
sur un espace polonais, alors que le traitement classique utilise des intensités o-finies, ou
o-finies sans atome sur un espace topologique vérifiant la condition de Hausdorff (ou au
moins, mesurable et tel que la diagonale {(x, x) | x € X} soit mesurable dans X?). Lavantage
de notre cadre est que la stabilité par somme est une propriété immédiate.
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Exercices

1. Soit N un nuage poissonnien d’intensité dx dy sur R?. On note N, et Ny les nuages
de Poisson sur R/27Z et sur R, obtenus a partir de N en considérant les angles et
les distances a l'origine des points de N. Donner les intensités de ces deux nuages.
Sont-ils indépendants ?

2. Soit N = >, 6y, un nuage poissonnien d’intensité y sur un espace polonais. Si
f : X > Restdans £'(X, B(X), u), on sait que N(f) est intégrable, donc fini presque
stirement. Montrer que plus généralement, N(|f|) = ..., |f (X;)| est fini presque sii-
rement si et seulement si min(1, |f|) est dans Z(X, (%), u). On pourra remarquer
que si f > 0, alors

N(f) fini p.s. < }Lir%e_m(f) =1ps. %in%IE[e_’W(f)] =1.

Application : soit y = dx la mesure uniforme sur [0,1], f(x) = % Montrer que le
nuage de Poisson N d’intensité u vérifie N(f) < 400 p.s., mais E[N(f)] = +o00.

3. SoitN = > _, or un nuage poissonnien d’intensité dx sur R. Montrer qu'on peut
effectivement indexer les atomes de N comme suit :

KT, << T < Ty<O<T; <+ <T, <

avec lim,_,,, T, = lim,_,., —T_,, = +00 presque siirement. Soit (X,,),c; une famille
de variables aléatoires sur R indépendantes de N et toutes de méme loi u. On pose

N= Z 5Tn+Xn‘

nez

Montrer que N est encore un nuage poissonnien d’intensité dx sur R.

4. Soit (X,,),ey une suite de variables aléatoires a valeurs dans R?, telle que N = Z::l Ox,
soit une mesure poissonnienne sur R? d’intensité la mesure de Lebesgue. On considére
également une suite (R, ),y de variables aléatoires a valeurs dans R, indépendantes
et de méme loi.
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Onnote A= U:Zl Bx, r,)> qui est un ensemble aléatoire de R?; et u la loi des variables
R

(a) Pour tout x € RY, montrer que le nombre de boules B, = B(x, r,) qui recouvrent
x suit une loi de Poisson de parametre

o) [e%) d/2
A= (JO rd,u(dr)) vol(B 1)) = (JO riu(d r)) %.

On pourra utiliser la propriété de stabilité par marquage.

ne

o d d .
(b) On suppose que f o T u(dr)=+oo. Montrer que x € R? est presque slirement
dans A. Montrer ensuite que A est presque siirement dense dans R¢.

(c) On suppose toujours fooo rdu(dr) = +00. Soit

A= U Bx, ®,-1))-

n|R,>1

Que peut-on dire de A? En déduire que A = R presque sfirement.

5. Soit u une loi sur R, et N une mesure aléatoire poissonnienne a parametre temporel
d’intensité dx ® u sur R x R. On note N = ). O(x, v, avec

nez

e <X G < < Xp<O0<X; < <X <,

et on considere N comme une distribution de particules sur la droite réelle, chaque
particule n étant initialement en position X, avec vitesse V,,.

(a) On pose N, = Znez 8 (x,+tv,v,)- Montrer que N, est encore une mesure aléatoire
poissonnienne a parametre temporel, d'intensité dx ® u.

(b) On suppose fRIVI,u(dv) < 00. Soit T, le temps (éventuellement négatif) au-

quel la particule n atteint 0 : T,, = % Montrer que Y, _,

O(r v est une mesure
o ) A anez O (T,.V,)
aléatoire de Poisson sur R x R, dont on donnera la loi.

(c) Calculer
P[{Vs€[0,t], VneN, X, +sV, ¢[a,bl}],

ol [a, b] est un intervalle fixé.
6. Soit u une mesure s-finie sur un espace polonais X, et N le processus ponctuel de

Poisson d’intensité u®dt sur X xR,. On équipe 'espace de probabilité (2, &, P) sous-
jacent a ce processus de la filtration (Z,),cg, définie par :

F = U(N|3ex[o,t])-

(a) Pour tout f € LY (X, (%), u), montrer que N,(f) = fo[O t]f(x)N(dx dt) est
un processus adapté a (F,),cg, , €t que

N.(f)—E[N.(f)] =J

xx[0,t]

f(x)N(dxdt)—t J f () u(dx)
x

est une martingale pour cette filtration.
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4.4. Processus ponctuels de Poisson

(b) On suppose f € £(X, B(X),u). Montrer que

(N.(f))?—t J (f (x))* u(dx)
X

est une martingale pour la filtration (Z,)cg, -



Chapitre 5

Processus de Lévy

Dans ce dernier chapitre, on utilise la théorie des chapitres précédents pour construire
une famille assez large de lois et de processus continus a droite et avec limites a gauche,
qui apparaissent a de nombreux endroits en théorie des probabilités, en particulier en tant
qu’objets limites : les lois infiniment divisibles et les processus de Lévy.

Définition 5.1 (Loi infiniment divisible). Une loi infiniment divisible sur R est une mesure de
probabilités borélienne u telle que, pour tout n > 1, il existe une loi p, avec u = (p,)*", ol
(p,) ™ désigne la convolée n-iéme de p,, c’est-a-dire la loi de la somme de n variables indépen-
dantes de loi p,, :

(o)A = f L4001 + x5+ -+ + x,) po(dxy) - - p(dxy,).

Rn

Définition 5.2 (Processus de Lévy). On appelle processus de Lévy un processus (X,),>o dans
2(R,), tel que pour tout temps s, le processus (X, —X,) =0 est indépendant de la tribu F, =
0(X,<,), et de méme loi que (X,);o. Autrement dit, (X,),>, est a accroissements indépendants
et stationnaires.

Si (X,)>0 est un processus de Lévy, il n’est pas difficile de voir que pour tout temps ¢,
la loi u, de X, — X, est infiniment divisible. Réciproquement, on verra au cours du chapitre
que toute loi infiniment divisible est la marginale au temps t = 1 (ou a un temps arbitraire
t > 0) d’'un processus de Lévy. Par conséquent, la classification de ces deux types d’objets
est essentiellement la méme. Dans la premiere section 5.1, on montre que les lois infini-
divisibles ont une transformée de Fourier qui prend une forme bien précise, dépendant de
seulement trois parametres

a€R, 0>>0, v,

oll v est une mesure positive sur R\ {0} qui intégre x — min(1, x2). C’est la formule de Lévy—
Khintchine (Théoréme 5.12), qui peut étre comprise intuitivement comme suit : toute loi
infiniment divisible est la combinaison d’une loi gaussienne et de lois de Poisson composées
et compensées. Au niveau des processus de Lévy, une décomposition équivalente existe et est
démontrée dans la section 5.2 : tout processus de Lévy est la combinaison d’'un mouvement
brownien avec drift, et de processus de Poisson composés et compensés. Cette décomposi-
tion dite de Lévy-It6 prend une forme particuliere lorsqu’on se restreint aux processus de
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Lévy croissants, appelés subordinateurs; cette classe de processus de Lévy est étudiée en
détail dans la derniére section 5.3.

Remarque 5.3. La théorie développée dans ce chapitre admet une généralisation immédiate
avec des lois et des processus cadlag & valeurs dans R avec d > 2; voir les références en
fin de chapitre.

5.1 Lois infiniment divisibles

> Exemples et propriétés générales. Pour commencer notre étude des lois infiniment
divisibles, donnons une liste de lois classiques qui ont cette propriété :

Proposition 5.4. Les lois suivantes sont toutes infiniment divisibles :
— les lois gaussiennes Nx(m,c?) avec m € R et o> > 0.
— les lois de Poisson 2 (A) avec A > 0.
— les lois géométriques ¥4(p) avec p € (0, 1).
— les lois exponentielles &(a) avec a > 0, et plus généralement les lois T'(a, c) de densité

ac xc—l e—ax

1o —— =
x>0 F(C)
aveca>0etc>0.

— les lois de Cauchy 6 (m,y) de densité

avecmeRety>0.

Preuve. En termes de transformées de Fourier, si u = (p,)™, alors u(&) = (p,(&))" et réci-
proquement. Par conséquent, il suffit de calculer les transformées de Fourier des lois listées
dans la proposition et de montrer qu’elles ont des racines n-iemes pour tout n.

— Si u = Ag(m,oc?), alors
img  o2g2

i(E) = emF = (55 ) = (@)
(%)

m o?
n’>n’°

— Siu=2(A), alors

avec p, = Ag(

A(E) = = (eH ) = (B

avec p, = 9’(%).
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— Si u = ¥%(p) est la loi géométrique sur N, donnée par u(k) = p (1 —p)~, alors

~ _ p e n
p(g) = T=(—pyeE (P ()",

ol p, est la loi binomiale négative, donnée sur N par la formule

(k—1+ ) (k—241)+

palk) = - “pr (1-p)t

— Siu=T(a,c) (le cas c = 1 correspondant aux lois exponentielles), alors

~ 1 / e\an
() = 5 = (Pa(&))
(1-%)
avec p, =T'(a, 2).
— Enfin, si u = ¥(m,y), alors
imé _ ylé|

(E) = e = () = (B

avec p, = €(%,1) (pour le calcul de la transformée de Fourier de la loi de Cauchy,
on peut utiliser la formule d’inversion de Fourier comme dans la preuve du lemme
2.11). O

A contrario, les lois binomiales et les lois uniformes ne sont pas infiniment divisibles, compte
tenu de :

Proposition 5.5. Soit u une loi infiniment divisible. Si u a un support borné, alors u = 6,
pour une certaine constante c.

Preuve. Supposons u de support borné, inclus dans [—C, C]. Alors, si u = (p,)™", le support

de p, est inclus dans [—%, %], donc var(p,) < g—j Par conséquent,
C2
var(u) = nvar(p,) < —
n
pour tout n > 1, donc var(u) = 0 et u est la loi d’une variable constante. O]

Une autre propriété tres importante des lois infiniment divisibles est :

Proposition 5.6. Soit u une loi infiniment divisible. La transformée de Fourier i ne s‘annule
pas sur R.

Preuve. Soient X et X’ deux variables indépendantes de loi u. La différence Z =X — X' a
transformée de Fourier

$2(8) = ¢x(&) p_x (&) = B(&) (=) = |A(&)*.
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Notons p, une loi telle que u = (p,)™", et Z, = X, — X/, ot X,, et X’ sont deux variables
indépendantes de loi p,,. On a de méme ¢, (&) = [p,(& )|?, et comme ce nombre est positif,

¢2,(8) = (¢(EN'™.

La limite ponctuelle lorsque n tend vers 'infini de cette racine n-ieme est 1, ()20 = 14, (£)z0-
De plus, la suite (Z,),cy €st tendue, car

1)
pliz> 3 < J(l—qbz(a))d& f (1-16x(E)1?) dE

-6

2(1(° 1 (°
SE(_J o8 7 5) (_J O a] 5)

qui pour & petit peut étre bornée par une quantité arbitrairement petite, car £ — |¢p(&)|
est continue en 0. Par conséquent, il existe une extraction (1 )iey telle que (Z,, )xeny admet
une limite en loi lorsque k tend vers I'infini. Or, la transformée de Fourier de cette limite
14, (5)20 doit étre une fonction continue, ce qui n’est possible que si ¢y ne sannule pas (car

¢X(0) =1). []

Lemme 5.7 (Relevement des fonctions continues ne s’annulant pas). Soit f : R — C une
fonction continue qui ne s’annule pas. Il existe une fonction continue g : R — C telle que

f(&) = exp(g(£)).

Preuve. Comme |f| est une fonction continue de R dans R, qui ne s'annule pas, on peut
considérer r = log|f|, qui est une fonction continue de R dans R. Alors, f = apr = é—l
est une fonction continue de R dans T = {z € C||z| = 1}, et on s’est donc ramené au cas
d’une fonction a valeurs dans le cercle unité. Sans perte de généralité, on peut aussi supposer
f(0) = 1. Notons maintenant que, si h; : [; = Reth, : I, — R sont deux fonctions continues
définies sur des intervalles contenant O et telles que exp(ih;(§)) = f (&) = exp(ih,(&)), alors
(hy —h,)(&) € 2nZ pour tout & € I, N I,, et par continuité, h; —h, = 2k pour un certain
entier k constant. Si 'on impose h,(0) = h,(0) =0, on a donc h; = h, sur I; NI,. On a donc

unicité du relévement h si 'on impose h(0) = 0. Notons

exp(ih(&)) = f(&) pour tout [E] < ¢

Si T = +o00, alors le lemme est démontré. Supposons par 'absurde T fini. Comme f est
continue en T et —T, il existe des intervalles [T —e, T + €] et [T —e,—T +¢] avece >0

tels que
@,
f(ry ~ T
(&)

et de méme pour le rapport Fr) sur 'intervalle [—T —e,—T +¢]. Or, le logarithme complexe
log(1 + 2) est de rayon de convergence 1, donc on peut considérer les séries absolument

Convergentes
1 (FEY . _1, ([ f©
hale) =7 log (f(T)) Ml =7 log (f(—T))

h(0) =0,
T=sup{t>0|EIh:[—t,t]—)IRcontinue,avec{ © }

VE€[T—¢,T+e¢],
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définies respectivement sur [T —¢,T + ¢] et [T —¢,—T + €], et qui sont des fonctions
continues. Par définition de T, il existe h continue sur [—T + ¢, T — €] telle que h(0) =0 et
f (&) =exp(ih(&)) sur l'intervalle [T +¢, T —e]. Notons 0 et 6_; deux arguments tels que
f(T) = exp(if;) et f(—T) = exp(i6_;). Quitte a modifier ces exemples par des multiples
de 27, ona:

h(T —e)=h(T —€)+ 0;;
h(—T —e)=hy(—T —¢) + 6_;.

On prolonge alors h sur [—-T —¢, T + €] en posant :

h(E) = h(&)+0, si&e[T—e,T+el;
)= h(E)+0_ , siEe[-T—e,—T+¢l.

On obtient alors une fonction continue sur [—T —¢, T + ¢], telle que f (&) = exp(ih(&)) sur
tout cet intervalle ; ceci contredit la définition de T. O

Définition 5.8 (Exposant de Lévy—Khintchine). On appelle exposant de Lévy—Khintchine d’une
loi infiniment divisible u U'unique fonction continue 1 : R — C telle que y)(0) = 0 et u(&) =

exp(y(£)).

La formule de Lévy-Khintchine 5.12 permettra de classifier tous les exposants possibles pour
une loi infiniment divisible.

Remarque 5.9. Lexistence et l'unicité de 'exposant de Lévy—Khintchine implique le résul-
tat non trivial suivant : si u est infiniment divisible d’exposant v, et si u = (p,,)"™ avec
n > 1, alors p,, est aussi infiniment divisible, d’exposant % Fixons m > 1, et p,,, telle que
(P )™ = u. Comme U ne s’annule pas, il en va de méme pour les transformées de Fou-
rier p, et p,., puisque des puissances de celles-ci donnent . Il existe donc des fonctions

continues ), et 1,,,, qui s’annulent en O et telles que

Pa(&)=exp(¥,(&)) 5 Pam(&) =exp(ym(&)).

—n ——nm ~ .
Comme p," = p,m = W, ceci force

po(5)= PEOFATKE) oy PE) 20 E)
" nm
et la continuité des exposants ainsi que 'annulation en 0 imposent k(&) = [(§) = 0. Ainsi,
b= =1
n nm

et en particulier, p,." = p,, ce qui prouve que p, est infiniment divisible, d’exposant de
Lévy—Khintchine %
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> Convergence de lois infiniment divisibles.

Proposition 5.10 (Stabilité par passage a la limite de Iinfini divisibilité). Soit (u®), oy une
suite de lois infiniment divisibles, qui converge en loi vers une mesure de probabilité u. La loi u
est encore infiniment divisible.

Preuve. Pour tout entiers n,k > 1, notons p* une loi telle que (p)™ = u®). Si n est fixé,
alors la suite de lois (p®),<y est tendue. En effet, notant X® = X + ...+ X® une somme
de variables indépendantes de loi p{®), on a

p®([=c,C19) = P[xY| > €] < (PLIX®] > nC])" = (p®([=nC,nCI%)",

donc la tension de (p®),y implique celle de (pflk))kEN. Soit p,, une limite d’une sous-suite
convergente (p*),.y. On a

P{) = pu;
(%)™ = (p )"
et d’autre part, (p%0))™ = u®, donc (p,)*" = u. O

Soit v une mesure sur R de masse finie. Une loi de Poisson composée u = P(v) d’intensité
v est la loi d'un processus de Poisson composé P,(v) au temps t = 1. Sa transformée de
Fourier est

E[e*""] = exp (J (e™*¢—1) v(dx)) ,

voir 'exemple a la toute fin du chapitre 4. Cette loi est toujours infiniment divisible : u =
(p)" et p, = P(3).

Proposition 5.11. Une loi u sur R est infiniment divisible si et seulement si c’est une limite de
lois de Poisson composées.

Preuve. La proposition précédente montre que les limites de lois de Poisson composées sont
effectivement infiniment divisibles. Réciproquement, soit u une loi infiniment divisible, et
1) son exposant de Lévy—Khintchine. On définit la loi de Poisson composée u,, par la formule
u, = P(np,), ou p, est telle que (p,)™ = u. Par une remarque précédente, I’exposant de
Lévy—Khintchine de p,, est % Par conséquent.

In(E) = exp (nJ (e — 1)pn(dx)) = exp(n(p(§) — 1)) = exp (n(e™ —1)).
La limite ponctuelle de (&) est exp(y(&)) = (&), ce qui acheéve la démonstration. O

> Formule de Lévy-Khintchine. D’apres la proposition précédente, toute loi infiniment
divisible peut étre approchée par une loi de Poisson composée d’exposant de Lévy—Khintchine

Y(&) = J (e —1) »(dx),
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ol v est une mesure de masse finie sur R. La formule de Lévy—Khintchine précise ce résultat,
et décrit ce qui peut apparaitre dans 'exposant par passage a limite d’une suite de lois de
Poisson composées.

Théoréeme 5.12 (Formule de Lévy-Khintchine). Soit u une loi infiniment divisible sur R,
d’exposant 1. Il existe a € R, o > 0 et une mesure borélienne positive v sur R telle que

v({0})=0 : J min(1, x?) v(dx) < +00
R
et
0.2 52
2

De plus, le triplet (a, o2, v) dans cette représentation est unique, et réciproquement, tout triplet
correspond a une loi infiniment divisible. La mesure v est appelée mesure de Lévy associée d (.

Y(&) =iag — +f (e —1— 1) i8x) (dx).

Remarque 5.13. Les hypotheses sur la mesure de Lévy impose que sa restriction au com-
plémentaire d'un voisinage arbitraire de O est de masse finie. Par conséquent, une mesure
de Lévy ne peut étre de masse infinie que si de la masse s’accumule autour de 0, tout en
laissant f|x|<1 x? v(dx) finie.

Lemme 5.14. Tout triplet (a,c?, v) correspond a une loi infiniment divisible.

Preuve. 1l est évident que la convolée de deux lois infiniment divisibles est encore infini-
ment divisible. Comme la gaussienne .4 (a, c2) a pour exposant ia& — g, pour démontrer
I'existence d’une loi infiniment divisible de triplet (a, o, ¥), on peut donc se ramener au cas
oll a = 0> = 0. Notons v, = ¥ , avec

S :{(—oo,—l]u[l,oo) sin=0,

_1_ 1L 1y i1,

n’ n+l n+1’n

Ona v =Y, . v, et chaque v, est une mesure de masse finie. Soit (X,),ey une suite de
variables aléatoires indépendantes, avec X, de loi de Poisson composée P(v,), et

X, + (f X vn(dx)) ~P(v,)
R

si n > 1. Les variables X,, sont toutes infiniment divisibles, et

E[eigZﬁ:oX"] = exp (J (€ —1—1 iix)v(dx)) :
|xX[2 w7

Notons que pour tout £ € R, el*¥ —1— Liy<1i&x = O(x?). Comme v intégre x? au voisinage
de 0, le terme de droite de I'égalité ci-dessus a une limite lorsque N tend vers l'infini. Par
conséquent, la suite (u™)ycy des lois infiniment divisibles des variables S™ = 3™ X,
converge vers une loi u, qui est infiniment divisible par la proposition 5.10, et d’exposant
de Lévy-Khintchine

¢(§)=J(eigx—1—1|x|<1i§X)V(dX)- O



104 5.1. Lois infiniment divisibles

Remarque 5.15. La preuve fait apparaitre une loi infiniment divisible de triplet (0,0, v)
comme limite des lois de Poisson composées et compensées

1>[x|>

1
N

Ainsi, toute loi infiniment divisible s’écrit comme convolée d’une loi gaussienne et d’une
limite de lois de Poisson composées compensées.

Lemme 5.16. Si u loi infiniment divisible a son exposant ) représenté par un triplet (a, o2, v),
alors ce triplet est unique.

Preuve. Si1 est représenté par (a, o2, u), alors

. 2 iEx 1 :
ia o e 1 -1 i€x
b _in_ g [ i
3 S 3
Dans l'intégrale,
elgx —1 1|x|<1i§x |x|2 2
52 — |x|<1 2 + |€|2 1|X|21

et tend ponctuellement vers 0 lorsque & tend vers I'infini, donc par le théoréme de conver-
gence dominée,

i ¥ _ o’
E—to0 2 2

2r2
et o2 est entiérement déterminé par 'exposant ). Posons maintenant (&) = (&) + %,
et considérons

1 1 .
J (7(E) = m(E + 1)) det = J J X (1 — &) y(dx) dt = 2 f eiix(1_sm")v(dx).
1 RJ-1 R X

C’est la transformée de Fourier de la mesure finie positive p(dx) = (l—ﬂ%) v(dx), et elle est
entierement déterminée par v). On peut donc récupérer p, puis v a partir de v. Finalement,
on récupere a en soustrayant a v les deux autres termes précédemment calculés. m

Dans ce qui suit, c(x) désigne une fonction continue positive sur R, a valeurs dans [0, 1],
égale a 1 dans un voisinage de 0, et qui s’annule pour |x| > 1. Etant donné un triplet
(a,0?, v), on note G2 = o + fR x?c(x) v(dx).

Lemme 5.17. Soit (u®),y une suite de lois infiniment divisibles associées a des triplets
(a®, (c®)2, v, Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Ilexiste un triplet (a, 02, v) avec a® — a, (G%)? — G2, et pour toute fonction mesurable
f qui s’écrit sous la forme f(x) = min(1, x?) g(x) avec g continue bornée et g(0) = 0,
vOF) = v(f).

2. La suite (uF), oy converge vers une loi (infiniment divisible) .

De plus, dans ce cas, u est associée au triplet (a, o2, v).
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Preuve. Supposons d’abord la convergence des suites (a®),cy, ((G%)?)rcx €t (Vi )rey. Pour
tout k, on a I'écriture suivante pour I'exposant de Lévy-Khintchine 1™ de u® :

(k)2 2
PO =iaWg - T 4 J (€9 11y, 1i8x) W9 ()

GRS
2

gzxz

—iaWe— + f (e = 1= Bmitn +00 22 ) 990,
R

Comme la fonction intégrée est un o(x?) au voisinage de 0, elle s’écrit bien sous la forme

min(1, x?) g(x) avec g continue bornée et g(0) = 0. Par hypothése,

(5.)2 gz €2X2
2 2

lim ¢®(&) =iak — + J (eig" —1—11i&x +c(x) ) v(dx)
k—o00 R

=iaf — (52 —J x%c(x) v(dx)) %2 + J (€% — 1 — 1 iEx) v(dx).

Sil’on montre que 0% = 52—fR x2c(x) v(dx) > 0, alors 'expression ci-dessus sera 'exposant
de Lévy—Khintchine d’une certaine loi infiniment divisible u, et on aura u® — u puisque les
transformées de Fourier convergent. Pour € > 0, notons ¢, une fonction continue positive, a
valeurs dans [0, 1], qui vaut 0 en 0, et 1 en dehors d’un intervalle (—¢, ). Notons p*)(dx) =
¢, (x) min(1, x2) v®(dx) ; ce sont des mesures finies, et par hypothése, pour toute fonction
g continue bornée, p®)(g) — p©)(g), ot p®(dx) = c,(x) min(1, x?) v(dx). Autrement
dit, p®%*) — p®), On peut alors écrire :

0% = klim (302 = klirn ((cr(k))2 + J c¢(x) min(1, x?) v(k)(dx))

R

k—o00 k—o00

> lim sup ((0("))2 + J c(x) p(k’g)(dx)) = (lim sup(a(k))z) + J c(x) p(dx).
R R

Comme c’est vrai pour tout € > 0, on obtient :

k—oo k—oo

0% > (lim sup(a(k))z) + J c(x) min(1, x?) v(dx) = (lim sup(a(k))z) + J c(x) x? v(dx).

On en déduit que 0 < limsup,_,, (04)* < 02, ce que I'on voulait démontrer. Ceci achéve la
preuve du sens direct.

Supposons maintenant u*) — p; par la proposition 5.10, u est infiniment divisible, et
son exposant de Lévy-Khintchine 1) est la limite (localement uniforme) des exposants de
Lévy-Khintchine 1 des lois u®. Notons p®(dx) = min(1, x?) v¥)(dx); c’est une mesure
borélienne finie. On va montrer que la suite (p*), oy est tendue, au sens suivant :

supp®(R) <oo 5 lim supp([-M,M])=0.
keN — keN

Par une extension facile du théoréme de Prohorov aux suites de mesures finies de masse
bornée, ceci impliquera la convergence faible d’une sous-suite (o)), vers une mesure
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finie p. Remarquons qu’on a I'identité :

®) (U(k))z t _siIntx) o
Jw @ =TT | (125 ) a0

2 J (1 _ Sin tX) ’V(k)(d)(')
i tx

> % min(1, x2) pour tout x € R, et comme la limite du terme de

Avec t = 1, comme (1—“%)
. 1 . . . /
droite est —% f . (&) dE, ceci prouve que les lois p® ont bien leurs masses bornées par une

constante. Fixons maintenant ¢ > 0, et t € (0, 1) assez petit tel que —- f YP(E)dE < ¢;
un tel t existe car Y(0) = O et v est continue. Alors, pour k > k, assez grand la méme
intégrale avec Y est plus petite que 2¢, donc

1 1
2e > EJ min(1, t2x2) v (dx) > gf YO (dx).
R

|x|2%
Avec M = 1, ceci implique lim,,_,, sup, oy V®([—M, M%) = 0, et a fortiori pour les mesures
p®. On dlspose donc d’une sous-suite p*) — p, et posant v(dx) = mirllz‘f(;z) p(dx), on a
alors
NC NN

au sens de la convergence contre les fonctions de la forme f(x) = min(1, x2) g(x) avec g
continue bornée et g(0) = 0. La borne

(0”‘))2

——J YO(E)dE =
montre pareillement que la suite ((0©))?), .z est bornée. On a alors

(5(kz))2 — (O(kz))2+J c(x) x2 &) (dx)

:(G(kz))2+J c(x) p®(dx) < (G(kz))2+f &) (dx)

R R

qui reste bornée, donc a extraction pres, on peut aussi supposer () — &2 pour une
certaine constante &2. La convergence ponctuelle des exposants de Lévy—Khintchine im-
pose alors également la convergence des sous-suites (a'*),y vers une limite a. Par le sens
direct, on en déduit que u est associée a un triplet (a,c?, v). De plus, comme les triplets
déterminent entierement les lois infiniment divisibles correspondantes, le triplet limite pos-
sible est unique, ce qui démontre la convergence des triplets. m

Preuve du théoréeme 5.12. Soit u une loi infiniment divisible ; il reste seulement & montrer
l'existence d’un triplet (a,o?, v) correspondant a u. D’aprés la proposition 5.11, il existe
une suite de lois de Poisson composées P(v)), k > 0 telle que P(v*)) — u. Or, les lois de
Poisson composées ont pour triplets (a©), 0, v¥)), avec

a® = J x YO (dx).
[x]<1

D’aprés le lemme précédent, u est donc associée a un certain triplet (a, o2, v). O
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Remarque 5.18. Dans la preuve du théoréme, remarquons que si u® — u avec des lois
infiniment divisibles, alors limsup, ,..(c®)? < o2, clest-a-dire que la partie gaussienne
des lois augmente toujours par passage a la limite. Par exemple, si u® = P(k #(0, %)), on
sait que u® — (0, 1), et on a par ailleurs

(@®y=0 ; lm@EY)’=1=5*=0"
— 00

Remarque 5.19. La formule 5.12 met en jeu une fonction de troncation t(x,&) = 1,;i&x,
qui vient compenser la différence e* — 1 pour en faire un O(x?) au voisinage de 0. On
peut choisir d’autres fonctions de troncation avec les mémes propriétés, et qui donnent
des formules de Lévy—Khintchine légérement différentes. Si la mesure de Lévy v intégre
min(1,|x|) > min(1, x2), on peut par ailleurs réécrire la formule comme suit :

YP(&) =im& —

7 J (e — 1) (),

oum=a-— f|x|<1x v(dx). Cette formule signifie que v est 'exposant de la loi u d’une
somme :

— d’une gaussienne A (m,c?);
— et d’'une loi de Poisson composée indépendante P(v).

Si v n’intégre pas |x| au voisinage de 0, alors la loi de Poisson composée P(v) est mal définie,
et une telle interprétation n’est pas possible. Ceci explique pourquoi on doit travailler avec
des lois compensées.

5.2 Processus de Lévy et décomposition de Lévy-Ito

Dans cette section, on considere un processus de Lévy (X,),eg, , C'est-a-dire un processus
cadlag a accroissements indépendants et stationnaires. On notera u, la loi de X,. Notons
que si (X,),eg, est un processus de Lévy, alors (X, —X,),cg, st encore un processus de Lévy,
cette fois-ci issu de 0. Sans perte de généralité, on pourra donc supposer X, = 0 presque
slirement.

> Semi-groupe et exposant d’un processus de Lévy. Sit€R, et n>1, alors

n

X, =Xe+(Xz =X¢ )+ + (X, — X )

est la somme de n variables aléatoires indépendantes de méme loi u:. Les lois marginales
u, sont donc toutes infiniment divisibles, et elles forment un semi-g}oupe de mesures de
probabilité sur R, c’est-a-dire une famille (u,),cg, telle que u,* u, = g, Soit ¢ 'exposant
de Lévy-Khintchine de la marginale u,.

Proposition 5.20. Pour tout temps t € R, Uexposant de Lévy—Khintchine de u, est 1 (§) =

tp(&).
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Preuve. Sit = g est rationnel, alors (,ug * = u,, donc I'exposant 1/)5 vérifie qz/)% =, =
pY.On adoncy, =t pour tout t rationnel. Pour démontrer I'identité pour tout t réel, il
suffit maintenant de montrer que

1_1_{% Ue = 50

au sens de la convergence en loi. En effet, choisissant alors une suite (‘;i)HEN de temps
n
rationnels qui tendent vers t par valeurs supérieures, on aura alors lim,_,., pe_, = &, et
qn
donc

n]ggo “Z—,’j = U, * (nllrgo Ug—:—t) = U, * 50 = U,.

Ceci est équivalent a la convergence ponctuelle et méme localement uniforme des transfor-
mées de Fourier, et donc, ¢,(§) = lim,_, o, wz;_n(é) =tyY(&).

Soit V un voisinage de 0. La convergence en loi u, — &, est équivalente a lim,_,, u,(V) =
1. Or, comme le processus (X,),cg, €st continu a droite en 0,

P Oﬂ{XteV} =1.

n=1;<1
t<l

. _l 7 e
Soit 1 > 0, et n tel que & = - vérifie

P[H{Xt c v}] >1—n.

t<e

Alors, pour tout t < ¢, u,(V) > 1—mn, ce qui achéve la preuve. ]

Proposition 5.21. Lexposant de Lévy—Khintchine 1) de la loi u, détermine entiérement la loi
du processus (X;)er, -

Preuve. Lexposant v détermine toutes les lois fini-dimensionnelles u, .....,, et d’apres la
discussion du chapitre 3, ceci détermine la loi u de (X;) g, - O

Ainsi, & tout processus de Lévy, on peut associer un triplet (a,c?, v) qui le détermine
entierement (en loi). Le paragraphe suivant montre que réciproquement, tout triplet cor-
respond a un processus de Lévy.

> Décomposition de Lévy-It6. Si (B,).cg, €st un mouvement brownien standard (limite
en loi dans 2(R,) de marches aléatoires renormalisées et construites a partir de variables
i.i.d. comme dans le théoréeme de Donsker 3.38), alors (at + 0B,)cg, €st un processus de
Lévy continu (a valeurs dans % (R, )), d’exposant

0'252
5 .

YP(&) =iag —

Par conséquent, pour construire un processus de Lévy associé a un triplet (a,c?, v), on
peut se ramener au cas olt a = o2 = 0, puisque la somme de deux processus de Lévy
indépendants d’exposants (a;, 02, v,) et (ay,02, v,) est un processus de Lévy d’exposant
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(a,+a,, 03403, v,+7,). Fixons donc une mesure v sans atome en 0 et qui intégre min(1, x?).
On note comme précédemment

s — {(—oo,—l]u[l,oo) sin=0,
n— 1 1 1 1 s
( T1u[ =) sin>1.

Tn T nt n+12n

. . oo . .
et v, = vs . Chaque v, est une mesure finie, et v = Yr—o Va- On introduit alors pour chaque

n une mesure aléatoire de Poisson N™ d’intensité v®dt sur R xR, ces mesures étant prises
indépendamment. Le support de N est presque stirement inclus dans S, x R, . On définit
les processus de Poisson composés et compensés

pi _ [ NGO sin=0,
t N (x)—t fo v,(dx) sin>1.

Sin =0, alors v, n'intégre pas forcément x, et il faut comprendre la définition comme

PO= > A,

0<s<t,X,#t

avec (N)\gyo,) = Do<s<r x 41 Oa,» COtte somme étant presque stirement finie. D’autre part,

sin > 1, alors la mesure v, integre x, et on peut bien considérer Nt(")(x) et compenser par
son espérance. Les processus (Pt("))tem sont cadlag, et méme localement constants.
Proposition 5.22. Soit Mt(") = anzl Pt(m). La suite de processus cadlag (M™), . converge en
loi dans 9(R, ) vers un processus de Lévy d’exposant (0,0, v_; 1)).

Preuve. Notons que chaque processus compensé P™ avec m > 1 est une martingale, avec
E[Pt(m)] = 0 pour tout temps t. Pour tous temps s < t, on peut alors calculer

n

E[(Mt(n) _Ms(n))z] — Z E[(Pt(m) _ps(m))z] = (¢ _S)ZHIJ x2 vm(dx)
m=1JR

m=1

=(t—s) x?v(dx) < (t —s) x? v(dx).
- <x|<1 (-1,1)

En effet, la transformée de Fourier de Pt(m)—P(m) est e(t) [a(€¥ —1-i&x) vn(de) et 5op développe-

N

ment de Taylor en £ = 0 permet de calculer le second moment (t —s) f R x? v, (dx). Notons
C= f(_l 1)xz v(dx). On a donc, pour tout r <s < t,

supE[(M™ —MMP(M™W - MWy ] < C?(t—s)s—r) < C2(t—r)?,

neN
ce qui permet d’utiliser le critere de tension 3.34. En effet, on a par ailleurs convergence
des lois fini-dimensionnelles des processus (Mt("))teR+ vers les lois fini-dimensionnelles d'un
processus dans R®+ & accroissements indépendants et stationnaires, d’exposant de Lévy—
Khintchine (&) = f(_l’l)(eigx —1—i&x)v(dx). Le critére de tension assure que cette limite
est bien donnée par une loi sur 2(R, ), et qu'on a convergence en loi dans cet espace. [
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Remarque 5.23. En utilisant I'inégalité maximale de Doob pour les martingales, on peut en
fait montrer une convergence beaucoup plus forte, a savoir presque stirement uniformément
sur les compacts. En particulier, les séries Z:;l b, ™) sont bien définies presque slirement,
et elles correspondent a une martingale cadlag de carré intégrable. Pour tout p > 2, on a
aussi convergence dans £?(Q, #,P) des séries aléatoires Z:I; me).

La proposition précédente et la remarque qui suit et dont on admettra le résultat mene
directement a :

Théoréme 5.24 (Lévy-Itd). Soit (a, o2, v) un triplet comme dans la formule de Khintchine.
I existe un processus de Lévy (X,).eg, associé a ce triplet, et de plus, la loi de (X,).cg, est celle
d’une somme

o0

(0) (m)

at+oB,+ P, +ZPt’”,
m=1

avec .

— (B,);er. est un mouvement brownien standard ;
+
0 . ) . . s
— (Pt( ))te]R{+ est un processus de Poisson composé d’intensité vy = vig ;

— (Pt(m))te]R+ est un processus de Poisson composé d’intensité v,, = V| , compensé par sa
moyenne t fR x v, (dx);

tous ces termes étant indépendants, et la série étant uniformément convergente sur les compacts.

Corollaire 5.25. Soit (X,);cg, un processus de Lévy d’exposant (a,0?,v). On considére la
mesure atomique aléatoire
Ny = Z O(ax,0)»

t| AX,#0

ot AX, = X,—X, , qui est non nul si et seulement si X a une discontinuité au temps t. Cet
élément aléatoire de A *°™(R x R, ) est une mesure aléatoire de Poisson d’intensité v ® dt.

Dans I'énoncé du corollaire, on utilise le fait que 'application

2(R,) = M (R xR,)
X — Ny

est une application mesurable pour la topologie de Skorohod.

Une application de la décomposition de Lévy-Ito est 'étude de la régularité des processus
de Lévy. Pour commencer, on voit qu'un processus de Lévy est continu presque s{irement si et
seulement si c’est un mouvement brownien avec drift at + o B, ; sinon, v # 0 et 'ensemble
des sauts de X est presque stirement dénombrable infini. Supposons maintenant v # 0.
Si v n’intégre pas |x| au voisinage de 0, alors la somme des sauts >, _ _, |AX,| est infinie
presque slirement sur tout intervalle [s, t ]. Ceci implique que X n’est de variation bornée sur
aucun intervalle. Si v intégre |x| au voisinage de 0, alors au contraire la somme des sauts
est convergente presque slirement, et dans ce cas X est localement a variation bornée si et
seulement si sa partie brownienne est nulle. Ainsi :
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Proposition 5.26. Un processus de Lévy est localement a variation bornée si et seulement si
o=0et fR min(1, |x|) v(dx) < +o0.

Remarque 5.27. La discussion précédente montre que si v n’intégre pas |x| au voisinage de
0, alors ses sauts ne sont pas sommables. Il est donc inexact de considérer les processus de
Lévy comme "mouvements browniens auxquels on ajoute des sauts" : le cas général est plus
compliqué que cette intuition.

5.3 Subordinateurs

Pour conclure notre étude des processus de Lévy, on s’intéresse aux processus de Lévy
croissants.

Définition 5.28 (Subordinateur). On appelle subordinateur un processus de Lévy (X,)so qui
est croissant presque siirement.

La correspondance entre processus de Lévy et lois infiniment divisibles fait correspondre
les subordinateurs et les lois infiniment divisibles a support positif, inclus dans R, . Un pro-
cessus croissant est nécessairement localement a variation bornée, puisque pour tout inter-
valle [s, t]

n

sup > X, —X,_ | =X,—X, <+oo.

s=to<t;<-<t,=t T

D’apres ce qui précede, 'exposant de Lévy-Khintchine de (X,).cg, est donc forcément de
la forme (a,0, v) avec la mesure de Lévy v qui integre min(1,|x|). Sous ces hypothéses,
la compensation t f xl<1 X v(dx) est finie, et la somme de processus de Poisson composés

> N™(x) est absolument convergente presque stirement. On peut donc réécrire la dé-
composition de Lévy-Ito sous la forme :

X, = mt+Pt(O) +Q,

avec :

— m= a—f|x|<1x v(dx);

0 . 7 19s o s
— Pf ) = D ro<s<ia 4+ A, processus de Poisson composé d’intensité v, = g , cette somme
ayant presque slirement un nombre fini de termes;

— Q, = N,(x) processus de Poisson composé d’intensité v|_, ), la somme correspon-
dante étant cette fois-ci une série absolument convergente.

Lemme 5.29. Le coefficient m d’'un subordinateur est positif ou nul.

Preuve. Supposons par 'absurde m < 0, et fixons ¢ > 0 suffisamment petit, tel que

f | v(dx) < =2
|x|<e 2
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On peut alors réécrire la décomposition de Lévy-Ito sous la forme suivante :
X, =mt+D, +E,

avec D, = Dy oo a 4+ A processus de Poisson composé d’intensité Vg, cette somme
ayant presque stirement un nombre fini de termes; et (E,),cg, processus de Poisson composé
d’intensité »|_, ), indépendant de (D,),cg, . Dans cette décomposition, la variable D; n’est
pas forcément intégrable, mais son nombre de termes suit une loi de Poisson de parametre
A = »(R\ (—¢,¢)), qui est fini. Par conséquent, P[D; = 0] > e* = p > 0. D’autre part, la
variable E; est elle intégrable, d’espérance

E[E,] = f x v(dx) < —%.
|x|<e

Ceci implique qu’avec probabilité g > 0, E; < —3. Alors, avec probabilité au moins pq > 0,
on a m
X1 S m + O - E < O,

ce qui est impossible car X; > X, = 0 avec probabilité 1. O
Lemme 5.30. La mesure de Lévy v d’'un subordinateur est supportée par R,.

Preuve. Raisonnons de nouveau par 'absurde, et supposons v((—oo,—¢e]) = 1 > 0 pour un
certain £ > 0. On décompose X, = mt + D, + E, comme dans la preuve précédente. Soit C
une constante positive telle que Plm + E; < C] = p > 0. On a d’autre part

N
Dy =Y A
i=1

\ . . - VR\(eey(dX . . . :
ol les A; sont indépendantes et suivent une loi vv'g\g\(—’_ffg))), et ou N suit une loi de Poisson de

parametre ¥(R \ (—¢, €)). Avec probabilité g non nulle, N prend une valeur n > %, et avec
probabilité 0", toutes les variables A,_, sont inférieures a ¢, donc

P[D, < —2C]=>qn" > 0.

On conclut qu’avec probabilité plus grande que pgn™ > 0,X;, =m+ D, +E; < —C <0, ce
qui est absurde comme dans le preuve du lemme précédent. m

Réciproquement, si m > 0 et v est supportée par R, la décomposition de Lévy-Ito6 prouve
immédiatement que (X,),cg, €st croissant presque stirement, donc :

Théoreme 5.31. Les subordinateurs sont les processus de Lévy dont Uexposant de Lévy—Khint-
chine s’écrit

Y(&) =im& + f (e* —1) »(dx)
Ry

avec m > 0 et v supportée par R* et intégrant min(1, x). En termes de processus, un subordi-
nateur (X,).cg, avec cet exposant s’écrit X, = mt + P,(v) avec (P,(v))cg, processus de Poisson
composé.
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Remarque 5.32. Si(X,),s( est un subordinateur, alors on peut considérer plus généralement
la transformée de Laplace E[e **:], bien définie pour tout A € R,, ou plus généralement
A € C avec Re(A) > 0. La représentation de (X,),», a 'aide d'un processus de Poisson

composé démontre que
E[C_M‘] — e—?&mt+tfR+(e_“—1) v(dx).

L'utilisation des transformées de Laplace au lieu des transformées de Poisson est classique
dans ce cadre.

Remarque 5.33. Supposons v de masse infinie dans la représentation d’un subordinateur.
Alors, comme les sauts de (X,),>, forment un processus ponctuel de Poisson d’intensité v,
I'ensemble des instants de sauts de (X,),>, est dense dans R ; néanmoins, la somme de ces
sauts est finie sur chaque intervalle compact.
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Exercices

1. Vérifier que la convolée de lois sur R est une opération continue de .Z'(R) x .#*(R)
vers .4 '(R) (Cest une propriété qu’on utilise implicitement plusieurs fois dans ce
chapitre).

2. Soit u une loi infiniment divisible de triplet (a, o2, »).

(a) A quelle condition u admet-elle un premier moment ? Montrer que dans ce cas,

f x u(dx) =a+f x v(dx).
R [x]|=>1

(b) A quelle condition y admet-elle un second moment ? Montrer que dans ce cas,

2
f x? u(dx) — (J X u(dx)) =02+ f x2 v(dx).
R R R

3. La loi de Cauchy % (c) de parametre ¢ > 0 est définie par la densité

1
cm(1+ f—j)

(a) Montrer que la transformée de Fourier de yu ~ €(c) est fi(£) = e°*l. En déduire
que la loi de Cauchy est infiniment divisible.

(b) Calculer le triplet de la loi de Cauchy standard %4(1) (indication : calculer la
limite de np,, avec (p,)" = u ~ €(1)).

4. Soit (B,),>o un mouvement brownien standard, et T, = inf{t > 0|B, > x}.

(a) Montrer que (T, )., est un subordinateur.

. . ., _1 , e
(b) Montrer que T; suit une loi de densité 1., ﬁ e = ds. C’est la distribution de
Lévy standard.

(c) Montrer que la transformée de Laplace de T, est E[e *"1] = e V22, On pourra
AB,— 22t

utiliser le fait que (e 7 )>0 €st une martingale, et que T; est un temps d’arrét

pour cette martingale.
(d) Montrer que (T, )., est un processus de Poisson composé d’intensité la mesure

1
Ls0V 353 dv.

5. Soit (B,);>¢ et (C;)>o deux mouvements browniens standards indépendants, et (T, ),
le subordinateur défini comme dans I'exercice précédent. On pose D, = Cr. .

(a) Donner une interprétation géométrique de D, en termes du mouvement brow-
nien plan (B, C;)>o-

(b) Montrer que (D,),s, est un processus de Lévy.
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(c) Montrer que (D,),so @ pour exposant de Lévy-Khintchine ¢(&) = —|&|. On
pourra utiliser la martingale complexe (exp(iC, + |£|B;)),>o et le temps d’ar-
rét T,. Quelle est la loi de D, ?

6. Soit (X,).eg, un subordinateur. Donner des conditions simples sur son exposant de
Lévy-Khintchine pour que le processus soit strictement croissant avec probabilité 1.

7. Soit (X,),er, un subordinateur d’exposant ¢ (&) = fR (e’ — 1) v(dx); autrement dit,

m = 0 et (X,),eg, est un processus de Poisson composé d’intensité v supportée par
R, . On suppose également v de masse finie. Montrer qu'on a I'identité en loi

(Xt)te]RJr = (vat)te]RJr

ol (P,);cg, est un processus de Poisson d’intensité »(R, ), et ot (W,,),.cy €st une marche
v()
(Ry)*

aléatoire dont les accroissements W, — W, _; sont indépendants et suivent la loi
8. Donner la représentation de Lévy—Khintchine d’'une loi I'(a, c).

9. Soit (X,),c, un subordinateur d’exposant de Lévy—Khintchine im&+ f g (€5=1) v(dx).

(a) Montrer que lorsque t tend vers I'infini,
X
— =5 m+J x v(dx),
t R,

y compris si I'intégrale _f z X v(dx) est infinie.

(b) On suppose fR x v(dx) < oo et fR x2 v(dx) < co. Montrer que lorsque t tend

vers l'infini,
X,
Vil =L —=m—| xv(dx)
t R,

converge en loi vers une gaussienne, dont on précisera la variance.

(c) Sous les mémes hypotheses, établir la convergence en loi des processus cadlag

xM™(t)= \/H(X'“ —tm— tf x v(d_x))
n R,

vers un certain processus continu qu’on précisera (indication : utiliser le critere
de Kolmogorov discontinu).

10. Soit u une loi infiniment divisible, de triplet (a, 0, v) avec

_ c+ 1X>O d Cc_ 1X<O dx’

x1+a x1+a C+ + > 0.

(a) A quelles conditions sur a une telle mesure donne-t-elle effectivement une loi
infiniment divisible ?
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(b) Donner une condition simple sur a pour que le processus de Lévy (X,),», avec
X, ~ u vérifie la propriété :

Vb >0, (Xp)emo=(b7X,)is0

au sens de I'égalité en loi dans 2(RR. ). On parle alors de processus stable d’ex-
posant a.
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