Fonctions géneratrices de Schur

Si N > 1, on note Uy ’ensemble de toutes les partitions d’entiers A = (A; > Ag > -+ > A\y) de
longueur plus petite que N ; on convient que A\; = 0 si A est de longueur ¢ < N etsi¢ < j < N.Si
A € Uy, sa mesure de comptage est la mesure de probabilité sur R, donnée par

1 N
:NZ A+N1

d, étant le Dirac en z. Cette mesure encode la géométrie de \ et est adaptée a I’étude de la convergence
de certaines suites de partitions (aléatoires). Si A € Uy, on rappelle que

sx (@1, ..., xy) = arip(T1, .., TN)
ap(xh cee ,xN)
avec p = (N — 1,N —2,...,0) et ay(z1,...,2y) = det((z;)")1<ij<n fonction antisymétrique

associée a 1 € Up. Le dénominateur de la fonction de Schur est le déterminant de Vandermonde
(71, ..., 2N) = [[1<icjen(®i — 7;), qu'on notera simplement Viy dans la suite. Soit Py une mesure

de probabilité & support fini dans Uy. On note

S)\ L1, T2, . .. a:L‘N>
S[[» 1,9, . .. Z IP)
w2 sx(1,1,...,1)
)\EUN
les dénominateurs mettant en jeu des fonctions de Schur évaluées en une suite 1V = (1,1,...,1)

constituée de N valeurs 1 ("Exemple 5.18 du polycopié implique que s (1)) > 0 pour toute partition
A, et on admet que I'inégalité est stricte si £(\) < N). Cette fonction génératrice de Schur de la mesure
Py est un polynome symétrique en les N variables z1, ...,z y, avec Sp,(1,...,1) = 1. Dobjectif du
devoir est de proposer une preuve presque complete du critére de convergence général suivant pour
des suites de partitions aléatoires (A\y)nen avec Ay € Uy pour tout N.

Théoreme. Soit (Px)n>1 une suite de mesures de probabilités, chaque Py étant a support fini sur Uy. On
suppose que pour tout k > 1,

iy Orlog Sey (@, .y, 1V7)

N—o0 N - F(x1)7

on O; désigne la dérivée partielle par rapport a la variable x;; F est une fonction holomorphe; et la conver-
gence de fonctions est uniforme dans un voisinage complexe de (1, ..., x1,) = 1%, Alors, il existe une
mesure de probabilité déterministe m sur R avec des moments de tout ordre, telle gue les mesures aléa-
toires my,, avec Ay ~ Py convergent en probabilité an sens des moments vers m :

Vk > 1, / xk myy (d.I) —>Nﬁoo,probabilité/ xk m(dx)
Ry

Ry



1 Formulation différentielle du théoréeme

Dans tout ce qui suit, on fixe une suite (Py)y>1 de mesures de probabilité vérifiant les hypotheses
de I’énoncé du théoreme; on parlera de suite adaptée de mesures. Un exemple important est étudié
dans la derniere partie du devoir.

1. Si (Py)n>1 est une suite adaptée, montrer que pour tout k > 1 et tous indices iy, . . . , i,
lim 8“8% IOgS]pN(CUl,...,LEN)
N—oo N

r1=-=xNn=1

existe et vaut 0 si tous les indices 7; ne sont pas égaux, et vaut ¢, = F*~1(1) (la (k — 1)-iéme dé-
rivée complexe de F en 1) si tous les indices 7; sont égaux. On pourra utiliser sans démonstration
la généralisation en plusieurs variables des résultats usuels de convergence des fonctions holo-
morphes (par exemple, si une suite de fonctions holomorphes en plusieurs variables converge
localement uniformément, alors sa limite est holomorphe et on a également convergence des
suites des dérivées partielles).

2. Sous les mémes hypotheses, notons U(z) = >~ c’“('Zk—Tl)k Justifier de la convergence de U(z)
dans un voisinage de z = 1, et du caractere holomorphe de cette fonction. On pose

N

Tn(z1,...,xNn) = Spy(T1,...,TN) €xXp —NZU(@-)

=1

Montrer que pour tout k > 1 et tous indices iy, ...,4,>1 € [1,k] (éventuellement avec des
répétitions),

lim Oiy -+ 0;, Ty (21, ..., T, l(ka))

=0
N—oo NTN([El,...,ZL‘k,l(N_k))

uniformément dans un voisinage de (z1, ..., 7;) = 1%,

Pour k > 1, on note % 'opérateur différentiel sur les polynomes en N variables défini par
LN
(P (s son) = - > (@i 0)*F (Vi P(as, ... aw)),

i=1

ou 0 est la dérivation partielle par rapport a la variable z;. Compte tenu du dénominateur -, si
P € R[zy,...,zN], alors 2} P est a priori une fraction rationnelle.

3. Montrer que si P € Sym(N) est un polyndme symétrique en N variables, alors 2 P est encore
un polynome symeétrique en N variables. Montrer également que pour toute partition A € Uy,

N
DS\ = Z()\Z—{—N—Z)k S).

=1

4. Soit Py une mesure de probabilité & support fini dans Uy. Montrer que pour tout k, [ > 1,

l
1
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5. Soit (Py)n>1 une suite adaptée de mesures de probabilité. Pour établir le théoréeme, montrer
qu’il suffit d’établir Iexistence de constantes Mj>; telles que

lim . ( lim (@kSPN)(xl"“’xN)> = M;

N—oo Nk+L \ 2y, zn—1 SPN(Ila---,xN)
1 - ((Zk)Spy ) (21, an) ) 2
]\}Lnéo NQ( 1) (QU 71}9?]1\1%1 S]}DN(.CEl,...,QZ'N) - (Mk) ’

et telles que |M},| < k! C* pour une certaine constante C' > 0.

6. On verra plus loin que les limites M}, de la question précédente s’écrivent

& k' k k—I\(
M’“:;u(zﬂ)!(z@—m (H(FEDO]

Montrer alors qu’il existe effectivement une constante C' > 0 telle que |M;| < k! C* pour tout
k > 1 (indication : utiliser les régles de Leibniz de dérivation des produits).

2 Symetrisation de fractions rationnelles

Soit F(z1,...,x,) une fonction en n variables holomorphe sur un voisinage du point 1. On
fixe un ensemble IT = {(a1, b;), (az,b2), ..., (ar, b,)} de paires toutes distinctes (a;, b;), avec 1 < a; <
b; < n pour tout i € [1,7], et on note

F ..
FH(xla"'vxn):Sym ( (ml’ >

H(a,b)en(f’@ — )

F(zsq), xa<n>)
S [Ls (

0'66 (n) N .Tg(b)) |

A priori, Fiy n’est bien définie que pour des z; tous distincts.

7. On suppose que F est un polynome en les variables 1, ..., x,. Montrer que dans ce cas, F};
est un polynéme symétrique en les variables z1, . .., ,. On pourra considérer Fi; V,, et utiliser
I'isomorphisme P — PV}, entre polyndmes symétriques et antisymétriques en n variables.

On admet P’extension suivante du résultat de la question 7 : si F' est holomorphe (au lieu de polyno-
miale) au voisinage de 1™, alors Fij est bien définie, holomorphe et symétrique au voisinage de 1.
De plus, F' — Fp est continue pour la topologie de la convergence localement uniforme au voisinage
de 1™ (topologie de Montel sur les fonctions holomorphes).

8. On considere 'ensemble de paires IT = {(1,2),(1,3),...,(1,n)}, et F(z1,...,2,) = f(z1)
avec f holomorphe au voisinage de 1. Montrer que

lim (n Frn(xy,...,2,))

fl) N fle2)

€0 <(Zl —z9)(z1 —23) (21— 20) (22— 21)(22 — 23) - (22 — 2n)

f(zn)
- *(zn—zn(zn—zz)m(zn—znn)




avec z; = 1 + (i — 1). En développant f en série au voisinage de 1, montrer que le second
membre de cette équation vaut

n—1 n . (k
ZZ kl 7,—1 ) : )!( et 1 0e).

=1

. En considérant les dérivées d’ordre k € [0,n — 1] de (2 — 1)" ! en z = 1, calculer

n—1 L (=)t
P A

=" Jtn—=1=7)!

pour tout £ € [0,n — 1] (indication : utiliser une relation de changement de base entre les
polyndmes j* et les polyndmes j** = j(j — 1)---(j — k + 1)). En déduire que la limite de la
question précédente vaut

: Fe(1)
] Fu(zy,...,z0)) = 2— 2.
(Z1,00s igﬁum(n (o Tn)) (n—1)!

3 Analyse asymptotique de la fonction géneratrice

Dans cette section, on démontre le théoreme en utilisant le critere suffisant de la question 5, et en
démontrant la formule de la question 6.

10.

11.

Soit k,1 > 1 et (Py)n>1 une suite adaptée de mesures. Montrer que (%) Sp,, est une somme
signée > tt(ay,...,a0,b1,...,b8,91,...,9y 1) de termes de la forme

N
_nglang...xg
v X 8a1-.-8aa N U i X ala T N
H(a,b)en(ifa—l’b) ( (eXp( ; (@ )>>) <b bs N (1 ZEN))

avec

— II ensemble de paires d’indices 1 < a < b < N;

—{g,--,9,} C {a1,...,a4,b1,...,bg} UII*, II* désignant I’ensemble des indices a ou b
intervenant dans une paire (a,b) € II;

— card({ay, ..., Ga,b1,...,0p}) < ;
— a+ [+ card(Il) < kl, v < kl.

On pourra traiter d’abord le cas [ = 1.

On appelle support d’'un terme t = t(ay,...,a0,b1,...,b8,91,. .-, 9, 11) de (Z)*'Sp, l'en-
semble d’indices S = {ay, ..., aq4,b1,...,b5} UII*. On dira que deux termes

t(ar, ..., 00,01,...,b5,01,. .., 9y, 1)

ett(ay,...,an, b, .. U, g1, .., g0, 11)
ont méme type si « = o/, B = [,y = 4/, card(Il) = card(Il') et s’il existe une permutation
o € Sym(N) qui envoie les indices a;, b;, g et les paires de II sur les indices a;, b/}, g;, et les paires
de IT". On utilisera la lettre majuscule 7' = T'(t) pour dénoter le type (classe d’équivalence)
d’un terme t, et on notera |T'| le nombre d’éléments du support d’un terme ¢ de type T'. Si
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k,l > 1 sont fixés et N est assez grand, expliquer pourquoi le nombre de types possibles ne
dépend pas de N, et exprimer en fonction de N et |T| le nombre de termes de type 7. Un

support S et un type 7' étant fixés, montrer que la contribution des termes correspondants dans
(Z1)°' Spp (21,002 N) 57
""" eN=l TSy (wr,z)

C(T) N + O(N*1) sif =0,
o( N+ sif> 1,

ou C(T) est une constante ne dépendant que du type 7. En déduire ordre de la contribution
de tous les termes avec un type 7" fixé.

12. Montrer que

13.

('@k)OZSPN (mb s 7xN)

T1,..,xN—1 SPN(.ZL'l,...,.Z‘N)

= OV,

et que si un type 7" de termes donne une contribution de cet ordre, alors 5 = 0.

Lorsque [ = 1, montrer que

lim 1 1 (-@kS]PN)(ml, Ce ,.%’N)
N—oo Nk+1 1T N—1 S]P’N($17 . ’:L'N)
1 1 N N
= lim —— lim 2,0)F | Viy exp| N Uz,
Nevoo NFk+1 (m ..... =1 Vy eXp(NZﬁil U(z) ;( +0f) ( N P( 121 ( ))))

avec M), donné par la formule de la question 6.

Létude du cas I = 2 est similaire et achéve la preuve du théoréme (question bonus : traiter aussi ce

cas).

4 Mesures de Schur-Weyl

14.

15.

Soit n, N > 1 deux entiers positifs. Si A est une partition de taille n et de longueur plus petite
que N, on note dim A la dimension de la représentation irréductible de &(n) associée a A. En
utilisant la formule de Frobenius-Schur, montrer que

(dim A) s, (1V)
Nn

]PN,n P‘] =

définit une mesure de probabilité sur {\ € Uy | |A| = n}. Cest la mesure de Schur-Weyl de
paramétres N et n.

On suppose que n = [c¢N?]| pour une certaine constante ¢ > 0. Montrer que les mesures
aléatoires my, avec Ay ~ Py, convergent en probabilité vers une mesure limite m., dont on
donnera une expression pour les moments.



Corrigé

1. Remarquons d’abord que par symétrie des fonctions Sp, (1, ..., zx) en leurs variables, pour
tous indices distincts ji, . . ., j, fixés,
lim 8j1 IOgSpN(l, c ey 1,Ij1, ]_7 s vy 1,Ij2, ]_, .. ) o F(m’ )
- J1/
N—o00 N
la convergence étant uniforme dans un voisinage de (zj,, ..., 7;.) = 1. Les deux membres de
cette équation sont des fonctions holomorphes en les variables (z;,, ..., ;,), donc on a égale-
ment convergence localement uniforme de toutes les dérivées (dans un voisinage de 1™). En-
visageons alors un k-uplet d’indices i1, ..., i tel que k& > ret {i1, ..., i} = {j1,...,Jr} : les

indices j, sont tous distincts, tandis que des indices i, et i, peuvent étre égaux. A symétrie pres,
on peut supposer i; = ji. Alors,

B 0 logSe (1, Loy 1, 1,x;.1,...
]\}1_13})0 1 x 10g PN( = Ly Zy, ) _ ai2 . asz(x“>
uniformément dans un voisinage de 1", donc, en particulier,
. Oy -0 logSpy (1,0 a1, g, 1,000 _
1 i1 Tk N\t s Ly L1y by s Ly Lgosr Ly R F(k: 1) 1).
Jim N ey e R

Or, le terme de gauche est bien la limite lorsque N tend vers I'infini de I’évaluation en z; =
-+ =xy = 1 de la dérivée partielle %811 -0 log Spy (1, ..., TN).

2. Le développement en série au voisinage de 1 de Fest F'(z) = > 7 % (2 — 1)5=1. Puisque
cette série a un rayon de convergence R non nul,

1
kE—1)I\* k
O<Rzliminf(( )) = lim inf - | .
k—oo |Ck| k—o0 e ‘ck’E

. 1 . . . .
La suite (%)E a la méme limite inférieure, donc U(z) = Y77, % (2 — 1)* converge sur le

méme disque D1 gy et est holomorphe. De plus, les regles usuelles de dérivation des fonctions
holomorphes montrent que U'(z) = F(z).

Pour la seconde partie de la question, remarquons que

Olog Ty (w1, -, ap, IVD) 0y log Spy (w1, .,y 1VH) o (i U(:ci)>
=1

N N
= 81 logSPN(‘r17--~,x'k,1(N_k))
N N

localement uniformément. Pour les mémes raisons que dans la question précédente (symétrie,
convergence des fonctions holomorphes et de leurs dérivées), ceci implique

Oiy -+ 05, log T (1, - . . g, 1V 7R))
N
pour toute famille d’indices 1 < iy,...,4, < k avec r > 1. Voyons pourquoi ceci implique le
résultat annoncé avec les rapports
Oiy - 0y T (1, . . . g, TR
NTN(Jﬁl, coe sy Lk 1(N7k))

— N—00 0
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Sir =1, c’est clair, car

87;1 IOgTN(Q?l, oy Tk, 1(N_k)) . ailTN<x1a ey They 1(N—k))
N N NTN(.I‘l,...,ZEk,]_(N_k)).

Supposons le résultat établi jusqu’au rang r — 1. Alors, la fonction symétrique en k variables et
holomorphe
82-2 s aiTTN(xl, ey Tk, 1(N_k))
NTN(Jil, ey Ty 1(N_k))

tend vers 0 uniformément sur un voisinage de 1%, donc, puisqu’on peut encore échanger limite
et dérivation dans ce contexte,

LD (N—F)
0= lim a 822 5’ZTTN(x1,...,xk71 )
N—=00 NTN(Il,...,SL’k,l(N_k))

) <8ilai2 0Ty 0y -0, TN 3¢1TN>
= lim )

N TN N TN TN

N—oo

toutes les fonctions étant évaluées en (w1, . . ., 74, 1V"%) sur la seconde ligne. Dans un voisinage

le

de 1%, le rapport est une fonction bornee donc le second membre de la différence tend

vers 0 par hypothese de récurrence. Ainsi,

0= lim 049~~~ 0, Ty
 Nooo N Ty

localement uniformément, et le résultat est encore vrai au rang r.

. Les polyndmes de Schur s, (z1,...,2y) avec £(A\) < N forment une base linéaire de Sym(XV)
(voir le Théoréme 2.12 du polycopié), donc la seconde partie de la question implique la premiére

partie : Z,(Sym(N)) C Sym(N). Fixons donc A € U, et calculons Zs,. On a :

(.@kS)\)(%l, . ,$N> = VLN <Z(Z‘t Gt)Ok) (det(($i)“j)1§17j§N),

t=1

et pour tout ¢ € [1, NJ,

(2 00)°F (det((2:)" )1<i jen) = (20 ) Z (o) H(ﬂfi)“(’(i)
- Z e(o) (Ma(t))k H(Scz')“"“).
s€&(N) Pl

Pour toute permutation o, Y~ (to@y)F = SN ()" Ainsi, on a bien

%
(Z(mtat)0k> (det((z:)")1<ijen) = (Z ) > elo) H(zi)uam

- t=1 o€G(N)
_ (Z(Mt)k> (det((2:)"7)1<ij<n)



ce qui implique

N

(Dresn) s yon) = [ S ) S st (5206 0y, ).

t=1 Vi t=1

4, Partant du terme de droite de I’identité, on écrit :

(21)°'Spy ) (21, ... aN) = Z Py[A] (Zy)%"sxy)(x1,. .., xN)

AUy sx(L,...,1)
N ! ( )
= Pyl )\i‘|‘N—ik SAxl,...,xN;
%iM];( o e E )
N N
. ° 1 Ai+ N —1
NIUG+1) ((Z) ZSJPN)M:_:IN:l - Z P[] NZ <T>
)\EUN =1
! !
- Z Py[Al (/ " m)\(dx)) =Eyn (/ " mA(dw)) ] :
AUy R+ Ry

5. Compte tenu de la question précédente et par I'inégalité de Bienaymé-Chebyshev, sous les hypo-
theses de cette question, chaque moment aléatoire My, y = fR+ 2% m,  (dz) converge en probabi-

lité vers M. Supposons donné un espace de probabilité (2, F, P) sur lequel toutes les partitions
aléatoires Ay sont définies (comme fonctions de Q vers U(IV)), de sorte qu’on ait la convergence
presque siire My, N — N—s00 My Alors, presque stirement, la suite de mesures aléatoires (m, ) n>1
est tendue, car la suite des seconds moments (M; y)n>1 est bornée. Soit (1, )n>1 une sous-
suite convergente en loi vers une mesure limite m. Cette mesure limite a tous ses moments, et
fR+ a2 m(dx) = M, pour tout k > 1. En effet, si X, suit la loi m,, et X suit la loi m, alors
X —nseo X, donc (X,)* —, o X%, et le caractére borné de la suite (Myy, x)n>1 implique
que la suite ((X,,)"),>1 est uniformément intégrable, et donc que la convergence en loi de (X, )"
a aussi lieu dans £1(Q, F,P). Ainsi, X* est intégrable et

¥ m(dr) = E[X*] = lim E[(X,)"] = lim *my,, (dz) | = M.
R n—o0 n—o0 R "
+ +

Linégalité | M| < k! C* implique que la transformée de Laplace de m a un rayon de convergence
non nul, et donc que m est I'unique mesure de probabilité avec pour moments les Mj,. Comme
on a unicité de la limite en loi d’une sous-suite convergente, la suite (m,, )ny>1 converge en
loi et en moments vers m (sans qu’on ait besoin d’extraire une sous-suite). Finalement, par le
critere classique des sous-suites, on peut remplacer la convergence presque sire My n — n—so0 M,
des moments par une convergence en probabilité. On conclut donc qu’il existe une mesure m
déterminée uniquement par les moments My, telle que (m,, )n>1 converge en probabilité (en
loi, ainsi qu’en moments) vers m.

6. Puisque F est holomorphe autour de z = 1, il existe une constante A > 0 telle que |F*)(1)| <
k! A**1 pour tout k > 0. Par la formule de Leibniz,

m

MWW“WM=Z(5WKWWNWMP

m=0
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et

k—1\(I—m (I —m)! wi .
(FE ™= > o P
l—m=ui+-+ug_; 1 k=1 =1

‘((F(z))k_l)(l_m)L:l‘ <(l- )‘A_k_mcard({(ul,...,uk,l) [ l—m=u+ - +u})
(k—m—1)! gl (k:—m)!
— (k—=1-1) (k—l)! ’

le cardinal de ’ensemble des décompositions de [ —m en somme de k — [ entiers positifs ou nuls
P P

étant le coefficient binomial (k,:;:l). Par conséquent,

!
l
k [N < U gk —m _ .l gkl !
|(z (F(2)") ‘z:1|_k’ A mgzo(m)A B A (A+ 1)

On conclut que

|Mk|§Z(’;)(lf)AklA+1 ;()AMAH) kL (2A + 1)".

=0

Remarquons qu’on peut en fait étre un peu plus précis dans la derniere inégalité :

k k

U 2
<Y (D)o at s st (§) = ar () saasyy

=0 =0

en utilisant la formule de Vandermonde pour la somme des carrés des coefficients binomiaux.

Cette inégalité sans facteur k! implique que la mesure limite m a un support compact inclus dans
[0,4(A+1)].

7. Le produit F1; V,, est un polynome antisymétrique en n variables, car

3T ottt T -

: Jeb H(a b)eH(fo( )~ Tov) 5

1 F(xa(l)a cee ;xa(n))
= — 5(0’) (Z‘U(a) — xg(b )
n! 2 [Tapen( ) 1 )

Lo(a) = Lo(b)

ceB(n) a<b
1
= m Z 6(0‘) F(ZEU(l), e ,:Ea(n)) H (ZL‘U(a) — Ia(b))
c€6(n) (a,b)¢I1
est Pantisymeétrisé du polynome F(z1, ..., 2n) [[(44)¢n(%a — 23). Ceci implique que Fi est un

polyndme symétrique, puisque P — PV, est un isomorphisme entre I’espace des polynomes
symétriques en n variables, et celui des polyndmes antisymétriques.

8. On a par définition

f (o)
FH(Z’l, . Z .
: UEG(n) H] Q(xa - ]))
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Chaque terme ne dépend que de I'image i = o(1), et pour chaque i € [1,n], il y a (n — 1)! per-
f(zi)

mutations o telles que 7 = o/(1). Toutes ces permutations donnent la méme fraction 7",
AT

donc

NFn(xl,...,xn):Z f(z;)

 (wi—x1) - (2 — )

D’apres la généralisation admise de la question 7, cette quantité est holomorphe au voisinage de
1), donc la limite lorsque (71, . . ., 7,) tend vers 17 ne dépend pas du choix de la suite, et on
peut par exemple prendre z; = 1 + (i — 1) avec € — 0. On écrit alors :

n—1 (k)
flz;) = / kfl) (1 — 1)k€k + O(e™);
[J &2 %)=47@@—N)II@@—JD =D (==,
J#i Jj=1 j=i+1

d’ou la formule recherchée.

. On remarque que

(z Dt _ S n—1-j 2
99 = = T g

a toutes ses dérivées jusqu’a 'ordre k = n — 2 nulles en z = 1, et que g™ (1) = 1. Or,

n—1 . (_1)n—1—j
1)
La somme a droite est presque égale a celle recherchée, mais il y a une factorielle décroissante

g* =34 —1)---(j — k+ 1) au lieu d’une puissance j*. On peut néanmoins réaliser un chan-
gement de base triangulaire dans ’espace des polynomes de degre inférieuran — 1:

j* = j** + combinaison linéaire de j**" avec k' < k.

Ceci implique que 7~ Bk % Osik <n-—2et

n—1 i n—1 ]
o -1 n—1-—j s -1 n—1—j e
Z]n D 1) : :ZJ“ 1).()—.:9( 1)(1):1-

jtin—1-j jHn—1-7)

Or, la limite de la question précédente est celle lorsque € vers 0 de

n—1 n—1
f(k) 1 n 1—j o
k:'< Z] n—l—j) "= 1 O(e).

k=0 7=0

Tous les termes de la somme s’annulent sauf celui d’indice £ = n — 1, donc la limite est simple-
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10. Traitons d’abord le cas | = 1. Puisque Sp,, (21, ..., 2n) = exp(N S0, U(x;)) T (21, - - -, Tn),

11.

N N
1
DrSpy(T1,...,7N) = Ve Z(% ;)" (VN T'n exp (NZ U(%))) :
=1 i=1

Lorsqu’on applique un opérateur (z; ;)" & Vy Ty exp(N Zfil U(x;)), on obtient une somme
de termes de la forme

(z)F P (05 Vi) (0P Twy) <8;41 exp (N Z U(Z‘Z)>>

avec Ay, + By +Cy + Dy = ket Dy, < k — 1. Le terme 8? Vv est une somme signée de termes
[T(ap)¢m, (Ta — 23), ol IL; est un ensemble de taille C; de paires de la forme (s,?) avec s < ¢, ou
de la forme (¢, u) avec t < u. En redivisant par Vy, on obtient dont :

k’Dt

DSpy (21, - .. Z + (:v — ) (0P Tw) (8{“ exp (N Z U(a:))) .

i=1

Supposons maintenant que 1’on applique I > 1 fois I'opérateur 7, a la fonction génératrice de
Schur. Alors, on obtient une somme signée de termes de la forme

k—Dy, ... k—D, N
(Ih) (mtl) ! (aftl .. aBtlTN) <a:11t1 . a;ltl exp (N Z U(Z‘J))

H(a,b)eH(ma — ) i=1

avec éventuellement des répétitions dans ’ensemble {¢1, ..., ¢}, et IT ensemble de paires (a, b)
tel que chaque paire contient I’un des indices t;. De plus, card(IT) +>_\_ (Dy, + By, + A,,) = kl.
En renommant les indices, ceci démontre la forme recherchée pour (Z;,)°'Sp, . Le seul point a
préciser est pourquoi si une variable z,, apparait, alors 'indice ¢; appartient aussi a ’ensemble
{a1,...,aa, b1, ..., bg} UII*. Cest parce que D; < k — 1 dans le cas | = 1, ce qui implique que
Ay, By ou C} est positif.

Fixer un type T revient a fixer les entiers a, (3, v et |I1] ainsi que les éventuelles identités d’indices.
Comme tous ces entiers sont bornés, on n’a qu’un nombre fini de possibilités pour 7', et le

nombre de termes correspondants est alors égal 3 NH71, Fixons maintenant un support S et un

(Z1)°' Spp (1,002 N)
S .O
Py (Z1,,TN)

type T, et examinons la contribution correspondante dans lim,, .1
a:

n

(_@k)OZSPN (x1,...,2N)
Spy(T1,...,xN)
—Zi Ty Ty, gy Oay exp(N N U(a)) O, -+ 0, Tv(@r, - wn).
ab en(Ta — Tb) exp(N Zivzl Ulx;)) Tn(z1,...,2N)

(@k)olS]pN (T1,.-TN)
Spy (@157 N)
peut d’abord faire tendre vers 1 toutes les variables x; avec i ¢ S, pour obtenir :

Si le support S d’un terme ¢ est fixe, alors dans le calcul de lim,, .1 , on

lim Yo" Loy a‘“ o aaa eXp(N Zz‘es U(%)) aln T abﬂTN(l'ieS, 1(N7|TD)
sies 1 L apyen(Ta = 20) exp(N 3 ies Uli)) Tn(wies, IV=ITD)

11



12.

13.

Supposons d’abord 3 = 0, de sorte que le dernier terme de cet expression disparait. Alors,

aal T aaa exp(N ZiES U<xl))
exp(N > e Ul:))

= NU'(z4,) -~ U'(2a,) + O(N*1)
= N F(2q,) -+ F(2q,) + O(N*71).

Par ailleurs, si ’on consideére tous les termes de support S et de type T fixé, alors la limite

lorsque z;c5 — 1 des sommes des termes % est la limite d’une fonction du type
a,b)ernlZa

Fri(zics) en 171 donc elle existe par la question 7 et ne dépend que du type T. On obtient
donc bien I’estimée souhaitée lorsque 5 = 0. Supposons maintenant 5 > 1; alors, les mémes
raisonnements tiennent, mais avec le facteur additionnel

Oy, -+ Oy Ty (wies, 1V-ITD)
Tn(zies, 1N=ITD)

= o(N)

d’apres la question 2. On en déduit une estimée d’ordre o( N**1) dans ce cas. En multipliant
(Z4)°LSe (21,

""" Spy (T1,2N)

), la contribution des termes avec
type T fixé s’écrit

C(T) NoHTl - O(NHITI=Y) i 8 =0,

o( NoFITI+1) sif>1,

Estimons d’abord la taille du support d’un terme de type 7'. En examinant la solution de la
question 10, on voit que le support d’un terme contient {ay, ..., aq, b1, ..., bg}, plus éventuel-
lement un terme par paire dans II, car chaque paire dans II doit intersecter I’ensemble d’indices
{t1,...,t;}. On adonc

|T| < card(Il) + card({a1, ..., aq,b1,...,b5}) < card(Il) 4.
Supposons maintenent /5 > 1. Alors,
a+|T|+1<card(Il) +a+ B+ <kl+1=(k+ 1)L
car card(IT) + a + B + (kl — ) = kl (avec 0 < v < kl). D’apres la question précédente,
les contributions correspondantes donnent donc un o N**+Y!), Examinons maintenant le cas
8 = 0. On a dans ce cas une contribution d’ordre O(N°HT1), et

a+|T| <a+card(Il) + 1 < kl+1= (kE+ 1)L

Ceci implique bien I’estimée globale O (N *+1!) et les termes importants sont ceux pour lesquels

B=0.

Si I’on conserve seulement les termes avec 3 = 0, alors ceci revient a effacer le facteur T, donc
b b
pour tous k,[ > 1,

lim ;( . (@k)ozspN(xl,...,xN)>

..... znN—1 SPN(,Il,...,ZUN)

! ( . <@k>°l<exp<NzLU<xi>>>>.
W\ 2y, mn—1 eXP(NEf\LlU(a:i))



Regardons maintenant en détail le cas{ = 1. On a:

% (exp (Nz U@,)))

Z (2:0,)" (VN exp (N Z U(%)))
Z —Cgi’!lz;)!k! (z,)F ((3tz/;VN) <(8t)k3 <exp <NZ U(%)))) ;

I
HMZ <|

k1+ =1
ou C'(k, k1) est un certain facteur combinatoire positif correspondant aux produits d’entiers

apparaissant lorsqu’on dérive des puissances de z;; nous aurons seulement besoin de la valeur
C(k,0)=1.0na

(0)2Vy Z 1

VN t;ﬁtl#tg#-";ﬁtk2 (xt - ajtl)(xt - mt?) s (xt - ajtk'Q)

tandis que la contribution principale des dérivées de ’exponentielle est

N¥ (F(2,))" exp (N Z U(mi)> .

Ainsi
1 ol .
lim —— lim (Z4)" Spy (21, -, )
N—o0 Nk+1 T1yeeey rznN—1 S]P)N('Ila"';x]\/)

= lim 1 Z Z ks C(k, ki) k! lim ()" F1 (F ()

kol kol Tty Ttg yeees xt, —1 K _
uthatha=h 0 2o i, 2: 3 Oty [1:2 (2 — 24,)
1<

Par les questions 8 et 9, si 'on fixe des indices ¢, ¢4, . . ., t, tous distincts, alors la limite de

Sym (( ) <F<xt>>k3)
2 (2 — 20,

(@M (F(x))*3)*k2) N : I .
oo +1)! .- L-expression que 'on mani-
r=

pule est bien symétrique en les variables z;, x4, , . . ., 71, , donc on peut bien utiliser cette valeur
k’2+1)

lorsque tous les paramétres tendent vers 1 est

limite, et en comptant les N+ possibilités pour les indices ¢, ¢4, . . . , t,, on voit donc que la

limite recherchée est :

: 1 ko+ks+1 C(k7k1)k' k—k k3 (k
o | o N i @ @I
1+ 2+3

Seuls les termes pour lesquels k2 + k3 = k subsistent, donc avec k&1 = 0. En notant [ = kg et
k — | = k3, on obtient bien I’expression annoncée pour Mj.
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14. La formule de Frobenius-Schur appliquée a la fonction (p;)" donne :

A

((X)" =D (1) sx(X) = ) (dim A) s, (X).

[A|=n [A|=n

En remplagant alphabet de variables X par 1V), on obtient :

N" =" (dim)) s, (1),

[Al=n

et I’énoncé indique que tous les termes de la somme sont nuls. Il reste a voir pourquoi si £(\) >
N, alors s,(1")) = 0; dans ce cas, la somme portera bien sur les partitions de taille n et de
longueur plus petite que N. Voici un argument reposant uniquement sur le contenu du cours (il y
a d’autres preuves plus naturelles si 'on en sait plus sur les fonctions de Schur). Si ¢ = ¢(\) > N,

alors
(-N  —N-1
(N)Y _ (N) o—=N)y _ - axip(T1, TN, nT Ny )
SA(l ) —S)\(l ,0 )— lim TN o I—N—1
152N 1, =0 ap(:El)"'axNan 1 7"'?77)
avec p = (0 — 1,0 — 2,...,0). Comme la fonction de Schur est un polyndme, on peut choi-
sir arbitrairement la fagon dont 1, ..., 2y tendent vers 1 dans cette expression. Remarquons

maintenant que pour toute partition x avec toutes ses parts distinctes et de longueur ¢,

(=N 3 . . (1)
a,(z1,...,en,0 Y, m) = £(0) (1)o@ - - - (2o pn<i<eH=Ho()
ce6(X)
_ 2 : d
- n Ad,u<x17"'7$N>7
d>(=N)pnp1+({=N=1)uN o+ +pe
ou les A, sont des polynomes antisymétriques en les variables 1, . .., 2. En effet, la puissance

minimale de 77 qui peut apparaitre est obtenue uniquement lorsque la permutation o est I'identité
sur [N + 1, /). Si les z; restent bornés, on obtient donc :

au<x1a s 7$N777€_N7 cee 777)
— a(,ul,...,,uN)(xly L ’xN) n(f—N)MNH-i-“'-HM + O(n(Z—N)HNH—&-‘..-HM-i-l).
On choisit des z; proches de 1 mais de sorte que a(—1,. o—n)(1,...,2n) 7 0 : par exemple, si

’on prend z; = ¢’ avec ¢ proche de 1, alors la fonction antisymétrique est un déterminant de
Vandermonde non nul. On obtient maintenant :

. ANy 4+0-1,. . An+—N)\ L1, .. -, TN _

sx (1MW) = lim (a1 N (@1, 2N) N)IAN 1+
z1,..., ey —1, n—0 a(g_lwg_N)(xl, Ce ,.I'N)

(E=N)ANs1++X

= lim s T1,...,TN
z1,..., e —1, n—0 (Al’m’AN)( ’ ’ ) "

puisque I'une des parts Ay1, ..., As est non nulle par hypothese. En fait, exactement avec le
méme argument, on montre que Sy(Z1,...,zy) est le polyndme nul si /(\) > N.
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15. La fonction génératrice de la mesure de Schur-Weyl Py, s’écrit

1 ; S P "
SPN,n(a:l"'"xN) = m Z(dlm)\)s/\(l’l,...,x]\;) = (pl( ! N N>> _

IA|=n
Alors,
log Spy (@1, ..., g, 1V7F) _ g (1 N zk: T — 1) ;
N N 2N
O log Spy . (w1, ..., 1V=R) n 1
N SN et

Lorsque n ~ ¢N?, les hypotheses du théoreme sont donc vérifiées avec la fonction holomorphe
limite F(z) = ¢ (fonction constante). On en déduit que m,, converge vers une mesure limite

m. sur R, qui est caractérisée par les moments

F O E\? ok
M, = Fme(dx) = .
o= [ i =3 ()

=0
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