Statistiques S6 Polytech

1. Estimateurs de variables de Bernoulli. Soit X1, ..., X, des variables aléatoires
indépendantes de loi B(p). On considére les estimateurs classiques de la moyenne
et de la variance

i=1 i=1
a) Calculer le biais et I’erreur moyenne au carré de m, vu comme estimateur de p
y
(indication : quelle est la loi de la variable nm 7).
(b) Montrer que m donne une suite consistante d’estimateurs de p.

(c) Calculer le biais et Ierreur moyenne au carré de v, vu comme estimateur du
paramétre p(1 — p). On pourra remarquer que (X;)* = X; pour tout k& > 1.

2. Meilleur estimateur de la variance d’une gaussienne. Soit Xi,..., X, des
variables aléatoires indépendantes gaussiennes, de loi A/(m,o?). On pose

n X 4+ X\
T:CZ(XZ'_ 1+ -+ ) 7
n

=1

avec ¢ > 0.
(a) Rappeler quelle est la loi de la variable é T.

(b) Calculer en fonction de ¢ le biais, puis 'erreur moyenne au carré de T" en tant

qu’estimateur de la variance o2.

(¢) Quelle valeur de ¢ donne un estimateur sans biais 7

(d) Quelle valeur de ¢ donne 'estimateur avec la plus petite erreur moyenne au
carré?

3. Estimateur du maximum de vraisemblance : cas de la loi de Poisson.
Soit Xi,..., X, des variables indépendantes de loi P(\). On souhaite estimer le
parameétre A. Etant donné un paramétre ¢ > 0 et des valeurs entiéres x1,...,x,,

on note
W@, ., @ait) = log (H P(f)[sa-])

avec P(t)[z] = e~ L probabilité de la loi de Poisson P(t).

2!

(a) Montrer que

hzy, ... xn5t) = (21 4+ -+ -+ x,) logt — nt — Zlog(xi)!-

i=1
(b) Les nombres entiers x1, ..., z, étant fixés, calculer la valeur de ¢ qui maximise
la quantité h(xq, ..., x,;t) ci-dessus. On note cette valeur t = EMV (21, ..., x,),

et on dit que t est ’estimateur du mazimum de vraisemblance. Commenter cette
terminologie.



(¢) On pose maintenant 7,, = EMV(Xy,..., X,,). Quel estimateur retrouve-t-on?
Montrer que (7},)nen est une suite d’estimateurs sans biais du parameétre A, qui
est consistante.

. Estimateur du maximum de vraisemblance : cas de la loi normale. Soit
X1,...,X, des variables indépendantes de loi N'(m,o?). On souhaite estimer les
deux paramétres m et o2. Etant donnés des paramétres u € R et v > 0 et des
valeurs réelles x4, ..., x,, on note

h(xla ey Ty U, U) = log (H f./\/'(u;U) (xz)>
i=1
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avec far(u)(x) = \/21% e~ "2 densité de la loi gaussienne N (u, v).

(a) On fixe v et les nombres réels z1, ..., z,. Montrer que la valeur v qui maximise
la quantité h(xy, ..., Tn;u,v) est u = BEEn

(b) Les nombres réels x1, ..., z, étant fixés, trouver les deux paramétres u et v qui
maximise la quantité h(xq, ..., z,;u,v). On pose (u,v) = EMV(z1,...,2,).

(¢) On pose maintenant (U, V,,) = EMV(Xy,...,X,). Quels estimateurs classiques
retrouve-t-on 7 Montrer que (Up)nen €t (Vi)nen sont des suites consistantes
d’estimateurs des paramétres m et o

. Intervalles de confiance pour des variables de Bernoulli. Soit X;,..., X,
des variables indépendantes de loi B(p). On note M, = +>°" | X;.

(a) Montrer que

lim P[Mn _ 1.96\/]M <p< M, + 1.96\/]9(1—_]))] — 95%.
n—oo n n

(b) Quelle est la valeur maximale possible pour /p(1 — p) 7 En déduire que pour n
assez grand, [M,, — \/Lﬁ, M, + \/Lﬁ] est un intervalle de confiance pour le paramétre
p de niveau supérieur a 95%.

(¢) Que peut-on dire de la quantité M, (1 — M,,) lorsque n tend vers l'infini ? En
déduire que

[ 1.961/M, (1 — M,) 1.96+/M, (1 — Mn)]
M, — N0 , M, + NG

est un intervalle de confiance asymptotiquement de niveau 95% pour le para-

metre p.

. Piéce équilibrée. Un joueur lance une piece au hasard, et note Xi,..., X, les
résultats pile ou face de ces lancers, le pile étant noté 1 et le face étant noté 0. On
suppose donc que X1, ..., X, sont des variables de Bernoulli B(p), et I'on souhaite
savoir si la piéce est équilibrée, c¢’est-a-dire si 'hypothése

1
Hy:p= 5

est vérifiée.



(a) Quelle hypothése alternative H; est raisonnable ?

(b) On utilise le résultat de I’exercice précédent, qui affirme que l'intervalle

1 & 1.964/p(1 —p) 1 <« 1.964/p(1 — p)

est un intervalle de confiance pour le parameétre p de niveau asymptotique 95%.
En déduire un test pour la paire d’hypothéses (Hy, Hy), qui est asymptotiqu-
ment de niveau 95%. Peut-on évaluer sa puissance ?

7. Tout-terrain. Un fabriquant de pédaliers de vélo veut produire des boitiers dont
le diamétre est de 41mm, avec une tolérance autorisée égale a +0.00mm/— 0.10mm
(standard Pressfit GXP). Autrement dit, pour pouvoir étre utilisées, les piéces qu’il
produit doivent avoir un diameétre au moins égal a 40.9mm, et au plus égal & 41mm.
Il étudie deux procédés de fabrication, qui donnent des piéces dont le diamétre X
ou Y suit :

— dans le premier cas, une loi de densité

40e400M1-2)  §i g < 41,
fx(x) = {

0 sinon.
— dans le second cas, une loi de densité

fy(y): 40 67800(y740.95)2.
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On ne fera pas attention au fait que dans ces modéles, le diamétre X ou Y pourrait
étre négatif (ceci arrive avec une probabilité quasiment nulle).
(a) Identifier la loi de 41 — X, et celle de Y.
(b) Quelle sont les espérance et variance de X 7 celles de Y 7 Commenter.

(c) Pour t < 41, que vaut P[X < ¢]? On donne e™* < 1.9%. Construire a partir
de la variable X un intervalle de confiance de niveau au moins 98% pour le
paramétre myx = E[X].
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(d) On donne [;“ e~z j—% > 2%. Construire a partir de la variable Y un intervalle
de confiance de niveau au plus 96% pour le paramétre my = E[Y].

(e) Quel procédé permet de produire avec moins de 2% de pertes des boitiers de
pédalier utilisables ?



