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VII . —Le cas de la dimension 2
DAns ce chapitre (VIL) (P, (-,-)) est un espace euclidien (cf. V.2.6,) de dimension 2 ; on parlera

usuellement de plan euclidien. On notera (-,-) le produit scalaire et || - || la norme euclidienne (cf.

V.2.7,) définie par ||z|| = /(z,z).

VII.1 . —Ecriture des isométries dans une base orthonormée fixée

Notation VII.1.1 i) On notera dans ce qui suit
S1 = {(a,b) € RxR;a*+b* = 1} C R*.

ii) Soit B := (u,v) une base orthonormée (cf. V.1.6.iii,) de P.

Proposition VIL.1.2 Pour toute isométrie f € O(P) (cf. VI.1.2,) il existe un unique (a,b,e) € Rx R x {—1,1}
tel que la matrice Mp(f) de f dans la base B soit

Mg(f) = (Z eib) deplusona (a,b) € Sy, iea® + b* = 1.

Démonstration : Puisque B est une base de E, il existe un unique
4 flu) = autcv _fa b
(a,b,c,d) € R* tel que Fo) = butdo ie. Mp(f) = (C d) .

Puisque f est une isométrie et B une base orthonormée, (f(u), f(v)) est encore une base orthonormée;
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c’est-a-dire que :

= 3(e,n) € MM{-1,1} x {-1,},
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VII.1.2.1

Proposition VIL.1.3 Réciproquement, pour tout (a,b,e) € S x {—1,1}, I'’endomorphisme f dont la ma-

trice Mg(f) dans la base B est (Z

paramétres (a, b, €) dans la base B.

—eb o ) ; Lo
ca ) , est une isométrie. On dira alors parfois que c’est I'isométrie de

Proposition VIL1.4 Pour f € O(FE) etg € O(FE) de paramétres respectifs (a,b, ) et (c,d,n) dans la base
B, f o g a pour paramétres (ac — bd, cad + be, en) .

Démonstration: On a
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Mp(fog) = Mg(f) Ms(g)

_ [(a —e¢b —nd

— \b ea d nc

_ ac—ebd —nad — enbc
~ \bc+ead —nbd+ enac

ac —ebd  —en(ead + be)
ead+be  en(ac—ebd) |-

Proposition VIL1.5 Si f est de paramétres (a,b,e) € Sy x {—1,1}, f~! est de paramétres (a, —eb, €).

Démonstration : Si f a pour paramétres (a, b, ) dans la base B, Mp(f)

(a _Eb) . Il en résulte alors,
b ea

puisque B est orthonormée (cf. V1.2.6,)

Ms(r™) = Ms(r7) = Ms(r) = (L, 2):

—eb ea

qui est ’isométrie de paramétres (a, —¢b, €).

Proposition VIL.1.6 Pour f € O(F)etg € O(FE) de matrices respectives Mp(f) = (b ca ) et Mp(g) =

(C nd) dans la base B, on a :
nc

d
a —¢b c —nd\ [ a b
b ne —eb ca
B ac —ebd —nad — enbc b
~ \bc+ead —nbd+ enac —sb ea
< b2ce? n + abden — abde + a’c  —abes?n — a*den — b2de + abc>

—abce?®n + b2den + a’de + abe  a®ce®n — abden + abde + b

_ b2cn + abden — abde + a’c  —aben — a?den — b?de + abe
— \—abcn + b?den + a®de + abe  a’cn — abden + abde + b*c

Mgp(fogo fH)

Corollaire VIL.1.7 (Le groupe SO(P)) L’ensemble des isométries de paramétres
(a,b,1) € S x {—1,1} est un sous-groupe de O(P) isomorphe au groupe SOz (R) (cf. I’exercice I1.5.8 et
I’exercice I1.5.9 ;) et qu’on notera SO(P). Ce dernier est donc en particulier abélien.

Définition VIL.1.8 (Groupe spécial orthogonal) Le groupe SO(P) caractérisé ci-dessus est appelé groupe
spécial orthogonal.

VIL.2 . —Propriétés intrinsequent des isométries

Une base B := (u,v) est toujours fixée dans ce paragraphe (VIL2.) On cherche désormais, grice a
I’écriture des isométries dans cette base, a déterminer des propriétés caractéristiques indépendantes de
la base, comme I’existence de vecteurs et valeurs propres par exemple. Cela conduira aux caractérisations
intrinséques données au paragraphe VIL3.
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Proposition VIL.2.1 (Vecteurs propres d’une isométrie) Unélément f € SO(P) posséde un vecteur propre
sietseulementsi f = Idpouf = —Idp.

Démonstration :
Supposons que w € P soit un vecteur propre de f associé a une valeur propre A. On a alors
flw) = w
. A
a b)\y (0
- ar+ —by = \r
br4+ay = My
(a=XNx—by = 0
< {bx +(@=Ny = 0
o [(a—A)?2+bz = 0
[(a—X)?+by = 0
o (@>+bv*+1—-2a\)z = 0
(@®+bv*+1—-2a\)y = 0
- (I—aX)z = 0
(I—-aXy = 0
Si|a| < 1, comme |A\| = 1, le systéme ci-dessus équivautaxz = y = 0 ; c’est-a-dire que f n’a pas de
vecteur propre.

Dans lecasotia = +1,b = 0, et I’on a bien

f = +ldp .

On note
O_(P) I’ensemble des isométries de parametres (,a,b — 1) € Sy x {—1,1} relativement a la base B .

En particulier

O_(P) = O(P) \ SO(P)
qui n’est donc sirement pas un groupe puisque Idp ¢ O_(P).
Proposition VII.2.2 Tout endomorphisme
f € O_(P) admet une base orthonormée de vecteurs propres

associés respectivement aux valeurs propres 1 et —1 .

Démonstration: Sia = +1,b = 0, et la base B répond a la question.
Sinon, si (w, \) est un couple vecteur propre valeur propre pour f, on rappelle que (cf. VL.1.5,) \? = 1.
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Alors :

(@ — Nz + by
[(a—N)(a+ N+ b3z

(a—Nz+by = 0.}

e ()= ()

sont des vecteurs propre de f respectivements associés aux valeurs propres 1 et —1. De plus

1
o o
—

Il en résulte que

(zyw) = B*+(a—1)(a+1) = a®>+b* -1 = 0.

Proposition VIL.2.3 Il existe donc une base dans laquelle la matrice de f est ((1) 01> .

Proposition VIL.2.4 (Conjugaison) Soit (f,g) € O(P) x O(P). Alors

g € SO(P) (resp. O_(P)) < fogof~' € SO(P) (resp. O_(P) .)

Démonstration : 11 suffit de démontrer I'implication dans 1’équivalence ci-dessus puisque
g = (fNofogofto(fT)".
Puisque O_(P) = O(P) \ SO(P), il suffit méme de montrer que
g€ O_(P)= fogof™t e O_(P).

Or les éléments de O_(P) (cf. VII.2.2,) sont caractérisé par le fait qu’ils possédent (z, 1) et (w, —1) en tant
que paires de vecteurs propres, valeurs propres. Si donc c’est le cas pour g, c’est encore le cas (cf. V.0.8.ii,)
pour fxgx f1L.

VIL.3 . —Caractérisation des isométries, orientation

On donne, dans le théoréme VIL.3.1 qui suit une caractérisation intrinseéque du groupe SO(P) (cf. VIL.1.7,)
ainsi que de ’ensemble O_(P) (cf. ,) dont les définitions pouvaient sembler subbordonnées a la donnée de la
base 5.
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Théoréme VIL3.1 (Structure de SO(P) et O_(P).) i) (SO(P))
Une base B étant fixée, et le groupe SO(P) étant défini relativement a cette base comme en , i.e.

SO(P) = {f € O(P): 3(ab) € S, Ma(f) = ( ")},

b a
pour toute base orthonormée C, notons g I’unique isométrie telle que g(B) = C. Alors pour toute isométrie
f € SO(P), de matrice Mp(f) = <Z _ab) danslabase B : f € SO(P)
— Sig € SO(P), Mc(f) = <Z _ab>,
a

— Sig € O_(P), Mc(f) = ( Z)a

Démonstration : Soit f € O(F) une isométrie. S’il existe (a,b) € &; tel que pour toute base orthonormée
C,Mc(f) = (Z b> ou (_ab 2), c’est en particulier le cas pour la base B = (u,v) ; c’est-a-dire que

a
f e SO(E).
Réciproquement, soit f € SO(E). Il existe (a,b) € & tel que

Mg(f) = (Z _bb)

Le résultat est alors une conséquence de la proposition VII. 1.6.

ii) Pour toute isométrie f € O(P), f € O_(P) si et seulement si il existe une base orthonormée dans

laquelle la matrice de f est ((1) f)l .

Démonstration : (cf..)

Définition VIL.3.2 (Rotation) On appellera rotation ou isométrie positive un élément de SO(P).

Définition VIL.3.3 (Symétrie orthogonale) La proposition VII.2.2 conduit a appeler symétrie orthogonale ou
réflexion orthogonale un élément s € O_(P).

Théoréme VIL.3.4 Etant donné un couple (u, v) de vecteurs unitaires, il existe un unique élément f € SOLE ,
(resp.s € O_(P),) telquev = f(u), (resp.v = s(u) .)

Démonstration :

Définition VIL.3.5 (Orientation) Soit B I’ensemble des bases orthonormées de P (cf. V.1.6.iii.) Si
(B = (u1,v1), Bz = (ug,12)),

est un couple d’élément s de B , il existe un unique f € O(P) tel que

f(ul) = U2 et f(U1> = V2.

i) — Si f € SO(P), ondit que By et By ont méme orientation ;
— si f € O_(P) onditque By et By sont d’orientations contraires.
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i) C’est un exercice de montrer que la relation avoir méme orientation est une relation d’équivalence ; ce qui
découle du fait que SO(P) et un groupe.

iii) Une base B de référence étant fixée on dit qu’on a fixé une orientation sur P; ou encore que P est un

plan euclidien orienté. On dira alors de toute base qui a méme orientation que B que c’est une base directe et
sinon que c’est une base rétrograde. L’ ensemble des bases directes n’est autre que 1’orbite de I3 sous laction du
groupe SO(P) (cf. T1.3.2.1.).

VII.4 . —Exercices

Exercice VIL4.1 Etant donnée une rotation f (cf. la définition VIL.3.2,) montrer que si f admet des valeurs
propres, alors f = Id ou f = —Id.

Exercice VIL.4.2 Montrer que siy € Oz _R, y posséde nécessairementl et —1 comme valeurs propres; et est
donc diagonalisable dans une base orthonormée .

Exercice VIL.4.3 a) Etudier la composée de deux symétries orthogonales
i.e. dedeux éléments de Oy _R.

b) En déduire, un élément s de Oz _R étant fixé, que pour tout v € Oy _R, il existe un unique f € SO2R
tel que
v = fs.

¢) Déterminer les élément s caractéristiques de v en fonction de ceux de s et de ceux de f.
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