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VIII . —Le groupe orthogonal en dimension 3

Dans ce chapitre (VIII) E est un espace euclidien (cf. V.2.6,) de dimension 3 dont on note (-, -) le produit
scalaire (cf. le point i de la définition V.2.6,) et || - || la norme (cf. la proposition V.2.7.)

VIII.1 . —Structure des isométries en dimension 3
Proposition VIIL1.1 (Sous-espaces stables) Soit f € O(F) une isométrie.

i) Il existe une droite D de E f-stable si et seulement si il existe un plan P orthogonal a D f-stable.

Démonstration : (ct. la proposition VI.1.6 et Ie point i de la proposition V.3.7.)

ii) (Droite stable)
Etant donné un vecteur @ € E\ {0}, si @ et f (@) sont liés Vect{@} est une droite stable sous f.

Démonstration : Si @ et f(ii) sont liés, puisque @ # 0, il existe a tel que f (@) = aii’® Alors pour tout
AU € Vect{f[}
fOAT@) = Af(@) = Aat € Vect{d} .

iii) (Plan stable)
Sii@ € Eesttelqued # 0,4 et f (&) sont indépendants et @ et f2() sont liés, le plan Vect{d, f (@)}

est stable sous f.

Démonstration : 1l existe encore, pour les mémes raisons que précédemment, a € R, tel que (i) = ai.
Puisque i et f (i) sont supposés indépendant,s Vect{, f (i)} est vraiment un plan.
Alors pour tout M@ + puf (@) € Vect{d, f(i@)},

F NG+ uf (@) = Af(@) + pf2(d) = apii +Af(@) € Veet{, (i)} .

Théoreme VIIL1.2 (Droite et plan stables) Etant donnée une isométrie f € O(E), il existe une droite D et
un plan P orthogonaux I’un a I’autre et f-stables.

Démonstration : (cf. I’exercice VIIL.3.1.)

Théoréme VIIL1.3 (Structure des isométries) Soit f € O(FE) une isométrie.

i) 1l existe une droite D et un plan P orthogonaux (i.e. DL P,) tels que
f|D = +ldp et f|p S SO(P) VIII.1.3.1

ou SO(P) est le groupe spécial orthogonal de P défini en VII.1.8.
ii) Deplussi f # +Idg, le couple (D, P) est unique.

iii) Enfinsi fjp = Idp et f # Idg, D est la seule droite A C F telle que fjo = Ida.

5. On pourrait méme affirmer (cf. VI.1.5,) que a = =+1 ; mais ce n’est d’aucune utilité ici.
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Démonstration : (cf. I’exercice VIIIL.3.2.)

Définition VIIL1.4 (Rotation) Etant donnée une isométrie f € O(E), différente de +Id, notons
E=Do¢P
une décomposition comme en VIII.1.3.1.

i) Si fip = Idp, ondira que f est une rotation ou une isométrie directe ou encore une isométrie positive.

ii) (axe)
Dans le cas du point i ci-dessus la droite D sera appelée axe de la rotation (cf. le point iii du théore-
me VIII.1.3.)

iii) On notera SO(E) I’ensemble dont les éléments sont les rotations de E et Idg ; cette derniére étant
également considérée comme une rotation dont I’axe ne peut étre défini canoniquement.

iv) On notera

O_(E) == O(E) \ SO(E).
Un élément de O_(E) sera appelé isométrie négative ou isométrie indirecte ou encore isométrie rétrograde.
Proposition VIIL1.5 (Conjugaison) Etant doné (f,g) € O(E) x O(E),
f € SO(E) (resp. f € O_(E))

si et seulement s’il en est de méme de g o f o g~ ' ; autrement dit les parties SO(E) et O_(E) de O(E) sont
stables par conjugaison ; ce qui ne signifie cependant pas que chacun de leurs éléments sont fixes !

Démonstration : (ctf. I’exercice VIII.3.3.)

Définition VIIL.1.6 (Réflexion ou symétrie orthogonale) Etant donnée une isométrie
f € OF), f# +ldg,

et une décomposition £ = D @& P comme en VIII.1.3.1, si

fip = —ldpet fip = Idp,

on dit que f est une réflexion par rapport au plan P ou encore une symétrie orthogonale par rapport au plan P.
C’est une définition cohérente avec le point ii de la définition V.3.1; en particulier on a

fof=1dg.

Bien entendu les réflexsions sont des éléments de O_(E).

Proposition VIIL.1.7 (Structure de O_(E)) Pour tout f € O_(FE), il existe une rotation r et une réflexion
s telles que

Démonstration : (cf. I’exercice VIII.3.4.)
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Remarque VIIIL.1.8 (Réflexions) Comme le montre la proposition VIII.1.7 ci-dessus et contrairement au cas
de la dimension 2 (cf. la définition VII.3.3,) en dimension 3 les isométries négatives i.e. les éléments de
O_(FE) ne sont pas toutes des réflexions. C’est en fait une situation tout a fait particuliere a la dimension 2 et
ne se retrouve en fait jamais en dimension supérieures.

VIIL.2 . —Le groupe SO(F) en dimension 3

Le but de ce paragraphe (VIIL2) est de montrer que I’ensemble SO(F) introduit au point iii de la défi-

nition VIIL.1.4 est un sous-groupe de O(E). Une premiére étape au théoréme VIIL.2.1 consiste 2 montrer
que la composée de deux rotations admet un point fixe i.e. un vecteur égal a son image. On en déduit
ensuite le résultat au théoreme VIIL.2.2.

Théoréme VIIL2.1 (Point fixe d’une composée) Etant données des rotations f € S O(E)etg € SO(E),

—

ilexiste W € E telque f o g(W) = @ .

Démonstration : (cf. I’exercice VIIL.3.5.)

Théoréme VIIL2.2 (Le groupe SO(E)) L’ensemble SO(E) défini au point iii de la définition VIII. 1.4 est un
sous-groupe de O(E).

Démonstration : (cf. I’exercice VIIL.3.6.)

VIII.3 . —Exercices

Exercice VIIL.3.1 (Droite et plan stable d’une isométrie en dimension 3) Le but de ce probleme est de
prouver le théoreme VIIIL.1.2. Soit donc £ un R-espace vectoriel euclidien de dimension 3. Pour tout
(Z,9) € E x E, on note (Z,¥) leur produit scalaire et || Z|| := /(Z, Z) la norme euclidienne associée.

Dans toute la suite on fixe f € O(FE) une isométrie de E.

(Terminologie)

Pour ' C F un sous-espace de £, on dira que F' est f-stable; ce qui signifie que F' est stable sous
(ou par f)ie. f(F) C F.

1) Etant donné un vecteur @ € FE \ {0}, établir le résultat dans les situations suivantes :

a) uet f(&) sontliés;
b) @ et f(i) sont indépendants; mais i, f (i) et f2(@) sont liés.

2) Etantdonnéun vecteur@ € E \ {0}, établir le résultat dans les situations suivantes :

a) f2(u)—u@ = 0;
on suppose, dans la suite de la question 2 que f2(7) — 7 # 0;

b) f%(u@) — u et f3(@) — (@) sont liés;
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¢ f2(@)— @ et fA(@) — f2(0) sont liés;

d) f3(@) — f(@) et f4(@) — f%(w) sont liés.
On suppose donné, dans toutes la suite du probléeme un vecteur @ € FE \ {0} vérifiant les hypo-
theses suivantes :

H;) L’ensemble {@, f (i), f*(i)} est une partie libre de E.
Hy) Les éléments f2 (@) — i, f3(i0) — f (@) et f4(@) — f?(i) sont deux 2 deux indépendants.
Pour tout couple (Z,7) € E x FE, on note :
Pzy ={Z € E; ||Z—-Z|| = ||Z—¥||} (cf. 1a proposition V.3.8 ,)

le plan médiateur de 7 et {j.

3) (Plan médiateur)
Soit (#,y) € Ex E.

a) (Lelosange)
Montrer que

N2l = 17l & (F+7,7-9) = 0ie T+§LT 7.
b) Montrer que pour & # jet||Z|| = ||§|| Pzy = # — §* est un plan qui contient en particulier 7 + 7.

Dans la suite on abrégera la notation : pour tout (k,¢) € Z x Zsi f*(i) # f*(i), on notera

Pri = Ppeypeay = {0 € E; ||[T0— fH@)|| = ||v- fA@|} = 5 @) — f@)"

4) (Image des plans médiateurs)
Montrer que pour tout (k,¢,m) € Z x Z x Z pour peu que P, ¢ soit défini alors Py, ¢+m 1’est aussi et

I’on a
Pk-l—m,[-i—m = fm (Pkl) .

5) (Les plans médiateurs)
Montrer que les plans Py 2, P» 4 et Py 4 sont bien définis et deux a deux distincts.

6) (Ladroite D)
Montrer que

Poo NPy = FPya N Pyy
Py N Pyy
= Poo N Py N Py

est une droite qu’on notera D dans la suite.

7) Montrer que :
Prs = Vect{f*(a), f(a@) + f°(a@)} -
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8) Montrer que :
Pi3 = Py

9) (D est stable)
Montrer que la droite D définie & la question 6 , est f-stable.

Exercice VIIL3.2 (Structure des isométries) Prouver le théoréme VIII.1.3.
Exercice VIIL.3.3 (Conjugaison) Faire la preuve de la proposition VIII.1.5.
Exercice VIII.3.4 (Structure de O_(FE)) Faire la preuve de la proposition VIIL.1.7.

Exercice VIIL.3.5 (Point fixe d’une composée) Soit (E, (-, -)) un R-espace vectoriel euclidien de dimen-
sion 3. On notera || - || la norme euclidienne associée au produit scalaire.

Soient (f,g) € SO(E) x SO(E) un couple de rotation et @ (resp. ¥,) un vecteur directeur unitaire
de ’axe de f (resp. g.)

1) (@ et ¥ sont liés)
Montrer que si @ et U sont liés, il existe

W € F telque fog(®) = ©.
Montrer qu’alors
fog € SO(E).
Dans la suite on suppose que « et ¢ sont indépendants.

2) Montrer que pour W € F,

f o g(l?)) =W = W € Pg,f(g) n Pﬂ‘, g—1(a) -

Si 4 et ¥ sont indépendants, at #+ 7t et @ N7t est une droite. Soit
Featnet, |7l =1. VIIL3.5.1
1l s’ensuit que Vect{,7} et Vect{#, 7} sont des plans. En particulier Vect{, 7 " est une droite et
I’on choisit : N
§ € Vect{w, 7}, ||5]] = 1°. VIIL3.5.2
Il en résulte, par constructions que :

(@,7,8) est une base orthonormée . VIIL.3.5.3

6. ‘1 noter ici qu’il y a deux fagons de choisir § mais que ce choix s’avere indifférent pour la suite; si ce n’est que changer § en son
opposé changerait les parametres (a, b) définis VIIL.3.5.7
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Notons :

o := (U,@) et B := (1,5); sibienque 7 = ai + B5eta®+ 3% = 1. VIIL3.5.4

Définissons encore :
t ;= —pu + as. VIIL.3.5.5

Il en résulte que :

t € FL:Vect{ﬁ,U}:Vect{ﬁ,é’}

et (@0 = (od@+ B3, —PBd + ad)
= —ap(u,d) + af(5,5) + (o® — 5°)(4, 5)
=0
de plus Il = (—Bi+ as,—Bi +as) VIIL3.5.6
— 042 + ﬂQ
=1
sibien que (¥, 7,7) est une base orthonormée.

Il s’ensuit qu’il existe :

10 0
(a,b) € S; tel que M(ﬁy;‘yg)(f) = 0 a —=b VIIL.3.5.7

0 b a

et

1 0 0
(c,d) € S telque M :7(9) = |0 ¢ —d VIIL.3.5.8

0 d c

Si®w € F vérifie f o g(W) = @, en particulier on a nécessairement :
g(@) = f~H(®). VIIL3.5.9

3) Calculer
g(@) et f~1(7) .

4) Montrerquesiw = f o g(®),
<g(1f)),’?> = —<IU,7:> = <f_1(’LB),7_">.

Remarquons que (@, ¥, 7) est une famile libre de F et donc une base de E. Prenons garde qu’elle

n’est pas orthonormée. Notons alors : w0 := xud + yv + 27 .

5) Calculer g(w).

6) Calculer f~1(w).
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7) Montrer que pour tout @ = xi + yU + 27 € E, g(®) = f~ () entraine :

{(1+C)z+ﬂdx =

0
1+a)z+pby = 0f °

8) Montrer que sous les hypotheses 7.1, on a :

(I1+c)(1+a) (g(lﬁ)fffl(ﬁ)) =0.

9) Montrer finalement que :

—

W= —d(1—a)d —b(l—2¢c)7 + B(1 —a)(l—c)F vérifie f o g(@) = ©.

Exercice VIIL3.6 (Le groupe SO(FE)) Soit E un R-espace vectoriel euclidien de dimension 3.
Soit (f,g) € SO(E) x SO(E) un couple de rotations.

1) Montrer que f~! € SO(E).

2) Montrer que si f et g on méme axe (cf. le point ii de la définition VII.1.4,) fog € SO(E).

On suppose désormais que les axes de f et g sont distincts ; et on note  (resp. ¢,) un vecteur unitaire
(i.e. de norme 1,) de I’axe de f (resp. g.) Alors 4 et ¢ sont linéairement indépendants et Vect{ﬁ U } est un

plan.
On rappelle (cf. la question 2 de I’exercice VIIL.3.5,) que pour @ € F,

f o g(’[ﬁ) =w =W € D = 7,f (%) n Pﬁ, g-1(@) -
3) Montrer que si D est une droite, f o g est une rotation.

4) Montrer que si D est un plan alors

P177f(17) = Pﬁ, g- (@) = Vect{zl', ’l_f} .
5) Discuter alors la situation en utilisant la formule
W = —d(1—a)d —b(1—1¢c)7 + (1 —a)(l—c)F
établie a la question 9 de I’exercice VIIIL.3.5.

6) Conclure.

Exercice VIIL.3.7 (Conjugaison, projections, symétries) Soient u et v deux endomorphismes de V" avec v
inversible. On pose ¢ := vuv~!.Pour a € K, on note U, le noyau de u — aldy et 7, le noyau de t — aldy .

1) Calculer T, en fonction de U, et v.
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2) a) Siw est un projecteur de noyau N et d’image I, que dire de ¢ ?

b) Meéme question si u est une symétrie.

3) Si V estun espace euclidien de dimension 2 ou 3 u une rotation de V' et v un endomorphisme orthogonal
de V, que direde t ?

Exercice VIIL.3.8 (Centre de O(E)) Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit f € O(E), et s une
réflexion par rapport a un hyperplan H. Soit@ ¢ H*, @ # 0.

1) Montrer que f o s o f~! est aussi une symétrie et en donner la base.
2) En déduire que f et s commutent si et seulement si i est vecteur propre de f.

3) (Vecteurs propre et homothétie)
Soit £ un espace vectoriel non nul. Soit ¢ un endomorphisme de E tel que pour tout vecteur = de £
la famille (x, g(x)) soit liée.

Montrer que g est une homothétie.

4) Quelestle centre de O(E) 7

Exercice VIIL3.9 (Conjuguée d’une rotation) Soient f/ € SO(E) une rotation d’un R-espace vectoriel
euclidien ¥ de dimension 3et g € O(E).

1) Reconnaitre go f o g~1.

2) Application : Déterminer le centre de SO (F).

Exercice VIII.3.10 Soit

P Cc R¥etG = {g € SO3(R); g(P) = P}.
Montrer que G est un sous-groupe de SO3(R).

Exercice VIIL.3.11 (Sous-groupes finis de SO3(R)) Il n’est absolument pas nécessaire, pour résoudre cet
exercice, de savoir ce qu’est I’équation caractéristique d’un sous-groupe de SO3(R), et encore moin d’en
connaitre la forme.

Dans la suite E est un espace euclidien de dimension 3 et G un sous-groupe de SO (E).
1) Montrer que G a 2 (resp. 3) éléments si et seulement si il existe

rq € SO(E) telque 7% = Idpet G = {rg,Idg} (resp.rg, = Idpet G = {ldg,rg,r5} ")

2) Pour G un sous-groupe a 2 (resp. 3) éléments de SO(E), montrer qu’il existe une droite D¢ et un plan
Pg orthogonaux tels que

VfE€G, fipe = IdDg, fip, € SO(Pg)et fip,” = Idg (resp. fip,” = ldg .)
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3) Etant donné un sous-groupe G de SO(FE), de cardinale 2 ou 3, déterminer TG|Pg-

4) Soient G et H deux sous-groupes de SO(F) de méme cardinal 2 ou 3. Montrer qu’il existe
f € SO(FE) telque H = foGo f7!.

Indication : On pourrat utiliser I’exercice VIII.3.13,question 4.

5) Que peut-on dire de I’action par conjugaison de SO(FE) sur I’ensemble de ses sous groupes de cardinal 2
(resp. 3 7)

Exercice VIII.3.12 (Sphére unité) L’espace vectoriel R? étant muni de son produit scalaire canonique, on
note S I’ensemble des vecteurs de norme 1 (la sphére unité.)

1) Montrer que les groupes O3R et SO3R agissent sur S.

2) L’action de O3R (resp. SO3R) sur S est-elle transitive ?

Exercice VIIL3.13 (Existance d’isométries et transitivité de ’action) Soit F un espace euclidien.

1) Soit
(u,7) € ExE telque ||| = ||7]].

a) Rappeler brievement pourquoi E = Vect{? — @} @& (7 —u)*.
On définit i; 7 par

ig.3 :
u’v\Vect{ﬁfﬁ}

et 1a,7|(5_g

7IdVect{17771 )+ - Id(ﬁfﬁ)L ’

b) Montrer que I’on définit bien ainsi un unique endomorphisme iz y € End(E) i.e. une unique applica-
tion linaire iz 5 : £ — K.
¢) Montrer que iz 7 est une isométrie.

d) Montrer que

ig5(W) = Uet igyg(ﬁ) =qu.
2) Déduire des questions précédentes que O(F) agit transitivement sur 1’ensemble
S :={Z% € E; ||Z|]| = 1}.

3) (Le cas de la dimension 2)
Soit P un espace euclidien de dimension 2, et

(@,7) € Px P telque ||| = ||F]| # 0.
Montrer qu’il existe une unique rotation r; 7 i.e. un unique élément

T'E,U S SO(P) te] que T"Evﬁ(ﬁ) = ,l_j
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4) (Le cas de la dimension 3)
Soient F un espace euclidien de dimension 3 et

(@,7) € ExFE telque ||z|| = ||7]] .

Montrer qu’il existe

—

f € SO(E) telque f(d) = ¥.

5) Déduire de ce qui préceéde que si E est un espace euclidien de dimension 2 ou 3,7 que SO(FE) agit

transitivement sur 'ensemble S := {¥ € E; ||Z|| = 1}.

Exercice VIIL.3.14 (Action sur la sphére unité en dimension 3) Soit S la sphére de rayon 1 dans R3.

1) Soient x et y deux points de S. Montrer qu’il existe une rotation r telle que (x) = y.

2) Soient z,x’,y,y" quatre points de S. Montrer qu’il existe une rotation p telle que p(z) = 2’ et p(y) = ¢’
q p q p que p p

si et seulement si ||z — 2’| = ||y — ¢/|.

Exercice VIIL.3.15 (Décomposition des rotations) On pourra dans cette exercice utiliser les résulteats de
la question 3 de I’exercice VIIL.3.13 et de la question 4 de I’exercice VIIL.3.13 méme si on ne les a pas

établis.

Soient

— FE un espace euclidien de dimension 3 ;
— (; , 3, l;) une base orthonormée de F ;
— f € SO(FE) une rotation.

-,

1) Montrer que f( j)if si et seulement s’il existe des rotations r; et 75 d’axes respectifs iet j,

(i.e. vérifiant r2(i) = iet r;(j) =17,)

et telles que :
f=rpory;

et que dans ce cas 77 et 77 sont uniques.

2) En déduire que tout f € SO(FE) se décompose sous la forme :

/
= Tr- O Tz 0Tz
fr=r50mr00;

ol ryet r% sont des rotations d’axe j et r; est une rotation d’axe 1.

3) Décomposer (z,y,2) — (y,z,z) et (z,y,2) — (xcosa — ysina, zsina + ycosa, 2).

7. Le résultat vaut en fait en toute dimension mais nous n’avons pas fourni les arguments permettant de 1’établir.
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