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LDD/S6 MDD354 Structures algébriques

Corrigé Des exercices 1.7

1.7 . —Exercices

Exercice 1.7.1 (L’ensemble des parties) Est-il vrai que

P(ANB) = P(A)NP(B) et P(AUB) = P(A)UP(B)?

,

N
vC, C € P(ANDB)
& C Cc AnB
& CcA N CCB
=3 C e P(A) N C € P(B)
=3 C € PANP(B);

d’oll
P(ANB) = P(A) N P(B).

U En revanche P(AU B) est «plus gros » que P(A) U P(B). En effet dés que A et B sont disjoints
AUB € P(AUB) ;maisonn’aniAUB € P(A),niAUB € P(B).
Dans Ie cas ou A et B sont des ensembles finis ayant respectivement p et q éléments on sait qu’alors P(A) et
‘P(B) ont respectivement 2P et 29 éléments. Si on suppose A et B disjoints, AU B a alors p + q éléments; et,
par conséquent P(A U B), 2P*4 éléments. Or P(A) UP(B) aura au plus 2P + 27 éléments ; et méme strictement
moins en fait puisque ) € P(A) NP(B).

Exercice 1.7.2 Soient A, B C E. Résoudre les équations a I’inconnue X C F

1) AUX = B.

Puisque A C A U X, I’existence d’'un X telque A U X = B, entraine A C B.Sidonc A ¢ B, cette équation
n’a pas de solution.
SiA C B,Xy = B\ A estlaplus petite des solutions; mais VC' € P(B), Xo U C est encore solution.

2) ANX =B.

Comme on a toujours AN X C A, A N X = Bentraine B C A.Sidonc B ¢ A, I’équation n’a pas de solution.
SiB C A, Xo = B est la plus petite solution de I’équation. Si A est inclus dans un ensemble E et qu’on cherche X
parmi les parties de E,VC € P(E\ A), Xo U C est encore solution.

Exercice 1.7.3 (Fonctions caractéristiques) Soit A une partie de £, on appelle fonction caractéristique de A ’application f
de E dans I’ensemble a deux éléments {0, 1}, telle que :

f(x):{o siz ¢ A

1 sizecA

Soit A et B deux parties de E, f et g leurs fonctions caractéristiques. Montrer que les fonctions suivantes sont les fonctions
caractéristiques d’ensembles que I’on déterminera :

1-f,f9,,f+g9-fg.



1— f Sil’onnote E'\ A le complémentaire de A dans E, i.e.
x € E\A&eax ¢ A

il s’ensuit que
x € E\A < flz) =0< 1-f(x) =1

et
r ¢ E\AszeAs fo) =1 1-f(z) =0;

ce qui définit bien 1 — f comme la fonction caractéristique de E \ A.

fg
Vr € E, fglx) = 1
& f@)=1 A g(z)=1
& re A N x € B
& r € ANB.

Comme Ia seule autre valeur possible que puisse prendre fg est 0, c’est bien la fonction caractéristique de AN B.
f+9— fg Iln’est pas difficile de montrer que f + g — fg est la fonction caractéristique de A U B.

Exercice 1.7.4 (Différence symétrique) Soit un ensemble F et deux parties A et B de £. On désigne par AN B I’ensemble
(AU B) \ (AN B). Dans les questions ci-apres il pourra étre commode d’utiliser la notion de fonction caractéristique.

1) Démontrer que
AAB = (A\B) U (B\ A).

A\B Cc Aet A\BNANB Cc A\BNnB =0.

D’ou
A\ B C AAB

et de la méme maniére B\ A C AAB. Ainsi :

A\B U B\ A C AAB.

Réciproquement
Vre AAB C AUB, z € Aoux € B.

Orsiz € A,x ¢ ANBdoncx ¢ B donc
x € A\B.

Le Raisonnement pour z € B est le méme et I’on conclut.

2) Démontrer que pour toutes les parties A, B, C'de £ on a

(AAB)AC = AN(BAC).



(AAB)AC = ((AAB)UC)\ ((AAB)NC)
AUB)\ (ANnB))uC]

AAB)NC)

\((42B) N C)

= [(AUBUC)\[(ANB)\ ]
\[(AUB)\ (AN B)| N C]

= [(AUBUC)\[(ANB)\ (]|
\[[(AUB)NC]\ (AN B)]

= [[(AUBUC)\[ANB)\CI\[(AUB)NC]]
U[[(AuBUC)\[(ANB)\C]] N (AN B)]

= [(AUBUCQC)\ [[(ANnB)\CJU[(AUB)NC]]]
U[[(AUBUC)\(ANB)U(AUB)NC] N (AN B)]

= [(AUBUC)\[(ANB)U(BNC)U(CN A
U[[(AUBUC)\ (AN B)JU[(AUB)NCJ] N (AN B)]

= (AUBUO)\[(ANB)U(BNC)U(CNA)

3) Démontrer qu’il existe une unique partie X de F telle que pour toute partic A de F,

AAX = XAA = A.

i) (Existence)
Ona:

AND = (AUd)\ (AND)
= A\

On n’a pas explicitement remarqué que
VA,VB, AAB = B = AA;

cependant c¢’est immédiat.

ii) (Unicité)
C’est un fait général que, dés qu’un ensemble est muni d’une loi associative (cf.  la question 2 ,) s’il possede un
élément neutre, celui-ci est unique. Redonnons I’argument pour mémoire : s’il existe € et ¢ tels que pour tout A,

Ale = eNA = Al = pANA = A,

en particulier
e=c¢lAp=¢p.

4) Démontrer que pour toute partie A de F, il existe une partie A’ de F et une seule telle que

ANA" = ANA = X .



i) (Existence)
On remarque que :

1AA (AUA)\ (AN A)
= A\A

0

ce qui assure que A est un symétrique de A pour la loi de composition /.
ii) (Unicité)
la preuve est la suivante. Si B et C' sont deux symétriques pour A :

B = BAD
= BA(AAC)
= (BAA)AC
AC

Il
oS

L’unicité du symétrique dans le cas d’une loi de composition associative (cf. la question 2 ,) est un fait général dont

Exercice 1.7.5 (Propriétés de la différence symétrique) A et B sont des parties d’un ensemble F.

Montrer que :
1) (AAB = AnB) & (A= B =10).

Bienentendu,siA = B = ), ANB = (et AUB = ();d’on

(AAB) = (AUB)\(ANB) = 0\0 = 0 (AN B).

(On pouvait aussi directement écrire ) A() =
Réciproquement, puisque AAB = (AUB)\
on a en particulier :

() (cf. laquestion3  del’exercice .7.4 .))
(

(AAB)N (AAB) = 0
AmB AmB) = 0

AANB =

= Y4AnB =
N AUB = AAB =
ANB = 0

- {5 24}

ANB), (AAB)N(ANB) = 0.1l s’ensuit que si (AAB) =

(AQB),

2) (AUB)N(BUC)N(CUA) = (ANB)U(BNC)U(CNA).

‘ Immédiat.

3) AAB = BAA.

‘ Immédiat.

4) (AAB)AC = AN(BAC).




(cf. laquestion2  del’exercice .7.4 .)

5 AAB=0 <A = B.

(cf. laquestion4 del’exercice .7.4 .)

6) AANC = BAC <A = B.

Seul le sens direct demande un arguments :

AANC = BAC
= (AAC)AC = (BAC)AC
= AA(CAC) = BA(CAQC)
= A = B (cf. laquestion2 del’exercicel.7.4 , exercicel.7.4, question4 .)

Exercice 1.7.6 (Injection) Etant donée une application f : A — B,

1) démontrer que les propositions suivantes sont équivalentes

i) f estinjective;

i) il existe une application g de B dans A telleque g o f = IdA.

e Vo) eAx A f@) = 1)
= glf(@)] = glfw)]
= z = y;

ce qui prouve que f est injective.

i = ii Pourtouty € Im f il existe® un unique x € A tel que f(x) = y. Posons donc g(y) = z ; ce qui
définit g surIm f. Pour touty ¢ Im f choisisssons un élément x arbitraire dans A” et posons g(y) = x. Alors,
pourtoutx € A, f(x) € Im f;etparconséquent, g[f(x)] = z. Bien entendu on ne peut pas dire grand chose,
a priori de f[g(y)] poury € B ; mais rien n’est exigé non plus !

a. Pour peu toutefois que A ne soit pas I’ensemble vide.
b. Pour peu une fois encore qu’il ne soit pas vide et qu’on n’ait pas trop de répugnance a utiliser I’axiome du choix.

On dit alors que g est une rétraction de f.

2) Une telle rétraction est elle unique ? Etudier le casde A = B =N, f(n) =2n..

Pour tout entier pairm = 2n, nécessairement g(m) = n. En revanche pour tout entier impairm = 2n + 1, on peut
choisir arbitrairement son image par g. On peut donc ainsi construire un grand nombre (pour ne pas dire une infinité) de
rétractions g a I’injection f.

Exercice 1.7.7 (Surjection) Etant donnée une application f : A — B,

1) démontrer que les propositions suivantes sont équivalentes

i) f estsurjective;

i) il existe une application g de B dans A telle que f o g = IdB.



ii = 1 Pourtouty € B, flg(y)] = y, c’est-a-dire que g(y) est un antécédent poury ; ce qui assure que | est
surjective.

i = i Sif estsurjective, pourtouty € B, l’ensemble f~1({y}) est non vide et I’on peut donc choisir I'un de
ses éléments qu’on notera g(y). Il est clair qu’alors, pour touty € B, f[g(y)] = y. Ici encore, on ne peut pas
dire grand chose a priori de g[f (z)] pourz € A.

On dit alors que g est une section de f.

2) Une telle section est elle unique ?

On peut construire de nombreuses sections par exemple a 1’application surjective m : Z — Z/nZ qui a un entier a
associe sa classe modulo n. Construire une telle section équivaut en fait a choisir un représentant pour chaque classe ; ce
qui laisse beaucoups de choix.

On prendra cependant garde qu’aucune des sections de m ne sera jamais compatible aux structures (de groupe ou d’an-
neau) sur Z et Z./nZ ; autrement dit il n’existe aucune section qui soit un morphisme.

3) Démontrer que si deux sections ont méme image elles coincident.

Soient donc get h : B — A vérifiant

fog=foh=IdBetlmg = Imh.

Vz € B, 9(z) € Img=Imh A h(z) € Inh=Img
= J(z,y) € B x B, g(z) =h(x) N h(z)=g(y)

= flg(x)] = flh(@)] A flW(=2)] = flg(v)]

= 2=z = z=y

= 9(z) =g(y) = h(z);

ce qui prouve que g = h.

Exercice 1.7.8 (Bijection) 1) Pour des ensembles E et F, montrer que f : £ — F est une bijection de F sur F si et
seulement si il existe une applicationg : F' — FE telle que

gof:IdEetfog:IdF. 1

— Si f et g vérifient les égalités 1 ci-dessus, f o g = Idg, assure que g est une section de f au sens  de
I’exercice 1.7.7 ; ce qui assure que f est surjective. De maniére analogue (ou plutot duale serait-on tenté de dire,)
g o f = Idp signifie que g est une rétraction de f au sens  de I’exercice 1.7.6 ; ce qui entraine que f est
injective. L’application f est donc bijective.

— Réciproquement si f est bijective, il résulte  de I’exercice .7.6 (resp. 1.7.7 ,) que f posséde une rétraction
r: F — FEtellequer o f = Idg, (resp. unesections : ' — FEtelleque f o s = Idg. On a alors :

s = Idgos

= rofos

roldr

= T.

2) [Ilexiste au plus une applicationg : F' — E vérifiant 1. 1.

Si g et h sont deux applications vérifiant 1. 1, en particulier

g = Idgog = hofog = holdp = h.




3) Si g vérifie 1. 1, g est elle-méme une bijection qu’on appelle du fait de ’'unicité établie ~ a la question 2 , la
bijection réciproque de f.

Le fait que g est une bijection résulte du fait que f et g jouent des rdles symétriques dans 1. 1 et de I’équivalence
établie  a la question 1

Exercice 1.7.9 (Propriétés des applications) Soit f : £ — F une application.

1) a) Montrer que
VAeP(F), f(f7(A4) C A.

Pour touty € f(f~1(A)) il existe, par définition, x “1(A) tel quey = f(z). Or, par définition encore, = €

S
f71(A) & f(z) € Adoncy € A. Il s’ensuit que f(f~

=
m\_/
b

b) Montrer que f est surjective si et seulement si

VAEP(F), A= f(f71(4)).

Onavu(cf. a,) quef(f~'(A)) C A indépendamment de toute hypothése sur f.

Supposons que f est surjective. Alors pour touty € A, il existex € FE tel que f(x) = y. Donc f(x) € A c’est-a-dire
quez € f1(A). Il s’ensuit quey = f(z) € f(f~'(A)) ce qui entraine que A C f(f(~1(A)).

Réciproquement supposons que pour tout A C F, A = f(f~1(A)). Alors pourtouty € f,{y} = f(f~*({y})) ce qui
entraine en particulier que f ~1({y}) # (. Ceci signifie exactement que f est surjective.

2) (Injectivité (facultatif))

a) Montrer que
VAcP(E), A c f7H(f(A)).

EneffetVr € A, f(z) € f(A) c’est-a-direx € f~1(A).

b) Montrer que f est injective si et seulement si

VAEP(E), A = [T (f(A)).

Onavu(cf. a,queA C f~1(f(A)) indépendamment de toute hypothése sur f.

Supposons que f est injective. Pour tout x € f~1(f(A)), f(z) € f(A) par définition. Il existe donc y € A, tel que
f(z) = f(y). Puisque f est injective, v = vy ce qui entrainex € A : d’ot f~1(f(A)) C A.

Réciproquement supposons que pour tout A € P(E), f~*(f(A = A. Alors pour tout (x,y) € E x E, f(x) = f(y)
entraine que f(y) € f({z}) doncy € f~1(f({z})). Or f~Y(f({z})) = {x} douy € {x} c’est-a-direquexr = y
ce qui entraine que f est injective.

Exercice 1.7.10 (Image directe/réciproque) 1) Soient X et Y deux ensembles et f une application de X dans Y.

Si A et B sont deux sous-ensembles de X (respectivement de Y'), quel est le lien entre f(AUB) et f(A)U f(B), f(ANDB) et
FANF(B), f~1(f(A)) et A (respectivement f~H(AUB) et f = (A)Uf~1(B), fH(ANB) et f~1(A)Nf~1(B), f(f(A))
et A).

Pour toute inclusion fausse, donner un exemple et éventuellement une propriété supplémentaire de f qui la rend juste.



2

— f(AN B) C f(A) N f(B). Par contre, I'inclusion inverse n’est pas toujours vraie : f(x1) = y1, f(x2) = y2,
f(x3) = y1. Sionprend A = {x1,22} et B = {x2,23},0na f(ANB) = {y2} etf( )N f(B) ={y1,y2} Si
f est injective, on a I’égalité f(AN B) = f(A)N f(B) :soity € f(A)N f(B),y = f(a) = f(b) aveca € A,

b € B. Par injectivité, a = b doncy € f(AN B).
— f(AUB) = f(A) U f(B).
— Y (AUB) = f~Y(A) U f~1(B). En effet, si 'I’on note \/ le connecteur logique ou :

Vz € X, x € fYAUB)

=3 f(z) € AuB

=3 flz) e A v fQx € B

& x € f7Y(A) Vv z € f7Y(B)

& r € fHAufYB).

— f7YANB) = f~Y(A) N f~1(B). Se démontre sur le méme modele que I'identité ci-dessus. En remplagant U
par N etV par A (qui signifie et,) on obtient une formule formellement correct et logiquement vraie.

— A C f7Y(f(A)). Prenons po0 ur f une application constante et A un sous-ensemble strict de X. Alors,
Y (f(A)) = X ¢ AOn a égalité si f est injective.

— f(f~Y(B)) € B. Si f(a) = b pourtouta € X,onaY ¢ f(f~*(Y)) = {a}. On a égalité si f est surjective.
En effet pour touty € B, si f est surjective, il existe v € tel que f(x) = y. Il s’ensuitque x € f~1(B) et
donc que

y € (/7)) -

2) Pour f : E — F une application entre deux ensembles, les applications :

PE) — P(F)

A f(A)
et
P(F) — P(E)
B w B

sont-elles (strictement) croissantes ? décroissantes ? par rapporta C ?

Exercice 1.7.11 Faire la preuve .

est presqu’immédiat puisque V(x,y) € a X b, , (x,y) est un antécédent de x (resp. y) par p (resp. q.)
Pour, s’il existe h : ¢ — a X b vérifiant

poh = fetqgoh =

alors nécessairement
Va € ¢, h(z) = (f(x),g(ac)) g

ce qui assure I’unicité de h.
Reste a voir que cette formule définit bien h ; ce qui est pour ainsi dire immédiat.

Exercice 1.7.12 (Produit cartésien et applications) Soient A, B, C' trois ensembles.
Etant donnée une application f : Ax B — C,
pour tout = € A, on définit g(z) € CP une application de B dans C par

9(@)(y) = f((z,9)) -

Montrer que 1’application
¢ CVEF = (O, f e g

est une bijection,
Indication : on pourra donner sa bijection réciproque.



Soitg : A — CP.définisson f : Ax B — C par

f((z,y) = g(z)(y) V(z,y) € Ax B, .

On définit ainsi une application
¥ i (CP)A — OB

On a alors :
Vfe OB Y(x,y) € Ax B, ¢(f)(@)(y) = f(z,y) 17.12.1

et
Vg(CP)V(z,y) € A x B, ¢(g)(z,y) = g(x)(y) - 17.12.2

Pour tout f € CA*B calculons 1)(¢(f)). Comme 1)(¢(f)) est une applications de A x B dans C, on doit évaluer
Y(¢(f)) sur tous les couples (x,y) € Ax B.ord’apres 1.7.12.2,

V(z,y) € Ax B, ¥(¢(f))(z,y) = ¢(f)(z,y)
qui vaut f(z,y) d’aprés  1.7.12.1. Il s’ensuit que
Ve CY B y(4(f) = fie o ¢ = 1dCHE.

De méme Vg € (CB)A, | calculons ¢(v(g)). pour tout = € A, ¢(1)(g))(z) est une application de C dans B, si bien
qu’il faut I’évaluer sur touts les élémentsy € B. Ord’apres 17.12.1,

V(z,y) € Ax B, ¢(¥(9))(z)(y) = ¥(9)(z,y)

qui vaut g(z)(y) d’aprés  1.7.12.2. 1l s’ensuit que

Vg€ (CB)A, ¢(¥(g)) = gie ¢ oy = Id(CP)*.

Exercice 1.7.13 Faire les détails de la preuve .

Si € et € sont neutres, alors

Siy et z sont des symétriques de x pour *,
ThY = Y*&T = Tx2Z = 24T = €.

11 s’ensuit que
y=yxe =yx(xxz) = (yxx)*xz = €xz = 2.

.

Exercice 1.7.14 Etant doné un morphisme f : M — N, (de magmas associatifs,) montrer que :

1) sieest I’élément neutre de M son image f(e) n’est pas nécessairement I’élément neutre de NV ;

C’est un contre exemple qui n’est pas particulierement immédiat a construire parce que cette propriété est en fait souvent
vraie. Nous ne connaissons pas nécessairement beaucoup d’exemples de magmas qui ne soient pas des groupes; et dans
le cas des groupes I'image de I’élément neutre est I’élément neutre.
Méme quand un magma n’est pas un groupe I’ensemble N pour I’addition par exemple, il s’injecte naturellement dans
un groupe 7 et les morphismes de magma vont naturellement s’étendre en morphismes de groupes, envoyant neutre sur
neutre ; et interdisant du méme coup de construire un contre exemple.
Le fait de pouvoir se plonger dans un groupe correspond, pour un magma, ou a tout le moins pour un monoide, a la
propriété d’étre integre. Si I’on y déroge, on peut espérer construire un contre exemple.
Soit M = R muni de la multiplication (ou tout autre anneau bien siir) et N = R x R muni de la multiplication
(z,y) * (2,t) = (x*z,y *t). Pour cette derniére loi I’élément neutre est (1, 1).
Considérons enfin I’application

¢: R > RxR,z — (z,0).

On a bien entendu
V(z,y) eER X R, ¢(x*xy) = (xxy,0) = (2,0) % (y,0) = ¢(z) * &(y)




ce qui assure que ¢ est un morphisme de magma. Cependant

¢(1) = (1,0) # (1,1).

2) siy estle symétrique de « dans M, f(y) n’est pas nécessairement le symétrique de f(z) dans N.

Cette propriété est fortement liée 4 la précédente. En reprenant les notations ci-dessus, pour z # 0, + est le symetnque
de x dans M. Or ¢(x) = (z,0) n’a tout simplement pas de symétrique dans N, ce ne peut donc, a fortiori étre o(L).

Exercice 1.7.15 Donner la preuve .

Ceci revient a dire que f ;= g est une application bien définie de E dans M
V(f,9) € MP x M*, ;

ce qui est clair.
Sion veut que f — f(x) soit un morphisme, nécessairement

V(f,g9) € MP x MF, (f xye g)(x) = f(z)* g(z);

ce qui définit bien * ;= de maniére unique.

(
= (f
associativité dans M = f(x)*(g9(z) x h(x)
= f(z)* (9 *pre h) (2
= (f *pe (9 *ae h))(x) ;

c’est-a-dire que (f *pre g) xpre b = f *pre (9 *pr8 h) i.e. xpre est associative.

Y(f,g,h) € ME x M¥ x M¥, Vx € E, ((f*MEg)*MEh)(:z:) = f*MEg)(:c)*hh()
(

V(f,9) € MP x M®, ¥z € E, (f*ueg)(x) = f(z)*g(z)
commutativité de M = g(z)* f(z)
= (9xme g)(2) .

c’est-a-dire que f = g = g*pe [ ;e x)e est commutative.

ViEeME Ve e E, (fxyeeys)(z) = f(x)*e
= f(@);
i.e. fxye eye = f. On montrerait de méme que € e * )z f = f; si bien que €),= est bien un élément

neutre pour x e .

Exercice 1.7.16 1) Compléter la preuve .

2) a) Si e est un élément neutre de M est-il encore un élément neutre d’un sous-magma N ?

11 se pourrait trés bien que € n’appartienne méme pas N (cf. la question I  de I’exercice .7.14 .)

b) Si N possede un élément neutre 7 celui-ci est-il nécessairement celui de M ?

Non! (cf. laquestion 1 del’exercicel.7.14 .)

¢) Siz € N possede un symétrique dans M celui-ci est-il aussi son symétrique dans N 7

10



On peut considérer (N, +) comme un sous-magma de (Z,+). Or dans Z tout élément a un opposé tandis que dans N,
seul O en a un.

d) Siz € N possede un symétrique dans NV est-il aussi son symétrique dans M ?

Non! (cf. laquestion 1 del’exercicel.7.14 .)

Remarque 2.5 Le fait qu’on ait fréquemment recours  a ’exercice I.7.14  pour trouver ici des contre exemple vient
de ce qu’étre un sous-magma signifie que IdM |y : N — M est un morphisme. Il est certes injectif ce qui pourrait
aranger certaines choses; mais de fait  a I’exercice .7.14 nous avions déja construit des contre exemples avec un
morphisme injectif . ..

Exercice 1.7.17 Soit (M, *) un magma associatif, d’élément neutre € et N un sous-magma tel que e € N. Montrer que :

1) e estl’élément neutre de V.

On ajoute ici I’hypothése que e € N dont on va voir qu’elle n’est pas anodine : En effet pour toutx € N,z *n € =
x s € puisque N est un sous-magma. Donc x *y € = x. De méme

EXNT = €X)py T = T.

2) six € N auninverse y dans N, c’est aussi son inverse dans M.

Puisque N est un sous-magma

Y*MT = Y*NT = € = T*RNY = T*p Y.

Exercice 1.7.18 Faire la preuve .

Si p est un morphisme

V((m,y),(z,t)) € (M X N) X (M X N), p((x,y) T (z,t)) = p(z,y) *p(z,1t)

T*2Z;

le méme raisonement pour q prouve que 1 est bien définie de maniére unique.
— On a déja vu dans ce contexte (cf. [I’exercice 1.7.11 et,) qu’il existe une unique application

h:P = MxN,zw— (f(z),9(z))

répondant a la question. Reste donc a voir que cette derniére est bien un morphisme or :

V(z,y) € P, h(zfly) = (f(aty),g(zty))
= (f@)*f(),9(z)-9(y))
= (f@),g9(@) 1 (f) 9(v)
= h(z)th(y)-
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