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Corrigé Des exercices I1.5

II.5 . —Exercices

Exercice I1.5.1 (Unicité des éléments remarquables) Soit (E, ) un ensemble muni d’une loi associative.

11 s’agit en définitive d’un magma (cf. cours ) associatif; et I’on pourra se borner ici a rappler les résultats et . ]

1) (Elément neutre)
Montrer que si (F, ) posséde un élément neutre e celui-ci est unique.

(ct. .) ]

2) (Symétrique)
Montrer que si (F, ) posséde un élément neutre ¢, tout élément x € E posséde au plus un symétrique.

(cf..)

Exercice I1.5.2 (Affaiblissement des axiomes de groupe) Soit G un ensemble muni d’une loi associative notée (G, ). On
suppose qu’il existe un élément neutre a gauche e (c’est-a-dire que exz = z pour tout x € G) et que tout élément admet
un inverse a gauche (c’est-a-dire que pour tout x € G,ilexistey € Gtelqueyxx = e.)

1) Montrer que I’inverse a gauche est aussi un inverse a droite i.e.

Y*xT = e = Txy = €.

Indication : On pourra considérer I’inverse a gauche z de y et calculere x (x xy) = (zxy) * (v *y) .
Pourtoutx € G,ilexistey € Gtelqueyxx = eetz € gtelquez*xy = e. Alors :

xxy = ex(xxy)
= (zxy)x(zxy)
= ((zxy)*x)*y
= (zx(yxa))xy
= (zx€)*y
= zx(exy)
= zxy
= e.

2) Montrer que e est aussi un élément neutre a droite i.e.

Vee G, xxe = x.



Pourtoutx € G,y € G, telquey *xx = e; mais (cf. laquestion] ,)onaaussixz*y = e. Alors

xHxe = xx(yxx) = (z*xy)*xx = e*xx = .

3) Montrer que (G, *) est un groupe.

Grice alaquestion2 et alaquestionl ,lesaxiomes sont satisfaits.

Exercice I1.5.3 (Morphismes de groupes) Soit
f : (G?*aeG) - (H?'7€H)

un morphisme de groupes.

Cet exercice est évidemment a mettre en rapport avec et I’on va constater que I’hypothése que I’on a des groupes
et non plus simplement des magmas donnent des propriétés supplémentaires :

1) (Elément neutre)
Montrer que f(eg) = €ep.

Onaeg *x€g = €g ; ce qui entraine, puisque f est un morphisme

fleg) - fleg) = flec xec) = flea) -

Or H est un groupe si bien que f(ec) a un symétriquen € H. L’égalité précédente entraine alors :

en = n-fleg)a= n- feg) - flec) - flec) = flea) -

2) (Symétrique)
Montrer que pour tout x € G, si y est son symétrique, f(y) est le symétrique de f(x).

Si (z,y) € G x G sont symétriques I’un de I’autre

THY=Yxxr = €@
= flxxy)=flyxz) = flea)
= fl@) fly)=fly) fl&) = en;

en utilisant bien entendu  question 1 .

3) (Image)
Montrer que Im f est un sous-groupe de (H, -).

Puisque G est un groupe il est non vide et par conséquentIm f = f(G) est non vide.
De plus pour tout (u,v) € Im f x Im f, il existe (z,y) € G x G tel que

u = f(a)etv = f(y).

Or(cf. 2 )u' = f(z~1);sibienque-~'v = f(x~! xy) qui appartient 2 Im f, qui et donc ien un sous-groupe
de H.
4) (Noyau)

Montrer que Ker f est un sous-groupe de (G, *).



Puisque (cf. 1 ,) f(eg) = eu, eq € Ker f ; si bien que Ker f # 0.

De plus :
V(z,y) € Ker f x Ker f,  f(z7" *y) = Fl@t) - f(y)
= f@7 )
= €y " €H
= €
= sy € Ker f .

ce qui prouve que Ker f est un sous-groupe de G.

5) (Isomorphisme)
Montrer que si f est bijective et que g est son applications réciproque, alors g est un morphisme de groupe.

Ici il n’est pas utile d’avoir affaire a des groupes puisque le résultat est déja vrai pour des magmas associatifs (cf.

)

Exercice I1.5.4 (Le groupe des bijections d’un ensemble £) Pour E un ensemble, on note S(E) ’ensemble des bijections
de E dans lui-méme. On notera o de maniere usuelle la composition des applications.

1) (Le groupe (S(F),0))
Soit £ un ensemble.

a) Vérifier que o est une loi interne sur S(F).

La composée de deux bijections de E dans E est encore une bijection de E dans E.

b) Montrer qu’il existe un élément neutre pour la loi o dans S(E) et le caractériser.

1l est immédiat de constater que

VfeS(E),Idg o f = foldg = f

c’est-a-dire que I’applicationIdgy : E — FE caractérisée par
Ve e E, IdE(z) = x

est un élément neutre pour o dans S(E)).

¢) Montrer finalement que (S(E), o) est un groupe.

Onavu aupointa que laloio surS(E) estune loi interne. Elle est évidemment associative. Elle posséde un élément
neutre Idg (cf. le pointb .)
De plus pour toute bijection f : E — FE il existe une bijectiong : E — FE telle que

Ve e E, g[f(z)] = flg(x)] = «

c’est-a-direque f o g = g o f = Idg (cf.,) donc que g est le symétrique de f pour o qu’on notera usuellement f~*.

2) (Labijection S(E) = S(F))
Soient E et F' deux ensembles et u : £ — F une bijection de £ dans F’ dont on notera v la bijection réciproque i.e.

v:F — FE:vou=Idg,uov=Idp.

Montrer que I’application
Pu i (S(E),0) = (S(F),0), f > uo fou

est un isomorphisme de groupes.



i) (Application)
On constate d’abord que, pour tout f € S(E), ¢, (f) = wo f owv est bien une application de F' dans Iui-méme qui est
de plus, une bijection comme composée de trois bijections. C’est donc bien un élément de S(F).

ii) (Morphisme)
De plus,
V(f,9) € S(E) x S(E), ¢u(fog) = uofogow

= wofovouogow
= du(f) o #(9);

c¢’est-a-dire que ¢,, est bien un morphisme de groupes.

iii) (Isomorphisme)

Notons
Pv : (S8(F),0) = (S(E),0), frvofou
Alors :
VfeS(E), ¢u[ou(f)] = vodu(f)ou
= wowo fovou
= f
= v © Pu = ldsg) ;
et de plus :
VfeS(F), duldu(f)] = uo ¢y(f)ov
= wovo fouow
= f
= Gu © Py = lds(r) -

Ceci prouve que ¢,, est un isomorphisme, d’isomorphisme réciproque ¢,,.

Exercice I1.5.5 (Sous-groupes) 1) (Caractérisation des sous-groupes)
Etant donné un groupe (G, %), montrer qu’une partie H C G de G est un sous-groupe (cf. cours ,) de G si et seulement si,
H # (et
Vee H VYyeH, zxy ' e H.

(cf..)

2) (Groupe des automorphismes )
Complétez la construction .

Etant donné un groupe G,
— on constate d’abord que Aut(G) # (), puisqu’on a remarqué (cf. ,) que Idg € Aut(G).
— De plus pour tout ¢ € Aut(G), puisque ¢ € S(G), ilexistip € S(G) tel que

ooy =1o¢p=1Idg.

Il résulte alors que 1) et également un morphisme et donc un automorphisme i.e. ) € Aut(QG).
— EnfinV¥(¢,v) € Aut(G) x Aut(G), , pop € S(G), puisqu’on sait déja que S(G) est un groupe. De plus ¢ o)
est un morphisme d’apres .
Il résulte alors des vérifications ci-dessus et que (Aut(G), o) est un sous-groupe de (S(G), o) .

3) (Union de deux sous-groupes)
Etant donnés des sous-groupes H et K d’un groupe commutatif (G, +), montrer que H U K est un sous-groupe de (G, +) si
et seulementsi i/ C K ou K C H.
Indication : Montrer qu’il revient au méme de démontrer que [H ¢ K et H U K sous-groupe entraine K C H ] puis prouver
cette derniére assertion.



Etant donnés un groupe commutatif (G,+), H et K des sous-groupes, si H C K (resp. K C H,) HUK = K
(resp. H) qui est bien évidemment un sous-groupe.

Si H U K est un sous-groupe de (G, +) supposons que H n’est pas inclus dans K. Il existe alorsz € H tel quex ¢ K.
Alors pourtouty € K, x ety sontdes éléments de H U K et par conséquentx +y € HU K c’est-a-direquex+y € K
ouz+yec H . Siz+ye K,commey € K,z+y—1y € K c’est-a-dire quex € K ce qui est contraire a I’hypothése.
11 s’ensuit que nécessairementz +y € H. Commex € H,x +y — x € H c’est-a-dire que y € H. Nous avons donc
démontré que tout élémenty € K est dans H c’est-a-dire que K C H.

4) (Intersection de deux sous-groupes)
Pour deux sous-groupes H et K d’un groupe G, H N K est un sous-groupe de G.

Puisque H et K sont des sous-groupese € H ete € K ;sibienquee € H N K qui est donc non vide.
DeplusV(z,y) e (HNK) x (HNK), ,

'y € Hetaz lxy € K

puisque H et K sont des sous-groupes. Par conséquent x~' + y € H N K qui est donc un sous-groupe.

5) Soit S une partie de G et H une autre partic de G. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

a) L’ensemble H est I’intersection de tous les sous-groupes de GG contenant S.
b) L’ensemble H est un sous-groupe de GG contenant S et tel que, pour tout sous-groupe K de G contenant S, H C K.

¢) H est constitué des éléments s1s5 ... s, avec r > 1 ol un élément s; est dans S ou a son inverse dans S.

a = b L’intersection d’une famille (non nécessairement finie) de sous-groupes est encore un sous-groupe. Si
chaque élément de la famille contient S, I’intersection contient encore S. Enfin si K est un sous-groupe contenant
S, c’est précisément un élément de la famille et il contient donc I’intersection H.

b = a Soit H I’ensemble de tous les sous-groupes de G contenant S. Alors par hypothése H € H. Si L =

(1 K,L C H.Mais, par hhypothése, VK € H, ,H C K,donc H C L,donc H = L.
KeHn
b & ¢ Notons L I’ensemble des produit s; . .. s, avec

Vi<i<r s € Sous[l e T.

Vérifions d’abord que L est un sous-groupe : Si S = (), L = {e} o € est I’élément neutre de G ; et L est donc
bien un sous-groupe de G. Sinon L C S, de maniére presque immédiate ; ce qui entraine L # (.
De plus, pour tout s1,...8, € L,

(51...8) = s7t...s7t € L.

Enfin pour
(s1...80,81...80, € LXL,s1...8,-8)...8, € L;

T,
ce qui achéve de prouver que L est un sous-groupe de G contenant S.
Or I’équivalence a < b assure qu’un tel sous-groupe est unique et que c’est donc bien H définien b .

Exercice I1.5.6 (Famille filtrante) Faire la preuve .

Notons K := U H.Vn € N, | H, est un sous-groupe de G par hypothése; et H,, est donc non vide; si bien que
neN

K # 0.

Par ailleurs pour tout (z,y) € K x K, il existe (p,q) € NxNtelquex € Hyety € H,.

Or il existe, par hypothése,r € N tel que H, C H, et H; C H, ; si bien que

x € H.ety € H, .




Or H, étant un sous-groupede G,z ' xy € H, ;comme H, C K,z 'y € K ;ce qui achéve de prouver que K
est un sous-groupe de G.

Exercice IL1.5.7 (Groupe de matrices triangulaires) On rappelle que GL>(R) désigne I’ensemble des matrices (ﬁ Zt/)

avec (z,y,2,t) € R* et qui sont inversibles, i.e.

VA € GLy(R), 3B € GLy(R), AxB = B+ A = I,

N . . 1
ou I’on désignera par / la matrice I = (O (1)) .

1) (Le groupe (GLy(R), *))
Rappeler pourquoi GL3(R) est un groupe pour la loi *.

— Il est bien connu que la multiplication des matrices est associative.
— Montrons que c’est bien une loi interne sur GL2(R). En effet pour A,b,c, D € GL3(R), telles que

AxB = BxA =CxD = DxC = 1,
AxCxDxB = AxI«B = AxB = letDxBxAxC = DxI+«C = DxC = 1.
— I est évidemment un élément neutre pour cette loi ; puisque

VA e GLa(R), AxI = ITxA = A.

— Enfin par définition tout A € GL2(R) possede un inverse.
Le couple (GL2(R), ) satisfait donc bien aux axiomes .

2) (Un sous-groupe de GL2(R))
Pour tout ¢« € R, on note

a) Pour tout (a,b) € R? calculer u(a) * u(b).

pu(a) * p(b) = (é ?>*((1) Il))
(

b) Montrer que pour touta € R, pu(a) € GL2(R).

Onavu aupointa ,que
u(a) x p(—a) = pla—a) = p0) = I;
ce qui prouve que u(a) € GLy(R).

¢) Montrerque p : R — GL2(R) est un morphisme du groupe (R, +) dans le groupe (GL2(R), *) .

Onavu aupointb , que u est bien a valeurs dans GLy(R). De plus (cf. Ie pointa )

Y(a,b) € R? pla+b) = pla)* p(d);



ce qui correspond .

d) Le groupe (GL2(R), %) est-il abélien ? Le sous-ensemble Im i de GLo(R) est-il un sous-groupe abélien de GLo(R) 7

,

On a
0—1*—10 —10*0—1.
1 0 0 1 7 0 1 1 0/
la composée d’une rotation et d’une symétrie dépend de I’ordre dans lequel on les compose. Ainsi GL2(R) n’est pas

abélien.
En revanche pour tout (a,b) € R?, d’aprés le pointa |,

p(a) = p(d) = pla+b) = plb+a) = p(d)*pa).

Le groupe (R, +) étant abélien son image par un morphisme de groupes I’est encore.

Exercice I1.5.8 (Le groupe SO (R)) Soit

SOR = {p(@) = <C089 sm@), GER} .

sinf  cos6

Montrer que (SO2R, x) est un groupe abélien, et que 1’application

p: (R4+) — SO3R

0 — p(6)
est un morphisme de groupes.
cosf —sinf cos —sin
V(0.6) R xR, p(0) xp(¢) = (S0 ) . (m o qjﬁ)

_ (cosfcosp —sinfsing —cosfsin¢g —sinbcosgp
- sin 6 cos ¢ + cos 0 sin ¢ —sin@singb—l—cosﬁcosgb)
cos(f + ¢) —sin(0 + @)
sin(6 4+ ¢)  cos(6 + @) )
p(0+ o) .

On remarque que p(0) = <(1) (1)> qui est Iélément neutre du groupe (GL2(R), x) des matrices inversibles 2 x 2. De

plus, il découle de Ia formule p( + ¢) = p(0) x p(p) établie ci-dessus que

p(=0) X p(6) = p(0) X p(—0) = p(0) = (é $>;

ce qui assure que p(—0) est I'inverse de p(6) dans GL3(R) ; si bien que p est une application a valeurs dans GLz(R).
La formule p(0 + ¢) = p(0) x p(¢) assure que p est un morphisme de groupes.

L’ensemble SO5(R) est alors I'image du groupe (R, +) par p dans GL2(R). Or (R, +) étant un groupe abélien il en est
de méme de Im p.

Exercice I1.5.9 (Le groupe S7) Soit
S = (a b) € R%a?>+0b* =1
) *b a ’ ’ ’

1) Montrer que S; est un sous-groupe du groupe GL(R) des matrices inversibles 2 x 2 a coefficients réels.

— On constate d’abor que ((1) (1)> € Sy, ce qui assure que S1 # .



— De plus, pour tout

a —b c —d a —b c —d
G 2@ e ()G )
_ (ac—bd —ad—bc
~ \ad+bc ac—0bd |-
Comme

(ac —bd)* + (ad + bc)®> = a*c® +b*d® — 2acbda’d® + b*c* + 2adbe
a’c® + b?d? + ad* + b3c?

= a*(d® +d%) + b3 (2 +d?)

a® + b?

- 1

)

ac—bd —ad—bc cs
ad+bc ac—bd L
— Il résulte encore du calcul ci-dessus que

a —b (@ by (1 0

b a b a)  \0 1
dés que a® + b*> = 1. Les éléments de Sy, possédent donc un inverse pour la loi x ; ce qui achéve de prouver
que S est un sous-groupe de GLa(R).

2) Construire un isomorphisme de groupes

S1 =2 SO2(R)
ol SO5(R) est le groupe défini  a I’exercice I1.5.8 .
Pour tout couple (a,b) € R2, vérifiant a®> + b> = 1, c’est un résultat connu qu’il existe § € R tel que a = cos0
etb = sinf. La matrice (Z _ab> , est alors la matrice p(60). Il est alors clair que S; et SO3(R) sont le méme sous-

ensemble de GLy(R).




