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Corrigé Des exercices I11.7

II1.7 . —Exercices

Exercice II1.7.1 (Quelques résultats du cours (relations d’équivalence (cf. IIL.1)) 1) (Classes d’équivalence )
Faire la preuve du lemme II1.1.2 .

II.1.2.a = III.1.2. b Puisqu’une relation d’équivalence est réflexive, pour tout t € E, x € 7. Or si de plus
x ~ y,x € ¥, sibien que

TNy #£ 0.

On utilise le caractére symétrique de la relation d’équivalence qui autorise a écrire indifféremment x ~ Yy ou
Yy ~

Hl.1.2.b = IIl.1.2.c Soitz € TNTY. alors pourtoutw € T, w ~ x etz ~ x,i.e par symétriex ~ z etpar
transitivité w ~ z. Comme de plus z € Y, z ~ vy ; si bien que par transitivité, pour toutw € T,w ~ Yy ;ie.
w € 7 ; ce qui entraine finalement

T CUyY.

IIIL1.2.c = MI.1.2.d Six C 7Y, enparticulierz € y;sibienquex ~ y & y ~ x.Orpourtoutz € ¥,
Yy ~ z;ce quientraine, par transitivité, xt ~ z ;i.e z € T. Il en résulte donc quey C T ; ce qui, sous
I’hypothése que T C 7, entraine

T =7.

2) (Partitions)
Donner la preuve de la proposition I11.1.4 .

i) (Preuve du pointi de la proposition I11.1.4 )
Soit E¥ un ensemble muni d’une relation d’équivalence ~ et

P:={z,z € E}
I’ensemble des classes d’équivalence selon ~ . Autrement dit, pour toutz € E,T € P est définie par
T:={y € E;y~ z}.

— Pour toutT € P,x € T, eneffetx ~ x puisque ~ est réflexive; si bien que T # () ; ce qui assure que
I’axiome Part; de la définition I11.1.3 est satisfait par P.
— Pour tout (Z,§) € P x P, il découle du lemme IIL.1.2 que,

TNy #0=7=7,;

c’est-a-dire que 1’axiome Party de la définition III.1.3 est satisfait pour P.
— Enfin pour toutx € E,x € T (comme nous I’avons déja dit, par réflexivité de ~,) si bien que

Ec (=

TeP
Come par ailleursVx € E, T C FE,
U T CE,
zTEP
d’otl finalement
E=J=
Te P

ce qui assure que I’axiome Part; de la définition II1.1.3 est satisfait par P.
L’ensemble P satisfaisant les axiomes de la définition III.1.3 c’est donc bien une partition de E.




ii) (Preuve du pointii de la proposition I11.1.4 )
Soit E un ensemble et P une partition de E. S’il existe une relation d’équivalence ~ telle que les classes selon ~ sont les
éléments de P, alors pour toutx € E, d’apres 1’axiome Parts; de la définition I11.1.3, il existe A € P telquex € A.
De plus d’aprés I'axiome Party de la définition II1.1.3 , s’il existe B € P telquex € B, alors ANB # () et par
conséquent A = B.
Pour toutx € F, il existe donc un unique A € P telquex € A. Si A est la classe de x, pour touty € F,

y~x s yeA.

La relation ~ est alors caractérisée par le fait que x ~ y si et seulement si il existe A € Ptelquex € Aety € A.
L’unicité de ~ est alors assurée.
Reste a montrer que ~ ainsi définie est bien une relation d’équivalence : Or
— d’aprés I’axiome Parts de la définition III.1.3 , pour tout x € FE, il existe A € P tel que x € A, ce qui
entraine que x ~ x, c’est-a-dire que ~ est réflexive;
— la définition méme de ~ assure qu’elle est symétrique ;
— enfin pour tout (z,y,2) € EX E X E,x ~ yety ~ z, entraine qu’il existe (A,b) € P x P, tel que

x € A,ye A, ye B,z € B.

Il en résulte quey € AN B si bien que, d’aprés 1’axiome Part, de la définition III.1.3, A = B, si bien que
z € A, c’est-a-dire que x ~ z. Il en résulte que ~ est transitive.

3) (Applications surjectives)
Faire la preuve de la proposition IT1.1.6 .

HII.1.6.1 traduit simplement le fait qu’une relation déquivalence est réflexive i.e. x € T ; ce qui assure que w(x) =
. C’est encore un moyen de dire qu’aucune classe d’équivalence n’est vide.
II.1.6.1ii Supposons qu’il existe une relation d’équivalence ~ sur E' et une bijection

0:E/~— F T~ px).

Notonsw : E — E/ ~, x — T la surjection canonique; si bien que I’hypothése équivaut a6 o m = p; ce
qu’on peut symboliser par le diagramme suivant, dont on dit qu’il est commutatif :

E
”l N\p
E/~ — F.
Alors :

V(z,y) € E X E, T o~y
- T = 3
& m(z) = 7(y)
& Olr(z)] = O[r(y)]
& plx) = py);

ce qui prouve I’unicité de ~ si elle existe.
Reste donc a montrer que si I’on définit ~ parx ~ y si p(x) = p(y), on définit bien une relation d’équivalence
qui permet de construire la bijection 6.
Bien entendu p(x) = p(z) i.e. x ~ x ie ~ est réflexive. Le fait qu’elle soit symétrique est presqque
tautologique. Si enfinx ~ yety ~ z, p(x) = ply)etply) = p(z);sibien que p(z) = p(z) ie.
x ~ z. Larelation ~ est donc bien transitive. C’est donc bien une relation d’équivalence .
Si 0 est bien définie nécessairement

Vo € E, O[n(z)] = p(x) .

C’est une bonne définition puisque

m(z) = 7(y) & plx) = p(y) .

De plus, puisque p est surjective, 0 vérifiant o m = p est surjective.
Enfin

Olr(2)] = O[r(y)] < pla) = ply) & w(z) = 7(y);

i.e. 6 est injective.




Exercice IT1.7.2 (Relation d’équivalence sur S(F)) Dans la suite, on considére un ensemble E et z ¢ FE. On note F' :=
E U {z}.

Le groupe (S(F), o) est celui considéré a I’exercice II.5.4 et au point ¢ de I’exemple IL.1.2 .

On définit sur S(F') la relation ~, par

V(f,9) € S(F) xS(F), [~ g & f(z) = g(z).

Montrer que ~, est une relation d’équivalence .

,

I est immédiat de constater que, pour tout f € S(F), f ~, f, c’est-a-dire que ~,, est réflexive. De méme

V(f,9) € S(F) xS(F), [~z g = f(x) = g(z) = g(z) = f(2) = g ~= [

c’est-a-dire que ~,, est symétrique.

Enfin
Y(f,g,h) € S(F) x S(F) x S(F), fr~eg et gegh
= f(z)=g(z) et g(z)=h(z)
= flz) = h()

c’est-a-dire que ~,, est transitive.
Puisque ~,, est réflexive, symétrique et transitive, c’est, par définition, une relation d’équivalence .

Dans la suite on notera, pour tout f € S(F), f, sa classe d’équivalence pour la relation ~, et S(F)/ ~, I’ensemble
des classes d’équivalence dans S(F’) pour la relation ~, .

2) (Partition)
Justifier que

shH= | o

a€S(F)/~e

On sait que I’ensemble des classes pour une relation d’équivalence forme une partition ce qui assure le résultat ci-dessus.

3) (Labijection f, = S(E))
a) Pourtout f € S(F),tout (g,h) € f, x f,, montrer que :

)
g loh(E) C E

ii) et que la restriction g !

i)

(9.:h) € foxf, = g(&) = h(z) = g 'oh(z) =z = VWeE, g 'oh(y) # 2 = g 'oh(y)€E.

ohjpdeg™' ohakE estunélément de S(E).

ii) On remarque que
(g.h) € fox fo = g loh(z) = zeth™ og(z) = x.
Or
(hlog)o(g7toh) = Idp.
1

1l s’ensuit que g~
S(E).

o h| est une bijection de E' dans lui-méme de bijection réciproque h='o g|p i.e. un élément de

b) Déduire de ce qui précede, que pour tout f € S(F), I’application
Yr i fo = S(E), g [Trogp

est une bijection.



On avu aupointa que _
g€ fo = fﬁlog\E € S(E).

Lapplication 15 est donc bien définie. De plus pour tout g € S(E) on peut prolonger g en une bijection § de F' dans
lui-méme en posant | = g, et j(x) = x. Ona alors

fog(x) = f(z) = foge f,.
On construit donc ainsi une application x5 : S(E) — fx 11 est presque immédiat de vérifier que
¢f oXf = IdS(E) et Xf © ¢f = Id?x

ce qui assure que 1)y est une bijection.

4) (Quotient)
Pour tout f € S(F') on pose A(f) := f(z) et pour touty € F, on définit¢, : F — F par:

ty(x) =y, t,(y) =z, Vz€F, 2 # xzetz#y = t,(z) = z.

a) Montrer que
VyeF, t, € S(F).

Tout d’abord il est clair sur la définition que t, est une application de F' dans lui-méme. De plus il est immédiat de
remarquer que t, ot, = Idp si bien quet, est une bijection et est sa propre bijection réciproque. On parle dans ce cas
d’involution.

b) Calculer A(t).

On a
Vy € F, A(ty) = ty(z) = y.

¢) En déduire que X est surjective.

Le point précédent assure que pour touty € F il existe t, € S(F) tel que A(t,) = y ce qui signifie précisément que A
est surjective.

5) (Factorisation : application quotient)
Lapplication )\ étant définie comme a la question 4 , on définit

A:S(F)) ~e— Foaw= MN)VSf €a.

a) Montrer que \ est bien définie.

Pour tout o € S(F)/ ~,, il existe f € S(F) telqueaw = f,. Pourtoutg € a = f,,

g~ [ = fl@) = g(x) = Mf) = Ag).

On peut donc définir \(t) par A(g) pour n’importe quel élément g de c.

b) Montrer que X est surjective.



On a montré au pointc de la question4  que \ est surjective. Donc pour touty € F, il existe f € S(F) (on a méme

explicitement trouvé t,, comme antécédent de y,) tel que A(f) = y. Par définition on a alors A(f,) = vy ce qui assure
que )\ est surjective.

¢) Montrer finalement que \ est bijective.

Il reste seulement 2 montrer que \ est injective. Or

Y(a,B) € S(F)/ ~z XS(F)/ ~z, Ma) = Ap)

= V(f,g) €axB, AM(f) = XNg)
= flz) = g(2)
= _f ~zr g
= a = pf

c’est-a-dire que \ est injective.

6) (Calcul du nombre d’éléments de S(E))
On suppose dans cette question que £ est un ensemble fini.

a) Montrer que si I’on suppose que S(F) est fini alors S(F') est fini et donner, dans ce cas, une relation entre #(S(E)),
#(E), et #(S(F)).

Indication : On pourrra utiliser la question 2 , le pointb de la question 3 et le point ¢ de la question 5

D’apres la question 2

S(F) = U Q.

a € S(F)/~a
Or d’aprés le point b de la question 3 , pour tout « € S(F')/ ~, il existe une bijection « = S(FE) si bien que « est
fini dés que S(E) I’est et qu’on a
#(a) = #(S(E)) .
En outre il découle du pointc delaquestion5 queS(F')/ ~, esten bijectionavec F. Orsi E estfini, F = E U {z}

est fini. Il en résulte que S(F') est une union finie d’ensembles finis donc est fini.
Enfin puisque S(F')/ ~, est un ensemble de classes d’équivalence, S(F') est une union disjointe. On a donc

# U 9

a € S(F)/~e

> #(a)

a € S(F)/~z
S #SE)
a € S(F)/~z

#(F) - #(S(E)) -

#(S(F))

b) Montrer finalement que si F est un ensemble fini, S(E) est fini et donner #(S(E)) en fonction de #(FE).

i) Si E = (), il existe une unique bijection de E dans lui-méme a savoir Id . Pour ceux a qui cette considération
pourrait paraitre obscure, on peut tout a fait considérer le cas ot #(E) = 1, c’est-a-dire ot E = {y} est un singleton.
La seule bijection de E dans lui-méme est alors encore I'identité Id i caractérisée par Idg(y) = y.

Cela permet de toute fagon d’« amorcer » (d’« initialiser ») un raisonnement par récurrence.

ii) Faisons en effet I’hypothése de récurrence H,, pourn € N (oun € N*,) que pour tout ensemble F de cardinal
n S(E) est un ensemble fini dont le cardinal ne dépend que de n.
On a suivant les cas vérifié cette hypothese pourn = 0,oun = 1.




Pour tout n € N, soit donc un ensemble F' fini de cardinal n + 1. L’ensemble F' n’est alors pas vide ; choisissons donc
un élément x € F etnotons E := F \ {x} si bien qu’on a

F = E U {a}et#(E) = n.
On peut alors grice 4 I’hypothése de récurrence H.,, appliquée a E utiliser le pointa qui assure que S(F') est fini et que
#(S(F)) = #(F)-#(S(E)) = (n+1)-#(S(E)) -

Ceci assure

1l en résulte que pour tout ensemble F fini,

Exercice I11.7.3 Quelques résultats du cours a propos des actions de groupe (cf. I11.2 )

1) Faire la preuve du lemme I11.3.4

III.3.4.a = II1.3.4.b Notons O¢(x) I’'unique orbite. Pourtouty € E,y € Og(y). Or par hypothése, Og(x) =
O¢(y) doncy € Og(x);sibien que E C Og(X). Comme tautologiquement Og(x) C E,

E = O¢g(z) = Og(y)Vy e E, .

II.3.4.b = III.3.4.c On sait qu’il existe x € E tel que Og(x) = E. (On a en fait méme montré que pour tout
x € EE = Og(z).) Pourtout (y,z) € Ex E,

y € Og(z)etz € Og(x);

ie.
d(a,b) € GxG,y =a-zetz =b-x

d’otil résultey = (axb~1)- 2.
II1.3.4. ¢ = III.3.4.a Estimmédiat.

2) Faire la preuve de la proposition I11.4.1 .

Bien entendu si € désigne I’élément neutre de G, pour tout z € E, et par définition d’une action € - x = x ; si bien que
€ € Stabg(z). Ainsi Stabg(z) # 0.

Par ailleurs,
V(a,b) € Stabg(z) x Stabg(z), a-x=x AN b-rx=x
= ax=z AN x=bl-x
= a-(bt-z) = 2
= (axb™ Y2 = =
= axb 1l € Stabg(z);

ce qui achéve de prouver que Stabg(x) est un sous-groupe de G.

3) Faire la preuve du pointi de la proposition I11.4.3 .

On pourrait simplement dire que a ~ b < p(a) = p(b) est une relation d’équivalence pour laquelle p~* ({p(a)}) est
la classe d’équivalence de a. alors les classes formant une partition de G on obtient le résultat.
11 est presqu’aussi immédiat de le montrer directement. En effet puisque p est surjective,

vy e O(z), p ' ({y}) # 0.

Par ailleurs
Va€ G, a € p'({p(a)})




ce qui entraine

a= U r'td).

y € O(=)
Enfin :
Y(y,2) € O(z) x O(z), p~*({yH)np~*({z}) # 0
= da € G, a € p({y}) A a € pt({z})
= pl@)=y A pla)=2
= y = z
= p'{y}) = p'({z});

ce qui achéve de prouver que {p~'({y}), y € O(z)} est une partition de G.

Exercice I11.7.4 (Stabilisateur) Soit (G, ) un groupe et £ un ensemble muni d’une action de G notée g - = pour tout
(9,2) € GXE.

Montrer que pour tout (z,g) € E x G,

Stabg(g-z) = g * Stabg(z) * g7'.

(Voir aussi la proposition I11.4.5 du cours.)
Pour tout (x,g,h) € E x G x G, h € Stabg(g - x) si et seulementsih - (g-x) = g - x si et seulement si

gl (h-(g-x) =2 & (g7 xh*g) o = x & g 'xhg € Stabg(z)
c’est-a-dire qu’il existe k € Stabg(z) telque g~ xh*g = kie h = gxkx* g~ ! c’est-a-dire finalement que

h € g*Stabg(z) xg*.

Exercice II1.7.5 Considérons I’action par translation a gauche sur les parties de G définie en I1L.5.3 .

1) Montrer que cette action ne se restreint pas en général en une action de G sur I’ensemble de ses sous-groupes.

,

La question peut méme s’envisager dans Z. L’action par translation (a gauche ou a droite ici, ¢a n’a aucune importance
puisque Z est abélien,) est donnée par

-2 ZXZ = Z, (a,b) — a-b:=a+b.
Tout sous-groupe H de Z est de la forme dZ avecd € N. Alors pour touta € Z,
a-H={a-xz,2 € H ={a-dk,k € Z} = {a+dk, k € Z}

qui n’est pas un sous-goupe de Z sauf dans le cas tres particulier o a = 0.

2) Montrer que I’orbite O(P) d’une partie P € P(G) contient au plus un sous-groupe.

Supposons que O(P) contiennent deux sous-groupes H et K. Alors O(P) = O(K) = O(H) et il existe donc
a € G telque K = a - H. En particulier si € désigne 1élément neutre de G, ¢ € K. Il existe doncb € H tel que
axb = a-b = e. Commeb € H et H estun groupea € H. Il s’ensuit que

K =a-H=H.

Exercice II1.7.6 Faire la preuve du pointii de la proposition II1.6.5 .



,

On sait que pour (cf. cours lemme II1.6.1,) g € G, I'application G — G, x + g%z * g~ est un automorphisme de
G. L’image d’un sous-groupe est donc encore un sous-groupe. Ceci entraine que I’application

gxG = G, (9H) = gxHxg "
est bien définie.
Il est immédiat que e - H = ex Hxe ' = H. Enoutre :

V(g,h) € G x G, (gh)*H x (gh)™! {(gh) ¥k (gh)~', k € H}
{gxh*xkxh txg 'k € H}
= {gxkxg ',k € hxHxh™'}
g-(h*H=xh™1)

g-(h-H);

ce qui acheve de prouver q’uon a bien défini une action.

Exercice II1.7.7 (Points fixes d’une action) Soit £ un ensemble fini muni d’une action - : G x £ — FE d’un groupe fini
G. On note
Ec :={x € E;VgeG,g-x =}

qu’on appelle ’ensemble des points fixes pour Paction de G sur E.

1) On suppose que
Ec = 0, #(G) = 15et #(E) = 17.

Quel est alors le nombre d’orbites et le cardinal de chacune d’elles ?

La formule des classes dit que 17 = ). d; o d; divise 15. L’hypothése implique que d; est strictement supérieur a 1,
donc égal a 3, 5 ou 15. On voit que 15 n’est pas possible, donc on doit résoudre 17 = 3x + 5y. La seule solution est
x=4ety=1.1yadoncb5 orbites, I’'une a 5 éléments, les quatre autres en ont 3.

2) On suppose que
#(G) = 33et #(F) = 19.

Montrer que F¢ ne peut pas étre vide.

Si Eq est vide, I’équation 19 = 3z + 11y aurait des solutions entiéres (avec x et y positifs ou nuls), ce qui n’est pas le
cas.

Exercice II1.7.8 (Sous-groupes finis de GL,,(R)) On rappelle que GL,,(R) est I’ensemble des matrices n x n a coefficients
réels dont on a déja montré (cf. la question 1 de I’exercice I1.5.7 ,) que c’est un groupe pour la multiplication (au moins
dans le cas n = 2.) L’argument pour n quelconque étant exactement le méme on ne cherchera pas a le redémontrer.

G - 1 0\ (0 -1 -1 0 0 1
o 0 1)’\1 0)’\0 —-1)'\-1 0/f"
a) Montrer que G est un sous-ghroupe de GLy(R).

. 0 -1 . N .. . , ] .
Si on note r := (1 0 ) dont on sait, si on connait un minimum de géométrie que c’est une rotation d’angle 7,

4 1 0 o R 3
,7* = I}, ennotantI := 0 1) Cetttte description suffit a assurer de maniere
presqu’immédiate que (grice par exemple a la proposition I1.3.5 ,) G est un sous-groupe de GLa (R).

1) On note

on constate que G = {r,r% r?




Pour tout (g,2) € G x R? on note gz le produit (matriciel) de la matrice carré g par le vecteur x := <z1) , ¢’est-a-
2

dire I’'image du vecteur = par I’application linéaire associée a ¢ dans la base canonique.

b) Pourtoutz € R? que vaut

ng?

geQG

a8
Pour tout x := ( !

T2

Ze = (D60 DE-E @GO

) € R% ona

¢) Quels sont les éléments de G pour lesquels 1 est valeur propre ?

Le seul élément de G pour lequel 1 est valeur propre est ((1) (1)> .

2) Le groupe G est celui défini ci-dessus a la question 1 . On peut, dans cette question, considérer comme acquis les
résultats établis ci-dessus.

Soit

C = {(;>x € {~1,0,1},y € {1,0,1}} c R2.

a) Que vaut #(C) ?

b) Montrer que G agit sur C par
-1 GxC — C, (g,v) = gv.

On note encore (cf. le pointa dela question1 ,)r := <(1) _01> Alors

o = (;j)ec, - ggy)ol)(y)

Il en résulte que pour tout1 < i < 4, ettoutv € C,r'v € C, ie.
Vge G, Vvel, gv € C.
Ainsi pour tout g € G la restriction g|c de g a C est a valeurs dans C ; ce qui peut s’exprimer en disant que
- GxC = C, (g,v) = g-v = gv

est une loi externe bien définie.




Il est clair qu’ensuite, I -v = Iv = v, et

Y(g,h) € GXG, (g*xh)-v = (gxh)v = glhv] = g-hv = g-(h-v).

¢) Déterminer les orbites de I’action de G sur C et pour chacune d’entre elles le stabilisateur d’un de ses éléments.

— Notons o := (8) alorsro = o, si bien que

Vg e G, go = o

d’ou il résulte que
Oc(0) = {o} et Stabg(o) = G .

— Notons a := G) Alors :

—ra=b= (_1)

—r2q = 1b = ( )
—7r3a =7%b =7 (
rd =

— rta = %b = r2c =

. Comme #(O¢(a)) = 4, et #(G) = 4, il en résulte que

(1)
Il en résulte que Og(a) = {a,b,c,
#(Stabg(a)) = 1.0rI € Stabg( )

Stabg(a) = {I}.

— Notons e := (é).AIors:

1)

—rte = r3f = r2g = rh = (é) = e.
11 s’ensuit que
Oc(e) = {e, f,g9,h};

et que, pour les mémes raisons que ci-dessus

Stabg(e) = {I}.

d) Laction de G sur C est-elle transitive ?

On a dénombré (cf. le point ¢ ,) trois orbites si bien que I’action de G n’est pas transitive ; puisque dans ce cas il n’y a
qu’une unique orbite (cf. cours définition II1.3.5 .)

3) Soit G un sous-groupe fini de GL,,(R). On suppose qu’il existe = € R" tel que

Zgz%().

g€eG

a) Montrer qu’alors 1 est valeur propre de g pourtoutg € G.

Indication : Calculer h Z gx.
g €eGqG

10



Soitdoncx € R" tel que

v o= ng;éo.

geqG

Pour tout h € G I’application
™ : G = G,g+— hxg

est une bijection de bijection réciproque T,—1. Il en résulte que :

YVhe G, v = Z Th(g)x
geq
= > (hxgm
geqG
= > hlga]
geqG
= thaz
geqG
= hv.

Pour peu donc que v ne soit pas nul, ¢’est un vecteur propre associé a la valeur propre 1, pour touth € G.

b) La conclusion vaut-elle encore si I’on ne suppose pas I’existence de z € R" tel que Z glx) #07
geqG

Non bien entendu voir la question 1

Exercice I11.7.9 (Actions deux fois transitives) Soit G un groupe opérant (agissant) sur un ensemble X.

1) Que signifie la phrase « G opére transitivement sur X » ?

G opére transitivement sur X au sens de la définition ITL.3.5 si et seulement si pour tout couple (z,y) de X x X, il existe
g € G telqueg-x =y ; ce qui signifie de maniére équivalente qu’il n’y a qu’une orbite sous I’action de G, cette orbite
étant alors nécessairement égale a X.

On fait opérer GG sur X x X par :
g-(x,y) == (9-2,9-y).

2) Vérifier que la formule ci-dessus définit bien une action de G sur X x X.

V(g,h) € Gx G, V(z,y) € X x X, (9*h) (z,y) = ((gxh) -z,(g*h)-y)
= (g-(h-2),9-(h-y))
= g-(h-(z,9)) ;

ce qui assure que I’axiome Act; du pointi de la proposition II1.2.4 pour I’action de G sur X entraine la méme
propriété pour la loi externe G x (X x X) — X x X.
— En notant € 1’élément neutre de G, (notation que nous conserverons par la suite,)

V(z,y) e X x X, - (z,y)
= (g-x,g-y)
= (z,9);

c’est-a-dire que I’axiome Acty du pointi de la proposition I11.2.4 pour I’action de G sur X entraine la méme
propriété pour la loi externe G x (X x X) — X x X.
La loi externe G x (X x X) — X x X. est donc (cf. cours proposition II1.2.4 ,) une action de groupe.
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On note
A= {(z,z), z € X}.

On note dans toute la suite

V= AxX)\A={(z,y),z€ X,ye X,z #y}.

3) (Stabilité)
Montrer que AetY := (X x X) \ A sont stables par laction de G sur X x X.

,

)

V(x,x)GA, VQGG,Q(ZC,ZU) = (gxagx) € A.

Y Pourtouta € Y, notons O son orbite. SiO N A # (, il existe 3 € O NA. OrO est aussi I'orbite de 3 ; si
bien que le point précédent entraine que O C A ; ce qui entraine encore que o« € A ; qui contreditay € Y. Il

s’ensuit que O N A = () ; ce qui signifie encore O C Y ; et entraine finalement que Y est stable par I’action
de G.

4) En déduire que laction de G sur X x X se restreint d’une part en une action sur A et d’autre part en une action sur Y.

(cf. laquestion 3 .)

On dit que ’action de G sur X est doublement transitive si I’action induite de G sur Y = (X x X)\ A est transitive;
c’est-a-dire que

V(z,y,z,t) EX x X xXxX, 2 £y, z#t,39g € G, g-x =z,9g-y =tieg-(z,y) = (21).
On suppose désormais que G agit de maniere doublement transitive sur X.
5) Soita € X et G, le stabilisateur de a. Pour tout ¢ € G on note
GI = Goxg*xGy = {hxgxk, (hk) € Go X Gy} .
Montrer que sig ¢ G, G est la réunion disjointe de G, et de G i.e.
G =G, UGletG, NGI = 1.
Indication: Sih ¢ G,, onposerab := g-a,c := h-a eton appliquera la double transitivité aux couples (a,b) et (a, ¢).

,

G = G, U GY Soitdoncg ¢ G, ; c’est-a-direqueb := g-a # a, ouencore (a,b) € Y. De méme pour tout
h ¢ G,

=h-a # a= (a,c) €Y.

Puisque, par hypothese I’action de G sur'Y est transitive, il existe

k € G tel que k-(a,b) = (a,c)
& (k-a,k-b) = (a,c)
& k-a=a AN k-
& k-a=a A k( )—h-a
& k-a=a AN (hlxkxg)-a=a
= ke Gy, N hlxkxg € G,
= 3 € Gy, hlxkxg = /
= kxg = hx/{
= h = kxgxf!
= h € GYI;
si bien qu’on a montré
G =G, UGY.

Go, N G2 = () Sihestdans G, N Gy.9.Gy, alorsh = uxg*xvavecu € Gy etv € G, doncg € G, ce qui
contredit I’hypothese.

6) Soit £ un espace vectoriel de dimension finie > 2 sur un corps commutatif K. Soit D I’ensemble des droites de F.

a) Rappeler comment GL(FE) agit sur D.

12



Pour tout sous-espace F de E, et tout u € GL(E), u(F) est un sous-espace de E de méme dimension que F ; en
particulier limage u(D) d’une droite D € D est encore un élément de D ce qui permet de poser w - D := u(D) ; ce
qui définit de fagon quasi-immédiate une action.

b) Montrer que I’action ainsi définie est doublement transitive.

,

Remarquons que si dim E = 1, D est un singleton et que D x D \ A = () ; si bien que le probléme ne présente
vraiement guére d’intérét.

Soient donc (D1, D2, D7,D}) € Dx D xD xD tel que D1 # Dy et D} # Dj. Soit u; (resp. u}) un vecteur
directeur de D; (resp. D) pouri = 1 ou' 2. Alors {u1,us} et {u},ub} sont des parties libres de E qu’on peut
compléter en des bases (u;)1 < i < dim E €t (U;)1 < i < dim E- Il existe alors (celui-ci est méme unique) un élément

f € GL(E) telque V1 <i <dim E, f(u;) = u;.
11 en résulte alors immédiatement que

fDllelethQZDIQ

7) Montrer a I’aide des questions précédentes que GL2(K) est la réunion disjointe de B et de B (? é) B avec

B = {(g l;) , (a,b,¢) € KX xKxKX} .

Avec les notations de la question 5 , on prend pour a la droite engendrée par le vecteur (1,0). Le stabilisateur de a est

formé des h € GL2(K) tels que h (é) est un multiple de <(1)

) , C’est-a-dire exactement B.

La matrice g = ((1) é) n’appartient pas a B. On applique alors la question 5

GLy(K) = BUBG (1))3.

Exercice I11.7.10 (Formule de BURNSIDE) Soit (G, *) un groupe dont on note 1 I’élément neutre et £ un G-ensemble,
c’est-a-dire un ensemble muni d’une action de GG notée

- GXE = E, (g,z) — g-x.

1) (Cours)

a) Rappeler ce que signifie que E est un G-ensemble ou de maniere équivalente que G agit sur E.

,

Voir le cours définition II1.2.1 . De maniére équivalente, on dispose d’un morphisme de groupes ¢ : G — S(E) ou
d’une loi externe

- GXE = FE,(g,z) = g-x

satisfaisant
1z =zet(gxh)-z =g-(h-x).

b) Pourtoutz € E, qu’appelle-t-onl’orbite O(x) de x sous I’action de G 7

L’orbite O(x) de x est définie par
O(.’E) = {gx, g € G}

13



l (cf. cours définition II1.3.2, pointi.)

c¢) Pourtoutx € FE,qu’appelle-t-on le stabilisateur Stabg(x) de = sous I’action de G ?

Le stabilisateur de x est défini par

(ct. cours définition I11.4.2

Stabg(z) == {g € G;¢9-x = z}

)

On suppose désormais que G et E sont finis.

2) (Orbites et stabilisateurs)

a) Montrer qu’il y a un nombre fini d’orbites O(x;) ,1 < ; < x pour I’action de G sur E et que chacune d’entre elles est un

ensemble fini.

Les orbites sous I’action de G réalisent une partition de F. L’ensemble E étant fini, chacune de ses parties est finie.
Choisissons un ensemble R de représentants de chaque orbite. L’application naturelle R — FE est injective ce qui assure
que R est fini et donc que les orbites sont en nombre fini.

b) Pourtoutz € FE rappeler (sans démonstration) la relation liant

#(G) , #(Stabg(z)) et #(O(x)) .

Ona:

#(G) = #(Stabg(z)) x #(O0(x)) (cf. cours corollaire IIL.4.4 .)

Pour tout g € FE, on note

On note

3) (I’ensemble F)

Fixg(g9) := {# € E; g-x = z} ( ousimplement ) Fix(g) .

F = {(g,2) € GXE; g-xz = z},
F - G
(g,) — g
F — F
(g,2) — =x.
Représenter graphiquement I’ensemble F’ correspondant a :
a) D’action de Z/3Z (resp. Z/27) sur {1,2, 3} définie & .
G/E 1 | 2 | 3

Z/3Z — S, F =

[L 2 3] | |

Id (Id,1) | (Id,2) | (Id,3)

(L3 2] | |
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GE| 1 | 2 | 3

72/27 — Ss3, F = 1d (Id, 1) | (14, 2) | (I1d, 3)
[1 2] | | ([t 2],3).
b) TD’action étudiée a .
G/E| 1 | 2 | 3 | 4 | 5

Id | (1d,1) | (14,2) | (14,3) | (Id,4) | (Id,5)

Z/6L = S5, F = s | (2,2) | | (s%,4) |
s* [ (51 | | (s°,3) | | (s°,5)
st | (s%,2) | | (s*4) |
s° | | | |

4) (Formule de Burnside)

a) Décrire en fonction des objets dont on a rappelé ou donné la définition dans ce probleme

P ({9}) wea et ¢ ({2}) wer -

Pour tout (x,g) € F,
(z.9) € p*({g}) & g-z = v & z € Fix(g)

si bien que
p~'({g}) = {9} x Fix(g).

Similairement pour tout (x,g) € F,
(x,9) € ¢ '{z}) © g-z = z & g € Stabg(x)

si bien que

¢'({e}) = Staba(x) x {z}.

b) Montrer que
F= Jla'd=p = []r'{ed),
xz e E geqG
(en particulier
V(z,y) e ExE, ¢ '({z}) N a7 ({y}) # 0 = ¢ '({=}) = ¢ '({y})

et

V(g,h) € Gx G, p~'({g}) np~'({h}) # 0 = p~'({g}) = p'({R}).

Pour tout (g,z) € F,
(9,2) € p' ({g}) et (g,2) € ¢ '({z})
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si bien que

F C Up {g}) et F C Uq ({=}) - 1

geG z€EE
Par ailleurs p (resp. q) étant une application définie sur F pour tout g € G (resp. x € E,)p~'({g}) C F (resp.
q '({r}) C F,) ce qui assure que les inclusions point 1 sont des égalités.
Enfin pour tout (z,y) € Ex E,siqg *({z}) N ¢ *({y}) # 0,ilexiste (g,2) € ¢ *({z}) N ¢ *({y}) c’est-a-dire
que
z=4q((92) =2=y

ce qui entraine

¢ '({z}) = a7 ({y}).

Le méme raisonnement vaut pour p et vaudrait d’ailleurs pour n’importe quelle application.

J

¢) Onrappelle qu’on a noté k le nombre d’orbites sous 1’action de G sur E' (cf. 2. a .) En écrivant #(F’) de deux maniéres
différentes établir la formule de BURNSIDE :
1

k= ——— Fi .
(G)QEZG#( IX(g))
D’une part (cf. b ,)
F= J]r'deh
geG
d’ou
#(F) = #(Pil({g})) = Z #(Fix(g)) d’aprés pointa . 1
SN E geG

D’autre part (cf. b ,)
“({z})

~
I
=

z € FE

d’ou
D #a'({=}) = Y #(Stabg(x)) (cf. a .)

r e E r € FE

On peut encore, (cf. 2. a ,) réécrire I’égalité ci dessus :

k
Z > #(Stabg(z)) .
i=lz € O(z;

)

En utilisant le point b de la question 2 , et en remarquant que pour tout z € O(x;), O(z) = O(z;), I'égalité
précédente se réécrit encore :

Z > )) = k#(G).
=1z € O(z;)

En combinant cette dernicre égalité avec point 1 , on établit immédiatement la formule de Burnside.

Exercice IT1.7.11 (Carrés 3 x 3) Notons C' := [1;3] x [1;3]. Dans cet exercice, on appellera simplement carré la donnée
d’une application bijective C' — {1,...,9}. Un exemple est représenté de facon visuelle ci-dessous :
1123
5|6
71819

1) Combien existe-t-il de carrés ?

1l s’agit de compter les bijections d’un ensemble de cardinal 9 vers un autre ensemble de cardinal 9 : il y a 9! possibilités.

2) Sion identifie deux carrés qui sont obtenus I’un de I’autre par permutation des lignes, combien y a-t-il de possibilités ?
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L’action de S3 sur I’ensemble C des carrés est libre : le stabilisateur de tout élément est trivial. Le nombre de possibilités

!
est donc %.

3) Ons’autorise maintenant a faire des permutations des lignes et des permutations des colonnes, et ce dans un ordre arbitraire.
Pour la relation d’équivalence correspondante, combien y a-t-il de classes d’équivalence de carrés ?

On peut définir une action du groupe produit S3 x Ss sur C par permutation des lignes et des colonnes et cette action est
libre. Les classes d’équivalence sont les orbites pour cette action. Le nombre cherché est donc % = 2°.32.5.7 = 10080.

4) On s’intéresse maintenant a des tableaux, qui seront ici définies comme étant des applications C — {0,1}. On peut
les représenter en utilisant deux couleurs (noir pour la valeur 1, blanc pour 0) :

a) Combien y a-t-il de tableaux ?

Ilyena?2®=512.

b) Sion identifie deux tableaux qui sont obtenus 1’un de 1’autre par permutation des lignes, combien y a-t-il de possibilités ?

On applique la formule de Burnside pour I’action de S3 par permutation des lignes sur I’ensemble T des tableaux. En
tenant compte du fait que deux éléments conjugués de Ss ont le méme nombre de points fixes, le nombre N d’orbite est :

1 o

oeSs

— £ (#T+3 470D 2. 47079)

= 1(29+3-26+2-23)

Wl o

= - (28+3-2°+2%
(2°+3-2°+1)
(32+12+1)

245 =2%.15 =120

| 2w o] %

¢) Si on identifie deux tableaux qui sont obtenus I’un de 1’autre par permutation des lignes et par une éventuelle inversion
des couleurs, combien y a-t-il de possibilités ?

L’involution consistant a inverser les couleurs passe au quotient pour donner une involution sur I’ensemble des orbites
considéré a la question précédente. Cette involution n’a pas de points fixes puisque 9 est un nombre impair, et donc qu’un
tableau n’a pas le méme nombre de cases noires et de cases blanches. Le nombre de possibilités considéré ici est donc

120 = 60.

5) Ons’autorise maintenant a faire des permutations des lignes et des permutations des colonnes, et ce dans un ordre arbitraire.
Pour la relation d’équivalence correspondante, combien y a-t-il de classes d’équivalence de tableaux ?
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On consideére I’action du groupe G := S3 x Ss sur ’ensemble T des tableaux. Un élément de T' € T peut étre considéré
comme la donnée d’une famille (T; ;)1<; j<3 d’éléments de {0,1}.

Si(0,0') € GetqueT: C — {0, 1} estun élément de T, on notera (0,0").T := (T,-1(;) o1 (j))1<i,j<3-

Comme S5 posséde 3 classes de conjugaisons, G en posséde 3 -3 = 9. Sig = (0,0") € G, les points fixes de g pour
Paction sur T correspond aux fonctions C — {0, 1} qui sont constantes sur les orbites de < g >C G agissant sur C. Le
nombre de points fixes de g dans T donc 2€ ol ¢ est le nombre de cycles dans la décomposition de la permutation donnée
par 'action de g sur C. Dans le tableau suivant, on note k le cardinal de la classe de conjugaison de (o, c’) dans G.
(Pour décrire I’action sur C' de g, on numérote les cases de 1 4 9 comme dans le premier carré donné dans 1’énoncé.)

g=(0,0") k action sur C c| 2¢ | k-2¢°
(1d,1d) 1 Id 9512 | 512
(Id, (12)) 3 (12)(45)(78) 6| 64 | 192
4,(123) | 2 [(123)456)(789) [3] 8 | 16
((12),1d) 3 (14)(25)(36) 6| 64 | 192
((12),(12)) | 9 | (15)(24)(36)(78) | 5| 32 | 283
((12),(123) | 6 | (153426)(789) |2] 4 | 24
(123),1d) | 2 | (147)(258)(369) 3| 8 | 16
((123),(12)) | 6 | (157248)(369) | 2| 4 | 24
(123),(123)) | 4 | (159)(267)(348) [3| 8 | 32
Total 36 1296

Comme 1296 = 36 - 36, on obtient qu’il y a 36 orbites de tableaux pour I’action de G par permutation des lignes et des
colonnes.
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