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Corrigé Des exercices I1V.4

IV4 . —Exercices

Exercice IV.4.1 On suppose que F est munie d’une relation d’équivalence ~ et d’une loi
- ExE = E.
On suppose que - et ~ sont compatibles c’est-a-dire que
V(z,y,2z,t) € EX E X E, (xwy ANz~t =2 ~ y-t).
Onnote : E — E/ ~ lasurjection canonique.
1) Montrer qu’il existe une uniqueloi{ : E/ ~ xXE/ ~ — FE/ ~ tel que 7 soit un morphisme c’est-a-dire que

V(z,y) € ExXE, (n(z-y) = 7(x) t7(y)).
On parle alors de structure quotient.

,

i) (Unicité)
Pour tout (o, B) € E/ ~ XE/ ~, il existe (z,y) € E x E tel que

a = m(x)et f = 7w(y) .
Alors nécessairement, dés I’instant ou I’on exige que 7 soit un morphisme
atpf =) 1 n(y) = nlz-y);

ce qui assure que t est au plus définie d’une maniere.

ii) (Existence)
Reste a voir si la formule ci-dessus définit bien t ; en d’autres termes s’il n’y a pas d’ambiguité sur la définition. En effet,
si(z,t) € E x E vérifie
a = w(z)et f = 7(t),

on a, également nécessairement

1l faut alors remarquer que :

ST~z N y~t
=
~ et - sont compatibles z-y ~ z-t
= m(x-y) = w(z-t);

ce qui assure que t est bien définie.

2) Montrer que si - est associative, (resp. posséde un élément neutre) (resp. est commutative) il en est de méme de T. Montrer
quesiz € E possede un symétrique y pour - alors 7(y) est le symétrique de 7(x) pour 7.

i) (Associativité)



Supposons que - est associative. Alors :

V(a,B,7) € E/ ~ xE/ ~ xE/ ~, 3(z,y,2) € EXEXE, a=mn(z),8=7(y),y=mr(z)
at(Bty) = (@) t[r(y) tn(2)]
= m(z)in(y-2)
= mlz-(y-2)]
= 7l(z-y)- 2]
= n(z-y)fn(z)
= [r(@) T7m(y)] T n(2)
= (atB)tv;

ce qui prouve que T est associative.

i) (Commutativité)
C’est un calcul a peu prés identique a celui fait ci-dessus.

iii) (Elément neutre)
On pourrait légitimement penser que si e € E est un élément neutre pour -, w('e) est un élément neutre pour 1. On a
cependant vu (cf. la question 1 de I’exercice 1.7.14 ,) qu’en toute généralité I’image du neutre n’est pas nécessairement
Ie neutre ; méme si c’est le cas dans le contexte des groupes (cf. la question 1 de I’exercice 11.5.3 .)
Cependant ici, pour tout« € E/ ~, ilexistex € E tel que v = 7(z). Alors:

atmle) = n(@)in(e)

7(x - e)

= 7(x)

= «

m(e - x)
m(e) f m(z)
m(e) fa;

ce qui prouve que 7(e) est bien un élément neutre. On pourrait laisser le lecteur réfléchir encore un peu a ce qu’on a
ajouté ici® par rapport a la question 1 de I’exercice 1.7.14 .

iv) (Symétrique)
découle du point ci-dessus.

a. la surjectivité de 7 !!!

3) Donner des exemples déja connus des constructions précédentes.

(ct. I’exercice IV.4.2 .)

Exercice IV.4.2 (Congruence modulo n) 1) Montrer que tout entier relatif divise 0 tandis que 0 ne divise que lui-méme.

En effet pour touta € Z,0a = 0 ; en revanche

Y(a,b) € ZxZ,ab =0 = a = 0oudb = 0.

Pour tout entier naturel n on définit la relation de congruence modulo n sur 7 par a congrue a b modulo 7 si n divise

b — a et I’on écrit
a = bln].

2) Montrer que la relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence .

i) (Réflexivité)



Puisque n|0, pour touta € N, n|a — a donc
a = an]
ii) (Symétrie)
Y(a,b) €ZXZ, a = bin]
= n | b—a
= n | a—b
= b = aln].
iii) (Transitivité)
V(a,b,c) EZXZ X7, a =bn] A b= c|n
= nb—a A nlc—b
= n | b—a+c—b
= n | c—a
= a = cln].

On notera 7 /nZ I’ensemble des classes d’équivalence pour la relation de congruence modulo n, qu’on abrégera en
Classes de congruence modulo n.
Pour tout @ € Z, on notera 7, (a) ou @ la classe de a modulo 7 .

3) a) Montrer que 7, : Z — Z/nZ est une application surjective. On I’appelle usuellement surjection canonique.

C’est une propriété des relations d’équivalence qu’on a toujoursa € @ = m,(a) si bien que T,, est surjective.

b) Est-elle injective ?

Pourn = 0,

et dans ce cas et dans ce cas seulement, m,, est injective.
Dans Ie cas général

VYa€Z,a # a+neta = a+nn] = m,(a) = m(a+n).

4) Donner le cardinal de Z/nZ .

On sait que
Vn € N*, #(Z/nZ) = n
et
Z/0Z = Z.

5) Un entier naturel n étant fixé, montrer que, pour tout quadruplet (a, b, ¢, d) d’entiers relatifs,

a =clnletb =d[n] = a+b =c+dn];

c’est-a-dire que la relation de congruence et la loi d’addition 4 sont compatibles

V(a,b,c,d) €Z*, a = c[n] AN b= d[n]
nlce—a AN nlb—d

=
= n | (c+d)—(a+b)=c—a+d-0D.

Exercice IV.4.3 (Caractérisation des sous-groupes distingués) Compléter la preuve de la proposition IV.1.4 .



a = f Il s’agit d’a peine modifier I’argument déja donné pour léquivalence entre b et f dans la preuve de la

proposition IV.1.4 . En effet

V(z,y) € G X H, y ~pqeet z ! ~H.d z 7t

ce qui entraine, en vertu du pointa y* x~l~p ge x 171 ; c’est-a-dire

_ _1-1 _
x*y*xlle *y*xleH.

f = a Etant donné un quadruplet (z, z,y, t) d’éléments de G, six ~p g 2, 27'z € H ; ce qui entraine, en vertu

de I’assertion f )
y ez lxrxy = ylez lxaxy™t € H.

Sideplusy ~pgat,t ' xy € H.Puisque H est un groupe il s’ensuit que

tlez laasxy =t lsyxy txz vy € H;

c’est-a-dire que
TxY~gqdzZ*t.

e = f estimmédiat.
f=d Soitx € G.Pourtouty € x*H,ilexistez € H, telquey = x*xzieyxx ' = zxzxx ' Or

daprés f,xxz+x~ ' € H.Ilexistedoncw € H tel que

1

L gxzxg™! = w ,

TEY
d’ouy = wx*x c’est-a-dire quey € H x x. On vient donc de montrer que f implique quez + H C H * z.
L’inclusion réciproque s’obtient par le méme argument, en appliquant cette fois f a I’élément x~!.
d = e Soitg € G.Pourtouty € v+ Hxz ', ilexistez € Htelquey = z*z2+x . Orxz*xz € x* H.
D’aprés d,xxz € H xx. Ilexistedoncw € H telquex x z = w * x ; c’est-a-dire que

Yy =zxxzxx ! = wxrxzx  =w € H.

On vient donc de démontrer que implique que x * H * x~* C H.
Réciproquement, pour tout y € H, z~'xy € o= 1% H. D’aprés
xlxy € Hxax ' Ilexistedoncz € Htelquex ' *y = z*x ! c’est-a-dire

yyd de la proposition IV.1.4 ,

1 1

Yy =x*xzxx - € vxHxa™

On vient donc de montrer que H C x x H x ! ; ce qui termine la preuve.

Exercice 1V.4.4 (Image réciproque/directe) Faire la preuve de la proposition IV.1.10 .

i) (Image réciproque)
Soit donc L. C H un sous-groupe distingué de H. On sait déja que f~1(L) est un sous-groupe de G. De plus :

VeeG,Vye fYL), f(xxyxxz~t) festun r;orphjsme f(@)* fly)* f(x)~!
€
L est distingué L
= THry*x ! € iL);

c’est-a-dire que f (L) est distingué.

ii) (Image directe)
Considérons un sous-groupe stricte G C H ; c’est-a-dire que G # H. Supposons de plus que G n’est pas distingué

dans H. On peut par exemple prendre H := GL3(R) et
G = {(8 2) , (a,b) € R?, ab # 0} .

IdH\G :G - H

Alors




est un morphisme de groupes et f(G) = G qui n’est pas distingué dans H ; alors que G est distingué dans lui-méme.

iii) (Le cas surjectif)
Considérons un morphisme f : G — H surjectifet K C G un sous-groupe distingué. Alors :

Vye f(K),Vxe H, Jv e K,y=fv) AN Ju € G, z=f(u)
= rxy*xxl = f(u)x fv)* flu)™?
= fvxuxv?)
€ f(K).

Exercice IV.4.5 (Sous-groupe d’un groupe fini) Faire la preuve de la proposition IV.3.3 et comparer avec la proposition I1.3.5

Dans le cas d’un groupe fini on n’est pas obligé de vérifier que =" € H ; contrairement a ce qui est exigé dans la
situation de la proposition I1.3.5 . En effet, x x x € H entraine, par récurrence, que

1

vneN, 2" € H.

Or G étant fini
dn € N, 2" = ¢;

1 n

si bien que x—! = ™! qui appartient donc i H.

Exercice IV.4.6 Faire la preuve du pointi de la proposition IV.3.8 .

Exercice IV.4.7 (Un sous-groupe de GL3) Soit K un corps commutatif. On considére I’ensemble U des matrices de GL3(K)
de la forme

pour (a,b,c) € KxKxK.

o = Q
_ 0 o

1
0
0

1) Montrer que U est un sous-groupe de GL3(K).

,

Pour tout
1 a b 1 d e
A=1|(0 1 ¢|],B:=1(0 1 f e UxU,
0 0 1 0 0 1
1 a+d e+af+b
AB = [0 1 f+ec e U.

0 0 1

Grace a la formule ci-dessus on déduit également que B est I’inverse de A dans GL3(K), si et seulement si :

a—+d = 0
ft+e = 0
etaf+b = 0
d = —a
& f = —c
e = ac—b

Ainsi A=' € U ; ce qui combiné au fait que U est stable par la loi du groupe GL3(K), assure que U est un sous-groupe
de GL3(K).

2) Le sous-groupe U est-il distingué dans GL3(K) ?

Indication : On pourra calculer T x A« T~ pourT =

o O =
_ o O
O = O



On constate d’abord que T? = Idi.e. T = T~' doui:

TxAT ' = TxA = ¢ U,

S O =
o~ o
= o

si bien que U n’est pas distingué dans GL3(K).

Exercice 1V.4.8 (Equation aux classes)

Soit (G, %) un groupe dont on note e I’élément neutre.

-1

Pour tout (x,y) € G x G, on dit que y est conjugué a = s’il existe g € G telque y = ¢~ ' *x x * g. On notera x ~ y.

1) Montrer que la relation « est conjugué a » est une relation d’équivalence dite relation de conjugaison ce qui permettra de
dire dorénavant x et y sont conjugués. On appellera classe de conjugaison d’un élément x € G et on notera T sa classe pour la
relation de conjugaison.

i) (Réflexivité)

VeeG, z =elxzsxe = o ~

si bien que ~ est réflexive.

i) (Symétrie)

V(z,y) eGx G,z ~y =>3g € G,y =g xzxg = yr =gryxg ' = () xyxg =y ~ g,
c’est-a-dire que ~ est symétrique.
iii) (Transitivité)
Y(z,y,2) € G x G X G, T~y et Yy~ z
= A(g,h) € GxG,
y =g ltxxxg et z=htxyxh
= z=htxg txxxgxh = (gxh)"Lxxx(gxh)
= % ~ z.

c’est-a-dire que ~ est transitive.

2) On appelle centre du groupe G qu’on note Z(G) le sous-ensemble

Z(G) :={g € G;VheG, gxh = hxg} C G.

a) Montrer que Z(G) est un sous-groupe distingué de G.

,

i) (Z(G) est non vide)
Tout d’abord

ecZ(G) = 2(G) #0.

ii) (Inverse)
Par ailleurs,

V2€Z(G), Ve €G, 27 2 = (z7l%2) = (zxzx ) =xx27! = 27 € 2(G).

iii) (Produit)




Enfin
V(z,w) € Z(G) x Z(Q),Vx € G, zxwxxx = zxx*xw = xxzxw = zxw € Z(G).

Ce qui précéde entraine que Z(G) est un sous-groupe de G.
iv) (Distingué)

V2e Z(G), Ve €G, 27 xz5x = 2z € Z(G)

ce qui entraine que Z(G) est distingué.

b) A quellle condition nécessaire et suffisante sur Z(G') G est-il abélien ?

Il est clair que G est abélien si et seulement si Z(G) = G.

¢) Caractériser les éléments de Z(G) a 1’aide de leur classe de conjugaison.

V2EZ(G),YWeEG, 2~y =>3g € G y=g ' lezeg=z2%xg ' xg=172.

C’est-a-dire que si z € Z(G) sa classe de conjugaison est un singleton.
Réciproquement si la classe de conjugaison de z € G est un singleton c’est {z}. Or pour tout g € G, g~
conjugué a z par définition. Il s’ensuit que

1*z*gest

VgEG, glxzxg = 2 = 2%g = gz = 2z € Z(G).

L’ensemble Z(G) est donc formé des éléments de G dont la classe de conjugaison est un singleton.

d) Montrer que si G/ Z(G) est monogene alors G est abélien.
Indication : On pourra penser a écrire (en le justifiant bien entendu !) un élément x € G sous la forme

x = zxg", z€ Z(G), g générateurde G/Z(G) , n € N.

Pour tout x € G, notons Z sa classe dans G/ Z(G). Puisque G/ Z(G) est monogéne il existey := g € G/Z(Q) tel que
pour tout o € G/ Z(G) il existe k € Z tel que o« = . Ainsi
Ve e G, Ik € Z, T = 7k
= G
= Jz € Z(Q),
g*(g") = z
= x = Z * g”C 5
11 s’ensuit que
Y(z,y) € G x G,
A(z,w) € Z(G) x Z(G),
A(k,0) € Z X Z, x=z*xg" |, y=wxg
= Txy = z*gk*w*ge
= zxwx*ghtt
= wxzxgltk
= wxzxg'xgh
= wxglrzxgh
= yxu,
c’est-a-dire que G est abélien.

3) Pour tout z € G, on appelle stabilisateur de x et on note Stab () I’ensemble

Stabg(z) == {g € Gy o = g ' xxxg} C G.

a) Montrer que, pour tout x € G, Stabg(z) est un sous-groupe de G.



11 est clair que
e € Stabr = Stabg(z) # 0.

Par ailleurs les vérifications que
Y(y, 2) € Stabg(x) x Stabg(x), y~* € Stabg(x) et y * z € Stabg(z)

sont exactement les mémes que celles faites a le point a de la question 2

b) Quelle sous-groupe remarquable de G est contenu dans Stabg (2) pour tout 2z € G, Que vaut

m Stabg(x) ?

zeG

il est clair que
Vo € G, Z(G) C Stabg(z) ;

11 est presqu’aussi immédiat de vérifier que

() Staba(z) = Z(G).

zeG

Pour tout z € G, tout (y,2) € G x G,onnote z ~, ysiy*z~! € Stabg(z).

¢) Rappeler pourquoi ~, est une relation d’équivalence.

(cf. cours proposition IV.1.3, pointi.)

d) Montrer que, pour tout z € G, on a une bijection

G/ mp™ T.

Considérons I’application

¢o: G —>T,g— g_l*x*g.

Par construction méme, ¢ est surjective. Par ailleurs,

V(y,2) € G x G, oy) = 9(z)

& y lxzxy = zlsxzxz
& zxy txxzxyxzt = 2z

=3 yxz 1 € Stabg(z)
& Yy o~z 2.

On en déduit qu’il existe une unique application
¢:G)~y— T

injective définie par _
o) = ¢(y) V€ G/ ~a, Yy €, .

ceci entraine encore que ¢ est surjective donc bijective.

e) En déduire que si G est fini

Vo € G, #(G) = #(z) - #(Staba(x)) .



‘ (cf. 1I1.4.4 .)

4) Soit p un nombre premier et r € N*. on suppose désormais que #(G) = p".

a) Montrer quesir = 1, i.e. #(G) = p G est cyclique et par conséquent abélien.

Puisque p est premier p > 2 si bien que G # {e} c’est-a-dire qu’il existe x € G, x # e. Soit H := {xzF
est un sous-groupe de G dont le cardinal divise donc celui de G. On adonc #(H) = 1 ou#(H) = p. Or

xe€H,ecH,x #e= #H) >2 = #H) =p = H = G;

si bien que G est monogene et fini donc cyclique.

On suppose maintenant que » € N* est quelconque.

b) Quelles valeurs peut prendre #(T) pour x € G ?

Onavua lepointe delaquestion3 que#(T)|#(G) il s’ensuit que

Vee@G, Ik € NO < k < r, #@) = p*.

Notons C I’ensemble des classes de conjugaison de G,

Co:={c € C; #() = 1}etCx :=C\ Co.

¢) Montrer que

#(Z(Q) = #(G) = > #(0)

c€Coo
et en déduire que p|#(Z(G)).
ona:
G = Uc
ceC
= (UgulU 9
ce€Co c€Coo
= (U vl
z€Z(G) c€Coo
= Z(@)u( U c).
c€Coo

Cette union étant disjointe il en découle que

c€Coo

& #E@G) = #G)- Y #0©
c€Coo
= p | #(2(G)).

En effet, d’aprés le pointb

Ve € Coo, p|#(c) .

d) Endéduire quiilexiste k € N1 < k < rtel que #(Z(G)) = pF.



Puisque Z(G) est un sous-groupe de G (cf. le point a de la question 2 ,) #(Z(G))|#(G). 1I s’ensuit qu’il existe
0 < k < rtelque #(Z(G)) = p*.
Mais d’aprés le pointc , p|#(Z(G)) ce qui entraine k > 1.

e) Déduire de ce qui précede que, si #(G) = p?, G est abélien.

1l découle du point précédent que
#(2(G)) = pou#(2(G)) = p* = #(G/2(G)) = pou#(G/2(G)) = 1.

Dans le premier cas G/ Z(G) est monogéne en vertu du pointa et dans le deuxiéme cas il est évidemment monogéne
aussi.
Il découle alors du pointd de la question 2 que G est abélien.

Exercice IV.4.9 (Action d’un sous-groupe distingué) Soit H un sous-groupe distingué d’un groupe G qui agit transitive-
ment sur un ensemble X.

Montrer que les orbites de 1’action (induite de 1’action de ) de H sur X ont toutes méme cardinal.

Pour tout x € X notons O(x) son orbite sous ’action de H.

i) (Premiére méthode)

On a alors
#(H) = #(O(z)) - #(Stabu (z)) .
Or
Stabg(z) = {h € H; h-z = z}
= {9ge€eG;9€H, gz =ua}
Stabg(z) N H .
Or pour tout

Viz,y) eXx X, g € G,y = g-x

puisque I’action de G est transitive. I s’ensuit que
Stabg(y) = g * Stabg(z) x g™t .
1l s’ensuit que :

Stabg(y) = Stabg(y) N H
= (g*Stabg(z)*g™") N H
{gxkxg™', k € Stabg(z
{gxkxg™', k € Stabg(z
{gxkxg™', k € Stabg(z
= {g*kxg ", k € Stabg(z
= g*(Stabg(z) N H)*xg™*

= g*Staby(x)xg '.

}nH

Lgxkxg ! e H}

. k € H} puisque h est distingué
NH}

_ — O

11 en résulte que
V(z,y) € X x X, #(StabH(x)) = #(StabH(y)) o

ce qui entraine que

10



ii) (Deuxiéme méthode)
Puisque I’action de G est transitive, pour tout (z,y) € X x X, ilexisteg € G telquey = g-x. Pourtoutz € O(x)
ilexisteh € H telquez = h-x. Alors

g-z = (gh) -z = (g*h*g_l)-y € H.

On définit ainsi une application
O(x) - Oy),z+— g2z

dont I’application

O) = Ox),z— gtz

est la bijection réciproque.
On a donc définit, et ce indépendamment de toute hypothese de finitude sur G ou X, des bijections entre chaque couple
d’orbite sous I’action de H. Si donc ces derniéres sont finies, elles ont méme cardinal.

Soit z, y deux éléments de X. Alors par transitivité il existe g € G tel que g - x = y.

11



