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LDD/S6 MDD354 Structures algébriques

Corrigé Des exercices V1.4

V1.4 . —Exercices

Exercice VI.4.1 (Décomposition symétrique & antisymétrique) Rappler pourquoi, pour tout endomorphisme ¢ de R?, il existe
un unique endomorphisme o, symétrique et un unique endomorphisme v, de R3 tels que

p = 0p + Qp.

Donner les expressions de o, et o, en fonction de ¢.

Pour tout endomorphisme ¢ € End(R?) de R3, I’équation p = o, + a, avec o, symétrique et o, antisymétrique
entraine
¢t = o, ta, = 0,

1l s’ensuit alors que

1 * 1 *
Op = §(S0+80 )eta, = 5(@—90 ) -

Ceci prouve I’existence et I’unicité de la décomposition souhaitée.

VI4.2 . —Adjonction

Exercice VI.4.2.1 Soient (F, (-,-)) un espace euclidien, v un endomorphisme de E et v* son adjoint.

1) Montrer que

Kerv* = Imut et Imu* = Keru® .
Vo e F, r € Keru*
& u (z) = 0
eVWeE, (u(z)y) = 0
& z,uy)) = 0
& z € Imu't;
on a ainsi montré
Keru* = Imut;
I’autre égalité se montrant exactement de la méme fagon.

2) Montrer que

a) Keruou* = Keru*;

Pourtoutx € FE,
ulz) = 0 = wou*(zx) = 0;

Keru* € Keruou®.



Réciproquement,
Vo € Keruou*, uou*(z) = 0
= (x,uou*(z)) = 0
= (u™(z),u*(z)) = 0
= |lu(x)l]] = 0
= u (z) = 0
= r € Keru*;
si bien qu’on a établi
Keruou* C Keru®.
b) Imuou* = Imu.
,
L’inclusion Imu o u* C Imwu est immédiate.
Par ailleurs, grace au théoréme du rang dim Im v o v* = dim E — dim Keru o u* ; c’est-a-dire en vertu du point a ,
dimImuowuw* = dim F — dim Keru* ; c’est-a-dire encore, en vertu de la question 1 , dim Imuou* = dim F —
dim Im u™ ; c’est-a-dire, cette fois gréice a la proposition V.3.7,
dimImuou* = dim E — (dimE — dim Imu) = dim Imw ;
ce qui combiné a I’inclusion précédemment mentionnée, acheve la preuve.

3) Montrer que si F est un sous-espace vectoriel de F stable par u, alors F'- est stable par u*.

V(z,y) € F+ x F,

Soit F C E un sous-espace tel que u(F) C F. Alors :

ce qui entraine que u*(x) € F= ; si bien que

w*(FL) ¢ FL.

(u*(x),y) =

—

z,u(y))

Exercice VI.4.2.2 Soit (E, (-, -)) un espace euclidien.

1) Soit p un projecteur sur un sous-espace F, parallelement a un sous-espace G. Montrer que 1’adjoint p* est un projecteur et

le décrire.

V(z,y) € E X E,

ce qui signifie que p* est un projecteur.

(p*op*(z) —p*(x),y) =

puisque p est un projecteur. Il résulte alors des égalités ci-dessus que

Vz € E, p* op*(z) — p* ()

1l résulte alors de la question 1 de I’exercice VI.4.2.1 que

Kerp* = Impt = FtetImp* = Kerpt

= Gt. 1

2) Soitp € End(F) un projecteur. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) p est un projecteur orthogonal.
ii) p est auto-adjoint.

iii) Vo e E, [[p)|| < |l=[].



,

i=>1i Sip est un projecteur orthogonal au sens le point i de la définition V.3.1, On a
Kerp = ImpJ‘ etImp = Kerpj‘ ;
ce qui, combiné aux égalités obtenues en 1.1, assure que
Kerp = Kerp® et Imp = Imp*.

Puisque, toujours d’aprés la question 1 , p* est un projecteur, les égalités ci-dessus assurent quep = p*.
ii=1 Sip = p*, les égalités la question 1 de la question 1 assurent que

KerplImp;

ce qui caractérise un projecteur orthogonal.
i= iii Est essentiellement le théoréeme de PYTHAGORE.

iii = i
V(z,y) € Kerp x Imp, plx+y) = plx)+py)
=y
= llyll < ll=z+yll
= lyll* < e +yll?
= (v, y) < (x+y,xz+vy)
= W, 9) < (y,9) + (z,2) +2(z,y)
= (x,2) +2{(z,y) > 0.

S’il existe yo € Im p, tel que (x,yo) alors

et

(.0 + 2o, (220 )) = ~(eua)

ce qui contredit I’'inégalité précédemment établie. On a donc montré que

KerplImp.

Exercice VI.4.3 (Projecteur, adjoint) Soit (E, (,)) un espace euclidien de dimension n > 2, a et b deux vecteurs de F de
norme 1 et non orthogonaux.

On désigne par D := Vect{a} et par H := (Vect{b})*.

1) Montrerque £ = D& H.

Onadim D = letdim H = n — dim Vect{b} = n — 1 si bien que

dimD + dimH = dim F . 1

Par ailleurs puisque a et b ne sont pas orthogonaux, a ¢ H, ce qui entraine que (D = Vect{A})NH = {0} ce qui
combiné a la question 1 prouve que
E=D@&H.

2) Ondésigne parp : E — FE définie par p(z) :=

a) Montrer que p est la projection sur D parallelement a H.

Pour tout x € E, il existe un unique couple (y,z) € D x H tel quex = y + z, ce qui équivaut a dire qu’il existe un ]



unique couple (A, z) € R x H tel quex = Aa+ z. Par définition, \a est la projection de x: sur D parallélement a H. Or

T = da+z
= (x,b) = Xa,b)+ (z,b)
= (z,b) = M\a,b)
= A= {,b)
{a,b)
On utilise d’abord que z € H = (z,b) = 0 puis que a et b n’étant pas orthogonaux, {a,b) # 0. On en déduit donc
que
x,b
p(x) = Ea bia = la
est le projeté de x sur D parallélement a H.
b) Montrer que I’adjoint p* de p est défini par :
(a,y)
Yy e E * = b.
yeE, p(y (@)
Pour tout (z,y) € E X E,
(z,p"(y)) = ),y
_ =)
- < <a7 b> a, y>
1
1
= gl
{a,y)
= b
)
ce qui permet d’identifier p*(y) a ia’ Z; b.
a?

¢) Caractériser géométriquement p*.

En combinant les résultats des questions point a et point b on identifie p* a la projection sur Vect{b} parallelement a
i
Vect{a} .

3) Déterminer p* o p. Montrer que ¢’est un endomorphisme diagonalisable.

Pour toutx € F,

prop(z) = p*[p(z)]

Il
S

On en déduit que p* o p est I’application définie par

T —




Remarquons qu’on a
(p*op)* = p o (p)" = p op

c’est-a-dire que p* o p est autoadjoint donc diagonalisable.

4) Déterminer le noyau de p* o p, puis les valeurs propres de p* o p.

Pour toutx € E?

r € Kerp*op
& p*lp(z)] = 0
& (plp(),y) = OvyekE
& (p(2),p(y)) = VyeE
< p(z) € ImpNImp*
& p(z) = 0.

11 s’ensuit que
Kerp*op = Kerp = H .

La valeur propre 0 est donc de multiplicité au moinsn — 1.

On peut ensuite remarquer que, comme p* o p est symétrique, H+ se décompose comme une somme directe de sous-
espaces propres. Or H+ est la droite Vect{b}. La droite Vect{b} est donc un sous-espace propre de p* o p, ce qui
entraine encore que b est un vecteur propre (b # 0.)

Par ailleurs, il résulte de la formule question 3,question 1 que

Pl = S

{a, a)(b,b)
o2

c’est-a-dire que b est vecteur propre de p* o p associé a la valeurs propre

Tt

Exercice VI.4.4 (Caractérisation des symétries) Soit F un K-espace vectoriel et s € Endg(E) un endomorphismes.
Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) sos =1d.
ii) p* := 1(Id + s) est un projecteur.
iii) p~ := fracl2(Id — s) et un projecteur.

iv) E = Ker(Id +s) @ Ker(Id — s) .

On dit alors que s et une symétrie ou une involution linéaire.

| Solution _

i< ii $(Id + s) est un projecteur si et seulement si

(3@ +s)* = jd+s)
& 1(1d 4 25?) = 1(Id+5s)
& 15° = (s —s+1d — 1Id)
& s2 = Id .

i< iii Se montre exactement de la méme maniére que ci-dessus.
i=1iv
Vo€ E, pt@)+p (z) = z(@+(s(x))+3(@—s(@))

\
8

On a donc
pt +p- = Id. VI4.4.5

Come on a déja montré les équivalences i < ii et i <> iii, on sait que p™ et p~ sont des projecteurs. Il s’ensuit
que
E =Imp"™ @ Imp~ = Kerp™ @ Kerp~




Or
Kerp™ = Ker(Id + s) et Kerp~ = Ker (Id — s) .

iv=-1 Pour tout x € E, il existe un unique couple (y,z) € Ker (Id + s) x Ker (Id — s) tel quez = y + =z.
Alors :

() = s(y+2)
= s*(y)+5%(2)
= s(-y)+s(2)
= y+=z

Z .

Exercice V1.4.5 (Caractérisation des symétries orthogonales) Soit £ un R-espace vectoriel espace euclidien (ou méme
simplement préhilbertien réel (cf. le point ii de la définition V.2.6,),) et s € Endx(F) une symétrie (cf. I’exercice VL.4.4 .)

Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) s € OF).
i) Ker(Id + s) LKer (Id — s).
iii) Le projecteur p*™ := %(Id + s) est un projecteur orthogonal.
iv) Le projecteur p~ := %(Id — s) est un projecteur orthogonal.

v) s = s*. Onrappelle qu’on dit alors que s et autoadjoint (cf. la définition VI.3.1.)
On dit dans ce cas que la symétrie est la symétrie orthogonale par rapport a Ker (Id — s). On dira aussi réflexion par rapport a
Ker (Id — s).

,

iii & iv On a déja montré (cf. VI.4.4.V1.4.4.5,) que p* + p~ = Id ; ce qui entraine que

Kerpt = Imp~ et Kerp™ = Imp*;

si bien que 1’un des projecteurs est orthogonal si et seulement si I’autre I’est.
ii & iii Il sufit de remarquer que

Ker(Id +s) = Kerp™ et Ker (Id —s) = Kerp 1 = Im ™.

i=> i
V(z,y) € Ker (Id + s) x Ker (Id — s), s(z)+z+0 A s(y)—y=0
= (@,y) = (s(z),s(y))
= (,y) = —(z,9)
= (x,y) = 0
= Ker(Id+s) L Ker(Id —s).

il = 1 repose sur les mémes arguments que ci-dessus.
i< v D’apres le point f de la proposition V1.2.7,

s € OF) & sos" =1d.

Par ailleurs
sos =1Id.

Ces deux égalités équivalent a

Exercice VI.4.6 (Projection et symétrie) Soit (E, (-, -)) un espace euclidien de dimension supérieure ou égale a 2. Soient
et y € . Montrer que :

1) Si|lz|| = [|yl|, alors il existe un hyperplan H de F tel que y = s(x) o s est la symétrie orthogonale par rapport a H.



effet I’endomorphisme s de E défini par

S|p = Idg et s

est alors une symétrie orthogonale tel que s(x) = y°.

a. Cette construction sera aussi reprise en détail a 1’exercice VIIL.9.10

11 s’agit bien évidemment de prendre pour H I’hyperplan médiateur construit a le point ii de la proposition V.3.8. En

|H- = Vect{y—ac}

2) Si(z,y) = ||y||?, alors il existe un hyperplan H de E tel que y = p(z) o p est la projection orthogonale sur H.
Prendre H := x — y* ; qui est bien un hyperplan puisque x —y # 0. Par ailleurs un calcul trés élémentaire montre
que

(zy,y) = |ylI> & yla—y.

Exercice VL.4.7 (Composition de symétries orthogonales) Soit £ un espace euclidien de dimension 7.
Soient F', G deux sous-espaces de I tels que /' | G. On note sy et s les symétries orthogonales par rapport a F' et G.

Montrer que

Sp O SGg = SGg © Sp = S(FQG)L.

Notons
H:=F @ GetK := H-

Viz+y) e FOG, sp(sa(z+y))

Ve e K, sp(;G(x)) =

Les égalités ci-dessu prouvent le résultat.

= F+*nGt.

= sp(—z+y)
I

sp(—z) +sr(y)

= sc(sr(z+y)).

sF(—2)
—sp(x)

sc(sr(z)) -




